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1. [241+4240 Punkte] Wir betrachten in (L2 (0,1), ||-||;) mit

full = ( | 1u<x>2dw)

die Funktionen {vy }, o+ fiir v, (2) = sin (n7x). Wir setzen

1/2

Vo = Span ({vn}neNJr) .

(a) Sei u(z) = (sin(mz))>. Gilt u € Vy?
(b) Sei w(z) = (sin(mz))*. Gilt w € Vy?
(c) Sei z(x) =z (1 — x). Man kann fiir z € [0, 1] zeigen, dass

00 3
r(l-z)=>)_ <(2)W) sin ((2n + 1) 7z) . (1)

o 2n+1

Gilt z € Vp?
(d) Gilt auch fiir ¢ < 0 oder z > 17

2. [5 Punkte] Sei (V,||-||) ein Banachraum und F' : V' — V ein stetiger, linearer Operator.
Zeigen Sie, dass wenn die Folge {vj},cn+ C V schwach gegen v € V' konvergiert, dann
konvergiert auch {F (vg)},cn+ schwach gegen F (v).

3. Sei (V,]|]]) ein Banachraum. Eine Menge U C V heiit schwach abgeschlossen, wenn bei
jeder schwach konvergenten Folge der schwache Limes auch in U liegt.
(a) Welche Aussage folgt direkt aus der Definition:

i. Wenn U C V abgeschlossen ist, dann ist U auch schwach abgeschlossen.
ii. Wenn U C V schwach abgeschlossen ist, dann ist U auch abgeschlossen.



(b) Zeigen Sie, dass jede konvexe, abgeschlossene Teilmenge U C V' schwach abgeschlossen
ist.

4. [14141+42 Punkte] Wir betrachten den Hilbertraum (L?(R), (-,-)) mit

<ﬂm:4f@¢@m.

a) Sei fy definiert durch fy (z) = H% Zeigen Sie, dass fo € L? (R).
b) Definiere f,(z) := fo (x — n). Konvergiert f,, schwach oder stark in L% (R)?
(c) Definiere f,(x) := fo (nz). Konvergiert f, schwach oder stark in L? (R)?

)

(d) Definiere f,(x) := \/n fo (nz). Konvergiert f, schwach oder stark in L% (R)?

(
(

5. Sei p,q € (1,00) mit % + % = 1. Die Holder Ungleichung besagt, dass fiir alle u € ¢ und
v € 04 gilt

oo
S veue < Jul, 1o,
k=1

(a) Fiir v € ¢4 definiert man v durch

- vg/p wenn vg > 0,
— g |¥P wenn vy, < 0.

Zeigen Sie, dass v € /P und
oo
> odx = |8l llvll, = [lollE-
k=1

(b) Man definiert fiir v € ¢4 die Abbildung ¢, : ¢ — R durch
o (u) =Y vpuy (2)
k=1

Zeigen Sie, dass ¢, € (7)" und, dass ||¢ul| gy < [[V[|ga-
(c) Zeigen Sie |[¢yl| ()« = [|v]|pe mit Hilfe von ¢, (v). Die Abbildung v — ¢, ist also eine
Isometrie von £¢ nach (¢P)* fiir p € (1,00).

(d) Fiir ¢ € (/)" definiert man vy = {¢ (en)},en+ fiir €, € £ mit (ey), = dpi. Zeigen
Sie, dass vy € 9.



