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1. [2+2+1 Punkte] Wir betrachten A+, A− ∈Mn×n (R) definiert durch

A± = I ±B

mit der Einheitsmatrix I (1 auf der Diagonalen und sonst 0) und

Bi,j = 1
2 wenn |i− j| = 1,

Bi,j = 0 wenn |i− j| 6= 1.

(a) Zeigen Sie, dass A+, A− : Rn → Rn beide strikt positiv definit sind.

(b) Für den Spektralradius ρ (B) von B gilt, dass

ρ (B) := lim
m→∞

m
√
‖Bm‖ = cn < 1.

Zeigen Sie, dass

Ainvers
± = (I ±B)invers =

∞∑
k=0

(∓B)k .

(c) Zeigen Sie, dass A− invers-positiv ist und A+ nicht.
Eine Matrix heißt invers-positiv, wenn folgendes gilt:

Au ≥ 0 =⇒ u ≥ 0.

Bei einem Vektor u ∈ Rn sagt man u ≥ 0, wenn ui ≥ 0 für alle i ∈ {1, . . . , n}.

2. Sei (H, 〈·, ·〉) ein reeller Hilbertraum und B : H × H → R eine stetige Bilinearform, die
außerdem strikt positiv definit ist. Auch gilt, dass B symmetrisch ist: B (u, v) = (v, u) für
alle u, v ∈ H.
Wir definieren F : H → R für f ∈ H durch

F (v) = 1
2B (v, v)− 〈f, v〉 .

(a) Zeigen Sie, dass F nach unten beschränkt ist: infv∈H F (v) =: m ∈ R.
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(b) Wenn F genau durch dieses m nach unten beschränkt ist, dann gibt es eine Folge
{vk}k∈N ⊂ H mit limk→∞ F (vk) = m. Zeigen Sie, dass {vk}k∈N eine Cauchy-Folge
ist.

Hinweis: Schreiben Sie B (vk − v`, vk − v`) aus mit Hilfe von F .

(c) Wegen (b) gibt es dann ein Minimum vmin für F . Zeigen Sie, dass

B (vmin, v) = 〈f, v〉 für alle v ∈ H.

(d) Hat F ein eindeutiges Minimum?

3. [2+2+2+4 Punkte] Der Raum (BC (R) , ‖·‖∞) ist ein Banachraum. Zeigen Sie, welche
der folgenden Folgen {fn}n∈N+ punktweise konvergieren, bzw. divergieren. Untersuchen
Sie auch die Konvergenz in Norm.

(a) fn(x) = sin
(
1
nx
)
,

(b) fn(x) = sin( n
n+1x),

(c) fn(x) = sin
(
x+ 1

n

)
,

(d) fn(x) = sin
(
x2 + 1

n

)
.

4. [5 Punkte] Die Folge {fn}n∈N+ ⊂ C [0, 1], definiert durch

fn (x) =
nx

1 + n2x
,

konvergiert nach 0 für alle x ∈ [0, 1]. Ist diese Folge gleichgradig stetig auf [0, 1]?

Hinweis: fn (x) = nx
1+n2x

=
√
x g (n

√
x) für g (y) = y

1+y2
.

5. Wir betrachten die Funktion f : [−1, 1]→ R definiert durch

f(x) =

{
|x|3/2 sin (1/x) für x 6= 0,
0 für x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass f ∈ C [−1, 1].

(b) Zeigen Sie, dass f ′(0) existiert.

(c) Begründen Sie, dass f auf (−1, 1) differenzierbar ist.

(d) Für welche k ∈ N und γ ∈ [0, 1] gilt f ∈ Ck,γ [−1, 1]?

6. Geben Sie eine Funktion f ∈ C1,1/2 [0, 1] an, die nicht in C1,γ [0, 1] für γ > 1
2 liegt.
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