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1. Fiir zwei Folgen = = {zn},cn+ und y = {¥n }, e+ definiert man
zy = {TnYn}tpent -
Man sagt = € (7 fiir p € [1,00), wenn ||z, == (3°72, |20 |P) P < 0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir z,y € (P gilt, dass zy € (P.
(b) Zeigen Sie auch, dass [|zyl|, < [|z|,[lyll, gilt fiir alle z,y € £P.

2. [24-24-2+2 Punkte] Fiir zwei Funktionen f,¢g : R — R definiert man die Funktion fg
durch

(fg9) (x) := f(x)g(x).
Man sagt f € LP(R) fiir p € [1, 00), wenn

i, = ( [ 1P ar) Y

esssup |f(z)] < oo.
zeR

Man sagt f = g in LP(R), wenn f(x) = g(z) fast iiberall.

und f € L*(R), wenn

(a) Gilt hier fiir p € [1,00), dass f,g € LP(R) impliziert fg € LP(R)?
(b) Zeigen Sie, dass wenn f,g € LP(R) N L>°(R) gilt, dann folgt fg € LP(R) N L*=(R).
(c) Wir nehmen |[-[|,, . := [ll, + [Il, als Norm auf LP(R) N L>(R). Zeigen Sie, dass

Ifg

lpoe < 1 llpoo 19,00 fiir alle f,g € LP(R) N L¥(R).

(d) (LP(R), ||||p) sind Banachriume, aber <LP(R), ||Hp) fiir p # oo ist keine Banach-
Algebra. Sind (LP(R) N L®(R)

I ||p700> Banach-Algebren?



3. (a) [2 Punkte] Wir betrachten (Cl( e @ ) fiir Q C R”™ einem beschréankten Gebiet

und mit

o\ 1/2
fulls @y = el + 190l wnd (9 = (2 (8)°)
Zeigen Sie, dass fiir u,v € C*(Q) gilt, dass
||UUH01(Q) < HUHcl ||UH01(Q)

(b) [0 Punkte] Wir betrachten (COW( ), || ch )) fiir Q C R™ einem konvexen, be-
schriankten Gebiet und mit

|u(z) — u(y)]
lull oy = lullo + sup :
) > rAY€N ‘LL’ - y"y

Zeigen Sie, dass fiir u,v € C%7(Q) gilt, dass

[wvllgon @y < IVl o IVl gon ey -

4. [343+4242+0 Punkte] Man findet als Folge des Satzes von Stone-Weierstra$}, dass man
Polynome verwenden kann um jede funktion in C(2) zu approximieren, jedenfalls wenn
Q) C R” ein beschrinktes Gebiet ist.

(a) Welche Bedingung am Interval [a,b] braucht man um jede Funktion in u € C[a,b]
durch Funktionen

{un}tpens C Span ({cos(nx),sin(nx)}, )
in ||-|| ,-Norm approximieren zu kénnen?

(b) Die Fouriertheorie besagt, dass man jede Funktion in u € C'[0, 27| durch Funktionen

{un},en+ C Span ({cos(nz),sin(nz)} > ) (1)
in ||-]|,-Norm approximieren kann. Gilt fiir eine solche Folge auch Konvergenz in
||| oo-Norm zu w?
(c) Welches Problem hat man, wenn man versucht Stone-Weierstraf fiir (L? (0, 27), [|[|5)
zu verwenden, um u € C'[0, 27| durch (1) zu approximieren.
(d) Welches Problem hat man, wenn man versucht Stone-Weierstraf fiir (C ([0, 27]) , ||-||5)
zu verwenden, um u € C'[0, 27| durch (1) zu approximieren.

(e) Setzt man

o= 5 027r u(x)dz, so=0

Cn = % 027r u(a:) COos (’I’L.’E) d:E? Sn = % 027r U(ﬂf) sin (TLZL‘) dx

fiir n € N*, so folgt [|u — unl|12(9 9, — 0 wenn n — oo fiir

n
up(z) = Z (cx cos (kx) + sy sin (kx)) .
k=0
Kann man fir v € C[0,27] mit u(0) = u(27) folgern, dass ||u — u,||, — 0 wenn
n — oo?
Hinweis. Hier lohnt es sich im Internet zu stobern.



