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Übungsleiter: Philip Matura

Funktionalanalysis
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1. Für zwei Folgen x = {xn}n∈N+ und y = {yn}n∈N+ definiert man

xy := {xnyn}n∈N+ .

Man sagt x ∈ `p für p ∈ [1,∞), wenn ‖x‖p := (
∑∞

n=1 |xn|
p)1/p <∞.

(a) Zeigen Sie, dass für x, y ∈ `p gilt, dass xy ∈ `p.
(b) Zeigen Sie auch, dass ‖xy‖p ≤ ‖x‖p ‖y‖p gilt für alle x, y ∈ `p.

2. [2+2+2+2 Punkte] Für zwei Funktionen f, g : R → R definiert man die Funktion fg
durch

(fg) (x) := f(x)g(x).

Man sagt f ∈ Lp(R) für p ∈ [1,∞), wenn

‖f‖p :=

(∫
R
|f(x)|p dx

)1/p

<∞

und f ∈ L∞(R), wenn
ess sup
x∈R

|f(x)| <∞.

Man sagt f = g in Lp(R), wenn f(x) = g(x) fast überall.

(a) Gilt hier für p ∈ [1,∞), dass f, g ∈ Lp(R) impliziert fg ∈ Lp(R)?

(b) Zeigen Sie, dass wenn f, g ∈ Lp(R) ∩ L∞(R) gilt, dann folgt fg ∈ Lp(R) ∩ L∞(R).

(c) Wir nehmen ‖·‖p,∞ := ‖·‖p + ‖·‖∞ als Norm auf Lp(R) ∩ L∞(R). Zeigen Sie, dass

‖fg‖p,∞ ≤ ‖f‖p,∞ ‖g‖p,∞ für alle f, g ∈ Lp(R) ∩ L∞(R).

(d)
(
Lp(R), ‖·‖p

)
sind Banachräume, aber

(
Lp(R), ‖·‖p

)
für p 6= ∞ ist keine Banach-

Algebra. Sind
(
Lp(R) ∩ L∞(R), ‖·‖p,∞

)
Banach-Algebren?
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3. (a) [2 Punkte] Wir betrachten
(
C1(Ω), ‖·‖C1(Ω)

)
für Ω ⊂ Rn einem beschränkten Gebiet

und mit

‖u‖C1(Ω) = ‖u‖∞ + ‖|∇u|‖∞ und |∇u| =
(∑n

i=1

(
∂u
∂xi

)2
)1/2

.

Zeigen Sie, dass für u, v ∈ C1(Ω) gilt, dass

‖uv‖C1(Ω) ≤ ‖v‖C1(Ω) ‖v‖C1(Ω) .

(b) [0 Punkte] Wir betrachten
(
C0,γ(Ω), ‖·‖C0,γ(Ω)

)
für Ω ⊂ Rn einem konvexen, be-

schränkten Gebiet und mit

‖u‖C0,γ(Ω) = ‖u‖∞ + sup
x 6=y∈Ω̄

|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

.

Zeigen Sie, dass für u, v ∈ C0,γ(Ω) gilt, dass

‖uv‖C0,γ(Ω) ≤ ‖v‖C0,γ(Ω) ‖v‖C0,γ(Ω) .

4. [3+3+2+2+0 Punkte] Man findet als Folge des Satzes von Stone-Weierstraß, dass man
Polynome verwenden kann um jede funktion in C(Ω) zu approximieren, jedenfalls wenn
Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet ist.

(a) Welche Bedingung am Interval [a, b] braucht man um jede Funktion in u ∈ C [a, b]
durch Funktionen

{un}n∈N+ ⊂ Span ({cos(nx), sin(nx)}∞n=0)

in ‖·‖∞-Norm approximieren zu können?

(b) Die Fouriertheorie besagt, dass man jede Funktion in u ∈ C [0, 2π] durch Funktionen

{un}n∈N+ ⊂ Span ({cos(nx), sin(nx)}∞n=0) (1)

in ‖·‖2-Norm approximieren kann. Gilt für eine solche Folge auch Konvergenz in
‖·‖∞-Norm zu u?

(c) Welches Problem hat man, wenn man versucht Stone-Weierstraß für
(
L2 (0, 2π) , ‖·‖2

)
zu verwenden, um u ∈ C [0, 2π] durch (1) zu approximieren.

(d) Welches Problem hat man, wenn man versucht Stone-Weierstraß für (C ([0, 2π]) , ‖·‖2)
zu verwenden, um u ∈ C [0, 2π] durch (1) zu approximieren.

(e) Setzt man

c0 = 1
2π

∫ 2π
0 u(x)dx, s0 = 0

cn = 1
π

∫ 2π
0 u(x) cos (nx) dx, sn = 1

π

∫ 2π
0 u(x) sin (nx) dx

für n ∈ N+, so folgt ‖u− un‖L2(0,2π) → 0 wenn n→∞ für

un(x) =
n∑
k=0

(ck cos (kx) + sk sin (kx)) .

Kann man für u ∈ C [0, 2π] mit u(0) = u(2π) folgern, dass ‖u− un‖∞ → 0 wenn
n→∞?
Hinweis. Hier lohnt es sich im Internet zu stöbern.
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