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1. [14+142+4240 Punkte] Sei 2 C R” ein konvexes, beschrinktes Gebiet und sei v € (0,1).
Wir betrachten C%7(Q) mit zwei unterschiedlichen Normen:

[u(z) —u(y)|
o llullcoqmy = llulloe + [ul, und [u] = sup, o R
_ u(z) — uly
o |lully, == llull + limsup sup w
0 ppyen [T Y
le—y|<e

Zeigen Sie, dass [ul,,, < [[ullcor g fiir u € CO7(@).

Zeigen Sie, dass wenn ||-[|, , und |- o () icht dquivalent sind, es fiir jedes n € N
eine Funktion u, € C%7(Q) gibt mit [unllcor @y = nund [lun|, , = 1.
Zeigen Sie, dass wenn [Juy ||, , = 1 gilt, dann folgt |lun|,, <1 fiir alle n € N¥, und:

e es gibt g, > 0 derart, dass fiir alle z,y € Q mit |z — y| < &, gilt
un (@) = un(y)| < 2|z —y[”.
Wenn man zeigen kann, dass e, > g9 > 0, dann wiirde aus (c) folgen:
[tn | o @) < 3+ 2¢,” fiir alle n € N*.

Es ist nicht sofort klar, ob es so ein €y gibt. Bei der urspringlichen Aufgabe war diese
Schwierigkeit ibersehen.

Gilt die Aquivalenz in dem Fall auch auf BC%7(Q) (definieren!) bei unbeschrinkte
konvexe Gebiete?

2. [24-242 Punkte] Seien (V,dy ), (W, dw ) metrische Rédume.

e Man nennt eine Abbildung f : (V,dy) — (W, dw) offen, wenn

UcCVistoffen = f(U)C W ist offen.

Wenn eine Abbildung f : (V,dy) — (W, dw) stetig ist, dann gilt

UcCWistoffen = f1(U):={z € V;f(x) U} ist offen.



(a) Zeigen Sie das Letztere.
(b) Geben Sie eine stetige Abbildung an, die nicht offen ist.
(¢) Geben Sie eine offene Abbildung an, die nicht stetig ist.

3. [24+2+42 Punkte] Sei (V,|-||) ein Banachraum. Dann ist BL ((V,]|-]|)) als normierter
Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen A : V' — V eine Banach-Algebra und man
kann durch analytische Funktionen f : R — R Elemente f(A) € BL((V,]|||)) definieren,
wenn der Konvergenzradius von f als Potenzreihe bei 0 und der Spektralradius von A
passen.

(a) Sei f(z) = 32,k (25%)". Fiir welches p (A) ist f(A) wohldefiniert?
(b) Sei f (z) = exp (x). Fiir welches p (A) ist f(A) wohldefiniert?
(c) Sei f(z) = exp (x). Fiir welches p (A) ist fmve*(A) wohldefiniert?

4. Wir betrachten
F:(CH([0,2)), [ ller) = (€7 ([0,1]) oo »
definiert durch (F (u)) (z) := u(z + z?).

(a) Zeigen Sie, dass I bijektiv, linear und stetig ist.

(b) Ist die Inverse linear und stetig?

5. Sei (V,]|-]|) ein normierter Raum.

(a) Zeigen Sie, dass wenn U ein Unterraum ist von V und U° # (), dann gilt U = V.

(b) Nehmen wir an, V' ist abzéhbar unendlich dimensional. Das heift, es gibt {v,}, .y C
V, mit {vg}_, jeweils unabhéingig, so dass

o n
V = Un:O VTL fur Vn = Span ({vk}k:O) .

Zeigen Sie, dass (V,||-||) kein Banachraum ist.

6. [14+243 Punkte] Wir betrachten die Menge B aller reellen Polynome auf R, das heifit,
alle Funktionen der Form .
p(z) = Z cpa®
k=0

mit m € Nund cg,...,cm € R.

(a) Zeigen Sie, dass [|[|o[_y 1), definiert durch ||p[|ci_y 5 := sup {|p(z)|; 2 € [-1,1]}, eine
Norm ist auf dieser Menge 3.
(b) Zeigen Sie, (%, H'”C[—l,l]) ist kein Banachraum.

(c) Existiert eine Norm ||-|| fiir P derart, dass (B, ||-||) ein Banachraum ist?



