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1. [2+141 Punkte] Sei K € BL ((V,||ly/) ; (W, ||-|ly)) fiir die Banachraume (V ||-||,,) und
(W Illw)- Zeigen Sie:

(a) K ist kompakt <= K (Bj (0)) ist kompakt.
(b) dim (V) < co = K ist kompakt.
(c¢) dim (W) < oo = K ist kompakt.

2. Sei 2 = (0,1)" C R™ und setze fiir @ € (0,1) mit den iiblichen Normen

Ba = (€@ o,0) mmd Bo = (C@), 1)

Zeigen Sie, dass [ : B, — By, definiert durch ([u) (z) := u(x), ein kompakter Operator
ist.

3. Wir definieren A,, € BL (({2, ||-||5)) fiir n € N durch
Ap (T1,%2, ..., Ty Tt 1, Tng2, - - - ) i= (1,2, ..., 2y, 0,0,...),
oder genauer: (A,x), =z}, fir K <n und (A,z), := 0 fiir & > n.

(a) Zeigen Sie: Weil dim (A,, (¢2)) endlich dimensional ist, ist A,, kompakt fiir jedes n €
N+,

(b) Zeigen Sie: Fiir jedes z € £? gilt A,x — x wenn n — co.

(c) Ist der Identitdtsoperator Ix := x kompakt als Grenzwert dieser kompakten Opera-
toren A7

4. [242424-24-0 Punkte] Sei @ = {a,}02; € ¢o mit oy, > 0 fiir alle n € NT. Definiere
A€ BL((6,|])) dhurch

(Az), = agay, fiir alle k € N7,



(a) Zeigen Sie, dass A kompakt ist.
(b) Sei S € BL(({2,||||5)) definiert durch

(Sz); =0 und
(Sx);,q = a, fiir alle k € N7,

Begriinden Sie, dass auch S o A kompakt ist und das gilt:
x>0 = (SoA)x>0.

Hier bedeutet > 0, dass z > 0 fiir alle k € N*.
(c) Zeigen Sie, dass fiir den Spektralradius gilt:

p(SoA) <max{a;ie N},
(d) Zeigen Sie, dass (So A — A)~' € BL ((£a, |||,)) existiert fiir |A| > max {;;7 € NT}?
(e) Finden Sie alle Eigenwerte von S o A.

Ein Eigenwert von S o A ist eine Zahl X € R (oder C) derart, dass x € 2\ {0}
existiert mit (S o A)x = Ax.

5. [24-2 Punkte] Wir betrachten F' : (C'([0,1]), ||-|l) — (C([0,1]), |I]|,) ,definiert durch
(F (u)) (z) :== u(0) + [y u(s)ds.

(a) Zeigen Sie, dass F' € BL ((C ([0,1]),[||lo))-
(b) Zeigen Sie, dass F' kompakt ist.

6. Wir betrachten F": (C ([0,1]), [ ..) — (Cl ([0,1]), H‘Hcl([o,l])) aus der vorigen Aufgabe.

(a) Zeigen Sie, dass F stetig ist.
(b) Ist F kompakt, injektiv, surjektiv?

7. [5 Punkte] Seien (X, ||| x), (Y, |]|ly) und (Z, ||| ;) Banachraume. Wir nehmen an, dass

o A€ BL(CX, |[lx): (Y, ly)) ist kompakt, und
o B e BL((Y,|llly): (Z:l)) ist injektiv.
Zeigen Sie, dass es dann fiir alle € > 0 eine Konstante C, > 0 gibt derart, dass gilt
|Az|ly <e|lz|x + C: || BAz|, fiir alle z € X.

Bemerkung: Dieses Ergebnis ist als Lemma von Ehrling bekannt.
Hinweis: Wenn die Behauptung nicht gilt, dann gibt es € > 0 und fiir jedes n € N ein
Element z,, € X derart, dass

[Aznlly > ellznllx +nlBAzal, -

Fihren Sie das zu einem Widerspruch. Man darf annehmen, dass ||z,||y = 1 (wieso?)
und Az, hat dann eine konvergente Teilfolge.



