NAME: AUFGABE 1

Wir betrachten die Banachriume (¢2,]|-||,) und (¢, ||-]|,), definiert durch

0= {{ondpen sl < oo}
e, = (32 lal?) "
a. Zeigen Sie, dass ||z||, < ||z, fiir alle x € 2 N ¢4,
b. Gilt 2 C ¢* oder ¢* C (*?
c. Es gibt auch (L*(-1,1),[|l,) und (L*(=1,1), ||-|[,). Wie sind diese Rdume definiert?
d. Gilt L2 (~1,1) € L*(~1,1) oder L* (—1,1) C L?(—1,1)?
e. Ist die richtige Inklusion aus d. auch eine Einbettung?

Begriinden Sie Ihre Antworten.

4 2 1
a. [lzlly = 2000 @ = 200 (w 27) < 2000 (@R i 7)) = (0l 2d)” = [zl
b. x €l = |z||, <o = |jz]|, <o = x € (* Also (% C (*.

T mit x), = \/LE liegt in ¢4\ £2. Also (* ¢ (2.

c. Firl <p < ooist (Lp(—l, 1), ||||p> die Menge der Aquivalenzklassen (Lebesgue f.ii. identisch)

der Funktionen mit ||ul|, := I Ju(@) P dz < oo

1 1 1/2 1 1/2
d. Mit Cauchy-Schwarz: / lu(z)|* de < < lu(z)|* da:) (/ 12d1:> und dies impliziert
-1 _

-1 1

lull; < V2 ullf und [lull, < V2|ull,, also L*(~1,1) C L*(~1,1).
Als Gegenbeispiel: z é/%z liegt in L?(—1,1) und nicht in L*(—1,1).

e. Fine Einbettung ist eine stetige Inklusion und die Stetigkeit folgt aus der Norm-Abschétzung.



NAME: AUFGABE 2

Wir betrachten den reellen Banachraum (¢, ]-|| ) und die Teilrdume ¢ (alle reelle konvergente
Folgen) und ¢, (alle reelle Nullfolgen). Wir definieren A : £>° — ¢>° durch

(Az), := o — xp4q fiir k € NT,
. Zeigen Sie: A (c) C ¢. Ist A: ¢ — ¢ eine Bijektion? Begriinden Sie.
. Berechnen Sie die reellen Eigenwerte von A.
. Berechnen Sie ||A — |00, poo-
. Beweisen Sie: fiir |\ — 1| > 1 gilt
00 k

(At LS (o

A-le=\A-1 '

. Bestimmen Sie das reelle kontinuierliche Spektrum o¢(A) NR.

. x € ¢ bedeutet x,, = limy_, xx € R. Dann folgt

lim (Az), = lim (2 — 1) = lim 2, — lim 241 = oo — Too = 0.

k—o0 k—o0 k—o0 k—o0
A ist weder injektiv noch surjektiv: Nicht injektiv, weil A{1,1,1,...} = {0,0,0,...}. Nicht
surjektiv, weil y € ¢o mit y, = 1/k kein Original hat, denn Az = y impliziert =1 = Y~ | ys.

. Lose Az = Az und man findet (1 — A\)zy, = @p41. Also 2, = (1 —\)* "2y, Fiir und nur fiir

|1 — A| <1 gilt x € £=°. Fiir die reellen Eigenwerte gilt A € [0, 2].

SUP>1 | —Tk1] Supy>2| k|
—k=l T = su =
Supy>1|Tk| Paz0 supy>1|Tk|

A= 1| = sup, = 1. Oben wird das Supremum ohne x;

genommen, also folgt das kleiner gleich 1. Gleichheit folgt fiir = {1,1,1,...}.

. Funktionalkalkul: die rechte Seite ist wohl-definiert fiir Hﬁ (A—-1 )H < 1, das heif}t, fiir
1= (A=D1 <]l =M. Aus Y77 2" = (1 —2)7" folgt dann

o0

A__llkzg(Ail(A_[))k:A_——ll([—%(A—J)yl

= (-0 -1+ (A-[))1 — (A-ADh

Auch die Summe mit A — Al multiplizieren und Teleskop-Argumente bringen das Ergebnis.

. Fiir A € [0,2] ist A einen Eigenwert. Fiir A € R\ [0,2] ist (A — AI)~" wohl-definiert und liegt

A in der Resolvente. Das sonstige Spektrum in R ist also leer.



NAME: AUFGABE 3

Gegeben sind die Funktionen f,, : [-1,1] — R, definiert fiir n € N* durch

€.

fa(z) =1 —exp (—n (1 —2%)).
Begriinden Sie, dass f, € Co[—1,1].

Zeigen Sie, dass f,, — 1 in (L*(=1,1). ||| =) fiir n — oco.

Gilt fn c WOLQ (—1, 1)7 1.0 05 05 10

Wenn {gn},cn+ C Wy 2 (=1,1) und g, — g in (W52 (=1,1),|]-|[;y1) gilt, folgt dann, dass
geWy?(=1,1)?

Gilt f,, » 1 oder f, = 1in (Wh2(=1,1), |||l jyr.2) fiir n — o0?

Hinweis: Fir n > 2 und h(z) =1 — 2 kann man zeigen, dass gilt

U] =

1 1
[ner ez & wa [ pone

Begriinden Sie jeweils Ihre Antwort.

fn € C[—1,1] als Zusammenstellung stetiger Funktionen. Weil f,(1) = 1 — exp(0) = 0 und
dhnliches fiir x = —1 gilt, folgt f, € Co[—1, 1].

. Es gilt || fo(z) —1]|* = f_ll 1f(x) — 1] do = f_ll exp(—2n(1 — 2?))dx und weil

lim exp(—2n(1 —z?%)) = 0 fiir |z] <1

n—oo

folgt aus monotoner Konvergenz (Folge féllt) oder dominierter Konvergenz (Folge beschrankt),
dass gilt: lim, o [*, exp(—2n(1 — 22))dz = [*, lim, o exp(—2n(1 — 2%))dz = 0.

fo € Co[—1,1]NCY-1,1] € Wy*(—1,1).

Ja. Es gibt h,; € C°(—1,1) mit h,; — g, in WH?(—1,1) fiir kK — oo. Dann gint es k, so,
dass gilt hy,p, — g in WH(=1,1) fiir n — oo.

Zweimal nein. Dies folgt aus den Hinweise, denn f,, — 1 in W1?(—1,1) bedeutet, dass auch
f/ = 0in L*(—1,1), ein Widerspruch zu dem ersten Hinweis. Und f, — 1 in Wh?(—1,1)
bedeutet auch, dass ((f, — 1)/, h')2 — 0 fiir h € Wy *(—1,1) und dies wird widersprochen
durch den zweiten Hinweis. Bemerke, dass h € Co[—1,1] N C'[=1,1] € Wy?(—1,1).



NAME: AUFGABE 4

Wir definieren die folgenden Teilmengen von (€2, |-||,):
— 2. o k,.2 _ 2. .. o0 .
E = {x€€ ,Zk:12 xp < 1} und P = {xeé ;x> 0 fiir alle &£ und Zkzlxku}

bei © = (21, %9, x3,...).

a. Zeigen Sie, dass fiir z € E gilt Zk:l T < \/Zk=1 2 \/Zk=1 2Fz; , und zeigen Sie, dass
EnpP=0.

b. Ist E, bzw. P, konvex?
c. Ist E, bzw. P, kompakt?

d. Gibt es eine stetige lineare Funktion f : 2 — R mit

f(x) <1firxe Eund f(x) > 1 fir x € P?

e. Wir setzen d (E, P) :=inf {||x — 2|,;2 € E'und z € P}. Gilt d (E, P) > 07
Begriinden Sie IThre Antworten.

a. Mit Cauchy-Schwarz folgt fiir z € EN P, dass

DD DN DS SN

Weil 307, 55 = 1, gilt fiir o € EN P, dass 2=, 2;, < 1, ein Widerspruch.

b. E und P sind beide konvex. Mit Cauchy-Schwarz folgt dies fiir E. Fiir P verwendet man die
Linearitdt und, dass die Termen nicht-negativ sind.

c. E ist kompakt als Bild einer kompakter Abbildung von der Einheitskugel, ndmlich von A mit
(Az)y = 2k:_1/2$k Abbildung A ist kompakt, weil man A approximieren kann durch Operatoren
mit endlich dimensionalem Bildraum: (A,x); := (Ax); fiir £ < n und (A,z); := 0 sonst.

P ist nicht mal abgeschlossen: x(” = {2 2.0,0,...} € P, wenn man n solche Eintriige

n’n""’n’

am Anfang stehen hat, und 2™ konvergiert nach der Nullfolge in der /2-Norm:

. 2\* 2
o — ]| = n(E) -2 oo

d. Also 0 € P und fiir jede stetige lineare Funktion f gilt, dass lim,_,, f(2™) = £(0) = 0.

e. Dies impliziert auch d(E, P) =0, denn 0 < d(E, P) < ||0 — 2™ || — 0.

Wenn man vermutet hat, dass das Theorem von Hahn-Banach hier helfen kionnte, war das nicht
hilfreich, hat jedoch ein Paar Punkte geliefert.



