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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 1

Einfiihrung

1.1 Modelle

Eine gewochnliche Differentialgleichung gibt eine Relation zwischen einer unbekannten
Funktion und deren Ableitung(en). Nun kann man unendlich viele solcher Gleichungen
aufschreiben. Um einigermaflen Struktur einzubringen, betrachtet man einfache Gleichun-
gen, die helfen die auftretenden Ph&nomene zu verstehen. Andererseits betrachtet man
auch Gleichungen, die ihre Bedeutung aufgrund der Anwendungen bekommen. Die Aufga-
be eines Mathematikers ist es, aus der Differentialgleichung und den Nebenbedingungen,
wie zum Beispiel Rand- oder Anfangswerte, die Eigenschaften der Losungen herauszufin-
den. Eine Losung ist zu verstehen als eine Funktion, welche die Gleichung und Neben-
bedingung erfiillt. Nur relativ selten lasst sich eine explizite, geschlossene Formel fiir die
Losung(en) herleiten.

Bemerkung 1.0.1 Differentialgleichungen bilden die Sprache fiir viele Prozesse aus der
Physik, Mechanik, Biologie, Wirtschaft etc. Die Herleitung einer Gleichung, die einen
derartigen Prozess beschreiben soll, ist ein Fach fiir sich. Das bedeutet nicht, dass diese
Modellierung unabhdngig ist von den mathematischen Grundlagen. Nur wenn die Lisung
die Figenschaften hat, die in der Anwendung beobachtet werden, kann das Modell richtig
sein.

Wir geben einige einfache Beispiele.
Beispiel 1.1 FEin fallender Apfel:
h'(t) = —g.
Die Gleichung trifft zu, wenn man die Reibung vernachldssigt und nur solange der Apfel
den Boden nicht beriihrt. Zusdtzliche Bedingungen sind, wenn man den Apfel am Zeit-

punkt to in Hohe ho > 0 fallen lafst: h(to) = ho und h'(ty) = 0. Die Lisung zu diesem
Anfangswertproblem ist leicht zu finden:

h(t) =ho—3g (t—to).
Wenn der Boden die Héhe 0 hat, dann gilt t € [to,to + \/Qho/g} .

1



2 Woche 1, Einfiihrung

Beispiel 1.2 FEin Fahrzeug bei Vollbremsung:
2"(t) = —c sign(2/(t)) .

Auch hierzu gibt es Anfangswerte wie zum Beispiel: ©(0) = 0 und 2'(0) = vy. Wenn
die Geschwindigkeit positiv ist, hat man x"(t) = —c und es folgt x'(t) = vy — ¢ t und
x(t) =vg t — %c t2. Fiirt =t := vy /c gilt 2'(t;) = 0 und fiir t > t; kann man eigentlich
nur ' (t) = 0 und x(t) = vy t; — 3¢ 3 = 203 /c als verniinftige Fortsetzung nehmen. Die
Funktion
vo t — e t? firtel0,t],
w(t) = L2 /e firt >t
2 0 1

st nicht zweimal differenzierbar. Trotzdem mdchte man sie als Losung der Gleichung
betrachten.

Abbildung 1.1: Profil der Geschwindigkeit v(t) bei einer Vollbremsung. Beim ,Knick” ist
v nicht differenzierbar, und x ist da nicht zweimal differenzierbar.

Beispiel 1.3 Lineares Wachstum:

Diese Differentialgleichung ist so ungefihr die einfachste. Fiir beliebige o € R ist
y(t) =a et mitt eR
eine Losung.

Beispiel 1.4 Die logistische Gleichung (Wachstum mit Beschrinkung)

Lésungen sind

y(r) =1 fir x € R,
y(x) =0 fir x € R,
a<0: ylx)= Ef:ia fiir x € R,
a>0: y(z)=t= firze (na,o0),

a>0: ylr)===5 fu’rxe(—oo,%lna).

et —q

Es st tiblich als Losung nur Funktionen zuzulassen, die auf einem Interval definiert sind.
Die letzten zwei Funktionen werden als unterschiedliche Lésungen betrachtet.



1.1 Modelle 3

Abbildung 1.2: Skizze einiger Losungen der logistischen Gleichung. Nur nicht-negative
Losungen entsprechen Grdfien, die physikalisch verniinftig sind.

Beispiel 1.5 Ein durchbiegender Balken:
/I( ) "
y'(x
( 5 5/2> - f(l‘)
(1+ (y'(2))7)

Nimmt man an, dass der Balken fast horizontal liegt, approzimiert man das Modell mit
der Vereinfachung

y"'(x) = f(x).
Hierist f die Kraftdichte und y die Auslenkung. Ist der Balken eingemauert an den Stellen
0 und ¢, dann hat man als Randbedingungen

y(0) = y'(0) = y(¢) = y'(¢) = 0.

Liegt der Balken an beiden Seiten auf, dann passt

y(0) = 4"(0) = y(£) = y"(¢) = 0.

Ist es ein Springbrett im Schwimmbad, dann hat man
y(0) = y'(0) = y"(€) = y"(¢) = 0.

Beispiel 1.6 Wasser in einem Eimer mit Loch:

(t) = —c\/R(b). (1.1)

Das Gesetz von Torricelli besagt, dass die Geschwindigkeit, mit der das Wasser heraus-
stromt, proportional zur Quadratwurzel der Hohe ist: vol' (t) = —ci\/h(t). Hier ist vol (t)
das Volumen des Wassers. Wenn man den Eimer als Zylinder betrachtet mit Radius r,
dann gilt fiir das Volumen vol (t) = wr?h (t), und die Gleichung folgt mit ¢ = ¢r—2 /7.
Man findet die Losungen

h(t) = (\/h_o—%c (t—to))2 firt e [t(]?to_i_%\/h_o}’
0 fiirt € (to + 2v/hg, 00) .
Auch h(t) =0 fir alle t € R ist eine Lisung.
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Abbildung 1.3: Skizze zu Beispiel[1.0. In endlicher Zeit ist der Eimer leer. Zwei Losungen
sind identisch firt gentigend grofs.

Beispiel 1.7 Die Ldisungen von
K'(t) = —c k(t) (1.2)

sind k(t) = koe=<t=t) . Wenn man nun vergleicht mit dem letzten Beispiel, dann soll
einem auffallen, dass wenn man (t1,k(t1)) kennt, man die Vergangenheit konstruieren
kann. Die Differentialgleichung ist in positiver und negativer Zeitrichtung eindeutig losbar.

Die Ldsungen von sind es nicht.

Abbildung 1.4: Skizze zu Beispiel[I.7. Wenn positiv gestartet wird, wird die Lisung zwar
klein aber nie gleich 0. Unterschiedliche Liosungen treffen sich nicht.

1.2 Explizite Losungen

Erstens definieren wir eine Losung.

Definition 1.8 Sei f : [a,b] X [c,d] C R?* — R gegeben und sei (xg,y0) € |a,b] X [c,d].
Eine Losung vom Anfangswertproblem

{szgw,

y(xo) Yo,

15t eine stetige Funktion y : I — R, bei dem I ein nicht-leeres Intervall ist mit o € I C
la,b]. Die Funktion y erfillt auferdem:

1. y(xo) =yo € y(I) C [c,d], und



1.2 Explizite Lésungen D

2.y ist auf I differenzierbar und y'(x) = f(x,y(x)) fir x € I mit Ausnahme von
hdchstens isolierten Stellen.

I heifit das Existenzintervall der Ldosung. Das grofitmdgliche Erxistenzintervall
nennt man das maximale Existenzintervall der Losung.

Bemerkung 1.8.1 Wenn f stetig ist, kann man zeigen, dass eine Lésung stetig diffe-
renzierbar ist und die Differentialgleichung fiir jedes x € 1° erfillt ist.

y(X)

\

o5 . X

\

Abbildung 1.5: Skizze zu einigen Lisungen der Differentialgleichung y' (z) = % auf

(@
[—1.3,1.3] x [—1,1]. Die zugehirigen Existenzintervalle liegen meistens strikt innerhalb
von [—1.3,1.3].

Wir stellen einige der explizit l6sbaren Typen von Gewohnlichen Differentialgleichungen
Vor.

1.2.1 Trennbar
Definition 1.9 Fine Differentialgleichung der Form

heifit trennbar.
Trennbar wird auch separierbar genannt.
Algorithmus 1.10 [Fir die Losung einer trennbaren Dgl.]

0. Nullstellen von f sind konstante Losungen:
Wenn f(z9) =0, dann ist x(f) = z¢ fir ¢t € R eine Ldsung.
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1. Wenn f(x9) # 0 trennt man durch

2. Formale Integration und Substitution z = z(s):

() q t 1 / B t
=] ramree= a0

3. Man suche eine Stammfunktio H zu xz — ﬁ und eine Stammfunktion G

zu s+ g(s) und es folgt

mit ¢ eine Konstante.
4. Wenn moglich invertiert man H:
x(t) = H™ (G(t) + ¢)

Die Losung ist erst komplett, wenn auch das Existenzintervall gegeben
wird.

Beispiel 1.11 Man finde die Losungen zu

y(z) =1+y(x)”

Diese Differentialgleichung ist trennbar, denn man kann sie schreiben als

L.
ETOEA

Stammfunktionen zu y — ﬁ und x +— 1 ergeben
arctan (y(z)) =z + ¢
und nach invertieren folgen die Losungen fiir c € R
y(x) =tan (z + ¢) .
Die zugehorigen Existenz-Intervalle findet man durch x 4 ¢ = :i:%ﬂ'.’

c 1 1
x 57 0,27r cl.

I_Stammfunktionen finden® ist eine Arbeit, die Computer-Algebra Programme wie Maple oder Mathe-
matica sehr schnell ausfithren kénnen. Das heifit, wenn es eine explizite Stammfunktion gibt, dann wird
sie schnell gefunden. Mathematica hat sogar eine online Integrator: http://integrals.wolfram.com/
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1.2.2 Linear erster Ordnung

Definition 1.12 Fine Differentialgleichung der Form
w(t) = f(t) =(t) +g(t)
heifit linear erster Ordnung.
Algorithmus 1.13 [Fir die Losung einer linearen Dgl. erster Ordnung]
1. Man 16st die reduzierte Differentialgleichung
2(t) = f(t) =(t).

Diese ist trennbar und die Lésungen sind z(t) = C e"® mit C € R und
F' eine Stammfunktion von f.

2. Man substituiert z(t) = C(t) ef® (dieser Trick heiBt Variation der
Konstanten). Die Differentialgleichung wird

C'(t) "D+ C(t) ") =f(t) O@F) "D+ g(t).
und vereinfacht zu C'(t) = g (t) e ¥,

3. Man suche eine Stammfunktion

Ct)=c+ /tg(s)e_F(s)ds.

to

t
T (t) = (c +/ g(s)e_F(S)ds) e,
to

Definition 1.14 Fine Differentialgleichung der Form

v =1 ()

Algorithmus 1.15 [Fir die Losung einer homogenen Dgl.]

4. Die Losung wird

1.2.3 Homogen

heifst homogen .

1. Man substituiert wu(t) = x(t)/t und findet
tu'(t) +u(t) = f(ut)).

2. Diese Differentialgleichung lasst sich trennen,

() = (f (ult)) — u(t)) *

t’
und wird weiter als trennbar geldst.

3. Nach 16sen u(t) wieder ersetzen durch xz(t)/t, das heift

x(t)=t u(t).
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1.2.4 Bernoulli und Riccati
Definition 1.16 Fine Differentialgleichung der Form

r'(t) = f(t) x(t) +g(t) =()"
mit m ¢ {0, 1} ist nach Bernoulli benannt.
Algorithmus 1.17 [Fir die Losung einer Dgl. von Bernoulli]
1. Man substituiert z(t) = u(t)®, findet
o W (Bu(t)* = F() ut) + g (1) ult)™,
und vereinfacht zu

a u'(t) = f(t) ult) +g(t) ult) " U

2. Nimmt man «(m —1)+1 =0 wird die Differentialgleichung linear erster
Ordnung.

Definition 1.18 Fine Differentialgleichung der Form
@'(t) = h(t) + f(t) x(t) + g (1) =(t)”
i1st nach Ricecati benannt.
Algorithmus 1.19 [Fir die Losung einer Dgl von Riccati]

1. Diese Differentialgleichung kann man explizit l0sen, wenn man das Gliick
hat, eine spezielle Losung zu sehen. Sei Z(¢) diese eine Losung. Man sub-
stituiere z(t) = Z(t) + y(¢) und finde

T() +y/(t) =h () + f() (@) +y(t) +9(t) (3() +y(0)’
und weil 7 eine Losung ist, folgt nach Vereinfachung

2. eine Bernoulli Differentialgleichung:

y'(t) = (29(t) 2(t) + f(1) y(t) + g(t) y(t).

1.2.5 Exakt

Definition 1.20 FEine Differentialgleichung der Form
d
—F(x(t),t) =
CF (a(t).1) = 0

heifit exakt.

Eine solche Differentialgleichung hat also die Form
O F (x(t),t) 2/ (t) + OoF (x(t),t) = 0.

Man sieht nicht F' sondern die beiden partiellen Ableitungen.
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Algorithmus 1.21 [Fir die Losung einer exakten Dgl.]

1. Losungen sind F'(z(t),t) = ¢ mit c € R.

2. Wenn méglich, 18se man x(t).

Das Problem bei exakten Differentialgleichungen ist, wie man sie erkennt. Man be-
kommt sie selten in der Form wie oben, sondern hat eine Gleichung wie

G (x(t),t) 2 (t) + H (x(t), ) = 0. (1.3)

Lemma 1.22 (eine notwendige Bedingung fiir eine exakte Dgl.) Nehme an, dass
G und H stetig differenzierbar sind. Wenn die Differentialgleichung exakt ist, dann
qgilt

0

0
G (@) = 5-H (a,1). (1.4)

Beweis. Es soll gelten

0 0
%F (x,t) = G (x,t) und EF(m,t) = H (x,t).

Sind die Funktionen G und H stetig differenzierbar, dann folgt mit dem Vertauschungs-
satz von Schwarz, dass

0 0 0 0

Ist das Gebiet einfach zusamenhéngend, dann kann man zeigen, dass (1.4) nicht nur
notwendig sondern auch ausreichend fiir die Exaktheit ist.
Ist diese Bedingung erfiillt, dann findet man F'(x,t) als eine Stammfunktion von x

G(z,t):
F(zx,t) = / G(& t)dE + C(t).
Die Funktion C findet man durch

% (/ G(g,t)d5> L Ol) = H (2,1).

Wenn eine Differentialgleichung nicht exakt ist, kann man versuchen, sie exakt zu
machen, indem man sie mit einer geschickt gew#hlten Funktion multipliziert. So eine
geschickt gewéhlte Funktion nennt man integrierenden Faktor. Die Suche nach einer
solchen Funktion ohne zusétzliche Ideen ist oft hoffnungslos. Versucht man némlich fiir
einen integrierenden Faktor yu (x,t) zu finden, dann soll nach gelten, dass

0

O (e G 1)) = 2 (a0 H (x,1)

ox

und das wird
w G+u Gy =p, H+p H,.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung und das bringt einen meistens ,,vom Regen in
die Traufe”.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 2

Erste Qualitative Uberlegungen

2.1 Erster Ordnung

Die expliziten Methoden der letzten Woche hatten alle Differentialgleichungen erster Ord-
nung im Visier.
Definition 2.1 Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die Zahl der hochsten Ab-

leitung.

Beispiel 2.2 Die Differentialgleichung " = —c sign (2') hat Ordnung 2. Wenn man
jedoch v = ' setzt, findet man v' = —c sign (v) mit Ordnung 1.

Fiir Differentialgleichungen erster Ordnung gibt es einige spezielle Methoden, um auf
eine Idee zu kommen, wie die Losungen ausfallen. Viele Uberlegungen fangen an, indem
man versucht sich eine graphische Vorstellung zu machen.

2.1.1 Richtungsfeld

Definition 2.3 Betrachten wir die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung:

y(x) = f(z,y(x)) (2.1)

mit f eine Funktion von R C R? — R. Das Richtungsfeld fiir diese Differentialgleichung
ist definiert durch v : R — R? mit

=)

Das Richtungsfeld ist ein Vektorfeld und dieses Vektorfeld ist derartig, dass eine Losung
der Differentialgleichung mit y(zo) = yo an der Stelle zy genau v (z,yo) als Tangential-
richtung hat. Anders gesagt: man kann eine Skizze einer Losung anfertigen, indem man
die Vektoren vom Vektorfeld verfolgt.

Beispiel 2.4 Die Differentialgleichung y'(x) = %ﬁ;w kann man héchstwahrschein-
lich nicht mit einer expliziten Formel l6sen. Wenn man das Richtungsfeld anschaut, kann
man vermuten, dass die Lisung mit y(0) = 1 ganz R als Ezistenzintervall hat und dass
auflerdem gilt tl&r_nooy(t) =0 und tlggo y(t) = 2. Eine Losung mit y(1) = —1 scheint eher

ein Ezistenzintervall vom Typ (—oo,T) zu haben.

11
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Abbildung 2.1: Das Vektorfeld aus Beispiel [2.4 Aus praktischen Grinden sind die Vek-

toren normalisiert, das heifst, statt v ist v/ ||v|| eingezeichnet.

2.1.2 Orthogonale Trajektorien

Differentialgleichung fiir eine Kurvenschar Eine Kurvenschar in R? ist eine Fami-
lie von KurvenE], die ein Gebiet iiberdecken. So eine Kurvenschar ist zum Beispiel F =
{(z,y) € R* y = ca?} g, die Familie aller Parabeln mit Minimum/Maximum in (0,0) in-
klusive die 2-Achse. Diese Kurvenschar hat die besondere Eigenschaft, dass R?\ ({0} x R)
eindeutig tiberdeckt wird: durch jeden Punkt (z,y) mit x # 0 geht genau eine Kurve. In
diesem Fall werden die Kurven parametrisiert durch

Yy =ye(x) mit z € R

und y, : R — R ist definiert durch y.(z) = cz?. Schreibt man dies als

dann sieht man, dass diese Kurven die folgende Differentialgleichung erfiillen:

% <y$)) ~0.

Diese exakte Differentialgleichung kann man auch schreiben als

Y@ )
oder als
y'(x) = —y(x)

!Eine Kurve in R? kann man auffassen als eine Abbildung k : I — R2, mit I ein Intervall in R und k
eine stetige Funktion. Oft wird auch nur die Bildmenge {k(t);t € I} als Kurve benannt.
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Orthogonale Kurvenschar Wenn man eine derartige Kurvenschar hat, kann man sich
fragen, ob es moglich ist, eine zweite Kurvenschar zu finden, deren Kurven die aus der
ersten Familie senkrecht schneiden.

Sei nun die Kurvenschar gegeben durch

flzy) =c
Wenn man z — y(x) lokal so eine Kurve beschreiben lasst, also f(z,y(x)) = ¢, dann folgt

0= (Hew) = (3) e+ (L) woton v 22)

Parametrisieren wir die senkrecht schneidenden Kurven durch = — Y (z), dann gilt, wenn
y =y(z) und y = Y (z) sich schneiden in (z,y), dass

y(z) =y =Y(z)

N A S
y'(x) Yiz) )
Diese letzte Gleichung liefert y/(x) = Y,_—(lm) und besagt, dass die betreffenden Tangenti-

alvektoren senkrecht aufeinander stehen. Kombinieren wir die letzten 3 Gleichungen, so

folgt
0= (5) e+ (3 @) g

oder anders geschrieben:

(%) (z,Y(z)) Y'(z) = (a_y> (x,Y ().

Definition 2.5 Sei F = {(z,y); f (z,y) = ¢}, g eine Kurvenschar, die R* (oder einen
Teil von R?) diberdeckt. Man nennt die Kurvenschar G = {(z,y);9(x,y) = c}.cp die
Familie der orthogonalen Trajektorien zu F, wenn die Kurven aus G die aus F
senkrecht schneiden.

und

Beispiel 2.6 Wir suchen die orthogonalen Trajektorien zu {(z,y);y = ce*}, .

1. Man lose nach c:

2. Man nehme an, y = y(x) (oder x = x(y)) und schreibe die Differentialgleichung fir
diese Kurven:

= L (yla)e) = y'()e ™ — 2yla)e >

3. Man ersetze y(x) durch Y (x) und y'(x) durch —1/Y"(x):

0

-1 x —2z
0= Y/(I)e 2 2V (x)e .
4. Man list
2Y (2)Y'(z) = —1
und findet

Y(z)> =c—ux.
Die orthogonalen Trajektorien sind {(x,y);y* + © = ¢} g
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Abbildung 2.2: In Blau die Kurven F = {y = ce**} p; in Rot G = {y* +x = ¢} .
Siehe Beispiel [2.0.

2.2 Losungen mit mehr Regularitit

Mit der Regularitét einer Funktion ist gemeint, wie oft sie differenzierbar ist. Um Differen-
tialgleichungen

Y (x) = f(z,y(x)) (2.3)

betrachten zu kénnen, bei denen f nicht unbedingt stetig sein muss, haben wir Losungen
definiert als stetige Funktionen, die mit Ausnahme von isolierten Stellen differenzierbar
sind und die Differentialgleichung erfiillen.

Lemma 2.7 Fir gilt folgendes:

o Wenn f stetig ist, dann st jede Losung y stetig differenzierbar.

e Sein € N*t. Wenn f stetige n-te Ableitungen hat, hat jede Lisung y stetige (n + 1)-
te Ableitungen.

Beweis. Sei [ stetig und y : (a,0) — R eine Losung. Nennen wir die isolierten Aus-
nahmestellen A. Wenn (¢,d) N A = 0, dann ist z — f(x,y(x)) eine stetige Funktion als
Zusammensetzung stetiger Funktionen und ist z — ¢/(x) stetig, das heifit, y ist stetig
differenzierbar auf (¢, d).

Wenn a; € A dann gilt

vy e Ylai+h) —y(a)
yr(a;) = lim T :

Weil die Funktion y stetig ist auf [a;, a; + €] und differenzierbar in (a;, a; + ¢), liefert der
Mittelwertsatz, dass es £ € (a;, a; + h) gibt mit

AP =0 _ ey = pewe))
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Weil glim f& (&) = flai, y(a;)) gilt, existiert die rechte Ableitung von y in a;. Ahnlich
—a;

existiert auch die linke Ableitung und weil sie gleich sind, existiert y'(a;) und es gilt sogar

y/(ai) = flas,y(a;)),

ein Widerspruch zu der Annahme, dass a; eine Ausnahmestelle war.
Die zweite Aussage folgt mit vollstdndiger Induktion nach n. ]

2.3 Aus autonom folgt monoton

Betrachten wir die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung ¢/(z) = f (z, y(z)).

Definition 2.8 Die Differentialgleichung heifst autonom, wenn f (x,y) unabhdn-
gig von x 1ist, also

Lemma 2.9 Stickweise stetig differenzierbare Ldsungerﬂ einer autonomen Differential-
gleichung erster Ordnung sind monoton.

.

a Aneu X, b X" c

Abbildung 2.3: Wir zeigen, dass der Graph der Lisung einer autonomen Differentialglei-
chung erster Ordnung so nicht sein kann.

Sei z — y(z) : (a,¢) — R eine nicht monotone Losung von y/'(z) = f (y(z)). Wenn
man annimmt, dass y ein Maximum im Innern hat, sagen wir in b (es konnte auch ein
Minimum sein), dann ldsst Abbildung vermuten, dass es z, € (a,b) und z* € (b, ¢)
gibt derart, dass y (z.) = y (z*) und ¢/ (x,) > 0 > ¢/ (2*). Der Widerspruch wiirde folgen
aus der Differentialgleichung:

0 <y'(z) = f(y(z.)) = fy(=") =y (&) <0. (2.4)

Der Beweis ist leider etwas kompliziert, da die Differentialgleichung nicht an jeder Stelle
erfiillt sein muss und die Ungleichungen in (2.4) ja auch Gleichungen sein kénnten.

2Eine stetige Funktion & : [a,b] — R heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn man [a, b] in endlich
viele Teilintervalle aufteilen kann:

[a,b] = [a = ap,a1] U [ay,as]U---Uak, ag+1 = b]

und auf jedem dieser Teilintervalle [a;, a;+1] gibt es eine stetige Funktion g; mit g; = b’ auf (a;, a;41).
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Beweis. Wir nehmen an, y hat ein Maximum in b innerhalb von . Bei einem Minimum
kann man dhnlich argumentieren. Es gibt a,b,c € I mit a < b < ¢ mit max (y(a),y(c)) <
y(b).

1) Im ersten Schritt suchen wir zwei Stellen ag < ¢o mit y(ap) = y(co). Wenn
max (y(a),y(c)) = y(b) gilt, sind wir fertig. Also nehmen wir an, max (y(a), y(c)) < y(b).
Wir benutzen die Stetigkeit und den Zwischenwertsatz. Wenn y( ) < y(c), dann gibt es
ap € (a,b) mit y(ag) = y(c) und wir setzen ¢y = ¢. Wenn y (a) > y(c), dann gibt es
co € (b,c) mit y (a) = y (¢p) und wir setzen ag = a.

2) Wir haben erlaubt, dass eine Losung isolierte Stellen hat, an denen die Differenti-
algleichung nicht erfiillt ist. Wir wollen solche Problemstellen vermeiden. Das heif}t, statt

{(a0,0) , (b,c0)} mit y(ao) =y (co) <y (b) und
mit moglichen Problemstellen in (ag, b) U (b, co) ,

suchen wir

{(a., b.), (0%, ¢7)} mit y (a.) =y (") <y (be) =y (b7) und
ohne mogliche Problemstellen in (ay, b,) U (b*, c*).

Weil [ag, ¢o] beschrankt ist, kann das Paar {(ag,b), (b, o)} hochstens endlich viele
solche Problemstellen haben. Der Zwischenwertsatz erlaubt es uns a; € (ag,b) und ¢; €
(b, ¢) zu finden derart, dass

(@) )
() = yler) = LEE2

Jetzt betrachten wir entweder das Paar {(ag,a1), (c1,co)} oder {(as,b), (b, c1)}. Mindes-
tens einer der beiden enthilt eine solche isolierte Stelle weniger. Die Werte von y am Rand
dieser Intervalle sind so wie gewiinscht. Dieses Aufteilen kénnen wir so oft wiederholen,
bis wir Intervalle (a, b,) und (b*, ¢*) gefunden haben, die keine Stelle enthalten, an der y
nicht differenzierbar ist. Die Konstruktion ist so, dass

y(a.) = y(c*) < y(bs) = y(b")

noch erfiillt ist.
3) Der Mittelwertsatz ergibt ein x, € [a., b,] mit

y(b*) — y(a*)

b —a. > 0.

y (2.) =

Benutzen wir wiederum den Zwischenwertsatz um eine Losung von y(z,) = y(z*) mit

€ [b*,¢*] zu finden, und nehmen wir das maximale z*. Es gibt ein grofites z*, denn

sonst gibe es eine wachsende Folge solcher Losungen z] < 3 < --- < ¢* und diese Folge

wiirde konvergieren: x} 1T x% < ¢*. Aus der Stetigkeit von y wiirde y (z%,) = y (z.) folgen.

Dann wére =z das grofite x* und dies ist ein Widerspruch. Weil man also z* maximal
nehmen kann und auch nimmt, gilt fir z > 2*, dass y () < y (*), und so folgt

v 1) —y@)

/ E3 :1
Yy (%) [

4) Die Differentialgleichung liefert
0 <y(z.) = fy(e.)) = f (y(") =¥/ (z") <0,

einen Widerspruch. ]
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Abbildung 2.4: Bild zu Beispiel [2.10 Ein Versuch, die Funktion y — f(y), das Rich-
tungsfeld und einige Losungen t — y(t) von y' = f(y) in einem Bild darzustellen.

Beispiel 2.10 Betrachten wir die autonome Differentialgleichung

y'(t) = y(t) (1 —y(t)?) .

Die Funktion f(y) = y (1 —y?) ist positiv fir y € (—oo,—1) U (0,1) und negativ fiir
y € (—1,0)U(1,00). Das bedeutet, dass Losungen mit Werten in (—oo, —1)U(0, 1) steigen
und mit Werten in (—1,0) U (1, 00) fallen. Siehe auch Abbildung[2.4)

2.4 Vergleich von Losungen

Wir haben einige Sorten Differentialgleichungen erster Ordnung gesehen, die explizite Lo-
sungsalgorithmen haben. Die meisten kann man aber nicht explizit 16sen. Man kann aber
versuchen, nicht-explizit-losbare mit explizit-losbaren Differentialgleichungen zu verglei-
chen.

Beispiel 2.11 Betrachten wir das Anfangswertproblem
o/ (t) = t* + a(t)?,
z(0) = 0.

Die Differentialgleichung ist leider nicht losbar mit den elementaren Funktionen, denen
man in Analysis 1 oder 2 begegnet ist. Man kann versuchen die Losung zu vergleichen mit

der Ldsung von
{ y'(t) =1

y(0) = 0.

Wenn eine Lisung t — x(t) existiert, dann gilt t* < t* + x(t)* und so auch y'(t) < 2/(t).
Dann gilt auch

(x(t) — y(t)) — (2(0) — y(0)) = / (&(s) — y/(s)) ds > 0 fiir t >0
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und es folgt
1
z(t) > y(t) = gt?’.

Es folgt (wenn x(1) existiert), dass x(1) >
Als ndchstes vergleichen wir mit

Firt > 1 und z(t) > z(t) gilt
4 a(t)? > 1+ 2(t)?

und es folgt ' (t) > 2'(t). Das wiirde bedeuten, dass x schneller wdichst als z und also auch,
dass x > z erhalten bleibt. Diese Schlussfolgerung scheint etwas von einem Zirkelschluss
zu haben.

In dem folgenden Satz betrachten wir die Anfangswertprobleme

{ (1) = [t o), { y(t) (Bg(tay(t)% (2.5)
z(0) = y\v) = Yo

Theorem 2.12 Nehme an es gibt Losungen x,y : [0,a) — R von , die stiickweise
stetig differenzierbar sind. Seien f und g derartig, dass es L > 0 gibt mit

ft,€) —g(t,n) > —L|§—n| firt€[0,a) und {,neR. (2.6)

Wenn xg > yo, dann gilt
z(t) > y(t) firt € [0,a).

Wenn xo > yg, dann qilt
x(t) > y(t) firt e 0,a).

Bemerkung 2.12.1 Schaut man den Beweis an, dann sieht man, dass es reicht, wenn
wir annehmen, dass f und g die folgende Bedingung erfiillen: Fir jedes Intervall [—M, M]
gibt es Ly € R mat

f@t,€) —g(t,n) > =L 1§ —n| firte€[0,a) und §,n € [-M, M].

Beweis. Nehmen wir an xy > y9. Wenn = — y eine Nullstelle in [0, a) hat, hat sie, weil x
und y stetige Funktionen sind, eine kleinste positive Nullstelle, die wir ¢y nennen werden.
Fiir ¢ € [0, %] gilt, mit moglicher Ausnahme von isolierten Stellen, dass

2(t) —y'(t) = ft,x(t) — g(t,y(t)) = —L (x(t) — y(t))

und so auch

Das liefert uns
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An isolierten Stellen, wo = —y nicht differenzierbar ist, kommt man mit Hilfe der Stetigkeit
vorbei an einer solchen Stelle. Wir finden

z(to) — y(to) = e~ (w0 — yo) >0,

einen Widerspruch.
Nun der Fall 29 = yo. Wenn es ¢, € [0,a) gibt mit z(¢;) < y(t1), dann gibt es ein
Intervall [to, t1] C [0,t1] mit x(ty) = y(tp) und

z(t) < y(t) fir t € (to, t1].
In diesem Intervall gilt
2(t) =y (t) = [t x(t) — g(t,y(t)) = =L (y(t) — (1))

und so auch

D (e (alt) — y(e) = e (1) — ¥/ (1) — L(a(t) — (1) 2 0.

Das liefert uns

e M (x(t) —y(t)) = e (2(tr) — y(tr)) — e (x(to) — y(to)) =
= [ @O -y O)]L, = [ 5 @l —y0) de =0

und wiederum einen Widerspruch. [

Die Bedingung in ([2.6|) scheint vielleicht etwas miithsam. Einen Hinweis, wie man so
etwas beweist, liefert die folgende Uberlegung:

f(6.8) —glt,m) = f(t,€) — f(t,n) + [ (t.n) —g(t,n).
e Wenn f stetig differenzierbar ist, kann man f(¢,&) — f (t,n) abschétzen:

f(t,f) —f(tﬂ?)
£—=1

f.8) = f(tn) = E—n)=-L|g—n|,

wenn man

of
L = — (t
v Pl ’y>\

setzt. Der Mittelwertsatz sagt aus: es gibt y € (£, 1) mit

f(t,f)—f(t,?]) _ g
e

e Die zweite Hélfte kann man direkt vergleichen, da wir nur noch mit ¢ und 7 zu tun
haben.

Diese Beobachtungen fithren zum folgenden Ergebnis:

Korollar 2.13 Nehme an, es gibt Losungen xz,y : [0,a) — R von , die stiickweise
stetig differenzierbar sind. Wenn entweder f oder g stetig differenzierbar ist und wenn
auflerdem gilt
f(t,n) = g(t,n) firt e [0,a) undn R,
dann folgt:
ro >y = x(t) > y(t) fir allet € [0,a),

xo >y = x(t) >y(t) firallet e [0,a).
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Bemerkung 2.13.1 Man kann dieses Ergebnis so beschreiben: wenn rechte Seiten und
Anfangswerte die gleiche Anordnung haben, dann bleibt diese Anordnung erhalten bei den
betreffenden Liosungen.

Die Bedingung, dass mindestens eine der beiden rechten Seiten differenzierbar sein
muss, kann man ohne weiteres weglassen.

Man kann dieses Korollar verwenden, um das Beispiel ohne Zirkelschluss weiter-
zufiihren.

2.5 Eindeutigkeit

Beispiel 2.14 Wir betrachten die Differentialgleichung

vy _
Vy(t)
Diese letzte Mdglichkeit liefert
3
SO =1

und

0 firt <c
y(t) = { (% (t — c))3/2 fiir t > ¢, (27)
y(t) = 0 firteR,
B 0 firt<c
y(t) = { — (% (t — c))3/2 fiirt > ¢, (28)

Man findet mehrere Ldosungen fiir das Anfangswertproblem

y'(t) = y(t),
{ y(0) = 0, (2.9)

denn nicht nur y(t) = 0 sondern auch fir jedes ¢ > 0 ist y in und (@ eine Losung.

FEin Problem, das mehrere Lésungen bietet, ist ,physikalisch” nicht gewiinscht und
bedeutet meistens, dass das Modell nicht das richtige ist.

Eine direkte Folge von Theorem [2.12] fiir

J(6) = f(ty(t),
{ y(0) = vo. (2.10)

ist:
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Abbildung 2.5: Skizzen zu einigen Losungen des Anfangswertproblems .

Korollar 2.15 (Eindeutigkeit) Sei f stetig und derart, dass es fiir jedes M € R ein L
gibt mit

1f (6,8 = fml < LIE—n| firte€l0,a] und& ne[-M, M| (2.11)
Dann hat das Anfangswertproblem hochstens eine Losung y : [0,a] — R.

Beweis. Wenn es zwei verschiedene Losungen gibt, nennen wir sie y; und y, mit y;(0) =
y2(0), dann gilt auch 3;(0) > y2(0) und es folgt aus Theorem dass y1(t) > yo(t) fur
t €[0,a). Weil auch y2(0) > y;(0) gilt, folgt ebenso, dass y2(t) > yy(t) fiir ¢ € [0,a). Also
hat man y;(t) = yo(t) fiir ¢ € [0,a) und es gibt hochstens eine Losung. n

Kriterium 2.16 Hadamard nannte ein Problem wohldefiniert, wenn es die folgenden
Bedingungen erfillt:

e [s hat mindestens eine Lisung (Existenz).

e [s hat hochstens eine Losung (Eindeutigkeit).

o Wenn man das Problem ein wenig stort, wird sich die Lésung auch nur ein wenig
andern (Stetige Abhdngigkeit der Parameter).

In diesem Licht ist das letzte Korollar ein sehr wichtiges Ergebnis: Wir haben ein Kri-
terium, das die Eindeutigkeit garantiert. Wenn wir die Existenz bewiesen haben, kénnen
wir sogar die stetige Abhéngigkeit der Anfangswerte folgern.

Korollar 2.17 (Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte) Sei f : [0,a] x R — R ste-
tig und derart, dass es fiir jedes M € R ein L gibt mit

1f(,8) = fm| < LIE—n| firt€[0,a] und§ neR. (2.12)
Seien yq,yp ¢ [0,a] — R Losungen von mit Anfangswerten y,.0,y0 € R. Dann folgt
Ya(t) = yo(t)] < ™ |yao — ynol fiirt € [0,a]. (2.13)

Bemerkung 2.17.1 Die Bedingung in heifst: f :]0,a] x R — R ist gleichmdfig
Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen.
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Beweis. Aus (2.12)) folgt fiir £ > ), dass

f&8)—ftn)—L(E—n)<LIE—n—-L(E—-n) =0.

Wegen der Eindeutigkeit folgt aus y,(0) > v,(0), dass y,(t) > y,(t) fiir t € [0, a]. Nehmen
wir an, dass y,(0) > y,(0). Dann folgt

e " (ya(t) — () — (yal(0) — 5(0)) = /O d% (67" (ya(s) — ys(s))) ds

= /O ™ ((a(s) = () — L (ya(s) — m(s))) ds =
= /0 e ((f (5, 9a(s)) = [ (5,5(5))) — L (a(s) — m(s))) ds <0,

und es gilt
Ya(t) = us(t) < €™ (4a(0) = 15(0)) = €' (a0 — Ybo) -
Fiir y,(0) < y,(0) gilt dhnliches (man vertausche a und b) und wir finden (2.13)). n



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 3

Gleichungen hoherer Ordnung
und Systeme

3.1 Gleichungen héherer Ordnung als Systeme erster
Ordnung

Wir haben Bekanntschaft gemacht mit gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ord-
nung. Der néchste Schritt wére, ein etwas breiteres Spektrum zu betrachten. Man konnte
sich statt mit erster Ordnung mit hoherer Ordnung beschéftigen oder mit Systemen von
Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung wére

yM () =g (ty®),y'(t),...,y" V() (3.1)
Ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung sieht wie folgt
aus:
‘rll(t> fl (tuxl(t)7x2(t)7axn(t))
x5 (t t, (), xa(t), ..., x,(t
0 | _ [ hta@m). o) | )
(1) fu (21 (8), 22(), - - -, 2 (1))

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung kann man umformen in ein System erster
Ordnung. Setze y = x1, 3 = x5 bis y"~V = z,,. Die Differentialgleichung in (3.1)) &ndert

sich in
(1) (1)
(1) 5(1)
: = : . (3.3)
1 (1) Tn (1)
7, (1) g (t,xi(t), x2(t), ... 2a(l))

Es ist also kein Verlust der Allgemeinheit, wenn wir uns auf Systeme erster Ordnung
konzentrieren. Wir kénnen solche Systeme schreiben als:

—

7(t) = F(t,7(t)).
Ein Anfangswertproblem fiir ein solches System ist dann

{ #(t) = f(t, (1)), (3.4)

T
f(to = fo.

23
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Wenn F n Komponenten hat, hat auch © n Komponenten und der Anfangswert ) ist
durch n Werte festgelegt. Wir werden noch zeigen, dass ein solches Anfangswertproblem,
mit F' eine geniigend nette Funktion, fiir jedes ¥y € R genau eine Losung hat.

Definition 3.1 Wir nennen Z : (a,b) — R™ eine Lisung von (3.4]), wenn folgendes erfiillt
18t:

1. Es ngt f(to) = fo.

2. Die Funktion t — Z(t) ist stetig auf (a,b) und
t — Z(t) ist differenzierbar auf (a,b) mit Ausnahme von isolierten Stellen {t;}.

3. die Gleichung &' (t) = F (t,Z(t)) ist erfillt auf (a,b) \ {t;}.

Fiir t — Z(t) stetig auf (a,b) schreibt man ¥ € C (a,b). Man schreibt 7 € C! (a,b),
wenn die Funktion ¢ +— #(t) differenzierbar ist auf (a,b) und die Ableitung stetig ist:
7 € C(a,b). Wenn y = z; wie in (3.3) ist, bedeutet das, dass y € C"!(a,b) gilt und
dass y~ b differenzierbar ist mit Ausnahme von isolierten Stellen.

3.2 Lineare Gleichungen und Systeme

Ein Operator L auf einem realen Vektorraum V' nennt man linear, wenn

L (cv1 + covg) = ¢4 Luy + ca L, fiir alle v; € V und ¢; € R. (3.5)

Definition 3.2 Fine Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form
2 (1) = ay ()2 V() + ag()z "D (E) + - F an 1 (D)2 (1) + an(t)x(t) + f(2)
nennt man linear.

o Wenn alle a; konstant sind, dann sagt man ‘mit konstanten Koeffizienten’.

e Wenn f =0, dann nennt man diese lineare Gleichung homogen oder reduziert.

Definition 3.3 Ein System Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

—

7(t) = A(t) #(t) + f(t) (3.6)
mit A: I CR— M™™(R) (die n x n Matrizen) und f: I C R — R", nennt man linear.

e Wenn A eine konstante Matriz ist, dann sagt man ‘mit konstanten Koeffizien-

K

ten’.

e Wenn f =0, dann nennt man dieses System homogen oder reduziert.

Schreibt man das lineare System in (3.6|) wie folgt,

(5 - 40) 700 = fo, (3.7)

dann sieht man den Zusammenhang mit linearen Operatoren.
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Bemerkung 3.3.1 Wenn es aus dem Kontext klar ist, dass man mit mehreren Kompo-
nenten zu tun hat, kann man das Vektorzeichen weglassen.

Aus der linearen Struktur folgt sofort das folgende Ergebnis.

Lemma 3.4 Seien t — x(t) und t — y(t) Losungen von

'(t) = A(t) x(t) + f(t) und y'(t) = A(t) y(t) + g(t),

dann ist t — z(t) == c1z(t) + coy(t) eine Losung von
Z(t) = A(t) 2(t) + 1 f(t) + cag(t).

Beweis. Man hat sofort:

(1) + oy (1) = 1 (A(t) 2(t) + f (1)) + ca (A() y(t) + 9(1)) =
= A(t) (crz(t) + cay(t)) + e f (1) + cag(t) = A(t) 2(t) + 1 f(t) + c2g(t).

3.3 Eindeutigkeit fiir lineare Systeme
Lemma 3.5 (Eindeutigkeit) Wenn A(t) € M™™(R) beschrdnkt ist, hat das Anfangs-

wertproblem
{ o'(t) = A(t) =(t) + f(t)
z(0) =z

fiir jedes xo € R™ hochstens eine stiickweise stetig differenzierbare Léosung.

Bemerkung 3.5.1 Ldsungen haben wir definiert als stetige Funktionen, welche mit Aus-
nahme von isolierten Stellen, differenzierbar sind und die Differentialgleichung erfiillen.
Wenn f und A stiickweise stetz’_cﬂ sind, dann folgt aus der Gleichung, dass auch x' stiick-
weise stetig ist mit moglicher Ausnahme von isolierten Stellen. Genauer gesagt, wenn A,
f und x in einer Umgebung von to stetig sind, ist auch x' stetig in dieser Umgebung; wenn
to so eine isolierte Ausnahmestelle ist, existieren immer noch die einseitigen Ableitungen:
Durch den Mittelwertsatz gibt es &;, € (to,to + h) mit

x(to + hf)b — x(to) =a2'(&,) = A(&),) z(&,) + f(&)-

Weil limg |, A(§) und limeyy, f(&) existieren, folgt

x(ty + h) — x(to)

z.(to) = l}ilﬁ)l = %ﬁ)l (A(&y) (&) + (&) =
= lim (A(6) x(ﬁ) + f(§))

und limg o (A(E) (&) + f(€)) eistiert. Ahnlich existiert auch die linke Ableitung. Es folgt,
dass x stiickweise stetig differenzierbar ist.

!Eine Funktion f : [a, b] — R nennt man stiickweise stetig, wenn man [a, b] in endlich viele Teilintervalle
aufteilen kann:
[a,b] = [a = ap,a1] U [ar,as] U---Uak, ag+1 = b]

und auf jedem dieser Teilintervalle [a;, a;+1] gibt es eine stetige Funktion g; mit g; = f auf (a;, a;11).



26 Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

Beweis. Seien t +— z(t) und t — y(t) zwei verschiedene Losungen auf dem Existenzinter-
vall [a,b] 3 0. Dann ist s(t) := |lz(t) — y(t)||* eine zahlenwertige Funktion auf [a, b]. Die
Beschrinkheit von A(t) € M™*"™(R), liefert ein M € R* derart, dass

£-A(t)E < M ||| fiir alle € € R™.

Mit Ausnahme von isolierten Stellen gilt dann:

$(t) = 2(x(t) —y) - (@'(t) —y'(1))
= 2(2(t) —y(@)) - ()(() y(t) <
< 2M |lz(t) —y(0)|* = 2M s(t).

Wir finden 5
S (1) = (/1) - 2M (1) < 0
und fiir b >ty > t; > a folgt
to
e HMizg(1,) — e Mhig(t)) = / % (e7*M's(t)) dt <0, (3.8)
t1

wenn zwischen ¢; und ¢, keine isolierten Problemstellen liegen. An solchen Problemstellen
kommt man mit der Stetigkeit von ¢t — s (t) VorbeiE] und es folgt, dass (3.8) sogar fiir alle
t =1ty >0 und t; =0 gilt:

e PMig(t) = e ?Mis(t) — e 2M05(0) < 0.

Weil s eine nicht-negative Funktion ist, folgt s(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, b]. Ein &hnliches Er-
gebnis kann man fiir ¢ < 0 ableiten. Es gilt also, dass ||z(t) — y(t)|| = 0, ein Widerspruch.
]

3.4 Formelle Losungen linearer Systeme mit konstan-
ten Koeffizienten

Gemeint sind Systeme der folgenden Art:

FH)=AZt)+ (). (3.9)

Hier ist A eine Matrix mit konstanten Koeffizienten a;; € R (oder C):

aix Gz - Aip
A G21 G2 -+ d2p
Upl Any G
Die Funktion f ist vektorwertig:
f:ICcR—R"

Auch hier kann man sogar f : I C R — C" erlauben.

2Sei x stetig und stiickweise stetig differenzierbar auf [a, b]. Nehme an, nur in ¢ € (a,b) existiert die
Ableitung nicht. Dann gilt

x(b)fm(a):x(c)fx(a)er(b)f:c(c):lsig)lx(cfs)fx(a)er(b)flsiﬁ)lx(che)

c—e b c b
= lim/ 2’ (s)ds + lim 2’ (s)ds = / 2’ (s)ds + / 2’ (s)ds.
el0 Jq el0 c+e a c

In der letzten Zeile stehen eigentlich zwei uneigentliche Riemann-Integrale.
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3.4.1 Das reduzierte oder homogene Problem

Fiir hat das reduzierte Problem die folgende Gestalt:

7(t) = A Z(t), (3.10)
Die Gleichung sieht sehr dhnlich aus wie

2 (t) = a z(t)

und lésst sich sogar dhnlich mit der Exponentialfunktion 16sen.
Wir erinnern noch mal daran, dass die Exponentialfunktion als eine Potenzreihe defi-

niert ist:
© L

=Y % (3.11)

k=0
und dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius oo hat. Auflerdem gilt innerhalb des
Konvergenzradius, dass Potenzreihen differenzierbar sind, und dann sogar gilt, dass

(i C’fzk)/ = i (ce2")" = ickkzk‘l,

k=0 k=0 k=1

Statt in (3.11) 2 € C, konnte man auch z € M™"(R) nehmen. Sogar komplexwertige
Koeffizienten kann man zulassen.

Definition 3.6 Sei A € M™*"(C). Man definiert

exp(4) =

Bemerkung 3.6.1 Statt exp(A) schreibt man auch e?.

| —

k
!A.

-

Lemma 3.7 Fir alle A € M"™"(C) konvergiert Klim Zi:o HAF in M™(C). Oder an-
—00 :

ders gesagt: exp(A) ist wohldefiniert.

Bemerkung 3.7.1 Kennt man die Matriznorm, dann zeigt man das Ergebnis direkt aus
fe'e) 1 k
der Konvergenz von Y.~ o 7 ||A]l"

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Komponente (Zi:o %Ak> konvergiert fiir £ —
) 4]

00. Setzen wir
m = max {|A;;];1 <i,7 <n}.

Dann gilt fiir den ¢, j-Eintrag von %Ak, dass

1 k
(i )U =

k
m m o« e . m
m m - m mk’nk—l

i?j

Weil die Reihe
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%em”, ergibt das Majorantenkriterium, dass auch

> ()

k=0

konvergiert, ndmlich nach

7’7‘7

(absolut) konvergiert. u

Lemma 3.8 Sei A € M™"(R) und xq € R™. Dann hat das Anfangswertproblem

(zzpmomren.

genau eine Liosung, ndmlich die Funktion x : R — R" mat
x(t) = exp (At) zy.

Beweis. Durch Lemma wissen wir, dass jede Komponente von exp (At) Konvergenz-
radius oo hat. Auch wissen wir, dass man innerhalb des Konvergenzradius die Folge von
Summe und Ableitung &ndern darf, ohne dass sich das Ergebnis &ndert. Das heifit:

!/
, oo 1 o0 1 /
(exp (At) zo) = (Z il (At)" xo) = Z (E (At)" ZEo) =
k=0 k=0
= i EAktk_lac = Ai lAgth = Aexp (At) x
et S ALt e T AERA
—1 =0

Weil folgendes giltf’]
(exp (At) z0),—g = e? xo =1 zo = o,

finden wir, dass z(t) := ez, eine Losung ist von (3.12)).

Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma n

3.4.2 [Einige Eigenschaften des Exponenten einer Matrix

Wir haben fiir A € M™"™(C) und t € R die Matrix exp (tA) definiert:

> (tA)F
exp(tA)zz%:I+tA+§t2A2+%t3A3+....
k=0 )

Einige Eigenschaften sind die folgenden:

Lemma 3.9 Seien A, B € M™"(C). Es gilt
o exp(04) =1.
o cxp (tA)exp (sA) = exp ((t + s) A) fir alle s,t € R.
o Zexp(tA) = Aexp (tA) = exp (tA) A fiir alle t € R.

e AB=BA < exp(tA)exp (tB) = exp (t (A + B)) fir alle t € R.
3Hier ist I € M™ "(R) die Identititsmatrix und O € M™*"(R) die Nullmatrix:
1 0 - 0 0 0 - 0

I = ' '. ' und O =

0o --- 0 1 0 --- 0
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3.4.3 Das allgemeine Problem

Wir kommen zuriick auf (3.9)), bei dem man auch eine rechte Seite f : I C R — R”
zuldsst. Dieses System kann man (fast) genau so 16sen wie eine gewohnliche lineare Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung.

Theorem 3.10 Sei f : [a,b] — R" eine stetige Funktion, A € M"™*"(R) und xy € R".
Dann hat das Anfangswertproblem

o' (t) = Ax(t) + f(t) firt € [a,b] (3.13)
z(a) = xg '
genau eine Losung x : [a,b] — R™, ndmlich
t
z(t) = ey + / A9 f(s)ds. (3.14)

Bemerkung 3.10.1 Das Integral iiber eine Vektorfunktion ist definiert als Vektor von
den Integralen der einzelnen Komponenten. Also fir g : [a,b] — R™ mit integrierbaren
Komponenten g;, 1 =1,....,n

fcf; g1(s)ds
/bg(s)dg — Ja 92.(S>d8

fab gn'(s)ds

Auf der rechten Seite von steht solch ein Integral.

Bemerkung 3.10.2 Das Definitionsgebiet [a,b] von f wird als Defintionsgebiet fiir x
tibernommen. Wenn f : R — R stetig ist, dann findet man fiir die Differentialgleichung
2/ (t) = Ax(t) + f(t) die Losungen xz : R — R mit

t
2(t) = A=z + / A f(s)ds. (3.15)

Dabei ist xg € R™ beliebig zu wdhlen. Die Tatsache, dass das Definitionsgebiet ibernom-
men wird, kann man so allgemein nur bei linearen Gleichungen annehmen.

Beweis. Der Anfangswert passt, denn
z(a) = e —I—/ A f(s)ds = Iz = 0.
Weiter schreibe man
t
z(t) = ey + / A f(s)ds =
a

t ¢
= Mgy + / eMe ™ f(s)ds = e (ZL‘O + / e_ASf(s)ds)

a
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0= (s i) -
= (%em) (a?o + /: 6_A5f(8)d3) + eAt% (asg + /at e‘ASf(s)ds) —

= Ae™ (:vo + /t e_Asf(s)ds) + eMe= A f (1) =

a

= Az(t) + f(t).

Man achte darauf, dass man bei den Multiplikationen die Folge nicht ohne weiteres um-
ordnet. Weil es Matrizen sind, gilt meistens AB # BA. [ ]

und differenziere:

3.5 Berechnung des Exponenten einer Matrix

Beispiel 3.11 Wenn man Maple fragt, bekommt man ziemlich schnell, dass

s V335 /33 /3345 33 /3345 a7 V/33-5
1 2 112\2/5 e~ t + 11722 336 5t 2\3/§5€Tt _ 2\3/§5€—Tt
exp |t = .
3 4 V33 V8345, /33 _ V33-5 11—/33 _¥383-5, = 114,/33 V33+5,
n¢ ? n¢ ° n ¢ P Tt poe?

Direkt von Hand so ein Ergebnis zu berechnen ist keine besonders erfreuliche Sache. Man
soll als (zukinftiger) Mathematiker aber wissen, wie man es berechnen kann, beziehungs-
weise wieso der Rechner das so einfach schafft.

Wir geben einige Ergebnisse, die man verwenden kann.
Lemma 3.12 Sei A € M™"™(C) und t € R.
1. Fir eine Ahnlichkeitstransformation B, T € M™"(C) mit T invertierbar gilt:
A=TBT ' = exp(tA) =Texp (tB)T!

2. Fiir eine Blockmatriz A, mit B € M**(C) und C € M®=F)*=k)(C) gilt:

A= ( g g ) = exp (tA) = ( exp(gtB) eXp(th) )

3. Fir eine Diagonalmatriz gilt:

A O -0 eMt o0 ... 0
A= 0 A2 R — oA = 0 e - |
P () : . .0
0 0 A 0 .. 0 eM

4. Fir emmen Jordanblock gilt:

)\ ]_ O . O e/\t tex\t %th)\t . (nil)!tn—leAt
O )\ ]_ e O e)\lf te)xt :
A= 0 7 0 st =] s e e (3.16)
1 : eM teM
0 0 A 0 0 eM
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Beweis.

1. Man findet sofort

exp (tA) = exp (tTBT ') = Zkl ((TBT)" —

|
k=0

T ( % (tB)"“) T'=Texp(tB)T™ .
k=0

2. Auch hier

B O <1 B 0\\"
o = enle(52))-E(3 2)) -
B i 1/(t¢B* O \_ (exp(tB) O
B K\ O tck ) 0, exp (tC) |-
3. Das Ergebnis folgt als wiederholte Anwendung von 2.

4. Wir schreiben

1 0 0

0 1 :

E=1: "~ "~ .0
: 0 1

0 -+« -+ 0 0

und finden so A = A+ E. Weil A\IE = \E = E)I, das heifit, Al und F kommutie-
ren, folgt mit Lemma dass

exp (tA) = exp (tA] + tE) = exp (tA) exp (tE) = e exp (LE) . (3.17)

Weil E nilpotent ist (die Linie mit 1 schiebt sich jedesmal nach rechts in E?, E®
usw.) und E" = O, gilt

> 1 . +2 1
tE) = — (B =I+tE+—-E*+ -+ ——FE"'+0 =
exp (tE) kzz(]k!( ) TE G E +

1 1 n—

Lot 5t .- it !
1 t f
: . t
0 -+ - 0 1

und kombiniert man mit (3.17]), folgt so das gewiinschte Ergebnis. ]

Ohne Beweis werden wir ein Ergebnis aus der Linearen Algebra verwenden, ndmlich
dass jede Matrix einer Jordan-Matrix dhnlich ist. Eine Jordan-Matrix ist wie folgt defi-
niert:
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Definition 3.13 Fine Matriz J € M™*"(C) ist eine Jordan-Matrix, wenn sie wie folgt
aus Blocken zusammengesetzt ist:

B, O O - - O
) Yy 0 0
O By O
0 N 1
O O B;s .. ) .
J = ] ' mit B; = P ()
B O A1
' kot 0 0 A\
O v v i O By

Jede Matrix ist dhnlich einer Jordan-Matrix heifit:

Theorem 3.14 (Camille Jordan) Fir jede A € M™"™(C) gibt es eine invertierbare
Matriz T € M"™"(C) und eine Jordan-Matriz J € M™*"(C) derart, dass

A=TJT .

Einen Beweis sollte man in der Vorlesung Lineare Algebra bekommen. Die Skalare \;,
die in J erscheinen, sind die Eigenwerte von A.

e Die algebraische Vielfachheit von \;, das heifit die Vielfachkeit von A; als Nullstelle
vom Polynom det (A — AI), liest man ab in J als die Anzahl der \; auf der Diago-
nalen von J.

e Die geometrische Vielfachheit von \; ist die Dimension vom Eigenraum
dim{¢ € C"; Ap = \;¢},

diese findet man wieder als die Anzahl der Jordan-Blocke B; mit \; auf der Diago-
nalen.

e Wenn die geometrische Vielfachheit von \; echt kleiner ist als die algebraische, dann
gibt es mindestens einen generalisierten Eigenvektor der ersten Ordnung:

— ¢ € C" ist ein generalisierter Eigenvektor der k-ten Ordnung fiir A beim Ei-
genwert \;, wenn

(A= XD ¢ =0und (A—X\I)" ¢ +#0.

— wenn ¢ € C” ein generalisierter Eigenvektor der k-ten Ordnung beim Eigenwert
Ai ist , dann ist (A — A1) ¢ ein generalisierter Eigenvektor der (k— 1)-ten Ord-
nung beim Eigenwert ;. Eigenvektoren soll man auffassen als generalisierter
Eigenvektor der 0-ten Ordnung.

e Jede Matrix hat eine Basis aus Eigenvektoren und generalisierten Eigenvektoren.

Wenn man eine Zerlegung der Form A = TJT~! gefunden hat, dann kann man mit
Hilfe von Lemma exp(tA) = T exp(tJ)T~! berechnen.
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1 1

-1 1

Beispiel 3.15 Fir A = < 1— )\

heifst

> findet man durch det( 1__1>\ : ) = 0, das

M —22+2=0,

die Eigenwerte Ay =1 — 1 und Ay = 1 4+ 1. Zwei dazugehérende Eigenvektoren sind:

solz(_li) unds%:(;).

Es folgt
1 1\ _ (11 1—i 0 5 3
11 ) \ —i i 0 141 5 —3t
und

etcost elsint
—efsint elcost |-

VR
S
o 7
=

.
FTo

<
~—
A/~
N[0 | =
T

~

N———

|
N\

Beispiel 3.16 Fir A = ( @ g ) kann man auch verwenden, dass A = ol + SE mit

10 0 1
[:(O 1)undE:(_1 ())'

Weil IE = EI gilt, folgt exp (ol + BE)t) = exp (alt)exp (BEt) und mit E* = —1I,
E3 = —F und E* = I folgt

1-2 45— s—§—?+§—f—...>:(008(5) SiD(S))'

exp (sk) = .
P (s5) (_3_;_7+;_f_... I p - —sin(s) cos (s)
Wir finden
exp (At) = e 0 cos(Bt) sin(Bt) \ _ [ e*cos(Bt) e sin(ft)
0 e —sin (Bt) cos (5t) —e“sin (ft) e cos(Bt) )
Beispiel 3.17 Fiir die Matriz, die wir in Beispiel angeschaut haben, hat man
1 2 1 1 5—v/33 0 V33—-11 233
( 3 4 ) - ( 3-1/33 3+21/§ ) (2) 5++/33 123 M%
2

4 22 33

und es folgt das Ergebnis von vorhin durch

1 9 1 1 5-V/33 0 V33-11 233
oxn [ # _ € 22 33
p 3 4 3—v/33  3+V33 5433, 11-v33 233 :
4 4 0 € 2 22 33

Beispiel 3.18 Das Anfangswertproblem

(?jg ) :(_11 1)(2%) fiirt € R,

. xq(t 1 el cost + 2elsint
hat als Losung ( xl%t% ) = exp (tA) ( 5 ) = ( Cetsing + 2t cost )



34 Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

Beispiel 3.19 Wir betrachten das Anfangswertproblem
zit) ) (1 2 x1(t) .

<:c'2 ) ) —(4 3) <x2(t) firteR,
(1
=)

Die Eigenwerte A der Matrixz findet man aus

(I1-XN)(B—-X)—-8=0,
ndamlich \y = —1 und Ao = 5. Dazugehérende Eigenvektoren sind o, = ( _11 ) und

Py = ( é > Man kann den formellen Weg gehen:
(12 (1 1\ [et o 11\
PP\ 4 3 -\ -1 2 0 & J\-12) =

und

zi(t) ) _ [ et g —get 4 ge 1Y _
zo(t) —%e‘t + §e5t %e‘t + %e“ 1

1 _—t 2 5t
=€ =e

w(t) = 3Nt + 2t = ( 1% % ) -
3

Abbildung 3.1: Links in rot die Spur der Lésung vom Beispiel [3.18. Rechts die Spur
der Losung vom Beispiel [3.19. Einige andere Lisungen zu diesen beiden Differential-
gleichungen, also mit anderen Anfangswerten, sind in griin dargestellt. Uberlegen Sie, in
welcher Richtung diese Spuren durchlaufen werden.
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Beispiel 3.20 Wir betrachten das Anfangswertproblem

(

x () -1 4 0 x1(t)
() | = -1 -1 1 xo(t) | firt e R,
x4 (t) 0 0 1 x3(t)
) (1
(w0 ) ]

Die Figenwerte der Matriz sind Ay = 1, g = —1—2i und A3 = —1+21 und dazugehdrende
Eigenvektoren sind

2 21 —2i
11, 1 und 1
4 0 0

Man kann den FExponenten berechnen oder direkt den Anfangswert auf eine Basis von
Eigenvektoren zerlegen und bekommt schlussendlich die Lésung:

x1(t) el + setcos 2t 4+ {ge ' sin 2t
2o(t) | = | e’ + g5e " cos 2t — 5metsin 2t
x3(t) et

5

FEine Abbildung der Spur findet man in Abbildung[3.9



36 Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

4 \\
3
X3
2
%’\ —
1 \‘ 2
— -1
0
O 1 X2
2 2
0
_o 3
X1

Abbildung 3.2: Die Spur der Lisung vom Bez'spiel. Uberlegen Sie, in welcher Richtung
diese Spur durchlaufen wird. Und was bedeutet die grine Linie, welche aus (0,0,0) nach
oben fiihrt?



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 4

Mehr Lineares, Stabilitit

4.1 Lineare Gleichung héherer Ordnung mit konstan-
ten Koeflizienten

Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
man als lineares System angehen. Sei f € C'(R) und betrachte

2™ (1) = apz "V () + agr™ V() + - A a2’ () + anx(t) + £(2). (4.1)

Dann setzt man y;(t) = 20~V (¢) fiir i = 1,...,n und findet

y'(t) = Ay(t) + g(t) (4.2)
mit
0 1 0 0
0
0 0 1 0
0 0 0o . : 0
A= . . . . . und g(t) = . . (4.3)
0O - -« 0 0 1 0
f(®)
Qp Qp_1 -+ Q3 G2 a1

Fiir jeden Eigenwert A von A gilt det (A — AI) = 0 und das wird jetzt bei der Entwicklung
der Determinante nach der letzten Zeile zu

(A = NN a2+ as\" P+ ap At a, =0,

anders gesagt:
A= @ A" ao N as\ T A a A a. (4.4)

Definition 4.1 Man nennt die charakteristische Gleichung fiir .

Lemma 4.2 Sei a; € C und sei A € M™"(C) wie in (4.9). Jeder Eigenwert von A hat
geometrische Vielfachheit gleich 1.

37
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Beweis. Wenn A ein Eigenwert ist, dann gilt fiir dazugehoérende Eigenvektoren ¢

A 1 0 --- .- 0 .
Y1
0 =X 1 04 0
0 0 =X " : 3 0
0 -+ v 0 =\ 1 Pn-1 0
P 0
Ay Qp_1 -+ QA3 Q2 @] — A
Es folgt, dass
Pn = A1 = Ny = = A"y,
also hochstens ein unabhéngiger Eigenvektor. [ ]

Theorem 4.3 Seia; € C und sei A € M™"(C) wie in ({{.3). Nehme an, {\1, Ao, ..., A}

sind die Eigenwerte von A mit algebraischen Vielfachheiten {mq,ma, ..., my}.

e Dann ist die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung

2™ (1) = a1z V() 4+ agz "I (t) 4 - -+ an_1 2 (t) + anz(t) (4.5)
wie folgt:
k m;—1
x(t) = Z Com it e (4.6)
i=1 m=0

e Kennt man eine Lisung T von , dann ist die allgemeine Losung von wie
folgt:
k m;—1
x(t) = &(t) + Z Z Cm ™ e, (4.7)

i=1 m=0

Bemerkung 4.3.1 ,x in st die allgemeine Lésung von “ heif$t: jede Liosung
x von kann man schreiben wie in und umgekehrt, jede Funktion, die man so

wie in schreiben kann, ist eine Ldsung von .

Bemerkung 4.3.2 F = {tme’\it; 1<i<kund0<m<m;— 1} st ein Fundamental-
system fiir . F heifit ein Fundamentalsystem, wenn es eine Basis fiir den Ldsungs-
raum 1st.

Bemerkung 4.3.3 Die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleicht n. Die Anzahl
der Konstanten in (@) gleicht auch der Summe der algebraischen Vielfachheiten. Weil
die Funktionen t™e*i' (linear) unabhc’ingi sind, bilden die Funktionen in @ einen
n-dimensionalen Losungsraum.

'Die Funktionen f; : I — R mit ¢ = 1,...,n sind linear unabh#ngig, wenn

n

Zcifi () =0 fiir alle z € T

i=1

impliziert, dass ¢; = 0 fiir alle i = 1,...,n.
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Geht man zurick zum System mit A und g wie in , dann findet man fir jeden
Anfangswert yo genau eine Léosung. Die Ubersetzung fiir lautet: fir jedes yo € R™

hat man genau eine Losung x vom folgenden Anfangswertproblem
™ (1) = a1z V() + agr™ D (t) + - A a1 2 (t) + anz(t) + f(2)
2(0) = yo, 2'(0) = y1, 2"(0) = 5a, ..., 27V(0) = y,.

Beweis. Die Losungen y vom System (4.2) mit A und g wie in folgen aus Satz .
Nach Lemma|3.12|enthalten die expliziten Losungen der homogenen Gleichung nur Terme
Cmit™eMt mit m < m; — 1. Das heifit, jede Losung der homogenen Gleichung kann man
schreiben wie auf der rechten Seite von . Weil man eindeutig hin- und herwechseln
kann zwischen der Gleichung n-ter Ordnung fiir y und dem System erster Ordnung fiir x,
muss auch die Losung fiir = in (4.5)) n-dimensional sein. Weil die rechte Seite von (4.6
genau n frei zu wiahlende Konstanten hat, ist jede Funktion auf dieser rechten Seite eine
Losung.

Die Behauptung fiir die inhomogene Gleichung folgt mit der Bemerkung, dass wenn &
und 2 die Gleichung erfiillen, die Funktion z = = — & eine Losung von ist. m

Beispiel 4.4 Wir betrachten
2" (t) — 22" (t) + w(t) = e* + 7. (4.8)

Die dazugehiorende homogene Gleichung ist x”"(t) — 22" (t) + x(t) = 0 und die Eigenwerte
findet man durch

A =23 +1=0.
Also A =1 und A = —1 sind die Figenwerte und beide haben algebraische Vielfachheit 2
(und geometrische Vielfachheit 1). Das liefert

t

Thom(t) = c1e’ + cote! + cze™ + cyte™ mit ¢; € R

als allgemeine Léosung der homogenen Differentialgleichunyg.
FEine spezielle Losung fiir (@ findet man durch x =y, mit

yi (1) t 0 100 0

wt) | _ 0010/, 0

s (1) —/0 exp 0 00 1 (t—s) 0 ds.
ya(t) ~10 20 1+ e

Die eaplizite Berechnung ist ohne C.A.SP| sehr intensiv. Man kann auch versuchen zu
raten! Wenn man T,(t) = €' versucht, findet man 3" (t) —2z"(t)+Z4(t) = (16 — 8 + 1) e*
und das passt nicht. Die Funktion x,(t) = %e% geht schon besser:

() — 22! () + w4 (t) = e*

Mit ein paar Polynomversuchen findet man fir x,(t) = t3 + 12t, dass x}"(t) — 2z} (t) +
1y(t) = t3. Die schone Linearititseigenschaft liefert
x(t) = xhom(t> + $a<t) + Z‘b(t) =
= 24(t) + 2(t) + cre’ + cote’ + cze™" + cute™ mit ¢; € R,
als allgemeine Léosung fiir @

2C.A.S. = Computer Algebra System. Gemeint ist Software wie Maple oder Mathematica, wo alle
rechnerische Tricks programmiert sind, um zum Beispiel eine Stammfunktion zu finden.
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Beispiel 4.5 Wir betrachten
" (t) — 22" () + x(t) = €. (4.9)

Alles wverliuft fast so wie vorher. Nur lediglich fiir eine spezielle Lisung der Form ce'
besteht keine Hoffnung, weil €' schon eine Losung der homogenen Gleichung ist. Sogar te'
liefert 0 an der rechten Seite. Man hat dann aber Erfolg beim Versuch mit ct?e!:

2" (t) — 22" (t) + x(t) = ¢ (* + 8t + 12) € — 2¢ (t* + 4t + 2) €' + ct®e’ = 9ce.

Man nehme ¢ = %. Die allgemeine Losung ist x(t) = %tht + crel + cotel + cget + cqte?
mit ¢; € R.

Algorithmus 4.6 [Raten statt Rechnen bei linearen Dgl.] Fiir eine spezielle
Losung von

e () + ayx "I (E) A - a2 (1) + an(Ha(t) = (1)

bei besonderen f.
Wenn f keine Losung der homogenen Gleichung ist:

Sei f=... , dann versuche man fir z =...
¢ Do Cit"
et cet
sin (vt) ¢y sin (yt) + ¢o cos ()
cos (7t) ¢y sin () + ¢o cos ()
tmert S cpthert

Wenn die Funktion f schon eine Lésung der homogenen Gleichung ist, dann ist
dieser Ansatz nicht erfolgreich. In so einem Fall versuche man als Losung

z (t) = t™3(t)

und wihlt 7 aus der rechten Seite der Tabelle und m; € N*t.

4.2 Lineare Stabilitat

Sei A € M™"(R). Wir betrachten wiederum das homogene System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen:
2 (t) = Ax(t). (4.10)

Definition 4.7 Das homogene lineare System in heifst
e stabil, wenn fir jede Losung x gilt, es gibt m € R derart, dass
lz(t)|] < m fir alle t > 0;
o instabil, wenn es eine Losung x gibt derart, dass lim;_,« ||z(t)|| = oo.

Stabil trennt man in:
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e asymptotisch stabil, wenn fir alle Losungen x gilt limy;_, ||2(t)]| = 0;

o neutral stabil, wenn das System stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist.

Bemerkung 4.7.1 Diese Klassifizierung gilt so nur fiir lineare Systeme. Bei homogenen
linearen Systemen ist 0 immer ein Gleichgewichtspunkt (= konstante Losung). Bei Gleich-
gewichtspunkten fiir nichtlineare Differentialgleichungen werden diese globalen Bedingun-
gen ersetzt durch lokale Bedingungen fir eine Umgebung des Gleichgewichtspunktes.

In dem letzten Paragraphen haben wir gesehen, dass das globale Verhalten bei linearen
Systemen mit konstanten Koeffizienten eigentlich nur von den Eigenwerten abhéngt. Wir
bekommen dann auch das folgende Ergebnis:

Lemma 4.8 Sei A € M™™(R) und sei {\;}1_, die Menge der unterschiedlichen Eigen-
werte fiir A.

1. Wenn Re \; < 0 gilt fir allei € {1,...,k}, dann ist asymptotisch stabil.
2. Wenn Re \; > 0 gilt fir mindestens ein i € {1,...,k}, dann ist instabil.

3. Wenn Re\; <0 fir allei € {1,...,k} und die algebraische Vielfachheit fir alle \;
mit Re \; = 0 gleicht die geometrische Vielfachheit, dann ist stabil.

4. Wenn Re\; = 0 gilt fir mindestens ein i € {1,...,k} und die zugehdrige algebrai-
sche Vielfachheit ist strikt grofier als die geometrische, dann ist instabil.

Beweis. Sei ); ein Eigenwert und seien #,;,; die algebraische und #g4.,; die geometrische
Vielfachheit. Dann gilt folgendes:

e Wenn @, ein zugehoriger Eigenvektor ist, dann ist e*!@, eine Losung.

o Falls #.15i > #geoi gilt, gibt es einen Eigenvektor @; und einen generalisierten
Eigenvektor ¢; mit (A — \;)¢; = @,. Die Funktion ¢! (@Zl + t@'l> ist eine Losung.

e Alle Losungen enthalten nur Terme der Form t™e** mit m < Halgi — Fgeoi-

Die Ergebnisse folgen dann aus den folgenden Uberlegungen:

1. Wenn Re )\; < 0, dann gilt lim ¢~ tetit = 0.
t—o0

2. Wenn Re \; > 0, dann gilt tlim !e’\it = 0.
—00

3. Wenn #,15; = #geo,i> dann kommt thert mit k > 0 nicht vor und
||| = [ fir ReA; = 0.

4. Wenn #4155 > #ge0; und Re \; = 0, dann folgt

lim He’\” (@Zl - thi> = 0.

t—o00

| = Iim ||, + ¢,
t—o0

Bemerkung 4.8.1 Wenn also gefragt wird, ob alle Ldosungen von x'(t) = Ax(t) fir
t — oo nach 0 konvergieren, braucht man nur die Figenwerte und gegebenenfalls die
Vielfachheiten zu berechnen.
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2(t) = ( =Y >x(t)

st asymptotisch stabil, denn es gilt \y = —1 —3i und Ay = —1+ 3¢. Fiir beide Figenwerte
gilt Re \; < 0. Die Losungen sind

Beispiel 4.9 Das System

o(t) = ( e~ (cos(3t) — & sin (3t)) De~tsin(3t) ) ) 2(0)

1
3

et sin(3t) e~' (cos(3t) + & sin

X3

X;
X1 2

Abbildung 4.1: Links: Skizze zweier Losungen aus Beispiel [1.9, Rechts: Zweidimensionale
Projektion einiger Lésungen aus Beispiel Die Vektoren sind die skalierten Spalten
aus der Matrix.

Beispiel 4.10 Das System

-1 1 1 1
o 2 =2 2 2
4 4 4 -4

15t instabil, denn es gibt einen Ez’genwerﬂ A~ 4.45087 und Re A > 0.

3Dieser Eigenwert ist numerisch approximiert. Statt numerisch vorzugehen, kann man auch das Po-
lynom p(\) = det (A — AI) ndher untersuchen. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von p und fiir
diese Matrix A gilt
p(\) =det (A — AI) = --- = X\ + 10A* — 200\ — 384.

Weil p(100) > 0 und p(0) = —384 < 0, sagt der Zwischenwertsatz, dass p(\) eine positive Nullstelle
besitzt.
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4.3 Klassifizierung in zwei Dimensionen

In zwei Dimensionen sind die Méglichkeiten ziemlich iibersichtlich. So {ibersichtlich, dass
man sogar individuelle Namen fiir die auftretenden FlldT hat.

-

N

A /

stabiler Knoten instabiler Knoten Sattelpunkt
)\1,)\2 e R~ )\1,)\2 € R" A1 ER_,)\Q eR"
Basis von Eigenvektoren Basis von Eigenvektoren

—

—
S
—

L ] e ..
\_//
R

/

entarteter stabiler Knoten entarteter instabiler Knoten neutral stabiler Knoten
)\1:>\2€R_ )\1:/\2€R+ /\1:0,/\2<0

eindimensionaler Eigenraum eindimensionaler Eigenraum

% 5 ~
7)) (& (&)

stabiler Strudel instabiler Strudel Zentrum

Re\; < 0,Im)\; #0 ReX; > 0,Im\; #0 ReX; =0,Im\; #0

: >

ﬁ

4Fiir diese Bilder sind folgende Matrizen verwendet worden:

—4 e 6 5 16 13 =6 =5 5 =2 1l =5 -2 =75 15 =25 2 =29
1 22 1 22 9 98 T 22 3 3 9 10 1 22 7 7 5 25
7 —103 | 121 ) 13 -503 |»| 10 =—16 |> 2 1 ) 10 =50 |- 156 =20 | 101 -1 |> 1 —2 |-
55 110 T 22 9 490 1 11 3 3 9 4 55 11 35 7 5

4
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4.3.1 Geometrische Zusammenhinge

Das Gleichungssystem

' (t) = A z(t) (4.11)
mit A € M™*"(R) gibt eine Beziehung zwischen Position und Richtung einer Losungskur-
ve. Fiir n = 2 gilt:

Eine Losung von (4.11]) hat an der Stelle ( o ) die Richtung A ( o >

X2 X2

Das erlaubt es uns Losungen zu skizzieren, ohne das System explizit zu 16sen, indem

wir den Vektoren im Vektorfeld A ( il ) ‘folgen’.
2

Formal gesprochen ist ein zweidimensionales Vektorfeld eine Abbildung von R? nach
R2. Es lasst sich darstellen, indem man mehrere Punkte in der Ebene nimmt und in
jedem Punkt einen Pfeil einzeichnet mit der durch das Vektorfeld angegebenen Grofle
und Richtung. Man denke an die Wettervorhersage fiir den Wind.

2 1
Beispiel 4.11 Fir 2/(t) = ( $8 >x(t) hat man:
3 6
I A, g N YT A/
N I Y Y / ~ U A
- w o » A A oA S S - 0~ f
D A e -~ ‘

Jolfr N -

'

Die Eigenwerte sind 1 und % und mit den zugehorigen Eigenvektoren findet man die
allgemeine Léosung des Systems:

x(t) = clet ( ; > + CQe%t ( _11 ) mit ¢; € R.

Nach Anfangswert x(0) gelost wird die Lisung:

s=eo(t(10))s0=(3 ) (5 2) (5 _11)1m<0>(§§f+

Beispiel 4.12

wl-w N
DD =

|
|

v

Vo
|

v

e
-
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Es gibt hier nur einen Figenwert: A\ = —1. Verwendet man den FEigenvektor < ; )

und einen generalisierten Figenvektor ( _03 >, wird die allgemeine Losung des Systems:

- (3) oo ((4) (1))

Nach Anfangswert x(0) geldst wird die Losung:
_1 _1 _ -t
o-enle(F 0 4)le (3 22 5
—t —t -1 —t 24—t 1.t  2,(1 _—t_ 3 -t
:<§ ,03) (“’0 ", (1 ’ ) x(O)—(e ;{;ﬁe 267%(32,(3‘1;6436 ))I(O).

Beispiel 4.13

o
\
o

»

¥’
4
P
’
14
'
1
14

/

’

I4
/
'
'
{
A
\

N -

N - -

/
/
14
'

7
l4
|
'
v
\
\

r
}
A}
Al
Al

)

Auch hier kann man die Lisungen mit Figenvektoren schreiben, aber die sind dann in
komplexer Form:

. 14 3; A 1_ 3
x(t):cle“( 54152 > —1—026_“( 5 152) mit ¢; € C.

So eine Losung ist reell genau dann, wenn c¢; = ¢3. Setzt man ¢ = a+ b und co = a — ib

mit a,b € R, findet man die reellen Losungen und es erscheinen Terme mit cost und sint.
Man erinnere sich, dass e®* = cost + isint.

Die Losungen des Systems sind:

- Cost—l—%sint —%sint
x(t)_< gsint cost—%sint z(0).

Bemerkung 4.13.1 In diesen Bildern erkennt man auch die lineare Figenschaft dieser
Systeme. Wenn x : R — R? eine Lésung ist, dann ist fir jedes ¢ € R auch & : R —
R? mit 7(t) = cx(t) eine Lisung. Fiir das zugehdirige Vektorfeld bedeutet das, dass die
Vektoren, die auf einer geraden Linie durch den Ursprung liegen, parallel sind. Genauer

gesagt: auf der gleichen Seite zeigen sie in die gleiche Richtung; gegeniiberliegend in die
entgegengesetzte Richtung.



46

Woche 4, Mehr Lineares, Stabilitat



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 5

Approximationen und
Funktionenfolgen

5.1 Approximationen

Wir werden in diesem Kapitel einige Méglichkeiten vorstellen, wie man eine Losung einer
Differentialgleichung approximieren kann. Um es nicht unnotig kompliziert zu machen,
werden wir eine Gleichung erster Ordnung

Y () = [ (z,y(x))

betrachten und nicht gleich ein System von Gleichungen erster Ordnung. Wenn man genau
hinschaut, sollte man bemerken, dass die Approximationen fiir ein solches System, das
heif3t .

y'(z) = f(2,9(z)),
dghnlich sind.

Wenn man weif, dass es eine Losung gibt, kann man diese Losung mit Approxima-
tionen darstellen. Jedoch ist es nicht nur deswegen niitzlich, sondern man kann auch
hoffen, dass gute Approximationen auch tatséchlich zu einer Losung konvergieren ohne
dass man a-priori weif}, dass es eine Losung gibt. Genauer gesagt, wenn man eine Folge
von Approximationen {y,}, oy hat, die auf irgendeine passende Art eine Cauchy-Folge von
Funktionen bilden, also ||y, — ym|| — 0, kann man hoffen, dass diese Cauchy-Folge eine
konvergente Folge bildet, also Jys mit ||y, — Yool — 0, und dass der Limes eine Losung
ist. Genau diesen Vorgang werden wir detailliert darstellen, um die Existenz einer Losung
nachzuweisen.

5.2 Numerische Methoden zur Approximation

Wir betrachten das Anfangswertproblem
{ y'(x) = f(z,y(x)),
y(0) = Yo,

und geben einige numerische Moglichkeiten, um die Losung einer Differentialgleichung zu
approximieren. Angenommen wird, dass f und yo gegeben sind. Die Funktion x +— y(z)
wird gesucht. Die zwei einfachsten Verfahren sind die Euler-Verfahren.

47
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Algorithmus 5.1 Das Euler-Vorwarts-Verfahren
Man nehme h > 0 eine kleine Zahl und setze x, = xg+ nh.
Man setze yo = yp und definiere iterativ:

Ynt1 =¥n + h f (xnayn) fir n e N.
Bemerkung 5.1.1 Hier steht nichts anderes als

Yn+1 —Yn
h

Der Ausdruck auf der linken Seite ist eine Approximation der Ableitung in Vorwdrtsrich-
tung.

Verwendet man eine Approximation der Ableitung in Riickwértsrichtung, so folgt:

Algorithmus 5.2 Das Euler-Riickwdarts-Verfahren
Man nehme h > (0 eine kleine Zahl und setze x, = xg + nh.
Man setze yo = yp und man 1l0se y,;; iterativ aus der Gleichung:

Y1 =Yn + P f(@ni1,Yng1) fir n e N

Meistens braucht man ein zusatzliches numerisches Verfahren um y,;; zu be-
stimmen.

In beiden Fillen definiert man die approximative Losung g in zwischenliegenden Stellen
durch lineare Interpolation:

L — Tn Tpyl — T ..
y(@) = ————yn1 + ———yn fir o € (z,, 2p41) .
Tn4+1 — Tn T+l — Tp

Daher auch der Name , Polygonzugverfahren®. Siehe auch Abbildung [5.1]

051 . 051

I I
0.5 1 05 1

Abbildung 5.1: Links die diskreten Stellen aus der Approximation und rechts der Poly-
gonzug

Bemerkung 5.2.1 Das vorwdirts gerichtete Verfahren ist einfacher, da es explizit ist.
Fiir die Riickwdrtsrichtung muss man in jedem Schritt y,1 implizit l6sen. Leider ist die
Vorwdrtsrichtung instabiler.

Bemerkung 5.2.2 Cauchy hat wesentlich zum mathematischen Verstindnis dieses Po-
lygonzugverfahrens beigetragen und darum wird dieses Verfahren oft auch Euler-Cauchy-
Verfahren genannt.
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Bemerkung 5.2.3 Beide Eulerschen Polygonzugverfahren sind FEinschrittverfahren. Das
erste ist ein explizites, das zweite ein implizites Verfahren. Man kann sich selber davon
tiberzeugen, dass

Yor1 =y +h (%f (Tn,yn) + %f (xn—i-l;Yn—H))
oder

Tp + Tyl Yo + Ynitl
Yn+1 =¥Yn + h f )
2 2
eine Ldsung besser approximieren kinnte. Beide Vorschlige wdren implizit. Stattdessen

kann man auch Mehrschrittverfahren anwenden. Zum Beispiel das Zweischritt- Adams-
Bashforth- Verfahren:

Ynt1 = Yn + h (%f (QIMYn) - %f (xnflaynfl)) .
Bei diesem Verfahren braucht man zwei Startwerte: yo und y;.

Bemerkung 5.2.4 FEin Verfahren, das bekannt ist fiir seine gute Konvergenz, ist das
wierstufige Runga-Kutta- Verfahren:

ygzl—&)—l =ynthf (l'nv}'vn) )
2 1
vy =y.+hf (% (Zp + Tnt1) 2 (yn + yib)) :
3 2
v =y.+hf (% (Tp + Tnt1) 2 (yn + Y£+)1)> :

4 3
ygz—&)—l =y +hf <$n+17ygz—&)-1> )

1 2 3 4
Y1 = é}’£b4)-1 + %yfﬁ)—l + %ygll + %ygll'

Bemerkung 5.2.5 Wie schnell ein solches Verfahren zu einer echten Lisung konvergiert,
hingt ab von der Regularitit der rechten Seite f und von der Grifie ihrer Ableitungen.
Grob gesagt macht Euler-Vorwdrts in jedem Schritt einen Fehler der Grifienordnung h?.
Weil man in einem festen Intervall 1/h Schritte braucht, bekommt man bei diesem Ver-
fahren einen Fehler von Ordnung h. Runga-Kutta macht fir geniigend glatte f in jedem
Schritt einen Fehler der Gréifenordnung h®. Auf einem festen Intervall hat der Fehler
Gréfenordnung h*.

Beispiel 5.3 Wir betrachten das folgende Anfangswertproblenil:

{ Y (z) = 2* +y(x)?,
y(0) = 0.

!Die Differentialgleichung y'(x) = 22 + y(x)? ist eine der
einfachsten, die man nicht mit elementaren Standardfunktio-
nen losen kann. Jacob Bernoulli (1654-1705) hat sich schon Nicolaus
mit dieser Gleichung beschéftigt. 162321708

The Bernoulli family

Es gibt iibrigens 8 Bernoullis in der Mathematik. Dieser Ja- T — 1

cgb, auch Jacob I genannt, i.st del." bekannteste und ist delTje— 165‘];—’[:?205 1,21:5':2":']_31”;1 6 1;;!;‘_“;';. 48
nige nach dem die Differentialgleichung benannt worden ist.

Mehr dazu finden Sie in

Micolaus( 1)
_ . _ 1657-1759
The MacTutor History of Mathematics archive,

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/

wo auch das Bild des Stammbaums rechts entnommen wor- Nicolaus (1) Daniel Johann (11
den ist. Euler (1707—17'83) ha.t studiert b'ei Johann Bernoulli 16:;;—31“?526 1?0032119?82 1;17;1"1 =40
und war befreundet mit Daniel Bernoulli. |

Johann {111} Daniel {11} Jacob 1D
1744-1507 1751-1834 1759-1789


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/
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Abbildung 5.2: Links stehen Approrimationen mit beiden Eulerschen Verfahren fiir Bei-
spiel [5.3; Euler-Riickwdrts ist in rot dargestellt. Rechts steht eine Runga-Kutta Approxi-
mation. Die Schrittgrofie h ist jedesmal 0.1. Die Punkte stellen die diskreten Approzima-
tionen dar. Der Polygonzug entsteht, wenn man sie mit Geraden verbindet.

Wenn wir h = .1 nehmen und die beiden Eulerschen Verfahren und das Runga-Kutta
Verfahren verwenden, bekommen wir die Bilder in Abbildung[5.9 Obwohl diese Differen-
tialgleichung nicht zu den Standardtypen gehirt, gibt es eine explizite Losung mit Hilfe
der Bessel-Funktionen. Auch diese Losung ist eingezeichnet:

o (s (32%) — 7

y(:)j) = 2(]_% (%IQ)

— 5

J, st die Bessel—Funktw?ﬂ der ersten Sorte mit Index v. Die Funktion y hat eine Asym-
ptote bei x ~ 2.00315.

2], ist die Bessel-Funktion der ersten Art von Index v.
Sie ist definiert fiir v ¢ {—1,—2,...} durch

oo (_1)k t V+2k}
Ju(t) = —_— | = :
=3 prreres (3)
I':R\{0,—-1,-2,...} = R ist die Gamma-Funktion. Sie ist definiert fiir s & {0,—1,—-2,...} durch
I(s) = / e 57 1dt falls s > 0,
0

und weiter iterativ durch I'(s + 1) = sI'(s) fiir s & {0,—1,—-2,...}. Es gilt T'(k 4+ 1) = k! fiir k € N.
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5.3 Analytische Methoden zur Approximation

5.3.1 Potenzreihen
Wenn die Funktion (z,y) — f (z,y) in dem Anfangswertproblem

{ y'(x) = f(z,y(z)),
?J(-fo) = Yo,

darstellbar ist als eine konvergente Potenzreihe:

[z y) = sznk (z — xo)k (v — 40)"

n=0 k=0

dann kann man auch die Losung als eine Potenzreihe darstellen:

y(z) = Z be (z — x0)" . (5.1)

Diese Methode wurde von Euler in seinem Lehrbuch aus 1768 schon vorgestellt. Cauchy
war derjenige, der bemerkte, dass nicht alle Funktionen als Reihe darstellbar sind. Der
erste Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen wird Cauchy zugeschrieben. Er
zeigte, dass die Eulerschen Polygonziige fiir h | 0 zu einer Losung des Anfangswertpro-
blems konvergieren. Ubrigens hat er auch mit diesem Reihenansatz die lokale Existenz fiir
Anfangswertprobleme mit obigen Bedingungen beweisen kénnen.

Beispiel 5.4 Wir betrachten wiederum das folgende Anfangswertproblem:
{ y'(x) = 2® +y(z)?,
y(0) = 0.
Wenn wir eine Ldosung der Form haben mit xo = 0, dann gilt

00 00 2 [e's) k
Z (k+1) yppia” = 2% + <Z ykmk> =12%+ Z (Z yi:Uki) . (5.2)
k=0 k=0 i=0

k=0

Der Anfangswert liefert yo = y(0) = 0. Man vergleicht die Koeffizienten inn (5.9).Es
folgt, dass

y1 =0 = =0
2y =0 = y2=0
3ys =1+y; = ys=3
4y = 2912 = =0
5Y5 = 2u1y3 + U3 = y;=0
0ys = 2y1Ys + 2y2y3 = yg=0
Tyr = 2y1ys + 2yoys + 3 = Yr= 321 =
8yYs = 2v1Ys + 2Y2ys + 2Y3ys = ys=0
Yo = 2y1y7 + 2y2Ys + 2ysys + Y3 = Y=0
10y10 = 2y1Y8 + 2Y2y7 + 2Y3Ys + 2YaYs = y10=20
11y = 201Yo + 2yays + 2ysyr + 20aYs + Y2 = Yy = o3
Man findet . . ) 3
3 7 11 15
y(@) = 37+ 537+ 35767+ Jga05”

Siehe Abbildung
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05 1.0 15 20

Abbildung 5.3: In rot das approximierende Polynom von Grad 15 und die echte Ldsung
in blau.

5.3.2 Picard-Iteration

Statt das Anfangswertproblem

/ .
zu betrachten, kann man auch versuchen eine Losung zu finden von
o) =t [ 1 (su(s) ds (54)
zo

Lemma 5.5 Seien f : [a,b] X [y,0] = R und y : [a,b] — [y, 0] stetige Funktionen mit
xg € (a,b). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o y ist differenzierbar und erfillt das Anfangswertproblem .

e y erfillt die Integral-Identitdt .
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Beweis. (=) Es gilt
y(z) — y(wo) = /f” y'(s)ds = /xf (s,y(s))ds.

(<) Wenn z — y(z) und (z,y) — f (z,y) stetig sind, ist auch x — f (z,y(z)) stetig
und die rechte Seite von ([5.4) ist stetig differenzierbar. Das heifit x — y(x) ist stetig
differenzierbar und

(x) = (?Jo + / £ (5,5(5)) ds)' = f(wy(e).

Algorithmus 5.6 [Picard Iteration]
Man definiere eine Funktionenfolge {y}, .y mittels

Yo(r) = o .
Ynt1(T) = yo + / f(s,yn(s))ds.

Beispiel 5.7 Wiederum betrachten wir das Anfangswertproblem:

{ y'(x) = 2% +y(z)?,
y(0) = 0.

Die Integralgleichung wird

Wir finden
y(](x) = 07
nie) = [ s = ke
0
yo(z) = /o <52 + (§s3)2> ds = 32° + H=a”,

ys(x) = / <32 + (35 + ﬁs7)2> ds =
0

1.3, 1.7 2 .11 1 .15
=307+ 5%+ o7 T 5530

Man vergleiche mit Beispiel[5.4).

Nur ganz selten kann man mehrere Schritte von der Picard-Iteration explizit berech-
nen. Wenn man zum Beispiel das Anfangsproblem
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betrachtet, dann folgt yo(z) = 1 und

yi(z) = 1+/ sin(l)ds =14 xsin(1),
0

Y2 () = 1+/0xsin(1+ssjn(1))d5:1_COS<1+$228;)—005(1)

ys(x) = 1+/xsin(1—COS(1+SSin(1>)_COS(1)>ds:...?

sin (1)

Das letzte Integral ist wohldefiniert, jedoch nicht explizit in einer Kombination bekannter
Funktionen darzustellen.

5.4 Funktionalanalytisches

5.4.1 Fixpunkte

Die Approximationsvorginge, die vorgestellt wurden, haben alle die folgende Form:

e Anfang: y, ist eine verniinftig gewéhlte Startfunktion;

e Iteration: y,.1 = T (y,) mit T einer Abbildung, die aus einer bekannten Approxi-
mation y, eine neue Approximation y,; konstruiert.

In dem Fall, dass wir mit Funktionen y,, arbeiten, hofft man, dass vy so gewahlt ist und
der Operator T' so konstruiert ist, dass die Funktionenfolge konvergiert. Wenn y,, nach y
konvergiert und 7T stetig ist, dann sollte gelten, dass

Yoo = lim 9y = lim T'(y,) =T ( lim yn> =T (Yoo)-
n—00 n—00 n—r00

In dem Fall, dass man y, als konstante Funktion x + yo nimmt und der Operator T" wie
folgt definiert wird,

T (4) (£) = vo + / " f (s,y(s)) ds,

wiirde Lemma 5.5/ uns eine Losung des Anfangswertproblems bringen, wenn wir eine stetige
Funktion ., hdtten mit yoo = T (Yoo)-

Definition 5.8 Sie K eine Menge und T : K — K eine Abbildung. Man nennt y € K
einen Fixzpunkt von T, wenn T (y) = y.

5.4.2 Vektorraum, Banachraum

Bevor wir genaue Sétze formulieren konnen, miissen wir das mathematische Werkzeug
bereitlegen.

Definition 5.9 Ein Vektorraum (V,+,.) tber R (oder C) ist eine Menge mit einer
Addition und mit einer Multiplikation mit Skalaren, die die folgenden Figenschaften hat:

1. 'V st geschlossen: aus v,w € V und c¢1,c2 € R folgt c1v + cow € V;

2. (V,+) ist eine Abelsche Gruppe.
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3. Die Multiplikation erfillt: ¢ (v+w) = cv + cw, (c1+ c2)v = 10 + ¢, (c162) v =
c1 (cqu) und 1v = v fir alle ¢,cq,¢0 € R und v,w € V.

Definition 5.10 Ein normierter Vektorraum (V,+,.,|||) dber R ist ein Vektorraum
mit einer Norm ||-||. Eine Norm ist eine Abbildung von V nach [0,00) mit folgenden
Eigenschaften:

I.YoeV |v|=0s0v=0;
2. Vee RYv eV | ev| = el ||v];
3. Yo,w eV |lo+wl| < |lv]] + [|w]l.
Definition 5.11 Sei {v,}, . eine Folge im normierten Vektorraum (V,+,.,|-||).
o {vn},cn ist eine Cauchy-Folge beziglich ||-||, wenn

Ve>0dM. e N:in,m> M, = |jv, — vyl <e.

o {vn}, oy ist eine konvergente Folge beziglich ||-||, wenn es v € V' gibt mit

Ve>03IM.eN:n> M, = |v,—v| <e.

Bemerkung 5.11.1 Cauchy-Folgen werden auch Fundamentalfolgen genannt.

Definition 5.12 Ein normierter Vektorraum (V,+,.,||||) heifit vollsténdig, wenn jede
Cauchy-Folge konvergent ist.

Bemerkung 5.12.1 FEin vollstindiger normierter Vektorraum heifst Banachraum.

5.4.3 Folgen stetiger Funktionen
Fiir Funktionenfolgen {f, : I — R}, _y gibt es verschiedene Konvergenztypen:
e Punktweise Konvergenz von f, zu f:

Veel,e>03n,. e Nin>n,. = |fu(z) — f(z)| <e.

o Gleichmaflige Konvergenz von f,, zu f:

Ve>0dn.eNVe el :n>n. = |fu(zx) — f(2)| <e.

Definition 5.13 Sei a,b € R mit a < b.
e C'la,b] ist die Menge aller stetigen Funktionen f : |a,b] — R.

e C'a,b] ist die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R, das
heifSt, f ist stetig auf |a,b|, differenzierbar in (a,b) und es gibt g € C'[a,b] mit f' =g
auf (a,b).

Bemerkung 5.13.1 Definieren wir ||-|| ., durch
[flle = sup [f()], (5.5)

z€[a,b]

dann wird (C'[a,b], ||-||.) ein normierter Vektorraum.
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GleichméBige Konvergenz und Konvergenz in ||-|| -Norm sind &dquivalent. Das folgt
aus der Aquivalenz folgender Aussagen:

eVe>03dn.eNVexel:n>n = |fu(x)— f(2)| <e,

e Ve >0 3dn. € NVn >n. sup|fu(x) — f(z)| <e.
zel

In beide Zeilen steht: Fiir alle x € I und n > n. gilt |f.(z) — f(x)| < e.

Lemma 5.14 Der Limes einer gleichmdflig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist
stetig.

Beweis. Sei { f, : I = R}, . so eine Funktionenfolge und sei f der Limes. Wir zeigen die
Stetigkeit an der Stelle z.
GleichmifBig konvergent bedeutet: Fiir alle ¢ > 0 gibt es n. € N derart, dass fiir alle
x el gilt
nzn. = |fulz) - f(z)| <e

Sei € > 0 und nehme m = n./3. Dann findet man fiir alle z € I, dass

|[fm(2) — f(2)] < 3e.

Weil f,, : I — R stetig ist, gibt es d. > 0 derart, dass fiir alle y € I gilt:

T =yl <0 = |fm(T) = fu(y)| <e

Dann folgt fiir | — y| < d./3, dass

1£(2) = )] < (@) = fu(@)] + [fm(Z) = fn()] + [ fn(y) — f(y)]
< 36+ |fm(®) = fm(y)| + 36 <&

Korollar 5.15 (C'[a,b], ||-||..) mit || f]|., = sup |f(x)| ist ein Banachraum.

z€la,b]

Bemerkung 5.15.1 Stetige Funktionen auf kompakten Gebieten haben ein Maximum.

Darum gilt sup |f(z)| = max |f(z)].
:ce[a,b] me[avb]

Beweis. Sei {f,},cy C Ca,b] eine Cauchy-Folge. Das bedeutet, fiir jedes € > 0 gibt es
n. € N mit
n,m>n. = |fo— fllo <e

Wir miissen zeigen, dass es f € C'[a,b] gibt, derart, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein n. € N
gibt, mit
n>n. = [|f - fallo <€

1) Die Definition von f. Fiir jedes = € [a,b] ist {f.(2)}, oy €ine Cauchy-Folge in R.
Weil R vollsténdig ist, ist eine solche Folge konvergent und wir kénnen einen Limes f
punktweise definieren:

f(z):= lim f,(x).
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Das heifit, fiir jedes x € [a,b] und € > 0 existiert f (z) und es gibt m, . € N mit
m>mae = |f(2) - f ()] <e

2) Die gleichméBige Konvergenz. Es gilt auch, wenn wir n > n, und m, > max (n., my )
nehmen, dass

| fo(@) = F(2)] < 1 fn(@) = s (@) 4 | frns (2) = f ()] < 26

Also folgt
n>n. = ||fn— fllo <2,

(hdtten wir blof§ mit %5 angefangen ©) und dies bedeutet, dass f, gleichmiflig nach f
konvergiert:
| fn = fllo — O filr n — oo.

3) Die Stetigkeit des Grenzwertes. Das letzte Lemma liefert f € C'[a, b]. |

Beispiel 5.16 Dieses Beispiel zeigt, dass man gleichmdfiige Konvergenz braucht und das
punktweise Konvergenz nicht ausreicht. Betrachte die Funktionen f, : [0,1] — R, definiert
durch f, (x) = z". Diese Folge konvergiert punktweise und der Grenzwert fo, ist

[0 firzel0,1),
foo(x)—{l fiir x = 1.

Die Funktionen f, sind stetig; die Funktion f. jedoch nicht.
Diese Funktionenfolge ist dann auch keine Cauchy-Folge in C'[0,1]. Dies kann man

auch direkt zeigen: Wenn wir m = 2n und x, = (/g € [0, 1] nehmen, dann folgt:

1 fo = Fonllag = | fn (@) = fon ()] = 2 = L =1,
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 6

Existenz nach Picard-Lindelof

6.1 Vorbereitung fiir den Existenzsatz

6.1.1 Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit

Definition 6.1 Seien (V1,|-[|,) und (Va, ||-||,) zwei normierte Vektorrdume und A eine
Teilmenge von V.

o T: AC Vi — V, heifit gleichmdfsig stetig, wenn gilt

Ve>030>0:||vy —wef;, <d = [T (n1) =T (va)], <e.

o T': AC V) — Vs, heifit gleichmdfsig Lipschitz-stetig, wenn gilt
30> 0: T () =T ()], < L Jor — vl (6.1)

Bemerkung 6.1.1 Gleichmdfig Lipschitz-stetige Abbildungen sind gleichmdfig stetig:
Sei e > 0 und nehme 6 = L™'e. Aus ||z —yl||, <& folgt |T (z) — T (y)]], < e.

Bemerkung 6.1.2 Oft nennt man gleichmdfsig Lipschitz-stetige Funktionen oder Funk-
tionale einfach nur Lipschitz-stetig. Wir sagen [T ist Lipschitz-stetig auf A, wenn T
auf A gleichmdj$ig Lipschitz-stetig ist.

Bemerkung 6.1.3 L heifit Lipschitz-Konstante. Wenn L < 1 gilt, nennt man T eine
Kontraktion oder kontrahierende Abbildung.

6.1.2 Ein Fixpunktsatz

Theorem 6.2 (Der Fixpunktsatz von Banach) Sei A eine nichtleere, abgeschlosse-

ne Menge eines Banachraums (V. ||-||). Nehme an, T (A) C A und T : A — V erfillt
mit L < 1, das heifit, T ist eine Kontraktion. Dann gilt:

e Die Gleichung T (v) = v hat genau eine Losung v in A.

o [ir jedes vo € A konvergiert die Folge {vy}, .y mit vpy1 = T (vy,) nach 0. Es gilt
sogar, dass
. | I < v
Up, — Up]] <
—L +1 1-

lon — 2 < 7 oo = vl

29
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Beweis. Man betrachtet die obige Folge und bemerkt, dass mit Induktion fiir jedes vy € A
folgt, dass v, € A fiir alle n € N. Auflerdem hat man

lon = vl = 1T (1) = T )| < L [[ons = va
und es folgt auch hier mit Induktion fiir m > n, dass
[0 = Ungr | < L™ v = Unga ]| -
Man hat auflerdem, dass
||Un - Um” = ||Un — Unt1 + Un41 — Un42 + o U1 — Um” S
< vn = vpsall + 1ons1 = vl + -+ + Jomo1 — vl <
S(A+L+L+ 4 L") [y — v || <
<
—1-L 1—-L

Das bedeutet: {v,}, oy ist eine Cauchy-Folge. Weil V' ein Banachraum ist, ist {v,}, oy
sogar konvergent: es gibt © € V mit [|v, — 0|| — 0. Weil A abgeschlossen ist, gilt 0 =
lim,, oo v, € A. Auch hat man

[on = vnia | < [

lv, — 0] = ‘ v, — lim va = lim |jv, —vy,] <
m—0o0 m—0o0

<
—1-L 1-L

Diese Losung o ist eindeutig, denn wenn auch ¢ ein Fixpunkt in A wére, folgt

[0 =0l =T (@) =T (@)] < Lo—2f

[on = vnial < [vo = va |-

und (1 — L) [0 — o|| <0 impliziert o = 2. u

6.2 Lokale Existenz

Wir betrachten wiederum das Anfangswertproblem
{ Y(@) = f (z.y(a)). 62)
y(xo) = yo-
Bedingung 6.3 Nehmen wir an (o, yo) € (a,b) x (¢,d) und:
1. f:]a,b] x [e,d] — R ist stetig;
2. f erfillt die Lipschitz- Bedingung: es gibt Ly € R derart, dass fir alle x € [a, b]

und y, z € [c,d] gilt
|f (@,y) = f 2, 2) < Ly ly — 2] (63)

Wenn wir diese Annahmen machen, kénnen wir schon direkt einiges folgern:

e Weil stetige Funktionen auf kompakten Gebieten beschriankt sind, gibt es M € R
mit

|f (z,y)| < M fir (z,y) € [a,b] X [c,d]. (6.4)

Fiir eine mogliche Losung der Differentialgleichung bedeutet dies, dass —M <
y'(z) < M und somit auch, dass

Yo — M |x — xo| < ylx) <yo+ M|z — x0], (6.5)
jedenfalls wenn y(z) € [¢,d] und z € [a, b] gilt. Siehe Abbildung[6.1]
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e Es gibt (z,7) C (a,b) mit z < z¢ < T derartig, dass
Yo £ M |z — x| € [c,d] fiir alle z € [z,7] (6.6)

und
Lylx — x| < 1 fiir alle z € [z,7]. (6.7)

Diese erste Ungleichung sorgt dafiir, dass fiir z € [z, 7] der Kegel in (6.5)) innerhalb
des Rechtecks [a, b] X [c, d] bleibt. Die zweite Ungleichung braucht man fiir den Beweis
des néchsten Theorems.

e Wir nehmen h > 0 derart, dass fiir alle x € [z, 7] gilt

Yo+t M |x — x| € [yo — h,yo + h] C e, d].

|y:y0—M(x—xo)| |y:y0+M(:1:—:r0)|

Yo

1
1
1
1
1
I
1
1
I
1
1
1
1
I
|
1
I
1
I
I
i
I
I
|
I
i
z

e m—————

a x To

Abbildung 6.1: Durch die Beschrinkung von |y'| durch M wverlduft jede Funktion aus der
Picard-Iteration im roten Kegel und bleibt so fiir x € [z, T] im grinen Bereich.

Um den Fixpunktsatz anzuwenden, nehmen wir als Banachraum (C' [z, Z] ) und

betrachten die Teilmenge

s

K={yeClz,2];lly — vl <h}. (6.8)

Theorem 6.4 (Lokale Existenz nach Picard-Lindelof) Wenn f Bedingung er-
fiillt, dann gibt es x < xy < T und genau eine Funktion y € C'[x,Z|, die die folgenden
Gleichungen erfillt

{ Z,((;]é::{/(fx’ y(x)) fir alle z € [z, 7], (6.9)

Bemerkung 6.4.1 Dieses Theorem liefert die lokale Existenz, ,es gibt mindestens eine
Lésung®, und auch die Eindeutigkeit, ,es gibt hochstens eine Losung®.

Bemerkung 6.4.2 Man kann dieses Theorem auch fiir Systeme erster Ordnung zeigen.
Das Ergebnis ist wie folgt:
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Nehme an B C R™ ist offen, f: [T, 7o) X B — R™ ist stetig und erfillt die Lipschitz-
Bedingung:

— —

T, g) - Il 5)( < L|g— 2| fir alle (z,9), (z,7) € [2u,z.] X B.

Sei (xo,Yo) € (u, o) X B. Dann gibt es x < xog < T derart, dass

Beweis. Sei T' die Picard-Iteration fiir das Anfangswertproblem (6.2]): Das heifit:

)@ =+ [ flsps)ds (6.10)
z0
Sei K als in (6.8).
1. T(K) C Cz,z]. Weil f wohldefiniert und stetig ist auf [z, Z] X [y, yo], ist auch Ty
stetig.

2. T auf K ist beschrinkt: Wegen (6.4) und (6.3) folgt fiir z € [z,7] und y € K, das{]
[ fesutss
zo

g/ |f (s,9(s))|ds < Mds = M |z — x| . (6.11)
[$01$]

[$01$]

(T (y)) (x) = yol = <

Man findet mit fir z € [z, z|:
—h < (T (y)) (x) = yo < h.

Das heifit
ye K = [[T(y) —vollo <P

und es folgt, dass 7' (K) C K.

3. T : K — K ist eine Kontraktion: Seien y, z € K, dann gilt

(T () () = (T (2)) (=) =

/ " (say(s)) — (5, 2(5))) ds| <

o

< [y = Fa s [ L iyt -t ds <

[:1:0,:1:}

s/[ Ll ==l = Ly e =0l Iy =2l
To,T

'Wir definieren
b
falls b > a: / g(s)ds= / g (s)ds,
[a,b] a
falls b < a: / g(s)ds= / g (s)ds.
[a,b] b

/bag(S)dS

Dann folgt

< / 19 ()] ds.
[a,b]
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Wegen ([6.7)) folgt, dass

1T (y) =T (2l <clly = 2l -

4. Weil K eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge des Banachraums C [z, 7| ist, folgt
aus dem Fixpunktsatz von Banach, dass es genau einen Fixpunkt ¢ von 7" in K gibt.

5. Weil ¢ stetig ist, gilt z — f(z,9(x)) € C [z, Z] und
o3 gl =gt [ Fls3lo)ds € C e,
zo
Lemma besagt, dass g sogar eine Losung des Anfangswertproblems ist. [ ]

Bemerkung 6.4.3 Das Wesentlichste im Beweis ist, dass die Lipschitz- Bedingung, wel-
che wir annehmen fir die Funktion f : [, %] X [Yu, Yo] — R, ndmlich

|f (z,u) — f(z,v)] < L|u—0v| fir alle Stellen (x,y) € [Tu, To] X [Yu, Yo

dafir sorgt, dass der Operator T : K C C'[z,z] — K eine Kontraktion ist fir x — z und
T — xg gentigend klein: Es gibt ¢ < 1 mit

T (1) — T (y2)|| < cllyr — 2| fir alle Punktionen yy, 1y, € K.

Wir werden spdtestens beim Existenzsatz von Peano sehen, dass diese Lipschitz-Bedingung
nicht notwendig ist fir die Ezxistenz einer Ldsung. Sie macht den Beweis von Picard-
Lindeldf aber wesentlich einfacher als den zum Satz von Peano.

6.3 Globale Existenz
Wir betrachten wiederum das Anfangswertproblem

y(z) = f (2,y(z).
{ y(0) = 1. (6.12)

Eine erste Erweiterung der lokalen Existenz bekommt man, wenn f die folgenden
Bedingungen erfiillt:

Theorem 6.5 Sei (x1,x2) 3 xo und (y1,Y2) 3 Yo und setze R = [x1,x2] X [y1, y2|. Nehme
an f: R — R erfillt (Bedingung[6.5):

o f ist stelig auf R;
o f erfillt die Lipschitz-Bedingung: es gibt L > 0 mit

|f (x,u) — [ (z,v)] < L|u—wv| firale (x,u),(z,v) € R.

Dann gibt es ein mazimales Interval [x_, x| C [x1,x2] mit g € (x_, x4 ), und genau
eine Losung y : [x_, x4 ] = [y1, ya]. Aufserdem gilt

1yeCr_,zy], 2) (z_,y(x_)) € OR und 3) (z4,y(zy)) € OR.

Hier ist OR der Rand von R.



64 Woche 6, Existenz nach Picard-Lindel6f

Yo -

Vi

Abbildung 6.2: Fine Liosung kann nur am Rand aufhoren.

Beweis. Aus der lokalen Existenz (Theorem folgt, dass es & > xy gibt und ein
y € C' [z, 7], welche die Differentialgleichung erfiillt.

Wenn (Z,7) := (%,y (Z)) € OR gilt, sind wir fertig. Wenn (Z, g) € R° gilt, dann kénnen
wir erneut ein Randwertproblem betrachten, ndmlich

{ y'(x) = f(z,y()),
y(T) =

und finden aus der lokalen Existenz, dass es Z, > 7 gibt und eine Losung y, € C' [, Z,],
welche diese Gleichung erfiillt. Fiir u € C! [, Z,] gilt h?”l v (z) = u,(Z) und weil f und y

stetig sind, finden wir
Vi () = i, (@) = T f (2, () = J (5, 0a(8)) = £ (2,(2)

Ebenso gilt
@) =Ty’ (o) = lim f (2, (2)) = £ (& 9(5)).

Yya setzt y stetig differenzierbar fort und liefert eine Losung y € C! [z, Z,]. In Z, konnen
wir erneut schauen, wo sich (Z,,y (Z,)) befindet: innerhalb R° oder auf dem Rand OR.
Wenn der Punkt auf dem Rand liegt sind wir fertig. Wir miissen also den Fall betrachten,
dass diese Stelle sich jedesmal im Innern befindet. Dann gibt es eine wachsende Folge
T; mit Z; T o und eine Losung y € Cl[zg, 7o) mit To, € [r1, 7] maximal. Weil f
beschrankt ist auf R, ist y' beschrankt auf R° und es existiert lim y(x). Dann existiert

1T oo
lTi[n y'(z) = lTign f (z,y(x)) und es folgt, dass man y fortsetzen kann zu y € C" [xg, Too)-
Wenn (Zoo, ¥ (T0)) € OR gilt, sind wir fertig. Wenn (Zo, y (Z)) € R° gilt, wére T, nicht
maximal.
Ahnlich kénnen wir mit der lokalen Existenz eine Losung y € C'[Z, x| fiir # < g
finden. Wie auch oben, findet man, dass man links und rechts zu einer Losung y € C! [z, 7]

verbinden kann. m

Theorem 6.6 (Globale Existenz) Sei Q C R? offen und (zg,y0) € Q. Nehme an,
f:Q — R st stetig und erfillt die Lipschitz-Bedingung

ElLQ >0: ’f<x7yl) - f (5’3,92)’ < LQ |y1 - y2’ f’LL?" alle (xayl) ) (w7y2) € Q.
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Dann gibt es ein mazimales (offenes) Intervall I = (x_,x) mit
—0 <z <z <y <400,
und genau eine Losung y: I — R von mit (x,y (z)) € Q fir x € I. Auflerdem gilt
1. yeCH (1),

2. x_ = —o0 oder lim (x,y(z)) € I oder lim |ly(x)|| = oo, und

zlr_

3. xy =00 oder lim (x,y(z)) € IQ oder liTm |ly(x)|| = oo.
TTr4

Tz 4

Bemerkung 6.6.1 FEs kann sein, dass die Lésung sogar definiert ist bis in x_ oder x.
Die Aussage ist, dass es kein grifieres offenes Existenzintervall gibt. Wenn f auch aufler-
halb des Gebietes Q2 definiert ist, kann man mdglicherweise sogar eine Losung aufserhalb
von 2 finden. Selbstverstindlich kann man ohne Annahmen keine Aussage machen, wie
eine solche Erweiterung sich verhalten wiirde und ob sie auflerhalb eindeutig ist.

Beweis. Aus Theorem [6.5] folgt, dass die Losung in jedem Rechteck innerhalb € mindes-
tens bis zum Rand des Rechtecks fortzusetzen ist. Weil €2 als offenes Gebiet mit Rechtecken
aufzufiillen ist, folgt lim,4,, (z,y(z)) € 0Q. [

Wenn die Funktion f auch auf einem Teil des Randes von €2 definiert ist, aber nur auf
kompakten Teilmengen von €2 die Lipschitz-Bedingung erfiillt, kann es sein, dass man die
Losung auf dem Rand 052 fortsetzen kann. Wenn f da nicht Lipschitz-stetig ist, kann man
die Eindeutigkeit dort verlieren. Es kann also passieren, dass man lokal eine eindeutige
Losung hat, die global nicht eindeutig ist. In Beispiel geschieht genau dies.

Beispiel 6.7 Die rechte Seite des Anfangswertproblems
y/ T) = L 2
{ (@) \/ 5z —y(z) (6.13)
2\ _
ist definiert fiir x*+y? < 5. Auf jede Kreisscheibe innerhalb By (0,0), also auf B,.(0,0) mit
r < /b, ist f stetig und a%f (x,y) beschrinkt. Das bedeutet, dass das Anfangswertproblem
genau eine Liosung hat, welche bis zum Rand 0B,(0,0) fortsetzbar ist. Weil solches fiir
jedes v < /5 gilt, existiert die Lisung bis sie den Rand 0B 5(0,0) erreicht.

Beispiel 6.8 Beim Randwertproblem

{ y’(.’[‘) = Ty y(l’), (614)

y(2) = 3
hat es lokal eine eindeutige Losung, namlich y : (1,00) — R, definiert durch

y(z) = (2 —1)°
Die Funktion (x,y) — x./y ist gleichmdfig Lipschitz-stetig auf (—M, M) x (e, 00) fiir alle
e, M € R*. Innerhalb jedes Rechtecks (—M,M) x (g,00) liefert auch Theorem die
Ezistenz und Eindeutigkeit der Lisung.
Betrachten wir (—M, M) x [0,00), dann gibt es mehrere Losungen. Fir ¢ > 0 sind alle
Funktionen y. : R — R, definiert durch

L(@?—1)? firaz>1,
Yo (x) = 0 fir —c <z <1,

L@ —)? fire < —c,

Lésung des Randwertproblems.
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Abbildung 6.3: Skizze zu der Lisung aus Beispiel [6.7]. Im roten Gebiet ist die Differenti-
algleichung nicht definiert. Die Liosung existiert bis zum Rand.

Abbildung 6.4: Skizzen zu einigen Lisungen aus Beispiel[6.8. Auch auf dem Rand exis-
tieren Losungen; sie sind da aber nicht mehr eindeutig.

6.4 Das Lemma von Gronwall

Um prézisere Abschétzungen fiir eine Losung und deren Existenzintervall zu bekommen,
ist die folgende Ungleichung sehr niitzlich.

Lemma 6.9 (Die Ungleichung von Gronwall) Seien y,«, 8 : [zg,x1] — R stetige
Funktionion mit 5> 0. Wenn

/ B(s)y(s) ds fir alle x € [xg, 1], (6.15)

dann gilt
/ B(s)au(s)els PO%ds fir alle z € (g, 1] - (6.16)
Bemerkung 6.9.1 Wenn y(x) )+ f s)ds dann findet man, dass y sogar

differenzierbar ist und dass y dze lzneare Dzﬁerentzalglezchung y'(z) = o (x) + B(z)y(x)
erfiillt. Die Funktion y(z) = a(x) + f B(s)a(s)els PWAds ist eine Lisung.
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/ B(s)y(s) ds exp( /x:ﬁ(t)dt). (6.17)

Dann ist u differenzierbar und es gilt, weil g > 0, dass

u'(x) = ( / B(s ds) exp( /xjﬁ(t)dt) <

ﬁ@M)m(lLMMQ- (6.18)

Beweis. Man definiere

IN

Man integriere (6.18]) und findet

u@ﬂzmw—uww=K:MQMs§L:M$M$@®(—A}WMst

Ersetzen wir u durch (6.17)), so folgt

JRCT dmm(/ﬁ )gé?wmmmﬂlyw@w

und anders dargestellt:

/w: Bs)y(s) ds < /x:ﬁ(S)a(S) exp (/j ﬁ(t)dt) ds.

Mit folgt
/ B(s)y(s) ds < a(x)+ | B(s)als)exp (/Srﬁ(t)dt) s,

o

und das Ergebnis in (6.16]). [

6.4.1 Abschitzungen mit Gronwall

Korollar 6.10 Nehme an [ : [z, x1] X [y1,y2] — R ist stetig und yo € (y1,y2). Sei
M, Lqg € RT so, dass:

1. fiir alle x € [xg,x1] gilt
|f(=T>?JO)| < Mv

2. fir alle (x,u), (z,v) € [z, 1] X [y1,v1] gilt

| (z,u) = f(z,0)] < Lo |u—v|.

Wenn y : [xg, 1] — R eine stetige Funktion ist mit y(x) € [y1, yo] fiir alle x € [xq, x1]
und derart, dass

D=+ [ flsyl)ds (6.19)

Dann gilt

M
[y(z) = ol < Io (ehet=0) — 1) fiir Lo > 0.
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Bemerkung 6.10.1 Weil f stetig ist, folgt, dass y in differentierbar ist. Dann
liefert , dass y eine Losung ist vom Anfangswertproblem

{ Y (x) = f(2,y(x))
y

(z0) = Yo

Beweis. Es gilt

ly(x) —wol =

L :f(s,y(S))ds

S/w(LQMS)_?/0|+|f($,yo)l)dsg

o

< M(x—xo>+/ Lo ly(s) — yol ds.

zo

Fiir Lg > 0 folgt mit der Ungleichung von Gronwall, dass

ly(x) —yo| < M (x—x0)+ LQ/ M (s — xp) eFo@=) s =
Zo

M o)
— 2 (eLale=ao) _ 1)
M tatems )
Fiir Lo = 0 folgt |y(x) — yo| < M (z — x0). |

In Paragraph [2.4] haben wir Losungen verglichen. Diese Vergleichssétze kann man
nicht geradeaus erweitern fiir vektorwertige Probleme. Mit dem Lemma von Grénwall sind
die Abschitzungen viel grober, man kann jedoch auch ohne viel Aufwand auch Systeme
betrachten. Siehe das nédchste Korollar.

Korollar 6.11 Sei Q) C R" offen und f : [20, 1] X Q0 — R" stetig und derart, dass yo € €.
Sei M, Lo € RT derart, dass

1. fiir alle x € [xg,x1] gilt

)

Fla.g)| < M

2. fiir alle (z, %), (z,7) € [xo,21] x Q gilt

f)(xal_o —]F(l’,l_f)

< Lo ||u — 7.

Nehme an i : [xg, x1] — R™ mit y(x) € Q fiir alle x € [xo, x1] ist eine stetige Funktion
mat

yl(z) = o + / £ (s,9(s)) ds.

Dann gilt
M
|ly(x) — ol < - (eLQ(x_”O) — 1) fiir Lo > 0.
Q
Beweis. Man schaue sich den Beweis von Korallar [6.10] an. n

Bemerkung 6.11.1 Mit ||-|| ist die euklidische Norm auf R™ gemeint. Integrale von vek-
torwertigen Funktionen werden komponentweise definiert:

b [ ai(s) 12 au(s) ds
/ : ds = : :
a gn(s) jab gn(s) ds
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6.4.2 Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte

Nach Hadamard ist ein Problem wohldefiniert, wenn es mindestens und hochstens eine
Losung hat, und dass, wenn man ein wenig am Problem riittelt, sich auch wenig in der
Losung bewegt. Mit Hilfe vom Lemma von Gronwall kann man dies nun sogar fiir Systeme
von Differentialgleichungen zeigen. Siehe auch Korollar [2.17 Also betrachten wir

{ g’((ox))::ﬁ];(x,ﬁ) fir z € [0, /], (6.20)

Korollar 6.12 (Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte) Sei f : [0,/] x R" — R”
stetig und derart, dass es L > 0 gibt derart, dass

f?(l‘7ﬁ> - ]F(‘%g)

Seien U, : [0,] — R™ Lésungen von mit Anfangswerte U, o,upo € R™. Dann
folgt

< Ll|ja—"9| fir alle (z,4),(x,v) € [0,£] x R".

|, (t) — @y (t)|| < e ||iao — ol fiir x € [0,4] . (6.21)

Beweis. Man hat

lt) = 0(0) = 10) = (0) + [ (76060 F 5.5 s

und so folgt

) = @] < 1) = @0 + [ s n(e) = Fs o)) s

< 120) = O+ L [ (s) = ifs) ds

Das Lemma von Gronwall liefert die gewiinschte Abschéitzung. ]

6.4.3 Differentialgleichungen mit Existenzintervall R
Lemma 6.13 Nehmen wir an xy € (x1,x2) und f ist wie folgt:

1. f [z, 29) x R — R ist stetig und

2. f erfillt die Lipschitz-Bedingung auf [z1, ] X R:

Vo € [z1,29] Yu,v € R:|f (z,u) — f (z,v)] < L|u—1]. (6.22)

Dann hat die Losung von (1, x29] als Erxistenzintervall.

Beweis. Nehmen wir M = max {f (z,v0) ; * € [x1, 22|} und

h = M max (eLQ(ZQ*‘TO)’ eLQ(‘TO*ﬂUl)) :

L

dann folgt fiir R = [z, z2] X [yo — h,yo + h], dass fir das maximale Existenzintervall in
R gilt z, = x5 und x_ = x;. Durch die Abschitzung von Korollar gilt y (z) €
(yo — hyyo + h) fiir x € [x_,2z;]. Aus Theorem folgt (z4,y(r4) € OR und y(z4) €
(Yo — h,yo + h). m
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Korollar 6.14 Wenn f : R x R — R stetig ist, und |f (zv,u) — f (z,v)| < L|u —v| fir
alle x,u,v € R, dann hat die Losung von R als Existenzintervall.

Beispiel 6.15 Betrachten wir

2/ (t) = /1 + 12+ (t)
z(0) = 1.

Weil (t,x) — V1 + 12 + 22 stetig ist auf R* und die Lipschitz-Bedingung auf R* erfiillt:

‘\/1+t2+:c2—\/1+t2

0
‘ <z —yl, (6.23)

| = | ——= )
V1412 + 6

gibt es genau eine Losung, die auf ganz R existiert.

Wir haben fiir den Mittelwertsatz benutzt, der uns ein 6 € (x,y) gibt fir welches
die obige Gleichung erfillt ist. Man bemerke auch, dass die Funktion x — /c+ x? fir
¢ > 1 eine durch 1 beschrinkte Ableitung hat.

Beispiel 6.16 Betrachten wir

2(t) = /1 +z )",
z(0) =1

Die Funktion x — /1 + z* hat keine beschrinkte Ableitung und man kann vermuten, dass
sie nicht gleichmdf$ig Lipschitz-stetig auf R ist. Lokal ist die Lipschitz-Bedingung erfillt
und es gibt eine Losung. Diese Ldsung konnte aber nur ein endliches Existenzintervall
besitzen.
Vergleichen wir mit
{ y'(t) = y(t)?,
y(0) =1,

dann bestditigt sich diese Vermutung. Die Losung des letzten Anfangswertproblems ist

1
y(t)zl—tmztte( 00,1).

Mit Theorem [2.13 findet man, dass x(t) > y(t) fir ¢t € (0,T), wenn beide Lésungen auf
dem Intervall existieren. Dies bedeutet, dass t, < 1.
Vergleicht man x(t) firt <0 mit
Z(t) =1,
2(0) =1,

findet man x(t) < z(t) = 1+t firt <1, jedenfalls solange = existiert. Wenn x in —2 noch
existieren wirde, findet man x (—2) < —1 und wenn das gilt, konnen wir anschlieffend

vergleichen mit
{ w'(t) = w(t)2
) pu—

w (=

Weil w(t) = 7;—13 firt > —3 und limy;_3w(t) = —oo, folgt t_ > —3.



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 7

Nicht-lineare und linearisierte
Systeme

7.1 Gleichgewichtspunkte

Wir werden uns mit Anfangswertproblemen der folgenden Form beschéftigen:

j'(t) = f(t,3(1)
(70 = e o

Das heift, fiir 2 C R x R" ist die Funktion f : 2 — R" gegeben und wir suchen zum
Anfangswert g eine Losung ¢/ : I — R™, definiert auf dem Intervall I C R mit (¢, 4(t)) C Q
fiir t € I. Diese Vektorschreibweise werden wir nicht durchziehen.

Wenn man sich den Beweis von Picard-Lindelof anschaut, kann man sich davon iiber-
zeugen, dass auch fiir das System in ein #hnliches Ergebnis folgt. Ohne nochmals
zu kontrollieren, dass alle Details des Beweises auch genau so weitergehen, geben wir das
Resultat.

Theorem 7.1 (Globale Existenz fiir Systeme) Sei Q) C R"™ offen und (zo, yo) € Q.
Nehme an, f:Q — R ist stetig und erfillt die Lipschitz- Bedingung

ALa > 0 |[f (ty) = f (& w2)ll < Lallyr — well fir alle (¢, y1) , (£, y2) € Q.
Dann gibt es ein mazimales Intervall I = (t_,t,) mit
—o0 <t_ <ty <ty <+4oo,
und genau eine Losung y : I — R™ von mit (t,y (t)) € Q firt e I,. Auferdem gilt
1. yeC (1),

2. entweder t_ = —oo oder %n (t,y(t)) € O oder %gn ly(t)]] = oo, und

3. entweder t, = oo oder lim (t,y(t)) € 0Q oder lim ||y(t)|| = oo.
o o

71



72 Woche 7, Nicht-lineare und linearisierte Systeme

Wenn die Funktion f nicht explizit von t abhéngt, nennt man das System in ([7.1))

autonom:
y'(t) = f(y@),
{ y(to) = 0. (7-2)

Definition 7.2 Wenn y, € R™ so ist, dass f(y,) = 0, dann heifit y, ein Gleichge-
wichtspunkt fir .

Ein Gleichgewichtspunkt wird auch kritischer Punkt oder Ruhepunkt genannt. Man
sieht direkt, dass ein Gleichgewichtspunkt fiir (7.2)) eine konstante Losung y(t) = y,, liefert.

Beispiel 7.3 Betrachten wir das System

= (2—y(t) z(1),
y'(t) = (14 2(t) — y(t)y(t). (7.3)

Setzen wir f(Z) = ((ﬁ;ﬁ)f)y). Weil diese Funktion f differenzierbar ist, ist lokal die

Lipschitz-Bedingung erfillt. Fir jeden Anfangswert (zg) existiert also eine Lisung t —
(””(t;), die definiert ist auf einem Intervall (t_,ty) und es gilt

ylt
(o) | =

Fiir das System findet man die Gleichgewichtspunkte, indem man

t, =00 oder lim
1t

2-y)z=0, (I+z—-y)y=0

lost. Die erste Gleichung liefert y = 2 oder x = 0. Dann gibt uns die zweite Gleichung
folgendes:

y=2 = (1+2-2)2=0 = z=1,

r=0 = (1+0-y)y=0 = ye{0,1}.

Das bedeutet drei Gleichgewichtspunkte: (1,2), (0,1) und (0,0). Diese Gleichgewichts-
punkte sind gleichzeitig auch konstante Losungen.

Definition 7.4 Wenn t — xz(t) : (t_,t.) — R™ eine Losung ist von x'(t) = f (x(t)) mit
(t_,ty) maximal, dann nennt man

{z(t);t- <t<ty} CR"
eine Losungskurve.
Bemerkung 7.4.1 FEine Losungskurve wird auch Trajektorie oder Orbit genannt.

Fiir ein autonomes System kann man die Eindeutigkeit noch etwas schérfer formulie-
ren.

Lemma 7.5 Wenn x — f(z) die Lipschitzbedingung erfillt und x,(.) und x(.) sind zwei
Lésungen von o' (t) = f (x(t)), dann gilt fir die zugehirigen Trajektorien entweder

o {Ty(t)ita— <t <tyi}=A{xp(t);to— <t <tpi} oder

o {Z,(t)ite <t <toi}N{zp(t)ity— <t <tpi}=0.
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Bemerkung 7.5.1 Man kann dieses Ergebnis auch so beschreiben, dass Trajektorien sich
nicht schneiden.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt ¢, € (t,—,t.+) und t, € (tp—,tp 1) mit z,(ta) = zp(ts).
Dann gilt fiir die Funktion y, definiert durch y(t) = x; (t — t, + t3), dass sie die Differen-
tialgleichung erfiillt mit y(t,) = xp(tp) = 24 (ta). Weil das Anfangswertproblem

{ 2(t) = f (x(t)),

x(ta) = Q:a<ta)7
genau eine Losung hat, folgt x, (¢t — t, + t,) = y(t) = z,(t) und somit das Ergebnis. m

Wir haben nun Gleichgewichtspunkte, die konstante Losungen liefern und wissen, dass
Losungen mit anderen Anfangswerten existieren und eindeutig sind. Auch wenn man diese
Losungen nicht mit Hilfe expliziter Funktionen darstellen kann, méchten wir doch einige
qualitative Aspekte genauer anschauen. Wir fangen an mit zwei Beispielen.

5-
oA
F

{2
3

\
¥l

af

b

Abbildung 7.1: Skizze einiger Losungskurven aus Beispiel [7.6) mit auch einigen Gleich-
gewichtspunkten. Das Beispiel ist inspiriert durch ein Beispiel im Buch von Borrelli und
Coleman [1).

Beispiel 7.6 Betrachtet man das System

{101 om0 2 s 407 o) -
y'(t) = 2sin (2z(t)) — 4sin (y(t)?) sin (4z(t)) , ’

dann findet man (numerisch) sehr viele Gleichgewichtspunkte. Siehe Abbildung. Setzen
wir

F (z,y) = sin (y*) cos(4x) — cos(2x) — sin(y).
Wenn wir eine Ldosung von einsetzen und die Funktion t — F (z(t),y(t)) differen-
zieren, so folgt:

0 (2 i)

S F (a(t), y(t)) = L oF @), _

x t =

o T )>|<x,y):<x<t>,y<t>>

_ ( —4sin (y22 sin (4z) + 2sin (2x) ) . ( x: (1) )
2y cos (y*) cos (4x) — cos (y) (@)= () 9() y' (1)

B —4sin (y?) sin (4z) + 2sin (22) \ [ cos (y) — 2y cos (y*) cos (4z) B

N << 2y cos (y?) cos (4z) — cos (y) ) < 2sin (2x) — 4sin (y?) sin (4x) )) \(m,y):(a:(t)—,y(%)

Damit finden wir, dass F (x(t),y(t)) = ¢ und das heifst, dass Trajektorien auch Niveau-
mengen von F' sind.
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Beispiel 7.7 Wir kommen nochmals zuriick auf Beispiel denn wir kénnen noch mehr
folgern. Die Gleichung (2 — y) x = 0 liefert genau die Stellen, bei denen x'(t) = 0 gilt, oder
anders gesagt, wo die Lisungskurve vertikal verliuft. Ebenso gibt (1+x —y)y = 0 die
Stellen an, wo die Losungskurve horizontal verlduft. Damit kénnen wir ein grobes Bild er-
stellen wie die Trajektorien verlaufen. Siehe Abbildung|7.3. Wenn wir einige Trajektorien
numerisch approximieren lassen, bekommen wir das Bild in Abbildung[7.3

Abbildung 7.2: Skizze mit den Richtungen der Lisungskurven aus Beispiel[7.3,

Abbildung 7.3: Skizze einiger numerisch approzimierter Losungskurven aus Beispiel [7.5,
Man diberlege sich mit Hilfe von Abbildung i welche Richtung diese Trajektorien
durchlaufen werden.
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7.2 Linearisieren

Wenn wir Losungen des Beispiels in einer Umgebung eines Gleichgewichtspunktes
betrachten, dann sieht das Bild &hnlich aus wie die Bilder bei linearen Systemen. Man
konnte vermuten, dass ein lineares System die Losung bei so einem Gleichgewichtspunkt
approximieren kénnte. Bevor wir irgendeinen Satz in dieser Richtung formulieren oder
beweisen, geben wir erst eine Motivierung, welches lineare System das passende Verhalten
liefern wiirde.

Definition 7.8 Sei x, ein Gleichgewichtspunkt fiir das System

und sei die Funktion f differenzierbar in einer Umgebung von x,. Dann ist

y(t) =Vf(zp) y(t) (7.6)

das um x, linearisierte System zu .

Bemerkung 7.8.1 Das System in (@ kann man auch wie folgt schreiben

() oo (1p) o G (w) yi(t)

o O () o 2o(z) ) \ pal®)
Die Idee bei der Linearisierung ist:
e Losungen t — x (t) von ([7.6)) zu vergleichen mit Losungen ¢ +— x, + vy (t) von (7.5).

Wenn wir x, +y(t) einsetzen in (7.5) und f sogar beschriankte zweite Ableitungen hat,
dann finden wir

(zp +y(1) =y (t) = Vf (2,) y(t)

und

fla,+y®) = Flz,)+ V() yt)+0(ly@®) =
= Vf(z,) yt)+ 0 (ly@®)*).

Man sieht, dass ,,nur ein quadratischer Term stort.

Fiir Beispiel [7.3 konnen wir die Vektorfelder mal vergleichen. Schauen Sie sich dazu
Abbildung [7.4] an.

Beispiel 7.9 Das nicht-lineare System aus Beispiel [7.9

a'(t) = (2—y(t))x(t),
{ y'(t) = (L+(t) — y(6)y (D). (7.7)

hat drei Gleichgewichtspunkte, ndmlich (0,0), (0,1) und (1,2). Die bei diesen Punkten
linearisierten Systeme sind:
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Abbildung 7.4: Das Vektorfeld zu Beispiel [7.3 und lokal verglichen mit den Vektorfel-
dern der Linearisierungen um (0,0), (0,1) und (1,2). Die Vektorfelder zum linearisierten
Problem sind in griin skizziert und sind kaum zu trennen von den roten.

o Fiir x, = (0,0) gilt

810,00 S4(0,0)
V T _ Oz ) 19 ) —
() (%ﬁumf%mﬂ>
- ( 2—y —x ) _ ( 2 0 )
yooltr=2y /000 01

Dann wird das linearisierte System wie folgt:

(1)~

20
01

u
v

)(1)

o Fir x, = (0,1) findet man
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o Fiir x, = (1,2) findet man
U /_ 0 -1 U
() -2
7.3 Definition Stabilitit fiir nicht-lineare Systeme

Sei 2 offen und sei f : 2 C R® — R” eine stetige Funktion. Wir betrachten das autonome
System gewohnlicher Differentialgleichungen:

2(t) = f (x(t)) (7.8)

Definition 7.10 Sei z, ein Gleichgewichtspunkt fiir (@ Dieser Gleichgewichtspunkt
heifst

e stabil, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt derart, dass fir jede Losung x mit
z(0) € Bs (z,) gilt, dass {z (t);t € Rt} C B.(x,).

e instabil, wenn x, kein stabiler Gleichgewichtspunkt ist.

Stabil bedeutet also, dass man fiir jede Umgebung U; des Gleichgewichtspunktes eine
(noch kleinere) Umgebung Us wihlen kann so, dass jede Losung, die in U, anfangt, in-
nerhalb der ersten Umgebung U; bleibt. Weil ,instabil“ die Verneinung dieser Eigenschaft
ist, heiflt das, dass es im Falle eines instabilen Gleichgewichtspunktes eine Umgebung Uy
gibt und man Anfangswerte beliebig nahe am Gleichgewichtspunkt nehmen kann, deren
Losungen trotzdem auflerhalb U; geraten.

—

Abbildung 7.5: Ein stabiler Gleichgewichtspunkt. Fir jede (rote) Umgebung von x, gibt
es eine (grine) Umgebung derart, dass wenn eine Trajektorie einmal innerhalb grin war,
sie nie mehr auflerhalb des roten Gebietes gelangt.

Definition 7.11 Seiz, ein stabiler Gleichgewichtspunkt fiir (@ Dieser Gleichgewichts-
punkt heifst

e asymptotisch stabil, wenn x, ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist und zusdtzlich
gilt: es gibt € > 0 derart, dass fir jede Lisung mit x(0) € B.(x,) gilt

tlggo z(t) = ap;
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e neutral stabil, wenn x, stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist.

Wenn man ein lineares System betrachtet, dann hat man nur einen Gleichgewichts-
punkt, ndmlich 0. Bei linearen Systemen ist lokales und globales Verhalten identisch. Ein-
facher gesagt: Wenn man auszoomt, sieht das Bild noch genau gleich aus. Diese Tatsache
sorgt dafiir, dass man Stabilitdt bei linearen Systemen relativ einfach formulieren kann.
Bei nicht-linearen Systemen ist das globale Verhalten anders als das lokale. Das fiihrt
dazu, dass die Definitionen zur linearen Stabilitit angepasst werden miissen und immer
auf eine lokale Umgebung beschrinkt werden. Wenn man jedoch genau hinschaut, be-
merkt man, dass die Definitionen hier mit denen aus Paragraph bei linearen Systemen
iibereinstimmen.

7.4 Stabilitidt von Gleichgewichtspunkten

Am schonsten ware es, wenn die Stabilitdt des linearisierten Problems die Stabilitdt des
Gleichgewichtspunktes im urspriinglichen Problem geben wiirde. Das ist leider nicht im-
mer der Fall.

Theorem 7.12 Sei f : Q C R" — R" zweimal stetig differenzierbar und x, ein Gleich-
gewichtspunkt fir (7.8). Setze M = V f (x,).

1. Wenn fir jeden Eigenwert X von M gilt Re (\) < 0, dann ist x, ein asymptotisch
stabiler Gleichgewichtspunkt.

2. Wenn es mindestens einen Eigenwert X von M gibt mit Re (A\) > 0, dann ist x, ein
instabiler Gleichgewichtspunkt.

Bemerkung 7.12.1 Im Fall, dass max {Re (\); A Eigenwert von M} = 0 gilt, kann aus
der Linearisierung keine Schlussfolgerung gezogen werden beziiglich der Stabilitdt des
Gleichgewichtspunktes.

Der Beweis bendtigt einige technische Ergebnisse aus der Matrixrechnung und wird
auf néchste Woche verschoben.

Beispiel 7.13 Wir betrachten

{ 2'(t) = (t) (2 —=(t) —y(1)),
y(t) =y(t) (1 —z@)y(t)).

Die Gleichgewichtspunkte findet man aus
r(2—x—y)=0undy(l —xy)=0.
Das bedeutet
(x=0oder2—xz—y=0)

und
(y=0 oder 1 —azy=0).

e x =0 undy =0 liefert (0,0).
o v =0 und 1 — 2y =0 liefert keine Lisung

e 2—x—y=0undy=0 liefert (2,0).
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e 2—x—y=0und1l—2xy =0 liefert m’ay:% die GleichungenQ—x—%:() und
2z — 22 — 1 =0 den Gleichgewichtspunkt (1,1).

s (5)- ()

T\ [ 2-2x—y —T
vf(y)_( -y 1—21’9)'

Die Matrizen in den Linearisierungen sind

wr(o)=(05) v (8) =0 7)) = (5 5)

mit den Figenwerten

)\1 - 2, )\1 - —2, )\1 - —2,

)\2:1, )\2:1, )\2:()
Das Theorem liefert uns Instabilitat fir die ersten beiden linearen Systeme als auch fiir
die Gleichgewichtspunkte (0,0) und (2,0). Die Linearisierung beim dritten Gleichgewichts-

punkt ist stabil, aber daraus kénnen wir so direkt nichts tiber die Stabilitit von (1, 1) schlie-

Ben. Schaut man sich genau das Vektorfeld um (1,1) an, dann sieht man, dass (1,1) ein
instabiler Gleichgewichtspunkt ist.

1{///////////////////
‘:///////////////////
{;f//////////////////
f‘:f/////////////////
LA AAAAAA A A A S
AN A A A A A S
///[Sj///////////////
////‘(f//////////////
/////tff/////////////
P A
I SRR A
AN R N AP s

SRR N
AAAAAA A A 4 4 A
/////////I( P NNy
//////////I(\x\),//////
////////////4\‘\,,/////
JASAAASAAAAA A A b sy
AAAA )

AAAAAAAAAAAAA LA A 43 2 o
AAAAAAAAAAAA A A A A A 4 v a
AAAAAAAAAAAAAAA A A A £ ~
AAAAAAAAAAAAAAAAA A A 44

Detailansicht des Vektorfeldes um (1,1).

Abbildung 7.6: Die Linearisierung um (1,1) gibt keine Auskunft beziiglich der Stabilitit.
Betrachtet man das Vektorfeld, dann kann man folgern, dass dieser Gleichgewichtspunkt
instabil ist. Lokal kann man die Ebene in zwei Sticke teilen. Trajektorien im hellgrinen
Gebiet rechts unten konvergieren fiirt — oo nach (1,1). Trajektorien im rosa Gebiet links
oben verschwinden aus dem Bild durch den schmalen roten Keil. Das heifst, dass man

beliebig nahe an (1,1) Anfangswerte finden kann, fir die die Losung aus einer Umgebung
von (1,1) verschwindet.
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 8

Vergleich durch Linearisieren

8.1 Algebraische Vorbereitung zum Beweis des Sta-

bilitatssatzes

8.1.1 Eine reelle alternative Jordan-Form

Bei der Linearen Algebra hat man gezeigt, dass jede Matrix dhnlich einer Jordan-Matrix
ist. Siehe Theorem Auch hier ist M™*"(R) die Menge der n x n Matrizen mit reellen

Koeffizienten.

Lemma 8.1 (Reelle Alternative mit ¢ zur Jordan-Form)
Sei e > 0. Fiir jede Matrix M € M"™"(R) gibt es N,T € M™"™(R) mit T invertierbar

und derart, dass M = TNT ! und

N, O --- O
N = 0 ,

: .0

O --- O N,
mit reellen Figenwerten \; in Ny bis Ny:
Ajo€ 0 0

0o

S
0 0N

und mit Eigenwerten \; € C\R in Nyyq bis Ny,:

ReX,, ImA\, €
—ImX\,, Rel\, 0 €
0 0
0 0
N, m = :
0 0
0 0

81

(8.1)
(8.2)
0
0
. €
’ 0
0 0 Re\,
0 0 Im A\,

Marie Jordan

(8.3)

€
Im A\,
Re A\,
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Beweis. Die lineare Algebra lehrt uns, dass man jede Matrix auf Jordangestalt bringen
kann. Wir fangen an mit dieser Jordangestalt und zeigen, dass man bei reellen Matrizen
diese nah verwandte reelle Gestalt erreichen kann.

Schritt 1. Fiir den ersten Schritt bemerke man, dass komplexe Eigenwerte von reellen
Matrizen als komplex konjugierte Paare erscheinen. Dies gilt auch fiir die Eigenvektoren
und gegebenenfalls generalisierten Eigenvektoren. Dies beruht auf der folgenden Obser-
vierung:

e Wenn fir M € M™*"(R), A € C und ¢ € C™ gilt
(M—-XN¢=0,
dann gilt mittels komplex Konjugieren, also z* = Re z — ¢ Im 2, dass
(M= X)@" = (M=) @) =0.
Also wenn (A, @) Eigenwert /-vektor ist von M, so ist (A", §%).

Ebenso folgt aus (M — \) =3 (M — \¥) zz* = ¢, dass dhnliches gilt fiir genera-
lisierte Eigenvektoren.

e Wenn fir M € M (R), A € C\ R und g € C" gilt
(M=) ¢ =0,

dann folgt Span (@, *) = Span (Re @, Im @) und

M (Re@) = sM (34 @) =ReARe@ — Im A Im &, (8.4)
M(Im@) = 1M (3 — ¢") = ImARe @+ Re A\Im @. ‘
Ebenso folgt aus (M — \) = @, dass
M Relz ZRG)\RGQZ—Im/\Im’(Z—FRGQﬁ, (85)
)

M (Im+)) = ImARet + Re AIm ¢ + Im &.

Fiir M eingeschrankt auf W = Span (Bs), mit By = {Rey,,,Imp,,,Ret,,,Im,,}
als Basis, findet man

ReA,, ImA\, 1 0

M = | T ImA,, Rel, 0 1
B2 0 0 Re\, Im)\,
0 0 —ImM\,, Rel\,

Ordnet man die Basis auf R", die man auf diese Art bekommt, so an, dass nach Re¢,,
Im ¢,,, folgt, dann finden wir folgendes:

M - T15 (Tl)_l
mit S eine Blockmatrix wie in (8.1)) und mit Teilmatrizen wie in ({8.2):
S, O -~ O
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Man 148t die reellen Eigenwerte in S; bis S, und hat dort die {iblichen Jordankéstchen:

A 10 -+ 0
0 S
S, = : 0
: o1
0 o o 0 Apn

In Sk bis Sky1 sammelt man paarweise die komplexen (generalisierten) Eigenwerte, wie

soeben beschrieben, und man findet mit Hilfe von (8.4) und (8.5)), dass:

ReX,, ImA\, 1 0 0 0
—Im\, Re), O 1 0 0
0 0
0 0
S, = : :
1 0
0 1
0 0 0 0 Re),, Im\,
0 0 0 0 —Im)\, Rel\,

Schritt 2. Noch einen weiteren Schritt braucht man, um das Ergebnis in dem Lemma
zu bekommen. Wir skalieren die Basisvektoren wie folgt: Die Vektoren, die aus genera-
lisierten Eigenvektoren von Ordnung m erstellt worden sind, multiplizieren wir mit ™.
Das fithrt zu M = TNT~!, wobei N und S sich nur in den nebendiagonalen Jordan-1
Eintragen unterscheiden. Statt 1 hat M dort nun € stehen. ]

8.1.2 Ein passendes Skalarprodukt

Definition 8.2 FEin Skalarprodukt oder inneres Produkt fiir einen reellen Vektorraum V
ist eine symmetrische positiv definite Bilinearform (.,.) : V x V — R.

Bemerkung 8.2.1 Die Abbildung (.,.) : V x V — R ist eine Bilinearform, wenn

x> (x,y) linear ist fir jedesy € V', und

y — (x,y) linear ist fir jedes x € V. (8.6)
Sie heifst symmetrisch, wenn
(x,y) = (y,x) fir jedes x,y € V. (8.7)
Sie heifst positiv definit, wenn
(x,x) >0 fir jedes x € V und (z,z) =0 z = 0. (8.8)

Lemma 8.3 Sei (.,.) : V. xV — R eine symmetrische, positiv definite Bilinearform.

1/2

Dann ist x — (x,z)"'" eine Norm auf V.

Bemerkung 8.3.1 Man erinnere sich, dass fir einen endlich dimensionalen Vektorraum
alle Normen dquivalent sind.
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Korollar 8.4 Sei M € M"™"™(R) eine Matriz mit den Figenwerten A1, ..., \,. Nehme
an, Re \; hat m verschiedene Werte:

cl = ReAi =---=Re}j, >
Cy ‘= Re)\jiﬂ :~~~:Re)\j2 >
cm = Rel,, 41 =--=Re,.
SeiV; (j =1,...,m) der Teilraum, der die zu c; gehorigen (generalisierten) Eigenvektoren

umspannt, und sei P; : R" — V; die zugehdrige Projektion mit Z;nzl P =1. Seie >0
und T und N wie in Lemma 8.
Dann ist {.,.), definiert durch

(r,y) =x - (TTT)_ly

ein Skalarprodukt und auflerdem gilt fir alle x,y € R"

(,y) = Y (P, Pyx)

j=1
und fiir alle x € R™ :
Z(Cj_5)<Pja77Pj$>S x, Mx) Z (¢; +¢) (Pjz, Pjz) .
j::l ]:1

Beweis. Weil R" = V, @ VL@ - - - @V, sind die Projektionen P; mit 27:1 P; = I eindeutig
definiert.

Die Matrix 777 ist symmetrisch und invertierbar. Ihre Eigenwerte A sind positiv:
Wegen Invertierbarkeit folgt A # 0 und aus TT7 ¢ = Ay folgt

IT7¢|* = ¢ - TTTp = - Ap = Al|g||> und A > 0.

Dann sind auch die Eigenwerte von (TT T) - positiv und auch (T TT) st positiv definit.
Damit haben wir bewiesen, dass (., .) ein Skalarprodukt ist.
Fiir j1 # j2 gilt
(P, Py) = Pyx- (TTT) ™ Py =T 'Pya- T ' Py = 0,

weil T~ auf eine zu der Aufspaltung V; @ Vo @ --- @ V,, passenden Basis transformiert.
Wir haben

(¢, Mz) = (TTT) " Mz =z (TT) ' NT 'z =T 'z NT 'z

Die Matrix N betrachtet die Teilrdume getrennt und es folgt

(@, Mz) = T7'2-NT'z=) > T'Pa-NT"'Pux=
=1 j=1

= Y T7'Pw-NT'Pix =) (P, MPx). (8.9)

J=1 J=1
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Das heifit, wir brauchen nur die einzelnen Késtchen N; zu betrachten, um das Ergebnis
zu zeigen. Wir definieren dazu die Verschiebungsoperatoren o : R¥ — R¥ durch

Y1 Y2
Y2 :
o . =
: Yk
Yk 0

Es gilt [Joy|| < ||ly|| und es folgt mit Cauchy-Schwarz, dass

2
ly - oyl <yl loyll < llyll (8.10)

und #hnliches fiir 02. Bemerke, dass o%y = 0.
1. Der reelle Fall. Wir finden fiir N; wie in , dass
y- Ny =y- Oy +eoy) = Mlyl* + ey - oy
und mit folgt

A=) llyl* <y Ny < (A +e) Iyl (8.11)

2. Der komplexe Fall. Man bemerke, dass die Beitrdge von Im A sich autheben, weil
man bei Im A einmal ein Plus und einmal ein Minus hat:

(2) (B ) () w0
Es folgt fiir N; wie in , dass
y Ny =y (Re(\)y+eo’y) =Re(\) |lyl* +ey - 0%y
und hier finden wir
(ReA —¢) JyllI” <y Njy < (Red+¢) [lyll*. (8.12)
Aus und folgt
(c; — ) [T P||* < TPz - NT P < (¢ +¢) || T Py ||

Mit ist der Beweis fiir dieses algebraische Ergebnis komplett. ]

8.1.3 Einige Beispiele
Beispiel 8.5 Betrachten wir das System x' (t) = Mx (t) mit

10 0 0 0 21 (1)
0 -1 1 0 0 22 (1)
M=] 0 —4 3 0 0| undzx(t)=] z3(t)
0 0 0 1 1 24 (1)
0 0 0 —4 1 75 (1)
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Die Matrix M hat die Eigenwerte {—1,1,1,1+ 2i,1 — 2i}. Fir den Eigenwert 1 gilt
Fgeo = 1 < 2 = #44. Zugehorige Eigenvektoren sind

1 0 0 0
0 1 0 0
ol,.l21.,-. o], o
0 0 1 1
0 0 2 9

An der dritten Stelle ergdnzen wir durch einen passenden generalisierten Figenvektor, um
zu etner Basis zu gelangen:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B = o, 21,{11],] 0, 0 (8.13)
0 0 0 1 1
0 0 0 21 —2i
Auf der neuen Basis finden wir
-1 00 0 0
0 11 0 0
Mg=T"'MT=| 0 01 0 0
0 00 142 0
0 00 0 1—2i
und
exp(tM) = exp ({TMpT ") =Texp (tMp)T ' =
et 0 0 0 0
0 e tef 0 0
=T 0 0 ¢ 0 0 T
0 0 0 et g
0 0 0 0 e(1=20)t
Die Spalten von T setzen sich zusammen aus den Koeffizienten der Vektoren in B.
Statt der Basis B konnen wir auch die folgende Basis verwenden:
1 0 0 0 0
) 0 € 0 0 0
B = O f,] 22 |, 1,1 01{,] O (8.14)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2
Man findet dann
-1 0 0 0 O
. 3 0 1 0 0
Mz=T'MT = 0 010 O
0 001 =2
0 00 2 1
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und

exp (tM) = exp (tTMBT’l) =Texp(tMz) T =

et 0 0 0 0
0 ¢ ete 0 0
=T 0 0 ¢ 0 0 T
0 0 0 e'cos(2t) —e'sin(2¢)
0 0 0 e'sin(2t) e'cos(2t)

Die Spalten von T setzen sich zusammen aus den Koeffizienten der Vektoren in B.

Beispiel 8.6 Ubrigens, wenn man im letzten Beispiel T~' oder T~ nicht berechnen
mdochte, kann man die Losungen auch wie folgt schreiben.

Fir B = {90—17¢1:¢17901+2za901—27;} i @

z(t) = cre oy + el + cse! (1/’1 + t%) + C4€(I+2i)t901+2i + C5€(I_Qi)t¢1—2i'

Hier gilt ¢y, c,c3 € R und cq,c5 € C, jedoch so, dass die Losung reell ist.
Ebenso mit der Basis B = {go_l,gol,gwl,ﬁ,n} mn , mit & = Rep o und n =
Im ¢y ,o;, kann man alle Losungen wie folgt schreiben:

z(t) = creto_q+cetp + et (e +etpy) +
+ cae’ (cos (2t) € + sin (2t) n) + cse’ (cos (2t) n — sin (2t) ) .

Hier gilt ¢y, co,c3,cq,c5 € R.

8.2 Der Beweis des Stabilitiatssatzes

Nun haben wir geniigend Werkzeug bereitgelegt, um Theorem beweisen zu konnen.

Beweis von Theorem [7.12 Sei z,, der betreffende Gleichgewichtspunkt und sei M =
Vf (z,) die Matrix aus der Linearisierung.

Der stabile Fall 1: Es gilt maxRe \; < 0. Setze € = —% max Re \; und man nehme
zu diesem ¢ ein Skalarprodukt aus Korollar [8.4] Sei z (¢) eine Losung und betrachte y(t) =
x(t) — x,. Es gilt

Lyt y(0)) = 2 (y(t), 2'(6)) = 2 (y(t). f (y + y(1))) =

dt
=2(y(t), M (y(t))) + O ly(®)|° <

< 22 — (Pyy(t), Py(8)) + O ly()|* < —& {y(t). y(1))

fir ||y(t)|| geniigend klein. Es folgt

(), y(t)) < e (y(0),y(0)).

Weil z — (z,z)"/? und ||.|| dquivalente Normen sind, findet man auch, dass
_1
l2(t) — apll = lly(®)]] < Cem2.

Damit hat man die asymptotische Stabilitét.
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Abbildung 8.1: Idee beim Beweis der Instabilitit. Am Rand des Kegels K (hier in grin
dargestellt), und innerhalb des Kreises, zeigt das Vektorfeld weg von x, und auf OK nach
mnen.

Der instabile Fall 2: Nehmen wir an, es gibt einen Eigenwert A mit Re A > 0. Sei
nun A; ein Eigenwert mit

Re A\; = max{Re \; A\ Eigenwert von M} .

Auch setzen wir € = min {%( —¢3) cl} mit ¢; wie in Korollar |8.4, Wir nehmen als
Anfangswert z, + 0 Re; mit 6 > 0, nennen V; den Teilraum zu den (generalisierten)
Eigenwerten mit Re A = Re A\; und nehmen die Projektion P; auf V; wie in Korollar [8.4]
Sei nun (., .) ein Skalarprodukt wie Korollar [8.4]es uns liefert. Definiere den Kegel K durch

K={z,+yeR" (I -P)y,(I - P)y) < (Py, Py)}.
Fir z, +y € K gilt
(,y) =(I - P)y,(I—P)y) + (P, Py) <2(Py, Pry) . (8.15)

Man zeige nun, dass die Losung mit z(0) = z, + d Rep; das Gebiet K N B, (z,) fir
r > 0, aber geniigend klein, nur durch 0B, (z,) verlassen kann. Fiir z, + y € 0K gilt

(f (xp+y), Pry) = (f (2, + 1) . (I = P)y) = (My, Py) — (My, (I — P)y) + Oyl =
= NT'y-T'"Piy = NT 'y - T (I = P)y+Olly|* >
> (a1 =€) (Py, Pry) — (ca+2) (I = Py, (I = P) y) + Ollyl’ = (%)
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Wegen (¢; —€) — (c2 +¢) > € (8.15)) folgt
(x) > e (Py, Piy) + O (P, P1?J>3/2 >0

fir z, +y € 0K N B,.(z,) mit r geniigend klein. Anders gesagt, das Vektorfeld zeigt nach
innen auf den Rand des Kegels. Siehe Abbildung [8.1] Weil

(f (z, + ), Pry) > (c1 — ) (Piy, Piy) + O |ly||” >
> 2e (Py, Py) + O (Pyy, P1?1>3/2 > e (Py, Piy)

tir z, + y € K N B,(z,) mit > 0 geniigend klein folgt, dass

[z () — 2]l = Ce= ||z (0) — mpl,
jedenfalls wenn z(t) € K N B,(z,). Das bedeutet Instabilitét. |
Bemerkung 8.6.1 Das Bild in Abbildung[8.1 méchte nur die Idee des Beweises darstel-

len. Wenn der grofite Realteil von mehreren komplexen Eigenwerten angenommen wird,
ist das tatsdchliche Bild komplizierter. Siehe zum Beispiel Abbildung[8.2

Abbildung 8.2: Skizze in drei Dimensionen fir den Fall, dass \y € C\ R mit ReA; > 0
und A3 < 0. Der ,Kegel“ K befindet sich zwischen beiden grimen Mannigfaltigkeiten. Die
grinen Linien gehen durch Re p,, beziehungsweise Im p,; die schwarze Linie geht durch

¥3-
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8.3 Linearisierungssatz

Ohne Beweis zitieren wir Theorem 7.1 auf Seite 244 von Hartmanns Buch [2]:

Theorem 8.7 Sei f : B.(x,) C R" — R" stetig differenzierbar mit f (z,) = 0. Wenn
Vf(z,) keinen Eigenwert mit Re X = 0 hat, dann gibt es Umgebungen U von x, und V
von 0 und eine stetige bijektive Abbildung h : V' — U, welche die Trajektorien der linea-
ren Gleichung y'(t) = Vf (z,) y(t) in V in die Trajektorien der nichtlinearen Gleichung
2'(t) = f(x(t)) in U dberfihrt.

Eine Mlustration dieses Theorems finden Sie in Abbildung [8.3]

Abbildung 8.3: Als Illustration von Theorem [8.7 nochmals Abbildung [7.5 mit zusdtzlich

einigen Skizzen von Lisungen der linearisierten Systeme.

8.4 Abschitzungen

Wir betrachten fiir F': R® — R™ das System

{a/(%)(:F(

(1),
0) = (8.16)

gl 2

Lemma 8.8 Wenn F' € C* (R™;R") und fiir alle & € R" gilt, dass ||F (Z)|| < M (1 + ||7]]),
dann gilt fir die Losung u von , dass sie hochstens exponentiales Wachstum hat.
Auflerdem ist R das mazimale Fxistenzintervall von .
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Beweis. Wegen des Satzes von Picard-Lindelof gibt es ein Intervall (a,b) > 0 und eine

Losung « : (a,b) — R"™ von (8.16).
Wir finden auch, mit Hilfe von 2s < 1 + s2, dass

%H“()H =20 (t) -’ (t) = 2a (1) - F (i (t))
< oM || (8)]| (1+ @) < M (1+ 3]

und dann auch

d
dt
Integrieren wir dies von 0 bis ¢ € (0,b), so folgt

(e (1)) < MesM

s 1 _
T — < [ b = 3 (1 ).

Dann gilt
1
17 (@)]1* < M ldo|* + 3 (€ =1).

Fiir t < 0 verwendet man

d -
SO = =M (1+3al?)

und findet mit dhnlichen Schritten, dass

— —_ — 1 —
@O < e o + 5 (7~ 1).

IS

Wenn (a, b) das maximale Existenzintervall ist, dann gilt, dass

lim [ (4)]] = lim || (6)] =

(8.17)

(8.18)

Durch die Schranken in (8.17) und (8.18)) folgt der Widerspruch, wenn b < oo oder a >

—0OQ.



92

Woche 8, Vergleich durch Linearisieren



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 9

Lotka, Volterra und Lyapunov

9.1 Anwendungen in der Populationsdynamik

Wenn man zwei zusammenlebende Lebensformen betrachtet, die durch ihre Anwesenheit
Einfluss auf die Grofle der gegenseitigen Populationen nehmen, modelliert man solche
Probleme oft durch quadratische Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen:

{ 2(t) = B (x(1),y(t)) (1),
y'(t) = Ry (x(1),y(1) y(t).

Es hangt von Ry, Ry ab, welcher Typ beschrieben wird mit dem System. Wir stellen einige
Moglichkeiten vor.

9.1.1 Das Rauber-Beute oder Lotka-Volterra Modell

In der englisch-sprachigen Literatur ist dieses Lotka-Volterral| Modell bekannt unter dem
Namen ,predator-prey“. Die Zahl der Réuber (z.B. Mausebussarde) wird durch x beschrie-
ben. Ohne Anwesenheit von Beute sterben sie aus mit Rate «. Wenn es Beute (Nagetiere)
gibt, deren Zahl durch y beschrieben wird, kommt ein Term Sy fiir den Zuwachs dazu.
Dies liefert die Differentialgleichung x'(t) = (—a + Sy(t)) x(t). Nun betrachten wir die
Beute. Diese Beute hat einen natiirlichen Zuwachs mit Rate v und wird reduziert durch
die anwesenden Réauber mit Faktor 5. Die Konstanten «, 3, v und ¢ sind positiv. Das

bringt uns auf
2'(t) = (—a+ By(t)) =(t),
{ y'(t) = (v —dz(t) y(t). (9.1)

Weil die rechte Seite als Funktion von (x,y) differenzierbar ist, hat dieses System fiir
jeden Anfangswert (z (0),y (0)) eine eindeutige Losung. Das bedeutet auch, dass wenn
x(t) # 0 fiir ein ¢ € R gilt, x () # 0 fiir alle ¢ € R. Ahnliches gilt fiir y.

Der nichttriviale Gleichgewichtspunkt ist

=)

Volterra war ein italienischer Mathematiker, der diese Modelle studiert hat in Lecons sur la théorie
mathématique de la lutte pour la vie (1931, Lektionen iiber die mathematische Theorie iiber den Kampf
ums Leben). Aufgefordert dazu wurde er von seinem Schwiegersohn, der als Biologe den Fischbestand
im adriatischem Meer wihrend und nach dem ersten Weltkrieg studierte. Lotka war ein amerikanischer
Biologe, der unabhingig zu #hnlichen Modellen kam.

93
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Linearisiert man bei diesem Punkt, findet man

“1(39)- (s 1)

und das ist ein Zentrum. Weil Re A = 0 kann man keine sofortige Aussage machen zu der
Stabilitdt oder zum Bild der Trajektorien. Auch Theorem ist nicht anwendbar.

Lemma 9.1 Seien o, 3,7,0 € RT. Dann sind die Trajektorien von in Rt x R,
aufer dem Gleichgewichtspunkt, geschlossene Kurven. Die dazugehorigen Ldosungen sind
periodisch.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass x # 0 und y # 0. Sei t — (z(t), y(t)) eine Losung in
R* x R*. Dann hat man

L _ ' _ l‘/(t)y,(t) _ —o /
(a5~ 2) 70 =S = (g +2) v
und es folgt, dass es eine Konstante gibt derart, dass

YIn (z () — 62(t) = —aln (y(t)) + By(t) +c.

Anders gesagt, die Trajektorien {(z(t),y(t));t € (t-,t;)} sind Niveaumengen der Funk-
tion

F(z,y) =0x —vyIn(z)+ fy — aln(y).
Diese Niveaumengen sind konvexe beschrinkte Kurven, weil x — F(z,y) und y —
F (z,y) konvex sind und weil F'(x,y) — oo fiir & — oo, x | 0, y — oo, und fiir y | 0. Dann
bleiben nur geschlossene Kurven iibrig. Da kein Gleichgewichtspunkt (als Grenzwert) auf
so einer Kurve liegt, ist die Losung sogar periodisch. ]

Lemma 9.2 Seien «,3,v,0 € Rt. Fiir die Durchschnittswerte einer Ldsung von
in RT x R gilt:

i’:zundgzg.

0 B

Beweis. Sei T' die Periode einer Losung. Der Durchschnittswert ist definiert durch

1 T
T = T/o x(t)dt.

Wenn wir die zweite Differentialgleichung benutzen, finden wir

1 Y@
x(t) = 3 50
und es folgt
= [ (3= 2= o) - m o)) =

Ahnlich folgt das Ergebnis fiir 7. ]

Wenn es keine Rauber gibt, wichst die Grofle der Beute exponentiell zu oco. Ein der-
artiges Modell ist nicht besonders glaubwiirdig. Um diesem unnatiirlichen Verhalten zu-
vorzukommen, wird dieses Réduber-Beute Modell wie folgt gedndert:

{x%%=%a—adﬂ+@ﬂ»x@,
Y() = (v — cay(t) — oa(t)) y(t).

Auch ¢; und ¢, sind positiv.
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Abbildung 9.1: Fiir f aus Beispiel [9.5 oben eine Skizze zu (x,y) — f(x,y) mit einige
Niveaulinien. Im unteren Bild die Skizze einiger Trajektorien fir[9.9. Trajektorien laufen
tber Niveaulinien.

Beispiel 9.3 Wir betrachten

{ 2(t) = (—1+ 1y(t)) x(b), (9.2)

Die Gleichgewichtpunkte sind (0,0) und (10,4). Linearisieren um (10, 4) liefert die neutral

stabile Linearisierung / 5
(Vi) -(5 8) ()

Dies liefert jedoch nicht unbedingt die Stabilitit rund (10,4) fir . Dazu betrachten
wir f(x,y) = —In(y) + %y —In(z) + %x. Man berechnet direkt, dass fiir eine Losung
t— (z(t),y(t)) folgendes gilt:

on

1 1 , 1 1y ,
—(——+ =)W+ (—+> )y @) =0
(7 m) 70+ (5w +a) v o
Bei der letzten Gleichung verwendet man . So folgt, dass fiir eine Ldosung gult
fa(t),y(t) = f(z(0),y(0)).

Die Lisungskurven sind Niveaumengen von f. Siehe Abbildung[9.1] auf Seite [95

9.1.2 Das kooperative Modell oder Mutualismus

Man betrachtet zwei Spezien x und y, die gegenseitig von ihrer Anwesenheit profitieren:

{ a'(t) = (a+ PBy(t) x(t),
y'(t) = (v +0x(t) y(t).
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Ist man auch hier besorgt iiber die Uberbevélkerung, kann man das System wiederum

dndern in
{ 2'(t) = (a+ By(t) — crz(t)) x(t),
y'(t) = (v +6x(t) — cay(t)) y(t).

Nicht jedes Paar positiver Konstanten ¢y, ¢y sorgt fiir beschrinkte Losungen.

9.1.3 Das Wettbewerbsmodell

Zwei verschiedene Arten, die beide um die gleichen Ressourcen kimpfen miissen, werden

modelliert durch
{ 2'(t) = (a —crx(t) — By(t) «(t),
y(t) = (v = cay(t) — 0z(t)) y(t).
Es héngt von den Konstanten ab, ob beide Populationen gleichzeitig iiberleben kénnen.
Beispiel 9.4 Wir betrachten
{ 2(t) = (2 = 2x(t) —y(1)) x(t),
(t) = (2 —x(t) = 2y(t) y(b).
Die Gleichgewichtspunkte sind (0,0), (%,2), (1,0) und (0,1). Man findet
2 —4dx — —T
Vi(zy) = ( ’ )

—y 2—x—4y

und:
Gap.: (0,0) (3,2) (1,0) (0,1)
2 0 -4 2 -2 -1 1 0
o 3
v | (55 ) (T ) (9 3) (A S)
FEigenwerte: 2,2 —2,-2 -2.1 -2.1
Stabilitdt: instabil as. stabil instabil instabil

Man kann zeigen, dass die Losung mit (z(0),y(0)) € RT x RY zu (2,2) konvergiert fiir
t — 0o. Die beiden Spezien konnen nebeneinander existieren.

Beispiel 9.5 Wir betrachten
{ 2(t) = (2 — a(t) — 24(0)) (),
y'(t) = (2 —2x(t) —y(t) y(t).
Die Gleichgewichtspunkte sind (0,0), (%, %), (2,0) und (0,2). Man findet

( 2—20—2y —2x
Vf(x,y)—( _2y 2_21._23/)
und:

Ggp.: (0,0) (2,2) (2,0) (0,2)

- 20 —% —% -2 —4 -2 0

Matrix: (O 2) (_% —§ 0 _9 4 9
Eigenwerte: 2,2 2,2 -2, -2 —2, -2
Stabilitdt: stabil mstabil as. stabil as. stabil
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Man kann zeigen, dass die Losung mit (z(0),y(0)) € RT x RT und x(0) > y(0) zu (2,0)
konvergiert firt — oo. Wenn x(0) < y(0) folgt lim;_,, (z(t),y(t)) = (0,2).
Beide Arten kénnen nicht nebeneinander tiberleben.

25 [
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Abbildung 9.2: Skizze einiger Trajektorien aus den letzten Beispielen.

9.2 Lyapunov

Sei ) C R™ ein offenes Gebiet. Wir betrachten wiederum fiir eine C'*-Funktion f : Q — R"”
das System

'(t) = f(x(t)) (9-3)
und nehmen an z, € (2 ist ein Gleichgewichtspunkt.

Definition 9.6 Sei U eine Umgebung von x,. Die C*-Funktion V : U — R heifit eine
Lyapunov-Funktion fir beim Gleichgewichtspunkt x,, wenn

1 ( P):O;

. Vi
2. V(x)>0 firxz e U\{x,};
3.V (z) = VV(z)- f(z) <0 firzeU.

Bemerkung 9.6.1 Die Notation V' ist eigentlich eigenartig, denn in ihr steckt das Vek-

torfeld f. Der Punkt steht fiir die Richtungsableitung von V in der Richtung des Vektor-

feldes f und so wire %—‘; also eine bessere Notation. Diese wird jedoch nicht verwendet.

Theorem 9.7 Seix, ein Gleichgewichtspunkt fiir und sei V' eine Lyapunov-Funktion

fiir bei .

e Dann ist x, ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

o WennV (z) <0 firxz e U\{z,}, dann ist x, sogar asymptotisch stabil.
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Beweis. Seit — x(t) fiir t € [0, ) eine Losung von ((9.3)) mit ¢, maximal. Wenn V' (z) < 0
fiir € U, dann gilt fiir ¢t € [0,¢, ), dass

£V (2(t)) = VV (2(6)) - #'(6) = TV (a(6)) - £ (o(0) = V (2(0)) < 0

und fiir ¢t € [0,¢,) gilt

V (2(8) = V (2(0)) :/0 %V(m(s)) ds < 0.

AuBerdem gilt ¢, = oo oder lim;_;, u(t) € OU oder lim;_;, |u(t)| = oo.
1) Die Stabilitdt. Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass es § > 0 gibt mit folgender
Eigenschaft:
Wenn x(0) € Bs(z,), dann folgt z (t) € B-(x,) fiir alle ¢ > 0.

Sei K eine kompakte Menge in U mit z, € K C U°. Wir diirfen annehmen, dass ¢
geniigend klein ist, so dass Ba.(x,) C K. Definiere

c. =inf{V(z);2 € K\B.(xp)}.

Weil K\ Bs(x,) kompakt ist, und weil V (z) > 0 fiir € U/ {x,} folgt ¢. > 0. Weil V
stetig ist und V' (x,) = 0, gibt es § > 0 derart, dass V(x) < ¢, fir x € Bs(x,). Nehmen wir
z(0) € Bs(x,), dann folgt aus V (x(t)) < V (x(0)) < c., dass x(t) € B.(z,) fiir t € [0,1,),
also auch, dass ¢, = oo.

2) Die asymptotische Stabilitat. Wegen des ersten Teils des Beweises wissen wir schon,
dass x,, ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. Auch wissen wir, dass ¢ — V' (x(t)) eine fallen-
de Funktion ist, die nach unten durch 0 beschrankt ist. Dann existiert £ := limy_,o, V(2(2)).
Wenn ¢ > 0, dann gilt V' (z(t)) > ¢ fiir alle t > 0. Wegen der Stetigkeit von V" gibt es § > 0
derart, dass fiir |z — z,| < 0 folgt V(x) < £. So haben wir gefunden, dass |z(t) — x,| > ¢

fiir alle t € [0,00). Weil V' € C! und f stetig ist, ist V stetig und mit der Kompaktheit
von K\ Bs(x,) folgt

ds = sup {‘./(x);x c K\B5(xp)} <0

und so auch

V(z(t)) =V (2(0)) = /Ot %V (z(s)) ds < dst — —oo fiir t — o0,

ein Widerspruch. ]

Bemerkung 9.7.1 Betrachte

{ x’(i)(g) f:(igl:)): (9.4)

fiir f € CH(Q;R™) mit x, € Q ein Gleichgewichtspunkt. Sei U C Q eine offene Umgebung

von x, und sei V : U — R eine Lyapunov-Funktion mit ‘./ (x) <0 fir alle v € U\ {z,}.
Definieren wir fir c € RT die Umgebung U, von x, durch

U.={z;V (z) < ¢}
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Abbildung 9.3: Seien f, U und V als in Bemerkung[9.7.1} Die schwarzen Kurven stellen
die Nweaulinien der Lyapunov-Funktion V' vor mit dem Punkt x, im Zentrum. Die Um-
gebung U hat den grinen Kreis als Rand. Liegt xq im rosa Gebiet, dann existiert x(t) fir
t €10,00) und gilt lim; . x(t) = x,.

und U, C U, dann folgt fiir jedes xoy € U,, dass fiir die Lisung von qilt:

tlggox () = xp.

Siehe Abbildung[9.5, Dieses Ergebnis findet man, wenn man sich den Beweis von Theorem
sorgfiltig anschaut.

Beispiel 9.8 Wir betrachten das System

( z'(t) ) _ ( —x(t)’ + z(t)y(t)” )
y'(t) —y(t)’ —=(t)’y(t) )
Fiir Gleichgewichtspunkte gilt —23+xy* = 0 und —y3—x%y = 0. Das fiihrt viax (y — x) (y + ) =

0 undy (2% +y*) = 0 2u (0,0). Die Linearisierung gibt keine Auskiinfte beziiglich Stabilitt
oder Instabilitat. Wir versuchen die Standard-Lyapunov-Funktion:

4 (a:,y) = ‘(-T,y) - (070)‘2 :
Man sieht sofort, dass V (0,0) = 0 und V (z,y) > 0 fir (z,y) # (0,0). Es gilt weiter,

dass
y _ 2 - 4+ ay® | 4 2 92 4 2 9
Viz,y) = (Qy)'(—y:i—:UQy = —2z" + 2z°y° — 2" — 2u°y” =

= 22" — 2" < 0 fir (x,y) # (0,0).

Also ist (0,0) ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

Weil dieses Argument sogar global ist, finden wir, dass jede Losung zum Gleichge-
wichtspunkt konvergiert fiir t — oo.

Man kann sogar die ,,Konvergenzgeschwindigkeit® abschdtzen. Weil

9t 2t > 2t 4 2222 +

gilt, finden wir ‘./(x,y) < -V (x,y)*. Es folgt
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und via

finden wir

und

~ | =

z(t)? +y(t)? =V (z(t),yt)) < —T ;<
V((0),5(0))

Diese letzte Abschitzung gilt fiir jeden Anfangswert!

Definition 9.9 Wenn jede Lisung von '(t) = f (z(t)) zum Gleichgewichtspunkt x, kon-
vergiert fiir t — oo, dann nennt man x, global asymptotisch stabil.

Beispiel 9.10 Wir betrachten das System

()= (e ) mer(0) = (gt ) 09

Die Gleichgewichtspunkte sind (km,0) mit k € Z und wenn man da linearisiert, findet

man
(x’(t))_( 0 1)(m(t))
y (1) (-1 -3 y() )
Fiir k gerade folgt A\ = —1—11 + z& 15 und fir k ungerade A = —% + i\/ﬁ Nur fiir gerade

k hat man also stabile Gleichgewichtspunkte. Dies zeigt aber noch nicht, wie grofS das
Einzugsgebiet bei so einem Gleichgewichtspunkt ist. Betrachten wir die Funktion

V (u,v) =1 — cos (u) + 10
Seim € Z. Dann gilt V (u,v) > 0 fir alle (u,v) # (2mn,0) und V (2mm,0) = 0. Weiter

finden wir, dass

‘./(u,v):VV(u,v)-F(z>

Schaut man sich die Niveaumengen von V an, dann sieht man, dass alle Kurven mat
Anfangswerten in

Dy = {(z,y) € R* mit |z — 2mn| <7 und |y| < 2cos (3z)}

fiir t — oo nach (2mm,0) konvergieren. Auf D,, ist V eine Lyapunov-Funktion fir
beim Gleichgewichtspunkt (2mm,0). In Abbildung sind die D,, in grin dargestellt.
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Abbildung 9.4: Die Kurven sind Niveaumengen von V; in grin Finzugsgebiete fiir die
stabilen Gleichgewichtspunkte. Die Vektoren gehdren zum Vectorfeld F.

9.3 Systeme in R? und R?

Fiir autonome Differentialgleichungssysteme z/(t) = f (z(¢)) in R? mit f € C' (R?) haben
wir die folgenden Losungstypen gesehen.

e Losungen, die nach oo abhauen. Genauer gesagt = : (t_,t,) — R? mit }gn |z(t)| =
+
0o. Es ist dabei moglich, dass ¢, = oo.

e Konstante Losungen. Das heifit x(t) = =, fir ¢ € R mit z, einem Gleichgewichts-
punkt.

e Losungen, die nach einem Gleichgewichtspunkt konvergieren, also z : (t_,00) — R?

mit tliglo z(t) = x,.

e Periodische Losungen: z : R — R? mit x(t + T) = x(t) fiir t € R.

e Auch gibt es moglicherweise Losungen, die zu einer periodischen Losung konvergie-
ren.

Ahnliches Verhalten kann man fiir ¢ | ¢ € RU{—o0} unterscheiden. Mehr Typen gibt
es nicht in R2. In einer Vorlesung ,, Dynamische Systeme“ wird man mehr erfahren.

Beispiel 9.11 Wir betrachten das System
(20) =[x -suD=o-u),
(L= (0’ =y () y () +2 (1)
Als einzigen Gleichgewichtspunkt finden wir (x,y) = (0,0). Das zugehdrige linearisierte
System ist
(m’(t))_(l —1><m(t))
y'(t) L1 y(t)

und ergibt einen instabilen Strudel.
Mit Hilfe von einer Substitution kann man die Lésungen des urspringlichen Systems

explizit berechnen. Fiir r (t) = \/x (t)> +y (t)? findet man die Differentialgleichung

P () =20 +y ) @@ ) +y Oy 1) =21 —r®) )
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N

Abbildung 9.5: Skizze einiger Trajektorien aus Beispiel|9.11].

und die lasst sich explizit losen: r (t) = (1 + cle*%)_l/2 mit ¢c; € R. Mit Polarkoordinaten,
z(t) =r(t)cos(p (1) undy(t) =r(t)sin(p(t))

folgt

2’ (t) =" (t)cos (¢ (1)) —r () sin (@ (1)) ' (1), (9.6)

y' (t) =" (t)sin (@ (t)) + 7 (t) cos ( : '
Die Differentialgleichung liefert

y(O)a' (t) =z )y (t) = —y ()" =z (t)" = —r(1)*;
die Gleichungen in liefern
y()a' () —a )y ()= —r ()¢ (t).

Es folgt, dass @' (t) =1 und ¢ (t) =t + co.

6
=
RS
=

Anfang der sechziger Jahre hat Edward Lorenz fiir eine Uberraschung gesorgt, als er ein
Beispiel eines Differentialgleichungssystems in R?® brachte mit einem wesentlich anderen
Verhalten. Das nach ihm benannte System ist wie folgt:

' a(y —x)
y | = cv—y—=x=z
Z' xy — bz

Die Konstanten a,b, ¢ wihlt man in R*. Dieses System kam auf, als er ein Modell fiir
Stromungen in der Erdatmosphére vereinfachte.

Fiir ¢ < 1 gibt es nur einen Gleichgewichtspunkt, ndmlich (0,0,0) und dieser ist
asymptotisch stabil. Es gilt

—a a 0 —a a 0
Vix,y,z)=| c—2z =1 —z | und Vf(0,0,0) = ¢c -1 0
Y xr —b 0 0 =b

Die Eigenwerte dieser letzten Matrix sind

—bund —3(a+ 1)+ I (@r1—4(1—0). (9.7)

Sie sind negativ fiir ¢ < 1.
Fiir ¢ > 1 sind die Gleichgewichtspunkte (mit d = /b (c — 1)) wie folgt:
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Ggp (0,0,0) (d7 d,C— 1) (_da —d,C— 1)
—a a 0 —a a 0 —a a 0
Matrix: c -1 0 1 -1 —d 1 -1 —d
0 0 -b d d -b —d —d -b
Eigenw 2t A1 >0> )\2, A3 A < 0, )\273? A1 > 0, )\273?
instabil a, b, c-bedingt instabil

103

Fiir a = 3, b = 1 und ¢ = 25 findet man eine Skizze einer Lésung in Abbildung [9.6]

Die Tabelle wird

Ggp: (0,0,0) (v24,1/24,24) (—v/24, —v/24,24)
Eigenw.: /\1 >0 > /\27 /\3 /\1 < O, /\273 =v=* Z[I, /\1 > 0, /\273 =v=* ’L/,L
instabil v > (0 = instabil instabil, v < 0

Die Losung ist beschrénkt aber konvergiert weder zu einem Gleichgewichtspunkt noch
zu einer periodischen Losung. Ein System mit derartigen Losungen nennt man chaotisch.

2Die Eigenwerte der ersten Matrix sind wie in . Einer ist jetzt positiv. Die Eigenwerte der zweiten
Matrix sind Nullstellen von 2ad?/b + (b + ab + d°/b)x + (1 + a + b)a® + 23. Die Eigenwerte der dritten
Matrix sind Nullstellen von —2ad?/b+ (b+ ab— d?/b)x + (1 + a + b)x? + x3. Der Zwischenwertsatz liefert
fiir diese Polynome mindestens eine negative, beziehungsweise positive Nullstelle.
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30

10 L

Abbildung 9.6: Eine Liosung mit wirrem Verhalten



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 10

Spezielles fiir zweite Ordnung

10.1 Phasenebene

Wenn wir die autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung

u’(t) = f (u(t), u'(t)) (10.1)

studieren wollen, ist ein moglicher Ansatz, diese Gleichung als System zu betrachten:

u'(t) = v(t),
{ V() = f(u(t),v(t)). (10.2)

Wenn (u,v) — (v, f (u,v)) lokal die Lipschitz-Bedingung erfiillt, und sie ist erfiillt, wenn
f differenzierbar ist, dann hat das Anfangswertproblem fiir ((10.2)) genau eine Losung.
Dieses Ergebnis kann man auch fiir (10.1]) anwenden.

Lemma 10.1 Nehmen wir an, dass fiir jedes beschrinkte Gebiet Q@ C R? eine Konstante
Lo € RY ezistiert so, dass

|f (u,v) = f(@,0)] < Lo (lu—a|+ |v—2|) firalle (u,v),(a,v) € Q. (10.3)
Dann hat das Anfangswertproblem

u'(t) = f (u(t), w'(1)),
u/((@)): o, (10.4)

fiir jeden Anfangswert (ug,vo) € R? genau eine Losung u € C? (t_,t.) mitt_ < a < t,
und (t_,ty) ist das maximale Ezistenzintervall.

Beweis. Man zeigt direkt, dass gleichwertig ist zu einer lokalen Lipschitzbedin-
gung fiir (u,v) — (v, f (u,v)). Der Existenz- und Eindeutigkeitsatz liefert uns eine ein-
deutige Losung fiir mit maximalem Existenzintervall (f_,¢,). Fiir diese Losung
t— (u(t),v(t)) gilt u,v € C*(t_,t,) und weil v’ =v € Ct (t_,t,) folgt u € C? (t_,t,). m

Die Menge der Trajektorien zu ([10.2)) nennt man auch die Phasenebene fiir ((10.1]).
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Beispiel 10.2 Wie wir spdter noch genauer sehen werden, gehort zu einem Pendel, mit
Reibung proportional zur Geschwindigkeit, die folgende Differentialgleichung:

0"(t) = —cysinO(t) — ¢y 0'(1).

1

3° A AL A TR R B e b A AL AL A A A e R

Wir nehmen ¢y = 1 und ¢y =

SAL AL A TR TR R T P T o e b Sl AU AL AL AL AL T TR R e

Verniinftige explizite Formeln fiir die Losungen N LU S
gibt es nicht. Man kann das Vektorfeld fir das > 7 TN NANA AR AT

A A TR T T T T T T e LU R R A R e

zugehorige System ::\*,,,///,

\\\,5]//

\‘5_,]////]‘,*\\\\ NN

TR R AT
AAA 7w, A
TR O T

/ N4 AAAA 7 -
0t) \ _ (1) MAATEA R AT
W(t) —c18inf(t) — o Y(t) /5112”:::\\:::::://;;//,,J\\\

5,‘.‘\\\\\\\\4; - XX
114.‘\\\\\\\\‘:4,[[‘/[1[4_*\\\

skizzieren und Trajektorien darstellen, wenn

pupai S S SASA AN S IPESRSRSSPRPRPIIE B N S S

man Kurven durch die Vektoren zieht. Auch nu- «=<=~<>""%ww~@ew e f ftteev™""

PRt S S S N 8 N ISR S S S

merische Approximationen lassen sich herstel- ««<~~~~~ >~~~ sltccacaaevw~~
len und als Trajektorien darstellen:

pEeRESE S S 58 8§ SNSRI B N

10.2 Differentialgleichung fiir Trajektorien

Wenn eine Trajektorie {(u(t),u/(t));t € (t—,t;)} fur die Differentialgleichung in ([10.1])
lokal der Graph einer Funktion ist, hat man diese letzte Funktion als Losung einer neuen
Differentialgleichung. Man setze
V (u(t)) = u'(t) (10.5)
und finde 5
J (ut), ' (1)) = u"(t) = 2V (u(t)) = V' (u(t)) (D).
Setzen wir nochmals ((10.5)) ein und betrachten wir nun u +— V' (u), dann folgt

f(u, V(w) = V() V(u).
Das heif3t, die Funktion V ist eine Losung von

Vi) = L) (10.6)

Dies gibt uns eine alternative Moglichkeit, die Gleichung in ((10.1)) als System zu schreiben:

(1) | u"(t) = f (u(t), /(1)) (2) {

(10.7)
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Der Vorteil von (3) ist, dass dieses System zwei Gleichungen erster Ordnung hat, die man
nacheinander 16sen kann. Der Nachteil ist, dass V' # 0 gelten soll.

Wenn man eine autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung hat, die keine erste
Ordnungstermen enthélt, also

u’(t) = f(u) (10.8)
dann ist diese Aufspaltung sehr niitzlich. Die Differentialgleichung in (10.6)) vereinfacht
sich zu

Q)
V(u)
und diese lasst sich oft explizit 1sen. Via V'(u)V (u) = f (u) findet man

SV () — SV (o) /f

V'(u) =

Bemerkung 10.2.1 Die Gleichung kann man auch direkt mit v’ (t) multiplizieren
u' () (t) = f(u)u' (t).

Kennt man eine Stammfunktion F von f so folgt:
9 1,/ 2
t)) = =F
o (5 () = 5 F (u(0)
und die Abhdngigkeit von u (t) und u' (t) wird:
u (1) = F (u(t)) +C mit C € R.
Dann gilt o' (t) =V (u (t)) fir

V(u) = £4/2F (u) +2C mit C € R.

10.3 Feder und Pendel

Einfache Modelle fiir eine Feder oder ein Pendel haben die Form ((10.8). Aus der Physik

kennt man:

e Das zweite Newtonsche Gesetz:
Kraft gleicht Masse mal Beschleunigung: Fn = m a.

e Bei einer perfekten Schraubenfeder nimmt man das Hookescheﬂ Gesetz:
Kraft ist proportional zur Auslenkung: Fyg = c u.

e Das dritte Newtonsche Gesetz:
Actio est reactio: Fiy + Fg = 0.

Weil fiir die Beschleunigung a gilt, dass a = u”, folgt

o =~ (10.9)
m

Fiir eine Blattfeder ist das Hookesche Gesetz nicht passend. Dann hat man statt des
Hookeschen Gesetzes F' = f(u), wobei f ein Profil hat wie in Abbildung und die
Differentialgleichung wird

u" = f(u). (10.10)
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~

Abbildung 10.1: Aus Wikipedia links einige Federkennlinien als Funktion der Kraft tiber
den Federweg: 1 progressiv Bsp. Kfz-Blattfeder; 2 linear Bsp. Schraubenfeder; 3 degressiv;
4 naherungsweise konstant Bsp. Kupplungsfeder Auto; 5 nicht glatt 2. B. durch auf Block
setzen einiger Federteile. Rechts einige Beispiele unterschiedlicher Federn. Der Floh ist
von Hooke.

Fiir das Pendel hat man auch die beiden Newtonschen
Gesetze. Statt des Hookeschen Gesetzes wird im Modell
nun die Schwerkraft Fis = m g eine Rolle spielen. Im Mo-
dell beschreibt man die Auslenkung v durch den Winkel
0, also u(t) = £0(t), und findet mit der Projektion der
Schwerkraft auf der tangentialen Richtung m ¢ sin 6, bei
der ¢ die Lénge und m die Masse des Pendels ist, dass

m £ 0"(t) = —m g sin (0(t))
und vereinfacht dies zu

0" (t) = —% sin (0(t)) . (10.11)

Auch diese Differentialgleichung hat die Form von

(10.10)), ndmlich u” = f(u). Schreibt man (10.10)) als System wie in (10.7) mit v (¢) = u’ (t)

dann wird es: |
( Z% > B ( f&f?ﬁ)) > : (10.12)

Lemma 10.3 Sei f € C! und (ug,0) ein Gleichgewichtspunkt fiir . Dann gilt fiir
die Eigenwerte A1, Ay der Linearisierung in (ug,0), dass Ay = —Xy und \y € R oder
A € iR, Auflerdem:

o Wenn A1, A2 € R\ {0}, dann ist (ug,0) ein Sattelpunkt fir ;
o Wenn \i, A2 € iR\ {0}, dann ist (ug,0) neutral stabil fir .

Robert Hooke (1635-1703) hatte breite wissenschaftliche Interessen. Er hatte eine Professur fiir Geo-
metrie, formulierte das nach ihm benannte Fundamentalgesetz der Elastizitéit, baute eine der ersten
Taschenuhren und auch einen optischen Telegrafen. Das Bild des Flohs aus seinem Micrographia (1665)
ist sogar heutzutage noch bekannt. Siehe http://www.gutenberg.org/files/15491/.
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Bemerkung 10.3.1 Man bemerke, dass vy = 0 kein Verlust der Allgemeinheit beinhaltet,
denn fir einen Gleichgewichtspunkt (ug,vy) von gilt vo = 0 und f(uy) = 0.

Bemerkung 10.3.2 Mit einem Sattelpunkt ist gemeint, dass es bei (ug,0) eine stabile
Richtung und eine instabile Richtung hat im Sinne von Theorem [8.7]

Beweis von Lemma [10.3. Die Linearisierung ist

< 2/ (t) > _ ( 0 1 )
y'(t) )\ f(uw) O
und fiir die Eigenwerte gilt A*> = f'(uo) und A\; = —Xo.

Wenn f'(ug) > 0, dann gilt Ay = =X = v/ f"(up) € RT und wir kénnen Theorem
anwenden.

Betrachten wir nun den Fall f'(ug) < 0, also A, Ay € iR. Auch gilt fur f'(ug) < 0,
dass u — F(u) := fuuo f(s)ds in ug ein lokales Maximum hat, denn F'(ug) = f(up) = 0
und F"(ug) = f'(ug) < 0. Dann ist

V(u,v) =
eine Lyapunov-Funktion:
o V (up,0) =0;
e Weil f € C! folgt F” = f' € C° und es gilt
Flu) = Fluo) + (o) (u— o) & 3 /(o) (u— o) + O (u— w)” =
= 040+ 5 (0) (u— o) + O~ ug)? < 1 F(uo) (u — uo)°

fiir u — ug geniigend klein. Dann folgt in einer (kleinen) Umgebung von (ug,0), dass

V (u,v) > 0;
V(u,v) = ( _f;f“) > : ( f(”u) ) ~ 0. (10.13)

Theorem (9.7 liefert die Stabilitdt. Die Tatsache, dass der Punkt nur neutral stabil ist,
folgt auch aus ((10.13)), denn fiir eine Losung (u(t),v(t)) gilt

O v (), v(t)) = V (ult), v(t)) = 0.

e Auch gilt:

ot
Dies bedeutet V (u(t),v(t)) = ¢ = V (u(0),v(0)) und dass fiir (u(0),v(0)) # (0,0) die
Losung nicht nach (0,0) konvergiert. n

Beispiel 10.4 Wie soeben hergeleitet, gehort zu einem Pendel ohne Reibung die Diffe-
rentialgleichung 0" (t) = —cy sin 0(t). Wir nehmen ¢, = 1 und betrachten

0"(t) = —sinf(t).
Dies wird wie in ({10.7)-(3)

—sind

VO =g
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Man findet via V' (0) V (§) = —sin 6 und 3V (0)* = ¢ + cos b, dass
V(0) = £vVé+ 2cosd.

In drei Schritten zeichnet man einige Trajektorien.
1) Die Funktion 0 — 2cosf und einige vertikale Verschiebungen 6 — ¢+ 2 cos6.

NN

NN

-1

2) Man betrachtet nur die Kurven in R x RY und nimmt die Wurzeln: 6 — /¢ + 2 cos¥.
—

@

. | |
-6

10.3.1 Reibung

Reibungskréfte sind abhéingig von der Geschwindigkeit und gegengesetzt zur Geschwin-
digkeit. Wenn u die Auslenkung darstellt ist v’ die Geschwindigkeit und es dndert sich die
Differentialgleichung in ((10.10f) in

u" = f(u) — g(u).
Hier ist g eine Funktion, die folgende Bedingung erfiillt:

g(s) >0 firs>0und g(s) <0 fir s <0.
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Wenn g stetig ist, folgt g (0) = 0. Wenn dann f (u*) = 0 gilt, ist (u*,0) ein Gleichge-

wichtspunkt fiir /
( Z’Eg ) B < f(u(t))v—(t?q(u/ () ) : (10.14)

Wenn g auch noch differenzierbar ist, dann kann man bei (u*,0) linearisieren und findet
als linearisiertes System

x'(t) > ( 0 1 ) ( x(t) >
_ ) . 10.15
(v )= (ot o) (o 019
Wir betrachten den Fall, dass f’ (u*) < 0 ist. Wenn die Reibung bei 0 im Verhéltnis klein
ist, die genaue Bedingung ist %lg’ (0)> < —f" (u*), dann hat diese Matrix die Eigenwerte

Mg = —%gl (0) £ i\/_f/ (u*) — ig’ (0)2-

Das bedeutet, dass, wenn (u*,0) ein neutral stabiler Gleichgewichtspunkt fiir ist,
(u*,0) ein exponentiell stabiler Gleichgewichtspunkt fiir ist. Man konnte sagen
,Reibung macht stabiler”.

Leider sind Reibungskrifte oft nicht differenzierbar und manchmal sogar nicht mal
stetig abhéngig von der Geschwindigkeit.

/ u
/

g

Abbildung 10.2: Reibungskrdifte als Funktion der Geschwindigkeit: 1 linear (Coulombsche
Reibung); 2 Flissigkeitsreibung und Gasreibung; 3 Reibung mit Stick-Slip- Effekt.

Beispiel 10.5 Zieht man einen Block (m = 1) mit Geschwindigkeit v = 1 an einer
Schraubfeder (lineare Federkennlinie mit Konstante ¢ = 1) aus Stillstand ab, dann wird
dies modelliert durch das Anfangswertproblem

{ u'(t) = c(vt —u(t)) — co f(/(1))

u(0) =0 und u'(0) = 0.
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Nimmt man ¢, = 10 und setzt man fiir f Funktionen ein wie in Abbildung
ndamlich

2 — arctan (15]s|)

fl(S) = 1 )

(10.16)

DO [

s, fals) = Ls* und fy(s) = sign(s)

so findet man mit Hilfe von numerischen Approzimationen die Bilder in Abbildung[10.5
Beim dritten Graphen sieht man den Slip-Stick-Effekt. Wo bei den ersten beiden der Block
eine monoton wachsende Geschwindigkeit hat, sieht man im dritten, dass die Geschwin-
digkeit auf und ab geht. Besser gesagt, der Block schiefst erst los, wenn gentigend gezogen
wird, bleibt kurz liegen, schiefit wieder los, usw.

Ubrigens ist diese Funktion fs fiir s # 0 nur eine Mdoglichkeit, wie eine solche Reibung
aussehen konnte. Die Haftreibung, also die mazimale Reibung bei Stillstand, ist grofier als
die Reibung, wenn der Block sich bewegt. Das bedeutet auch, dass die Reibungskraft bei
Stillstand nicht festliegt, sondern einen Wert zwischen einer positiven oberen Schranke und
einer negativen unteren Schranke annimmt. Schaut man das Anfangswertproblem mit f3
an, dann sieht man, dass es so auch tiberhaupt keine Losung gibt. Es kann nur eine Ldsung
geben, wenn man den Sprung von f3 beir 0 ,auffillt“. Das heifst, sowohl aus physikalischen
als auch aus mathematischen Griinden brauchen wir statt fs eine mehrwertige Funktion:

2—arctan(15]s]) -
1 fiir s > 0, 0o
f. 1 l] i — e
f3(8> — [ 279 fUT' s = 07 02 04 06
2—arctan(15|s|) ..
- [firs<O.
35 351
30f 30t sl
25f 25)
20f 20¢ 201
15F 15f
10 10t 10l
5F 5
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35 ) 5 10 15 20 25 30 35

Abbildung 10.3: In rot die Position vt und in blau u(t) bei den verschiedenen f;, i =1,2,3

aus und Abbildung[10.9



Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 11

Existenz nach Peano

11.1 Gleichméafig und gleichgradig

Kompaktheit in einem endlich dimensionalen Vektorraum ist dquivalent zu ,,abgeschlossen
und beschrankt“. Weil wir die Kompaktheit auch in unendlich dimensionalen Rdumen
brauchen werden, geben wir nochmals die zugehorigen Definitionen.

Definition 11.1 e Fine Teilmenge K von (V,4+,.,||-||) heift folgenkompakt, wenn
jede Folge in K eine konvergente Teilfolge beziiglich ||-|| mit Limes in K besitzt.

e FEine Teilmenge K von (V,+, ., [|-||) heift iberdeckungskompakt, wenn fiir jede Uber-
deckung von K mit offenen Mengen eine Uberdeckung schon durch endlich viele
dieser Mengen erreicht wird.

Aus dem Satz von Heine-Borel folgt, dass fiir normierte Vektorrdume folgenkompakt
und iiberdeckungskompakt dquivalent sind und man verwendet die Bezeichnung kompakt.

Definition 11.2 Fine Familie F = {f,},; von Funktionen f, : U — R nennt man
gleichgradid stetig in x € U, wenn

Ve>030,.>0VyeUvel:|ly—z| <d,. = |f(y) — fulz)] <e.
Bemerkung 11.2.1 | F ist gleichgradig stetig auf U“ heifit dann:
VeeUVe>030,.>0VyelUvel:|ly—z| <. = |f(y) — fulz)] <e.

Gleichgradig stetig ist eigentlich selten niitzlich, wenn man gleichzeitig nicht auch die
gletchmdjige Stetigkeit der einzelnen Funktionen hat. ,JF ist gleichgradig gleichmdfsig ste-
tig auf U*“ heifit:

Ve>030.>0Ve,yeUvel:|ly—z|<d. = |f.(y) — fu(x)] <e.
Man erinnere sich noch an folgendes Ergebnis:

Lemma 11.3 Sei K kompakt und sei f : K — R stetig. Dann ist f gleichmdfSig stetig.

! Gleichgradig stetig heifit auf Englisch equicontinuous. GleichmaBig stetig ist uniformly continuous.

113
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Man kann sogar folgendes zeigen.

Lemma 11.4 Sei K kompakt und sei {f, : K — R}
gleichgradig gleichmdfsig stetig.

gleichgradig stetig. Dann ist { f,}

vel vel

Beweis. Wenn {f,},., gleichgradig stetig aber nicht gleichgradig gleichmaBig stetig ist,
gibt es ¢ > 0 und Folgen {@,}, oy {¥n}ney in K und {v,}, o in I mit |z, — y,| — 0 und
| fon(20) = fo,(yn)| = €. Weil K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge {2, } oy
sagen wir x,, — T € K. Auch gilt dann y,, — &. Weil {f,}, ., gleichgradig stetig ist in
I, gibt es d1_,, > 0 derart, dass aus |z — 2| < O1c, folgt | (@) — f(Z)| < 3¢. Nehmen
wir n so groB, dass |z, — |, |y, — Z| < 1., dann hat man wiederum einen Widerspruch:

e < |fl/n($n) - fun(yn)| < |fl/n($n) - fun(jj)‘ + |fun(£) - fl/n(yn)’ <é&. u

11.2 Der Satz von Arzela-Ascoli

Theorem 11.5 (Arzela-Ascolf?)

Sei K C R" eine kompakte Menge und sei f, : K — R fiir jedes n € N eine stetige
Funktion. Weiter sei angenommen, dass {fn},cn gleichgradig stetig und beschrdnkt ist.
Dann gibt es eine gleichmdfig konvergente Teilfolge { fn,, }nen, das heift:

1. f(z):= 7rlLl~I>réo fr, () ist wohldefiniert fir x € K,

2. lim sup|f () — fn,, (x)] =0, und auflerdem gilt
ﬁ

M—=0 recK

3. f: K — R st stetig.

Bemerkung 11.5.1 Die Familie {f, : K — R}, _y ist beschrinkt bedeutet: es gibt M &
R* derart, dass | f,(z)| < M gilt fir alle x € K und n € N.

Beweis. Die einzelnen Schritte des Beweises sind die folgenden:

1. Existenz einer abzihlbaren dichtenf| Teilmenge von K. Die Menge der Ku-
geln U, = {B,-x(x);x € K} ist eine Uberdeckung und man kann endlich vie-
le {BT;@(xM)}?; , wéhlen, die K schon iiberdecken. Die abzdhlbare Menge T :=
{zre; 1 <0 <,k € N} ist dicht in K.

2. Konvergenz auf der dichten Teilmenge. Wir schreiben T' =: {z}},-,. Weil die
Folge { fn(%1)},cy beschrinkt ist, gibt es wegen des Satzes von Bolzano-Weierstrafl
eine konvergente Teilfolge {f,, ,(21)} ren: Weil { fon(22)} rey Peschrénkt ist, gibt

es eine konvergente Teilfolge { fnm(ajg)} ren: Usw. Also gilt:

Jrins frios fris, - konvergiert in ay,

Jnons fross fras, - - konvergiert in x; und s,
Jrsas fraas frss, - - kKonvergiert in 1, x5 und a3,
Usw.

2Cesare Arzela (1847-1912) und Giulio Ascoli (1843-1896)
*Eine Teilmenge T C K heifit dicht, wenn es zu jedem x € K eine Folge {,,},, .y C T gibt, die nach
x konvergiert.
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Nach m Schritten haben wir eine Teilfolge { S }20:1, die konvergiert auf {z1, ...,z }.
Man setze

f”k = fnkk

Mit Hilfe dieses sogenannten Diagonalverfahrens bekommt man dann eine Teilfolge
{furtrey, die konvergiert auf 7. Wir definieren

flz) = klim fo () fir z € T. (11.1)
— 00
3. Konvergenz auf dem Ganzen K. Sei x € K\T. Weil T dicht liegt in K, gibt

es eine Folge {7,},.y € T mit z, — z fiir n — oco. Wir zeigen, dass {f(z,)} eine
Cauchy-Folge ist.

Sei € > 0. Weil {f,.}, oy gleichgradig gleichméBig stetig ist, gibt es 6.5 > 0 derart,
dass |, — x| < dc/3 impliziert |f,(2,) — fu(2x)| < 3¢ unabhiéingig von n. Weiter
nehme man m derart groB, dass | f(2,) — fu,, (2n)| < 56 und | f,,, (%) — f(2x)] < 3€.
Dies ist moglich wegen ((11.1]).

Sei N so grof}; dass |z, — x| < %65/2 fiir n > N. Dann folgt fiir n,k > N, dass
|z, — 2| < 0/ und

[f(@n) = f(@r)] < [f(@n) = fr (@) £ [Fr (20) = fr, (2)| + | (20) = flan)] < e

Cauchy-Folgen sind konvergent, also ist {f(x,)}, _n konvergent.

neN
Jetzt miissen wir noch zeigen, dass der Limes nicht von der gew&hlten Folge {z,, }
abhingt. Wenn es zwei Folgen z,, — = und y,, — « gibt, dann gilt auch hier

|f(1‘n) - f(yn)| < |f<$n> - fnm(l‘n” + |fnm<xn) - fnm(yn)| + |fnm(yn) - f(yn)l )

und man findet &hnlich wie soeben, dass {f(y,)}
Das bedeutet

neN

nen den gleichen Grenzwert hat.

f(z) == lim f(z,) fir T 32, »x € K\T (11.2)

n—oo

ist wohldefiniert.

4. Stetigkeit der Grenzfunktion. Auch gilt, dass f : K — R stetig und deshalb
auch gleichméBig stetig ist: Seien {x,}, .y und {y,},cy derart, dass ' > z, —
und 7' 3 y, — ¥. Sei € > 0. Man verwende:

1F(2) = F@) < [f(2) = flea)l + 1f(@n) = fon (@n)] + | fon (20) = Fr, (Yn)
o (Yn) = S () + [ () = F(@)]-

Wenn man n geniigend grofl nimmt, folgt |z, — y,| < 2|Z — g|. Man nehme §. > 0
derart, dass |z —y| < 6. impliziert |f,, (2) — fu,.(y)] < i€ und d. ist wegen der
gleichgradigen Stetigkeit auf kompaktem K unabhéngig von x,y, n,,. Auch nehme
man n so groB, dass |f(Z) — f(z,)| < 2¢ und |f(y,) — f(7)] < ie. Indem man m
geniigend grof nimmt, findet man |f(z,) — fu,, (zn)| < 3 und |fo,. (vn) — f(yn)] <
e, Fiir |2 — g| < 6. folgt |f(2) — f(9)] <e.

neN

+

5. Gleichmiflige Konvergenz der Teilfolge. Die gleichméfiige Konvergenz von
{fam bineny auf K folgt aus der Kompaktheit von K: Wenn f,,, nicht gleichméBig
konvergiert, dann gibt es g > 0 und eine Teilfolge n,,, mit x; € K und

| frm, (1) = f ()] > o fiir k € N.
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Die Folge {7}, hat eine konvergente Teilfolge, sagen wir z, — . Sei {Zy}, oy C
T eine Folge mit ,, — . Man findet

Eo <

< fnmke (xke) - fnmkl (jn)

fnmké (xkz) - f(xkz)
fnmkZ (jN) - f(jn)

<

+ + [ (Zn) = flaw,)]-

Die rechte Seite bekommt man so klein wie man mochte und damit einen Wider-
spruch: Fiir £ und n gentigend grofl folgt, dass |z, — Z,| gentigend klein ist und

dann kann man wegen gleichgradiger Stetigkeit ’ Frrmy, (k) = frm, ()] < €0 und
{4 4
| f(Zn) — f(zk,)| < 30 erreichen. Fiir £ geniigend groB, hat man schlussendlich auch

fnmké ('%n> - f(i’n) < %80. u

11.3 Ein vereinfachter Existenzsatz

Fiir den Satz von Picard-Lindel6f hat man das Anfangswertproblem

{ 2'(t) = [t x(t))

x(a) ’mo

umgewandelt in eine Integralgleichung

x(t) = xg —i—/ f(s,z(s))ds.

Weil wir nicht annehmen wollen, dass f differenzierbar oder Lipschitz-stetig ist und nur
Stetigkeit voraussetzen, wird Konvergenz einer approximierenden Folge von Losungen
etwas komplizierter. Eine Konvergenz wie beim Satz von Picard-Lindeldf zu einer eindeu-
tigen Losung ist sogar unmoglich, denn es gibt im Allgemeinen keine eindeutige Losung.

Beispiel 11.6 Das Anfangswertproblem x'(t) = /x(t) mit x(0) = 0 hat mindestens drei
Losungen, ndmlich firt > 0:

Man kann sogar kreativ werden und zeigen, dass alle Losungen dieser Differentialgleichung
neben x(t) = 0 wie folgt sind:

3
9 2
x(t) ==+ (§ max (0,1 — c)) :
Nimmt man ¢ > 0 dann ist sogar der Anfangswert erfillt.

Die oben genannte Schwierigkeit kann man iiberwinden durch Anwendung des Fix-
punksatzes von Schauder oder durch eine besondere Wahl einer approximierenden Folge.
Wir folgen diesem zweiten Ansatz, den man auch findet im Buch von Walter [5].

Proposition 11.7 Seixy € R und sei f : [a,b] xR — R stetig und beschrinkt. Dann exis-
tiert mindestens eine stetig differenzierbare Funktion x : [a,b] — R mit 2'(t) = f (¢, z(t))
und x(a) = xo.
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Abbildung 11.1: Einige Lisungen des Anfangswertproblems aus Beispiel [11.6,

Bemerkung 11.7.1 Schaut man den folgenden Beweis genau an, dann sieht man, dass
er nicht konstruktiv ist. Man findet die Fxistenz einer approximierenden Folge, jedoch kei-
ne explizite approximierende Folge. Fiir die meisten konkreten Beispiele kann man zeigen,
dass die Folge in konvergiert. Im Allgemeinen hat man aber nur die Konvergenz
einer Teilfolge.

Beweis. Wir definieren fiir n € N* die Funktionen z,, : (—o0,b] — R durch

z, (1) =z firt<a und

¢
z,(t) = zo + / f(s,2n (s —1))ds fiir t > a. (11.3)
Bemerke, dass z,(t) fiir t € [a,a + ] definiert ist durch
t
xn(t) = xo +/ f(s,x0)ds, (11.4)
und auf (a + %, a+ %] durch
a+1l/n t
T, (t) = 20 + / f (s,m0) ds + / [ (s,2n(s — 1)) ds, (11.5)
a 1/n

denn z,(s — %) ist schon definiert in (11.4)). Dieses Prozedere setzt man fort. Es bedeutet,
dass z,, eindeutig definiert ist auf [a, b].
Weil f beschrinkt ist, sagen wir |f| < M, folgt

|z, ()] < |zo| + M (b—a)=:C

und

|, (t1) — zp(t2)] < /2 f (S,xn(s — %)) ds| < M |t; — tof.

t1

Also ist {x,}, -, beschrinkt und sogar gleichgradig stetig auf [a, b].
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Das Theorem von Arzela-Ascoli liefert uns eine gleichméflig konvergente Teilfolge
{x,, }re,. Nennen wir den Limes z, dann gilt also

lim sup |z,, (t) —2(t)| =0.

k=00 te(a,b)
Weil
Ty (t= ) =2 (0] < [oa (£ = &) = 2 O] + 2, () = 3 ()] <
< Mo+ o, () — 2 ()]
gilt auch
lim sup |z, <t—i> —x(t ‘ =0.
k_mote[a b] ’ "tk ( )

Weil auerdem f gleichméBig stetig ist auf [a, b] x [—C, C], darf man Integral und Grenz-
wert vertauschen und es folgt, dass

20 = Jim e, (0= i (0 [ 7 (s, (5 = ) )

k—o0

t
:x0+/ lim f(s,:cnk(s—n—lk)> ds =

k—o0

= 20 +/atf (S,I}LIgoxnk(s - n%)) ds = xo+/atf(s,:i"(s))ds.

Die Stetigkeit von & und f zeigt, dass s — f (s, Z(s)) stetig und dass t — fat f(s,2(s))ds
stetig differenzierbar ist. Dann ist auch & stetig differenzierbar und z erfiillt das Anfangs-
wertproblem. [

Eine Bedingung, die wir noch loswerden mochten, ist die Beschranktheit von f auf
[a,b] x R.

11.4 Existenz nach Peano
Theorem 11.8 Nehmen wir R = [a,b] X [¢,d] mit a,b,c,d € R. Sei f: [a,b] X [c,d] - R

stetig und sei a <ty < b und c < zy < d.

{ x'(ti(zf(taf(t)) (11.6)

) = o

mindestens eine Losung x : [t_,t,] = R mit t_ <ty < t,.

1. Dann hat

2. Jede Lésung von kann fortgesetzt werden bis auf den Rand von |a,b] X [c,d].
Das heifst, wenn x : (t_,ty) — R eine Losung ist mit (t_,t,) mazximal, dann ist
x:[t_,ty] = R eine Losung und es gilt:

et =aoderx(t_)=c oderx(t_)

e t. =boderx(ty)=c oderx(t)

)

d;
d.

Bemerkung 11.8.1 Dieses Ergebnis ldsst sich auch tbertragen auf das Anfangswertpro-
blem fiir Systeme von Differentialgleichungen:

{ Z(t) = :( (1)) (11.7)

Z(to) = To.
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Beweis. 1. Wir erweitern f : [a, b] x [¢,d] — R zu einer Funktion f : [a,b] x R — R durch

f(t,e) firzx <e,
ft,x)=< f(t,z) firc<z<d,
f(t,d) fird< .

Dann ist f stetig und beschriinkt auf dem Streifen [a,b] x R und wir kénnen Proposition
verwenden. Wir finden eine Losung 7 : [a,b] — R von

{ () = f(t,z(t)) (11.8)

£L‘(t0) = X9-
Setzen wir M := max {|f(t,z)|; (t,z) € R} so folgt ‘f(t, 95(15))‘ < M und
|Z(t) — w0l < M (t o).

So lange ¢ < xog £ M (t — ty) < d gilt, also fir
L.
[t —to] < 77 min (d — zg,20 — ), (11.9)

gilt #(t) € [¢,d] und auch f (¢, z(t)) = f (t,z(t)). So ist & eine Losung von (11.6) fiir ¢ wie
in (T1.9).

2. Wenn z : (t_,t;) — R eine Losung ist, dann kann man wie im Beweis von Theorem
zeigen, dass limg ;o (t—) und limy,, @ (¢4) existieren. Dies bedeutet, dass die Losung
erweiterbar ist auf [¢_,¢,]. Auch kann man zeigen, wie im Beweis von Theorem , dass,
wenn (t_,z (t-)) € R° oder wenn (¢4, z (t1)) € R° gilt, man ein neues Randwertproblem
16sen kann, namlich

{ x/(lz(t:l)f:(t,xf(t)) mit ¢, =t, und 21 =z (t4.). (11.10)

Eine Losung von (11.10]) setzt die jetzige Losung x fort. Dieser Teil des Beweises von Theo-
rem [6.5] braucht nur die gleichméfBige Stetigkeit von f und nicht die Lipschitz-Bedingung.
|

Beispiel 11.9 Dieses Beispiel kommt aus dem Buch von Walter [3] und zeigt, wieso
wir beim Beweis von Proposition [I1.7 nicht die Approzimationsfolge von Picard-Lindeldf
verwenden kénnen. Betrachte

{ a'(t) = 2t — 2/max (z (), 0) (11.11)

Die Picard-Iteration fiir

st definiert durch

zo(t) = x(to) und x,11(t) = x(to) +/ f(s,x,(s))ds fiirn € N,

to
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Es folgt

und man findet z9,(t) = 0 und zon41(t) = t2. Die Funktionenfolge konvergiert micht. Man
kann konvergente Teilfolgen nehmen und wiirde dann zwei Grenzfunktionen finden:

Too1(t) = t2 und Too2(t) = 0.

Man zeigt jedoch sofort, dass diese Funktionen beide keine Losung geben.

Das Theorem von Peano gibt uns trotzdem die Fxistenz von mindestens einer Losung.
Man kann diese Lésung sogar explizit berechnen. Wenn man z(t) = ct* versucht mit ¢ > 0,
dann folgt fiirt > 0, dass

2'(t) = 2ct und 2t — 2y/max (z (t),0) = 2 (1 — V) t.

Ldst man ¢ = 1 —+/c, dann folgt fiir t > 0 die Lisung

1
o(t) = 5 (3 — \/3> 2,
Auf dhnliche Art findet man eine Formel fir eine Losung auf (—o0,0]. Man kann beide
Formeln kombinieren zu einer Losung auf R:

x(t) = {

Man kann sogar zeigen, dass die Losung eindeutig ist. Erstens bemerkt man, dass eine
Lésung nicht negativ werden kann. Denn wenn x(t) < 0 auf (t1,t2) mit 0 < t1 < to,
dann gilt o' (t) = 2t und z ist streng monoton wachsend und das passt nicht zu x(0) = 0.
Ahnliches gilt fiir t; < ty < 0. Nehmen wir an es gibt zwei positive Losungen x, und s
mit x1(t1) = z2(t1) und x1(t) > xo(t) auf (t1,t2). Weil z — f(t,x) = 2t — 2y/max (x,0)
streng fallend ist fir x > 0, gilt

(3—VB)t* firt=>0,
(3++/5)t? firt<o0.

N[ D=

0 < 33'1(752) — T t2

= x1(t1) / f(s,z1(s))ds — xo(ty) — / f(s,za(s

- / (f(5,1(5)) — £(5,3(5))) ds < 0,

t1

ein Widerspruch. Dies zeigt die Eindeutigkeit nach rechts. Ahnliches gilt, wenn man statt
x1(t1) = xo(t1) annimmt, dass x1(t2) = xa(te) gilt. Auch hier folgt ein Widerspruch bei
x1(t) > xo(t) auf (t1,t2), und so hat man auch die Eindeutigkeit nach links.

Beispiel 11.10 Betrachten wir
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Das Theorem von Picard-Lindeldf kann man anwenden auf R X [g,00) mit € > 0, da nur
hier die Lipschitz-Bedingung erfiillt ist. Peano liefert sogar die Existenz einer Losung auf
R X [g,00). Rechnet man, so folgt als einzige Losung x : R — R mit

o= { 0 s e

Die FEindeutigkeit folgt mit Picard-Lindeldf, wenn z (t) > 0 ist. Weil die Differential-
gleichung nicht definiert ist fir x(t) < 0, kénnen wir nur x(t) > 0 betrachten. Weil
' (t) <0 fir x(t) > 0, sind alle Losungen fallende Funktionen und dies bedeutet, dass
wenn x (t1) = 0 gilt, dann folgt = (t) =0 firt > t,.

Beispiel 11.11 Betrachten wir

{ 2'(t) :(0_\/ | (1)),

)= 1,

dann gibt es die Mdoglichkeit in . Man zeigt jedoch direkt, dass es mnoch mehrere
Losungen gibt, denn fir jedes o > 2 ist auch x, : R — R definiert durch
(136" firt<2,
To (t) = 0 fir 2 <t < 2a,
— (%t — a)2 firt > 2a,

eine Ldsung.

Wenn aus der Vorlesung Funktionalanalysis der Fixpunktsatz von Schauder bekannt
ist, sieht der Beweis des Theorems von Peano einfacher aus. Vollstandigkeitshalber bringen
wir diesen Satz.

Theorem 11.12 (Fixpunktsatz von Schauder) Sei D eine abgeschlossene konveze
Menge eines Banachraumes B und sei T : D — B ein stetiger und kompakter Opera-
tor mit T (D) C D. Dann hat T mindestens einen Fizpunkt in D.

Bemerkung 11.12.1 Seien By und By Banachriume und sei D C By. FEin Operator
T : D C By — By heifit kompakt, wenn fiir jede beschrinkte Menge A C D gilt, dass T (A)
kompakt ist. Dies ist dquivalent zu: Fiir jede beschrinkte Folge {xy}, .y C D emistiert eine
Teilfolge {xn, }\.cn derart, dass {Txy, }, .y konvergiert in By.

Bemerkung 11.12.2 Um das Theorem von Peano zu beweisen nimmt man

B =(C([a,b]), Illc) ~ mat
D ={zeC(la,0]); ]l () — ol < R}

und betrachtet T : D — B definiert durch

(Tz) (t) = xo —I—/ f(s,z(s))ds

mit erstmal [t —a| < § und § > 0 gentigend klein.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 12

Randwertprobleme

12.1 Beispiele

Wenn wir mit einem Schneeball etwas treffen méchten, und wir dies vorher modellieren,
dann bekommen wir ein System von Differentialgleichungen, bei dem Anfang und Ende
festgelegt sind. Bis zu diesem Kapitel hatten wir nur Anfangswertprobleme und es ist kein
Ergebnis formuliert fiir Randwertprobleme.

Als Grundregel gilt immer noch, dass eine Differentialgleichung n-ter Ordnung bei der
,Losung” n Konstanten mit sich bringt und man fiir die Eindeutigkeit dann mindestens n
unabhéngige Bedingungen braucht. Ob dies ausreicht und was hier Unabhéngigkeit heifit,
ist nicht sofort deutlich.

Bedingungen fiir die Eindeutigkeit bei einer Differentialgleichung 4-ter Ordnung kénn-
ten zum Beispiel zwei Anfangswerte und zwei Endwerte sein. Ein allgemeines Ergebnis, so
wie man das bei Anfangsbedingungen mit dem Theorem von Picard-Lindel6f bekommt,
gibt es jedoch nicht bei Randwertproblemen. Wir werden nur einige Ergebnisse vorstellen
fiir lineare Randwertprobleme. Vorher jedoch zeigen wir einige Beispiele.

Beispiel 12.1 Wir betrachten das lineare Randwertproblem
(12.1)

Weil die Differentialgleichung linear ist mit konstanten Termen, kann man alle Lisungen
explizit berechnen:
u(t) = cisint + cp cost + 3e'.

Die Randbedingungen geben

O:U<O):CQ+% E 02:_%’

— — : _ 1 1. T _ cosT—eT
0=u(T)=csinT — 5cosT + 5¢° = ¢ =G

Die letzte Gleichung gibt ein Problem, wenn T = km mit k € NT. Man findet:

e FirT =kr mitk €N hat keine Lisung.

o FijrT € R\ {km;k € Nt} hat genau eine Ldsung.

123
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Jede Liosung u der Differentialgleichung mit w(0) = 0 erfillt die Bedingung u(mw) =
3 (€™ —1). Also gilt fir

u”(t) 4+ u(t) = e,
{ u(0) =0 und u(r) = 5 (" — 1), (12.2)

dass:
° hat unendlich viele Losungen.

In der ndichsten Abbildung sind Losungen von u”(t) + u(t) = €' skizziert.

Beispiel 12.2 Ldsungen fiir das nicht-lineare Rand-
wertproblem

{ V(1) = 2+ ()%,
v(0) =0 und v(T) =0

kann man nicht nur nicht mehr durch eine Formel
darstellen, sondern fir T > 1.85... gibt es sie iiber-
haupt nicht mehr. Leicht lisst sich diese Behauptung
nicht beweisen. Betrachtet man die numerisch appro-
ximierten Losungen des Anfangswertproblems

dann st diese Behauptung glaubwirdig. Die Nicht-
linearitat sorgt dafir, dass v" sehr gross wird, wenn
v grof$ wird. Das fihrt dazu, dass fiir o sehr negativ,
die Ldosung, nachdem sie hinuntergeschossen wurde,
sogar besonders schnell wieder hochklettert.

Mit diesen beiden Beispielen sollte es klar sein, dass man fiir Randwertprobleme nicht
einen so allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz formulieren kann wie fiir Anfangs-
wertprobleme. Wir werden uns fast immer beschranken auf Randwertprobleme fiir Differ-
entialgleichungen zweiter Ordnung.
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12.2 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung

Die allgemeine Version eines solchen Randwertproblems ist

u' (x) + (@) (z) + g(z)u(z) = f(2) fir z € (a,b),
alu( )+ agu’(a) + azu(b) + auu/(b) =1, (12.3)
1u(b) + Bou'(b) + Byu(a) + Byu'(a) = €.

Prézise gesagt: die Funktionen f, ¢, r : (a,b) — R sind vorgegeben wie auch die Konstan-
ten ay, B, fiir e =1,...,4 und n, £. Die Funktion u wird gesucht. Spezifische Randwert-
bedingungen sind:

e Dirichlet: u(a) = n und u(b) = ¢&.

e Neumann: v'(a) =n und u/'(b) = &.

e Robin: aju(a) + azu'(a) = n und Su(b) + Byu'(b) = € mit ayas # 0 und S, 8, # 0.
e Periodische: u(a) — u(b) = 0 und u'(a) — u'(b) = 0.

Oft werden nur homogene Randwerte betrachtet. Das heifit, man setzt n = £ = 0. Dass
solches kaum einen Verlust der Allgemeinheit bedeutet, sieht man wie folgt. Man nehme
eine beliebige zweimal differenzierbare Funktion w mit der einzigen Einschrankung, dass
w beide Randbedingungen erfiillen sollte:

arw(a) + apw'(a) + asw(b) + ayw'(b) =1,
Brw(b) + Byw'(b) + Byw(a) + fyw'(a) = &

Setzt man nun @ = w — w, dann hat man statt (12.3) das folgende Randwertproblem

bekommen:
" (2) + r(2)@ () + g(2)a(z) = f (x) fir © € (a,0),
aqt(a) + ast'(a) + azu(b) + asd’(b) = 0, (12.4)
Bya(b) + Byu' (b) + Bat(a) + B4t (a) =0,
mit

fz) = f(x) —w" (x) — r(z)w' (z) — q(z)w(x).

12.3 Sturmsche Randwertaufgaben

Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855) hat sich den folgenden Typ genauer ange-

schaut:
& (p(x) () + g(2)u(z) = f (2) fiir z € (a,b),
aju(a) + asu'(a) = n, (12.5)
Biu(b) + Bau'(b) = &.

mit den folgenden Annahmen.

Bedingung 12.3 (Fiir das Sturmsche Randwertproblem)
e g€ Clab],
e pc Cla,b| ist positiv: p(x) > 0 fiir x € [a,b),

e a2+ a2 #0 und B+ B5 #0.
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Die Aufgabe ist:

Fiir f € C'[a,b] und 7, ¢ € R suche man eine Losung u € C? [a, b].

Die Sturmsche Randwertaufgabe ([12.5) enthélt Problem ((12.3]) fiir die ersten drei
Typen von Randwerten. Denn es gilt

1 d / =u"(z P(@) u'(z @u v
p(z) o (p(2)u (2)) + q(z)u(z) = u'(z) + p(x) ( Hp(x) ()
p'(z)

und wenn man Z75 = r(x) und ]% = ¢(z) 16st, sind beide Differentialgleichungen inein-
ander zu iiberfithren. Man kann diese beiden letzten Gleichungen 16sen durch

p(x) = ef(f r(s)ds und q(x) _ Q(x)eﬁg T(s)ds'
Den Vorteil der Schreibweise in (12.5)) wird man spéter sehen.

e Wir definieren den Differentialoperator £ : C? [a,b] — C'[a,b] durch

_ad
- dx

(Lu) (z) (p(x)u’ (x)) + q(z)u(z). (12.6)

Die folgende Identitét gilt:
Lemma 12.4 (Lagrange-Identitét) Sei £ wie in (12.6). Dann folgt
vLu —ulv = (p(u'v —w')) . (12.7)
Dieses Ergebnis folgt direkt aus der Produktregel beim Differenzieren.

e Wir definieren auch die Randoperatoren R, : C?[a,b] — R und R, : C?[a,b] — R

durch
Rou = aqu(a) + agu'(a),

R,yu = Byu(b) + Byu'(b).

Theorem 12.5 (Eindeutigkeit) Sei £, R, und R, definiert in und mit
p € C'a,b] positiv und q € Cla,b]. Wenn {uy,us} zwei unabhingige Lisungen'| von

Lu =0 sind und » »
LU U2
det ( R R ) £ 0, (12.9)
dann hat fiir jedes f € C'la,b] und n,& € R hichstens eine Losung u € C* [a, b).

(12.8)

Bemerkung 12.5.1 Der Differentialoperator L ist linear von Ordnung zwei. Das be-
deutet, dass Lu = 0 zwei unabhdngig(-ﬂ Losungen wuq, uy hat. Man nennt {uy,us} ein
Fundamentalsystem fiir Lu = 0. Fiir jede Losung u von Lu = 0 gibt es zwei Konstanten
c1,co € R derart, dass

uw(z) = cyui(x) + cous(z) fiir x € [a, b] .

!Die Funktionen f; : [a,b] — R mit i = 1,...,n sind linear unabhingig, wenn

n

Zcifi () =0 fiir alle x € [a, b]
i=1
impliziert, dass ¢; =0 fir allei =1,...,n.
’Die Funktionenmenge {u1,us, ..., Uy} heift unabhéngig, wenn aus Y /-, c;u;(z) = 0 folgt ¢; = 0 fiir
allei € {1,2,...,m}.
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Beweis. Sei u* € C?[a,b] eine solche Losung. Die allgemeine Losung von Lu = f kann
man dann schreiben als

u(z) = u*(z) + crui (x) + cous(z).

Wenn diese Funktion u auch das Randwertproblem 16st, dann folgt, dass
nY\ ([ Rew\ [ Reu+caiReur +caRous \
) \Ru ) \ Ru*+cRuy +coReuy )
Rou Reu; Reus (&1 .
R u* R,u; Ryuo co |
n Reur  Ryug c1
3 Ryur Ryug c2 )

Weil (12.9) gilt, folgt ¢; = ¢ = 0 und u = u*. [

12.4 Greensche Funktion fiir die Sturmsche Rand-
wertaufgabe

Theorem 12.6 (Existenz und Losungsformel) Sei £ definiert in mitp € C' [a, b]
positiv und q € C'[a,b] und sei Ry, R, definiert in . Sei uy, beziechungsweise u,, eine
nicht-triviale Losung von

Lu=0in (a,b),

Lu =0 1in (a,b),
{ R0 (12.10)

Rt = 0, beziehungsweise {

Wenn {u,,u} unabhdingig ist, dann gilt folgendes.

1. Die Greensche Funktion G : |a,b] X [a,b] — R ist wohldefiniert durch

w(z)ur(y) .
G(z,y) HWG) s (12.11)
T,y) = :
ur(@)uely) .
W (y) firasy<esb

mit W (y) = ue(y)u.(y) — uy(y)u,(y) und die Funktion G ist stetig.

r

2. Fir f € Cla,b] und G in (12.11) ist die Funktion

b
= [ Gl 1y 1219)
eine Losung von
Lu=1in (a,0),
{ Rou =0 und R,u = 0. (12.13)

Bemerkung 12.6.1 Diese Methode kann man erweitern fir allgemeinere lineare Rand-
wertprobleme. Die Funktion y w— p(y)W (y) ist konstant fir die Sturmsche Randwertauf-

gabe wegen (12.7).
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Beweis. Die Funktionen u, und u, kann man finden als Losung eines Anfangswertpro-
blems. Zum Beispiel sei u, die Losung von

{ & (o) (2)) + g(x)u(z) = 0 fiir z € (a,b), (12.14)

u(a) = ag und v'(a) = —ay.
Dieses Anfangswertproblem hat eine eindeutige Losung u, und es gilt
Roup = arug(a) + aguy(a) = 0.

Weil o2 4+ a3 # 0 ist u, nicht trivial. Ahnlich findet man eine nicht-triviale Losung u, von
Lu = 0 mit R,u = 0. Bemerke, dass uy, und u,, abgesehen von einer Skalierung, eindeutig
festliegen.

Aus der Lagrange-Identitét folgt

0 = wpLu, — upLug = (p (uhwy — ')’

also gilt p (ul.uy — u,uy) ist konstant auf [a, b]. Weil 0 # p € C'[a, b] gilt, folgt entweder
ul (z) up (x) = u, (x) uy (z) fiir alle x € [a, b] (12.15)

oder
u,. (z) up (x) # u, (x) uy (z) fiir alle z € [a, b)]. (12.16)

Wenn ([12.15)) gilt, dann gilt

und es gibt ¢ € R mit

(ol )=<( i) )

Aus der Eindeutigkeit vom linearen Anfangswertproblem folgt, dass w, (z) = cuy () und
ein Widerspruch mit der Annahme, dass {u,,u,} unabhéngig ist. Also gilt (12.16]) und

p(y)W (y) # 0 fiir alle y € [a, b].
Somit ist G wohldefiniert.
Weil zusétzlich gilt, dass

ytx

ylx

ist die Greensche Funktion sogar stetig auf [a, b]”.

Dass man nun tatséchlich eine Losung des Randwertproblems findet, folgt durch di-
rektes Rechnen. Das ist zwar nicht besonders elegant aber sehr effektiv. Man hat

dx (/ Gle.y)f <y>dy> = ( / s £ (v)dy + /x ]fé,))vf(ﬁf’))f(y)dy)

—ua) [ st Wy + ) ek £ @)

b
+ i) [ s )y = wele) s £ )

T b
7 w@ue w(@)ur(y)
= /a s | W)y + /gﬁ ity | W)dy.
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Weiter gilt

b
L (/ G(-,y)f(y)dy> (z) =
— (o) [ 2 ) + 1 (vl [ b e )y
+ao) | Gl )y

= (@) @) + al@)un(x)) / " p)dy + pla) ()5 £ ()

b
+ (i) + alyuo)) [ 2585 1y = ploi(o) et £ o)

x b
—(cu) ) [ sy + (Cu ) [ s )y

Die Randbedingungen sind erfiillt:
’ ’ * wy(ayurty)
Re ([ Gtansay) = [ 50 oy + o [ )y

b
= (aque(a) + agu'e(a))/a p(Z)"é;'jzy)f(y)dy = 0.

Ahnliches gilt fiir R, ( [PG(y) f(y)dy>. n

Beispiel 12.7 Wir betrachten

u’(z) = f(z) firzec(=1,1),
u(=1) =0, (12.17)
u(l) =0.

Man nehme ue(x) = 1+x und u,(x) = 1 —x. Diese Funktionen sind nicht trivial, erfillen
die homogene Differentialgleichung und die zugehorige Randbedingung. Es folgt

W(z) = ur(z)u, (x) — w(@)ur(z) = (1 +2) (=1) =1 (1 - x) = =2

r

und die Greensche Funktion wird

G(@ny)z{ -

14+2)(1—y) fir —1<z<y<l,

1—2)(1+y) fir —1<y<az<l. (12.18)

= N

Man ,sieht” diese Greensche Funktion, wenn man Wdsche aufhdngt. Die Gewichtsdichte
f st durch die Wischeklammer an einem Punkt y konzentriert und die ,Losung® ist die
Funktion x — G(z,y).
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0 1
x

-1

Abbildung 12.1: Die Greensche Funktion fiir Beispiel als Wiischeleine. Links x
G (z,y) fir drei verschiedene y und rechts (z,y) — G (z,y).

Beispiel 12.8 Wir betrachten nochmals

{ u'(x) = f(x) firee(=1,1),
u(—1) =0,
u(1l) = 0.

Versuchen wir zu Fuf$ eine Losung zu finden: Integrieren liefert:

U (x) = e + /_ 1 f(s)ds,

u(x) =z +co+ /j (/_tl f(s)ds) dt.

Die Randbedingungen sind erfiillt, wenn

1 ¢
0= —c; + ¢ Und61+02+/ (/ f(s)ds) dt = 0.
~1\J1

Man berechnet ¢y und co und findet, dass die Ldosung wie folgt ist:

u(z) = ~1(1+2) /_1 ( _tlf(s)ds) dt+/j (/_tlf(s)ds> .

1

Diese Formel kann man vereinfachen mit partieller Integration:
T t x a t x
/ < f(s)ds) it = / 9 ((t _ ac)/ f(s)ds) it — / (t— ) f(t)dt =
—1 \J-1 Ot -1 —1
_ / (x — 1) f(1)dt

-1

Es folgt

T

u(r) = —%(1—i—x)/_ (1—1) f(t)dt+/ (z —t) f(t)dt

1 -1

Z/x (—%(Hx)(l—t)+(:v—t))f(t)dt+/1—%(1+x)(1—t)f(t)dt

-1

- /_ 1 G(x, ) f(t)dt

1

mit G (x,t) als in .
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12.5 Regularitit

Die dritte Bedingung von Hadamard fiir ein wohldefiniertes Problem ist, dass die Losung
stetig vom Problem abhéngt. Das heift, &ndert man das Problem ein wenig, d&ndert sich
auch die Losung nur wenig. Fiir eine genaue Formulierung brauchen wir die passenden
Funktionenrdume.

e Die stetigen Funktionen C'[a, b] werden mit [|-|| , definiert durch

[flloe = max {|f(z)[;x € [a, b]}

ein normierter Vektorraum (C'[a,b], |||, ). Dieser normierte Vektorraum ist sogar
ein Banachraum: Cauchy-Folgen sind konvergent. Ubrigens schreibt man oft statt

o auch {[-flopq g-

e Sei k € NT. Die Funktionenmenge C* [a,b] wird ein Banachraum, wenn man die
Norm [|[| g,y definiert durch

k
||f||ck[a,b] = Z Hf(m)”C[a,b]
m=0

verwendet.

Mit Hilfe der Greenschen Funktion G aus ((12.11]) kann man den Greenschen Operator
G : Cla,b] — C?*|a,b] definieren:

Gf) (z) = / G (x.y) f(y)dy fitr f € Cla.b].

Das néchste Ergebnis zeigt, dass dieser Losungsoperator G sogar beschrankt ist.

Theorem 12.9 (Regularitéit) Sei £, R, und R, wie in Theorem [12.6. Dann gibt es
C > 0 derart, dass folgendes gilt. Sei f € C'[a,b]. Fiir die Losung w = Gf von

Lu = fin (a,b),
{ Reu =0 und R,u =0, (12.19)

folgt
HU‘HC’Q[CL,b} S C ||fHC[a,b] . (1220>

Bemerkung 12.9.1 Weil linear ist, gilt fir fi, fo € C'la,b] und die zugehdrigen

Lésungen uy, ug, dass
||U1 — u2||02[a,b] =C ”fl B f2||0[a,b] .

Dies gibt die Stetigkeit der Lisungsabbildung f +— wu als Abbildung von C'la,b] nach
C?a,b).
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Beweis. Dieses Resultat folgt direkt aus (12.12) und dem Beweis von Theorem [12.6}

u(z)| < /|ny Yy < / Gy 1l < e lIfll..

W@ < |2 / G(w,y)f(y)dy' _ / %G(x,y)f(y)dy‘
< / 12G @) dy [l < e Iflle.

ol < @) G<x,y>f<y>dy‘ [ @ e
< ([|@rcwn|as )l < @+elil.

Man achte darauf, dass die Ableitungen von G (z,y) fiir £ = y nicht existieren, und
dass die Integrale da uneigentlich sind. Auflerhalb existieren die Ableitungen und sind
sogar beschrinkt. Die Konstanten ¢; gibt es also und man nehme fiir C' in C =
Co+Cl+Cg+Cp. |

12.6 Greensche Funktionen fiir mehr allgemeine line-
are Randwertaufgaben

Betrachte das Randwertproblem

Lu= fin (a,b),
{ T = 0, (12.21)

wo L ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung ist:
(Lu) () = ap(@)u'™ () + ap_1 (2)u" "V (z) + - - - + ag(z)u(x) (12.22)

mit a € C'[a,b] und a,(z) > 0, und wo R = (R4, ..., R,) lineare Randoperatoren sind:

n—1 -
Riu = Riu + Riu := Z Caixt®(a) + Z ey xu® (D). (12.23)
k=0 k=0

Wenn

{ Lu=0in (a,b), (12.24)

Ru =0,
nur die triviale Losung hat, dann kann man eine Greensche Funktion konstruieren.

Algorithmus 12.10 Fir y € (a,b) berechne man die vom Parameter y abhingige
Funktion z — g, (x) mit folgenden Eigenschaften:

1. Lg,(r) =0 fir x #y, also 1dse man

(a) Lgye(z)=0 fir a<z <y,
() Lgy, (xr) =0 fir y <z <b,

gys () flir z <y,

() und setze g, (2) = { gy (x) fir x>y,
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und man bestimme die 2n Parameter mittels:
2. Rg, =0,

3. li%n(a%)kgy(x)—liin(a%)kgy(x):0 fir k€{0,1,...,n—2},
xty zly

. n—1 . n—1
4. l{pl%’]l (%) 9y (ZE) - 1@}3} (%) 9y (I‘) = anl(y) :

Wenn genau eine solche Funktion g, (z) existiert, dann ist

b
u(x) = / G (x,y) f(y)dy

fir G(z,y) = g, (x) die eindeutige Ldsung von Problem (12.21).

Bemerkung 12.10.1 Um g, zu finden, misste man Lg, = 0 auf [a,y] und auf [y,b] 15-
sen. Da wiirde man dann 2 X n freie Parameter finden. Nehmen wir an, Ru = 0 enthdlt
n Bedingungen. Fir diese zwei Losungen g, und g, , hdtte man dann insgesamt n Rand-
bedingungen aus 2, n — 1 Randbedingungen aus 3, und eine aus 4. Insgesamt gibt es also
auch 2n Bedingungen zu erfiillen. Fir 2n lineare Gleichungen mit 2n Unbekannten gibt
es entweder genau eine Losung oder das zugehdrige homogene Gleichungssystem hat eine
nicht-triviale Losung. Das heif$t, entweder ist die Greensche Funktion eindeutig oder es
gibt eine nicht-triviale Losung von . Wenn wir die letzte Méglichkeit ausschlieflen,
st die Greensche Funktion also eindeutiq.

Ubrigens, wenn die Lisung von (112.21 nicht eindeutig ist, dann ist die Differenz
zweter unterschiedlicher Lésungen von (@ eine nicht-triviale Losung von und
es gibt keine (eindeutige) Greensche Funktion. Als Umkehrschluss findet man bei einer
eindeutigen Greenschen Funktion eine eindeutige Losung von .

In Formeln wird diese letzte Bemerkung wie folgt. Die lineare Differentialgleichung
Lu = 0 n-ter Ordnung hat ein Fundamentalsystem {uy,...,u,}. Das bedeutet, dass die
Losungen von Lg, (x) = 0 fiir x # y zu schreiben sind als

(12.25)

cf yun () + ¢y us () + -+ ¢, yup () fir 2 € [a,y),
gy (x) =

i ur () + chu () + -+ + ¢, up (1) fiir o € (y,b].

Die Bedingung Rg, = 0 gibt n Gleichungen und die Eigenschaften in 3 und 4 geben
nochmals n lineare Gleichungen fiir die 2n Konstanten ¢;, und cfyy:

Riuy ... Riu, Riuy ...  Riu, ¢, 0

Rfuy ... Rbu, R, uy o Ry, ¢ .

w(y) o wy) —wly) s —ua(y) Ay | .

( 1) ( 31 ( | 1) ( | 1) E !
) e (y) —w () - —um (y) Ciy anl(y)

Diese linearen Gleichungen haben entweder genau eine Losung oder das homogene Pro-
blem hat eine nicht-triviale Losung. Das letztere ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass
(12.24)) nur die triviale Losung hat. Mit dieser Annahme gibt es also fiir jedes y € (a,b)

133
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genau eine Losung g,(x). Weil die Eintrége in der Matrix mindestens stetig differenzierbar
sind als Funktion von vy, ist die inverse Matrix auch stetig differenzierbar und es folgt aus
der Stetigkeit von y — a,(y)™!, dass die Konstanten ¢, und cfy stetig von y abhédngen.
Dann ist (z,y) — g,(2) : [a, b]> — R eine stetige Funktion und sogar gleichméBig stetig,
weil [a,b)” kompakt ist.

Wir zeigen, dass G (x,y) = g,(z) die passende Greensche Funktion ist.

Aus Eigenschaft 3. folgt mit Induktion, dass fiir £ € {1,...,n — 1} gilt:

(2)" / Gl ) (y)dy = / (2) G y)f (y)dy.

denn
/ G(x,y)f 22" /bG(fc y)f(y)dy =

(die Induktionsannahme) = aﬁ / ) fy)dy =

—2 ( | @) s+ / )f(y)dy) -

= 1im ((2)" law) Fo) + / (2)" ) )iy +

yt a

~ lim ((£)"" Gla.y)) f@) + / (2) Gl Flu)dy -

ylz
- / () G, ) f(y)dy. (12.26)

Aus Eigenschaft 4. folgt dhnlich
b

@) [ o= [ (@) G s =

a

— lim ((8%)”‘1 G(x,y)) f(z) + /gﬁ ()" Gla,y) f(y)dy +

ytz

~ 1im ((2)" Gla,y) fla) + /: ()" Gz, y)fy)dy =

ylz

= i+ / (2)" Gla,y)f(y)dy, (12.27)

()
wobei dieses Integral uneigentlich ist in y. Weil g,(z) die Form in hat, ist die
Funktion z — (a%)k G(z,y) fiir k < n—1 stetig auf [a, b] und = — (8%)” G(x,y) ist stetig
auf [a,y) U (y, b]. In y macht diese letzte Funktion einen Sprung.
Zusammengefasst: Ableitungen vom Grad bis einschliefllich n — 1 kann man durch
das Integralzeichen schieben und die Ableitung vom Grad n liefert zusétzlich einen extra
Term.

Kombiniert man ((12.26412.27) mit (12.22]), dann folgt

c / G, y)f(y)dy = f(z) + / LG (x,y) f(y)dy = f(z).

Weil R hochstens (n — 1)-te Ableitungen enthélt, folgt auch

R / (2, 9) f(y)dy = / RG(x,4)/ (y)dy = 0.
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Die Funktion = — f; G(z,y)f(y)dy ist so eine Losung vom Randwertproblem (|12.21)).

Theorem 12.11 Seien £ und R wie in und . Wenn das homogene Rand-

wertsystem (12.24) nur die triviale Losung hat, dann hat (12.21) fir jedes f € C'[a, ]
genau eine Losung u € C™ [a,b]. Auflerdem gibt es C > 0 derart, dass fiir jedes f € C'[a, D]

die Losung u die folgende Abschitzung erfillt:

||u||C’"[a,b] <C ||f||C’[a,b} :

Bemerkung 12.11.1 Wenn die Annahmen wm Theorem erfillt sind, hat man die dre:
Eigenschaften von Hadamard fiir ein wohldefiniertes Problem: Fxistenz, Eindeutigkeit und
Stetigkeit des Liosungsoperators f +— u, genauer gesagt

L7 Cla,b] = {ueC"a,b];Ru=0}
existiert und ist stetig.

Beweis. Die Greensche Funktion, die oben konstruiert worden ist, gibt die Existenz einer
Losung. Aus und folgt sogar, dass fiir diese Losung gilt w € C™ [a, b].
Wenn es mehrere Losungen gibt zu dem gleichen f, sagen wir u; und us, dann ist
u; — ug eine nicht-triviale Losung der homogenen Gleichung und das ist ein Widerspruch
zu der Annahme.
Die Abschétzung folgt aus der Darstellung mit der Greenschen Funktion und

b
c, = Mmax
z€lab] /,

¢, = max (L+/ab\(5%)”a(x,y)\dy).

z€la,b] \ Ap (ZE)

(%)kG(Ly)’dy fir k<n-—1

Man sollte bemerken, dass die Integrale fiir ¢ mit £ € {n — 1,n} uneigentlich sind: an
der Stelle y = x sind sie nicht definiert. [ ]
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Woche 13

Nicht-lineare Randwertprobleme

13.1 Losungen durch Schieflen

. -

Abbildung 13.1: Militdrischer Satz: Wenn man zu weit und zu kurz schieffen kann, dann
kann man auch treffen.

Betrachten wir fiir f € C' ([0, /4] ,R x R) das nicht-lineare Randwertproblem

{ —u" (x) = f (2, u(x),v'(2)) fir z € (0,0), (13.1)

Theorem 13.1 Sei f wie oben und sei [a,b] € R derart, dass die Lisung ug vom An-
fangswertproblem

{ —u" () = [ (,u(x),d(x)) firze (0,6, (13.2)

fiir jede 0 € [a,b] beschrinkt ist auf [0, (], und dass auferdem gilt
ua(€) < 0 < up(l) oder uy(f) < 0 < uy(l).
Dann gibt es ein 6 € (a,b) mit up(¢) = 0.
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In dieser Abbildung wird das Randwertproblem

{ —u"(z) = (1 = u(2)* — v'(x)) (COS( )+ 1)
u(0) =0 und u(4) =

betrachtet. Eine Funktion 16st die Differentialglei-
| chung mit Anfangswerten «(0) = 0 und «'(0) = 6;
eine zweite mit ¥(0) = 0 und v/(0) = —1.

Abbildung 13.2: Anwendung der stetigen Abhdngigkeit der Anfangswerte.

Beweis. Fiir f € C'([0,/],R x R) und Losungen ug von ([13.2) mit Existenzinterval
(T, ., T,7) D [0, 4] existiert

M = max {||(ug(z), up(x))|| ;2 € [0,¢] und 6 € [a, b]}.
Dann ist

of
ou

af

L= 1 —
max{ —l—’ BN

‘

(x,u,v) (x,u,v)|;z € [0, und ||(u,v)] < M}

eine Lipschitz-Konstante fiir

Wegen Korollar 6.12] gilt

o (0) = ) < | (20
<U91() Uag(g

up, (0) = up, (0

1( U92 ZL‘
1< _u92 l’
) €LI|91—92‘

und es folgt, dass 6 — wuy(¢) eine stetige Funktion ist. Der Zwischenwertsatz gibt das
gewiinschte Ergebnis. [ ]

S eLLB

13.2 Losungen zwischen Ober- und Unterlésungen

Betrachten wir fiir f € C* ([0,¢],R) das nicht-lineare Randwertproblem zweiter Ordnung:

—u" (z) = f (z,u(z)) firz e (0,0),
{ w(0) = 0 und u(f) = 0. (13.3)

Definition 13.2 Die Funktion v € C?[0,1] heifst eine Oberlisung fiir , wenn

—v" (z) > f (z,v(x)) firz e (0,0),
{ v(0) > 0 und v(¢) > 0. (13.4)

Die Funktion w € C?[0,1] heifit eine Unterldsung fiir , wenn

—w" (z) < f(z,w(x)) firze (0,0),
{ w(0) <0 und w(f) < 0. (13.5)

Bemerkung 13.2.1 Wenn eine Funktion gleichzeitig Ober- und Unterlésung ist, dann
18t sie eine Ldsung.
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In dieser Abbildung werden eine Ober-, eine
Unter- und eine Losung zum Randwertpro-

\ blenl
{_u(): (u(z) +1) (cos z — u(x))
(0) =0 und u(1) = 0.

dargestellt. Die Unterlésung ist w(z) = 7%7

die Oberlosung v(x) = cosz. Fiir die Lésung
gibt es keine explizite Formel.

Abbildung 13.3: Oberlosung oberhalb einer Unterlosung gibt eine Losung

Theorem 13.3 Wenn es eine Oberlosung v und eine Unterlosung w gibt fir , und
wenn w(z) < v(z) fir z € (0,€), dann gibt es eine Losung u mit

w(z) < u(z) <v(x) firze (0,0).

Beweis. Wir werden mehrere Schritte brauchen.
1. Man ersetzt f durch f*, das man definiert durch

flzyw(z)) fur s <w(z),

frlys) =9 fla,s)  firs € [w(z),v(@)],
fz,v(x)) fur s > v(x).

Diese Funktion erfiillt die folgende Lipschitz-Bedingung:
If* (z,u1) — f*(x,u2)| < L|ug — ugl fiir alle z € [0,¢] und v € R (13.6)

mit L € R definiert durch

L:max{

Wir bemerken, dass eine Losung u des Randwertproblems

{ —u" () + Lu(z) = f* (z,u(z)) + Lu(z) fiir z € (0,0),
) =

0
%f(%u)

;2 €[0,4], ue | min w(z), max v(z )”

x€[0,6] x€[0,6]

13.7
u(0) =0 und u(f) =0 (13.7)

die zwischen w und v liegt, auch eine Losung von (13.3)) ist. Wir werden nun iterativ eine
Losung von ((13.7) konstruieren. Dazu bemerken wir erstens, dass wegen ((13.6) fiir die
rechte Seite der Differentialgleichung in ([13.7]) folgendes gilt:

Hilfslemma 13.3.1 Die Abbildungen u — f*(x,u) + Lu sind monoton wachsend fiir
jedes x € [0, /].

Als néchstes schauen wir uns ((13.7) mit einer beliebigen rechten Seite an:

—u" () + Lu(x) = g(x) fiir x € (0,¢),
{ u(0) = 0 und u(f) = 0 (13.8)

2. Wegen Theorem [12.11] ist (13.8]) eindeutig losbar mit Hilfe einer Greenschen Funk-
tion, nadmlich mit

W (y)

—wlun @) ) <y < p < 0,

_ w(@)ur(y) fﬁr0§x§y§£7
Gp(z,y) =
W(y)
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und

ug(x) = sinh <\/Zx> ) u,(z) = sinh <\/Z (¢ — :v)) .
Es folgt

W (z) = det ( Zf(m) ur(x) ) = —V/Lsinh (\/Z@) < 0.

¢
Wir finden, dass
G (x,y) > 0. (13.9)

Dann ist

V4
u(r) = /0 Gr (z,y) g(y)dy

die Losung zu ((13.8). Um nicht sehr viel schreiben zu miissen, definieren wir den Losungs-
operator
Gr:C0,0] = {ueC?0,;u(0) =u(l) =0}

durch ,
(Gr9) (z) = / Gy (x.) 9(y)dy.

Man sieht direkt, dass folgendes gilt:

Hilfslemma 13.3.2 Sei g € C[0,/]. Dann folgt aus g > 0 auf [0,/], dass Grg > 0 auf
[0, 4].

3. Im dritten Schritt betrachten wir das Iterationsverfahren:

Ug =V
{ Un+1 = Gr, (f* (-, un) + Luy,) fiir n € N. (13.10)

Wir werden erst die folgende Behauptung zeigen.

Hilfslemma 13.3.3 Sei w,v,u, € C[0,¢]. Dann folgt aus w < u, < v auf [0,/], dass
w S Un+1 S v auf [O,E]

Wegen Hilfslemma [13.3.2] und der Linearitét hat der Operator Gy, auch die folgende
Eigenschaft:
g1 < goauf [0,¢(] = Grg1 < Grgs auf [0,/]. (13.11)

Man findet wegen u,, < v und der Annahme, dass v eine Oberlésung ist:

< f*(z,v(x)) + Lv(x) < =v" (z) + Lu(x).

o (@) + Lt (@) = (@ (@) + Lug(w) <

Mit (T3.11)) folgt

Uni1(z) = G (f* (-, un) + Luy) (2)
<

<
< Gu(f" (0) + Lv) (2) < Gr (—0" + Lv) (a).

Diese letzte Formel kann man expliziter schreiben:

G (—v" + Lv) (z) = v(z) — — g () (13.12)
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Die rechte Seite von ((13.12)) 16st ndmlich genau das Randwertproblem

{ —u” (x) + Lu(z) = —v" (z) + Lo(z) fir z € (0,¢),
u(0) = 0 und u(¢) =0,

und diese Losung ist eindeutig. Weil v(0), u,.(0), v(£), uy(¢) > 0 folgt

o0
Ug(f)

Auf dhnliche Art folgt w,41(x) > w(zx) fir z € [0, ].

u (x) —

Unt1(z) <wv(x) — ug (z) < w(z) fir z € [0,].

Hilfslemma 13.3.4 Wenn u,, eine Oberlisung ist, dann ist auch u,,1 eine Oberldsung.
Es gilt fir z € [0, 4], dass
—t g1 () + Lttn 1 () = f* (2, un(2)) + Lun () < —ty(2) + Lun(z).
Wie oben in Hilfslemma [13.3.3] in dem wir v ersetzen durch wu,,, folgt
Unt1(z) < uy(z) fur z € [0, /]
und dann auch, dass

—Up 41 () + Lun i () = [ (2, un(2)) + Lun(z) = f* (2, un41(2)) + Ln 1 (2).

Weil auch die Randbedingungen erfiillt sind, ist u, 1 eine Oberlésung.

4. Als néchstes wird die Konvergenzfrage zu dieser Folge {uy}, . beantwortet.
Hilfslemma 13.3.5 Die Folge {u,} -, ist konvergent in C [0, {].

Fiir jedes z € [0, 1] ist {u,(x)} -, eine fallende Folge in R, die nach unten beschrinkt
wird durch w (z). Dann ist

wohldefiniert.

Man schreibt [w,v] = {u € [0,(];w(z) < u(z) < v(x) fir z € [0,£]}. Weil u,, € [w,v]
ist die Folge {u,} gleichméBig beschriankt. Fir u € [w,v] ist f(,u) + Lu € C|0,/]
gleichméfBig beschrinkt, und weil (z,y) — G (x,y) stetig ist, folgt, dass

v Gu (£ (ul) + L)) (@)

gleichgradig stetig ist fiir u € [w, v]. Insbesondere bedeutet das, dass {u,, }
stetig ist.

Wegen des Satzes von Arzela-Ascoli gibt es eine gleichméfig konvergente Teilfolge w,,,
Mit Ueo () = limy—00 Un, () Wobel uq, stetig ist.

nen gleichgradig

5. Zuletzt zeigen wir noch, dass die Funktion u, so ist, wie wir sie haben wollen.

Hilfslemma 13.3.6 u., ist eine Losung von .
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Weil die Funktionen wu,, geordnet sind,
U(l‘) > ul(x) > 2 unkfl(x) > unk(‘r) > unk+1<x> > 2> unk+1($) ZrZw (l‘),

folgt sogar, dass lim,, . u,(z) = limyg_,e uy, (). Wegen der gleichméBigen Konvergenz
folgt auBlerdem

() = Tt (2) = T (G f* () + Lty () (&) =
= (G Tim (" (o)) + Lty () (2) = G (* (- () + Lt () ()
und 0 gilt us(0) = 0, U () = 0 und uy, € C?[0, /). Es folgt dann auch, dass
ul () 4+ Lus (2) = f* (7, U () + Lus (2) .
Weil weiter gilt, dass w(z) < limy,_ o tn () = tee(z) < v(z), findet man, dass
J* (@, use(x)) = f (2, too (1)) -

Das heift, uy, ist sogar eine Losung von (13.3)). [

Bemerkung 13.3.1 Man hditte auch ug = w nehmen kénnen in . Man wiirde
dann eine wachsende Folge von Unterldsungen finden, die zu einer Losung u’, konver-
gieren wiirde. Man findet, dass ul (x) < uso(z) fir x € [0,]. Beide Losungen sind nicht
unbedingt identisch.

Bemerkung 13.3.2 Diese Methode st viel allgemeiner anwendbar. Bei anderen Rand-
bedingungen wie zum Beispiel

u(—1) =5 und u'(1) =11

kann man auch so vorgehen. Es fiihrt zu weit, hier eine genaue Beschreibung zu geben,
welche Maoglichkeiten erlaubt sind und welche Ungleichungsrichtung zu welcher Randbe-
dingung fiir Ober- und Unterlosungen passen wiirde.

Beispiel 13.4 Betrachten wir

{ —u’ () = cosx — (u(x))” fir z € (=1,1), (13.13)
u(—=1) =0 und u(1) = 0.

Die Funktion v(x) =1 erfillt

—v"(x) =0>cosz—1 und v(—=1)=v(l)=12>0
und die Funktion w(x) =0 erfillt

—w"(x) =0<cosz— 0 und w(—1) =v(1) =0 < 0.

Weil auch gilt, dass w(x) < v(zx), ist w eine Unterlésung unterhalb von v, und Theorem
liefert die Erxistenz einer Lisung des Randwertproblems.

Beispiel 13.5 Fiir

{ —u’ (x) = 1 = (u(2))® firz € (~1,1), (13.14)

u(—=1) =0 und u(l) =0

konnen wir nun auf drei Arten herangehen.
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1. Man kann versuchen, (formal) eine Ldsung zu berechnen: |

20

—u" (2) ' (2) = u'(x) — (u(2))” (), x

L (/' (2))* + ¢ = u(z) — su (), /

-3 i
u(z) d x [
/ Y :i/dm il o
0 2¢ — 2u + 2u? -1 L

/

Setzen wir / |

L= [ du . | 1
0 /2 2,3 i/
c—2u+3su /‘ﬁ//’/

Fiir c € (0, %) existiert die Funktion f.:[0,u.] — R bei | | / / )/
dem u,. die erste positive Losung von 2¢ — 2u. + %ug =0 | / ///
1st. f‘//‘/
Fiire > % hat 20—2uc+§u2’ = 0 keine positive Nullstelle, //’/

und es existiert die Funktion f.:[0,00) — R.

Skizzen zu diesen Funktionen f. stehen rechts.
Die Funktionen f. sind streng wachsend und invertierbar. Man kann zeigen, dass es

en ¢, € (0, %) gibt, mit f., (u.,) = 1. In der Figur ist diese Funktion f., in grin
dargestellt. Man hat limyy,,. f. (u) = co. Es folgt

L L L L
0.0 02 04 0.6 0.8 10

lim ( inverse)/ (8) =0

STl Cx

und man kann die Funktion durch ,Spiegelung® fortsetzen. Fiir x € [—1,0] findet

fe. (u(z))=1+x

und .
u(x) = frr (14 x) furxz e [—-1,0].

Die Spiegelung liefert

u(x) = fmverse (1 —x) fir x € [0,1].

Cx

Die gefragte Losung ist

u(z) = frverse (1 — |x|) firz € [—1,1].

Cx

Abbildung 13.4: Die Losung durch invertieren von f., und symmetrisch fortsetzen.

2. Wenn man nur an der Existenz interessiert ist, geht es einfacher. Fine Oberldsung
ist v(z) = 1 und eine Unterlosung ist w(z) = 0. Weil auch w(z) < v(x) gilt, gibt es
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eine Losung. Man kann diese Ldsung sogar approximieren indem man uy = v Setzt
und man fiir n € N die Funktionen w,1 iterativ konstruiert aus

{ —tU 1 () + 2t (2) = 1 = (ua(2))” + 2un(2)
Un+1(—1) = 0 und u,41(1) = 0.

Die Funktion v~ 1 — u?® 4 2u ist wachsend auf [0, 1].

FEine dritte Mdoglichkeit ist ein Schieffverfahren zu definieren:

—u(z) = 1 - (u(x))”
u(—=1) =0
w(—1) = s.

Weil man symmetrische Losungen erwartet, kann man auch aus der Mitte schie-

fsen mat der Héohe als Parameter und die Ableitung gleich Null. Das bedeutet, man
betrachtet das folgende Anfangswertproblem.

—u(z) = 1 — (u(x))’

(0) = h

u'(0) = 0.

Man verwendet die Tatsache, dass wenn x +— u(x) eine Lisung ist, auch x — u(—x)
eine Ldsung ist.

Abbildung 13.5: Links wird von —1 geschossen mit der Ableitung in —1 als Parameter.

Rechts schiefst man symmetrisch aus 0 mit der Héhe in O als Parameter. Auch hier ist
die Losung grin dargestellt.
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