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Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

Übungsblatt 6

Die Lösungen müssen in den Übungsbriefkasten Gewöhnliche Di�erentialgleichungen (Raum
301 im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 22.11.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Wir de�nieren T : C [0, 1]→ C [0, 1] durch

(Tf) (x) =
√
xf
(√

x
)
,

Zeigen Sie, dass für jede Funktion f0 ∈ C [0, 1] und fn := T nf0 gilt:

(a) ‖fn‖ ≤ ‖f0‖;

(b) lim
n→∞

fn (x) = xf0 (1) .

(c) Welche Fixpunkte hat T?

Hinweis: Zeigen Sie fn (x) = x1−2
−n
f0

(
x(2−n)

)
für x ∈ [0, 1].

Aufgabe 2 (6 Punkte): Geben Sie die Intervalle an, auf dem die Funktion gleichmäÿig Lipschitz
ist und geben sie eine zugehörige Lipschitz-Konstante:

(a) fa (x) = 3
√
x;

(b) fb (x) = x+ ex;

(c) fc (x) =

{
x sin (1/x) für x 6= 0,

0 für x = 0.

Aufgabe 3 (8 Punkte): Gegeben sei das System von Di�erentialgleichungen

u′(t) = Au(t) + f(t, u), t ≥ 0.

A sei eine Matrix mit konstanten Koe�zienten und für die Eigenwerte λi gelte Reλi < a. Die
Funktion f sei stetig und es gebe eine stetige Funktion g(t), so dass |f(t, x)| ≤ g(t) |x|.

(a) Zeigen Sie, dass es eine Konstante c gibt, so dass
∥∥etA∥∥ ≤ ceat.

(b) Zeigen Sie, dass jede Lösung die folgende Form hat:

u(t) = etAu(0) +

∫ t

0

eA(t−s)f(s, u(s))ds .

(c) Verwenden Sie das Lemma von Grönwall für die Funktion Φ(t) = e−at |u(t)|, um
|u(t)| ≤ C |u(0)| eat+G(t)

zu zeigen. Hier ist G(t) :=
∫ t

0
g(s)ds und C hängt nicht von u ab.
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Aufgabe 4: Seien A und B in M2×2 (R). Betrachten Sie die Di�erentialgleichung

~x ′ (t) =
(
A+ e−tB

)
~x (t)

Zeigen Sie, dass wenn alle Eigenwerte von A negative Realteile haben, dann gilt für jeden
Anfangswert ~x (0) = ~x0:

(a) Die Lösung existiert auf [0,∞),

(b) limt→∞ ~x (t) = ~0.

Aufgabe 5: Für welche der folgenden Di�erentialgleichungen ist R das maximale Existenzin-
tervall?

(a) x′(t) =
sin(x(t))

1 + t2 + (x(t))2
mit x(0) = 0,

(b) x′(t) = etx(t) mit x(0) = 0,

(c) x′(t) = e−tx(t) mit x(0) = 0.

Aufgabe 6 (6 Punkte): Wir de�nieren f : R→ R durch

f (x) =

{
−x log (x2) falls x 6= 0,

0 falls x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass f nicht Lipschitz ist.

(b) Zeigen Sie, dass man jede Lösung von x′ (t) = f (x (t)) wie folgt schreiben kann:

� x (t) = 0 für t ∈ R,

� x (t) = exp (c exp (−2t)) für t ∈ R mit c ∈ R,

� x (t) = − exp (c exp (−2t)) für t ∈ R mit c ∈ R.

Eine Skizze dieser Lösungen �nden Sie unten.

(c) Wie viele Lösungen hat

{
x′ (t) = f (x (t)) ,

x (0) = 0.
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