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Ubungsblatt 6

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Gewohnliche Differentialgleichungen (Raum
301 im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 22.11.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Wir definieren 7' : C'[0, 1] — C'[0, 1] durch
(Tf) () = Vaf (V).
Zeigen Sie, dass fiir jede Funktion fy € C'[0,1] und f, := T"f, gilt:
(a) [Ifull < 1l foll;
(0) Tim £, (@) = oo (1).
(c) Welche Fixpunkte hat 77

Hinweis: Zeigen Sie f, (z) = 22" fy (x(Q_n)> fir x € [0, 1].

Aufgabe 2 (6 Punkte): Geben Sie die Intervalle an, auf dem die Funktion gleichméfig Lipschitz
ist und geben sie eine zugehorige Lipschitz-Konstante:

(a) fa(z) =V
(b) fo(x) =z + e

0 )= { T o

Aufgabe 3 (8 Punkte): Gegeben sei das System von Differentialgleichungen
u'(t) = Au(t) + f(t,u), t > 0.
A sei eine Matrix mit konstanten Koeffizienten und fiir die Eigenwerte \; gelte Re); < a. Die
Funktion f sei stetig und es gebe eine stetige Funktion g(t), so dass |f(¢,z)| < g(t) |x|.
(a) Zeigen Sie, dass es eine Konstante ¢ gibt, so dass He“‘” < ce™.

(b) Zeigen Sie, dass jede Losung die folgende Form hat:
t
u(t) = eMu(0) + / A9 f (s, u(s))ds .
0

(¢) Verwenden Sie das Lemma von Gronwall fiir die Funktion ®(¢) = e~ |u(t)], um
[u(t)] < Clu(0)] e+
zu zeigen. Hier ist G(t) := fgg(s)ds und C héngt nicht von u ab.



Aufgabe 4: Seien A und B in M?*? (R). Betrachten Sie die Differentialgleichung
7' (t)=(A+e'B)Z(t)

Zeigen Sie, dass wenn alle Eigenwerte von A negative Realteile haben, dann gilt fiir jeden
Anfangswert Z (0) = Zo:

(a) Die Losung existiert auf [0, 00),

(b) limy_,o0 & (t) = 0.

Aufgabe 5: Fiir welche der folgenden Differentialgleichungen ist R das maximale Existenzin-
tervall?
sin(z(t))
a) z'(t) =
(a) #'(¢) 1412+ (x(t))?
(b) 2'(t) = e*® mit 2(0) = 0,
(¢) 2'(t) = e~ mit 2(0) = 0.

mit z(0) =0,

Aufgabe 6 (6 Punkte): Wir definieren f: R — R durch

[ —xlog(2%) falls x # 0,
f )= { 0 falls z = 0.

(a) Zeigen Sie, dass f nicht Lipschitz ist.

(b) Zeigen Sie, dass man jede Losung von 2’ (t) = f (z (t)) wie folgt schreiben kann:
e x(t)=0firteR,
e z(t) =exp(c exp(—2t)) fiir t € R mit ¢ € R,
e z(t) = —exp(c exp(—2t)) fiir t € R mit ¢ € R.

Eine Skizze dieser Losungen finden Sie unten.

(c) Wie viele Losungen hat { ' <2 (:O)f:(IO(t)) )
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