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1. Berechnen Sie alle Losungen von ' (z) = L(x), in-
1+ 22

klusive des maximalen Existenzintervalls.

Hinweis. Fiir Ihre Kontrolle steht hier eine Skizze der
Lésungen.

. Berechnen Sie alle (reellen) Losungen von
yl//l (t) 4 zy///(t) + 3y// (t) + 2y/ (t) 4 2y (t) — €t.
Hinweis: Zwei Lésungen von z* + 223 + 322 +224+2 =0 sind z1 = i und 2o = —1 + 1.

. Der wichtigste Satz fiir gewohnliche Differentialgleichungen liefert, wenn die Lipschitz-Bedingung
erfiillt ist, Existenz und Eindeutigkeit bei einem Anfangswertproblem vom Typ

{ u' (wBL: [, u(z)),

(ro) = uo.

(a) Geben Sie den Satz und die dazugehorige Lipschitz-Bedingung an.

(b) In welchem Schritt des Beweises verwendet man diese Lipschitz-Bedingung?

. Gegeben sei die Matrix

15 2 -6

51 —4 0

A=111 2 -9

11 0 0

und die Vektoren

2 1 2 1
]2 -1 2 d B —1
901 - 1 9 902 - O 9 (103 - 2 un g04 - 1
1 0 2 —1

Es gilt Apy = 41, Aps = =4, Aps = 23 und Ay = 24 + @3.

» Geben Sie die allgemeine Losung fiir 2’ (¢) = Az (¢) an.
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5. Seien die Kurvenscharen F = {f (z,y) = c} g und G = {g(2,Y) = c} . derartig, dass jede
Kurve aus F und jede Kurve aus G sich nur mit Winkel %17'(' schneiden konnen.

Behauptung: Beschreibt x — y(x) eine differenzierbare Kurve in F und x — Y (x) eine
differenzierbare Kurve in G, die sich in xo schneiden, so gilt

Yy (z0) — 1 , 14y (20)
Y (29) = ————— oder Y' (z,) = —F——-+=.
o) = ey 71 ) = Ty ) )
» Zeigen Sie diese Behauptung.
Hinweis 1: Hinweis 2:

Sei i, 7 € R*\ {O}. Fiir den eingeschlos-
senen Winkel ¢ = £uOv gilt

-0 = cos (p) [lall |7

y=g(x)

6. Gegeben ist die Kurvenschar F = {y — arctan (z) = ¢} g.

» Berechnen Sie eine Kurvenschar G, deren Kurven die von F mit Winkel }ﬁr schneiden.

NB. Wegen (&) gibt es zwei solcher Kurvenscharen, deren beide Bilder man hier findet. Passt
eins zu Ihrer Antwort?




» Welche der unteren Differentialgleichungen passt am Besten zu ei-
nem Gewicht im Wasser, das an einer Feder hangt und in vertikaler
Richtung hin- und herschwingen kann? In der Skizze ist das Gewicht
in der Ruhelage. Die Hohe h wird vom Boden des Behélters gemessen.
Bei den Bewegungen, die man betrachtet, bleibt das Gewicht ganz im
Wasser und beriihrt den Boden nicht.

» Welche Vorzeichen haben die Konstanten ¢;?

VI

h” t Co + C1 t)—|—CQ ’h,( )‘
) +eo B ()]
)+ B (8) | (B)],
)

t)+co h(t)|h (1)

Co+C1 t

) (1) = h(
b) K (t) =co+c1 h(t
) W' (1) = h(
) (1) = h(

7. Begriinden Sie Ihre Antworten.

8. Wir definieren F : R? — R? durch

und betrachten

(a) Berechnen Sie alle Gleichgewichtspunkte.

(b) Geben Sie das zum Gleichgewichtspunkt (1,1) gehorige linearisierte System an.

(c¢) Klassifizieren Sie dieses linearisierte System (Stabilitdt und wenn moglich Typ).

(d) Berechnen Sie limy o (2 (t),y(¢)) fir die Losung mit Anfangwerten (z(0),y(0)) =
(1,0).

Begriinden Sie Thre Antworten.

9. Wir betrachten nochmals

( ' (t) ) _ ( (B—2x(t) —y (1) z(t) )
y () B—z()—2y)y@) )
Die Funktion V (z,y) =z — 1 —log (z) +y — 1 —log (y) ist eine Lyapunov-Funktion bei (1,1).

(a) Zeigen Sie dies.
Hinweis: 20 +2y —2 —2zy = —2(1—2) (1 —y) < (1 —2)* + (1 — y)*.

(b) Zeigen Sie, dass jede Losung mit  (0) > 0 und y (0) > 0 fir t — oo zum Gleichgewichts-
punkt (1,1) konvergiert.



