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ii
Vorwort

In online-Zeiten ist leider, auch wenn es Zoom gibt, der Kon-
takt zwischen StudentIn und DozentIn sehr viel eingeschréank-
ter als in normalen Zeiten. Dies bedeutet, dass mehr denn je,
die Studierenden sich selbststéndig mit dem Stoff auseinan-
dersetzen miissen. Um dies zu férdern, findet man viele Aufga-
ben direkt im Skript, farblich markiert, und manchmal gefolgt
von einer grofleren Leerstelle, um selber auszufiillen.

Das Skript ist dem Skript aus 2018 sehr dhnlich mit Aus-
nahme der zusétzlichen Aufgaben.
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 1

Einfiihrung

1.1 Modelle

Eine gewohnliche Differentialgleichung gibt eine Relation zwi-
schen einer unbekannten Funktion und deren Ableitung(en).
Nun kann man unendlich viele solcher Gleichungen aufschrei-
ben. Um einigermaflen Struktur einzubringen, betrachtet man
einfache Gleichungen, die helfen die auftretenden Phénomene
zu verstehen. Andererseits betrachtet man auch Gleichungen,
die ihre Bedeutung aufgrund der Anwendungen bekommen.
Die Aufgabe eines Mathematikers ist es, aus der Differen-
tialgleichung und den Nebenbedingungen, wie zum Beispiel
Rand- oder Anfangswerte, die Eigenschaften der Losungen
herauszufinden. Eine Losung ist zu verstehen als eine Funk-
tion, welche die Gleichung und Nebenbedingung erfiillt. Nur
relativ selten lésst sich eine explizite, geschlossene Formel fiir
die Losung(en) herleiten.

Bemerkung 1.0.1 Differentialgleichungen bilden die Sprache
fiir viele Prozesse aus der Physik, Mechanik, Biologie, Wirt-

schaft etc. Die Herleitung einer Gleichung, die einen derar-
tigen Prozess beschreiben soll, ist ein Fach fiir sich. Das be-
deutet nicht, dass diese Modellierung unabhdngig ist von den
mathematischen Grundlagen. Nur wenn die Losung die Figen-
schaften hat, die in der Anwendung beobachtet werden, kann
das Modell richtig sein.

Wir geben einige einfache Beispiele.
Beispiel 1.1 FEin fallender Apfel:

h"(t) = —g.

Die Gleichung trifft zu, wenn man die Reibung vernachldssigt
und nur solange der Apfel den Boden nicht beriihrt. Zusdtzli-
che Bedingungen sind, wenn man den Apfel am Zeitpunkt t,
in Hohe hg > 0 fallen ldsst: h(ty) = ho und h'(ty) = 0. Die



Losung zu diesem Anfangswertproblem ist leicht zu finden:
h(t) =ho— g (t—t)°.
Wenn der Boden die Héhe O hat, dann gilt

te [to,tojt\/M} .

Beispiel 1.2 Ein Fahrzeug bei Vollbremsung:
2" (t) = —c sign(2/(t)) .

Auch hierzu gibt es Anfangswerte wie zum Beispiel: x(0) = 0
und x'(0) = vg. Wenn die Geschwindigkeit positiv ist, hat man
2" (t) = —c und es folgt ' (t) = vo—c t und x(t) = vy t— 3¢ 2.
Fiir t =ty := vo/c gilt 2'(t;) = 0 und fir t > t; kann man
eigentlich nur z'(t) = 0 und z(t) = vy t; — L 13 = Jv2/c als
verntinftige Fortsetzung nehmen. Die Funktion

()= W t—ict® firtel0,t],
N g /c firt > ty,

1st nicht zweimal differenzierbar. Trotzdem mdchte man sie

als Léosung der Gleichung betrachten.

Beispiel 1.3 Lineares Wachstum:

y(t) = e y(t).

Diese Differentialgleichung ist so ungefihr die einfachste. Fiir
beliebige o € R st

yt)=a e " mitteR

eine Losung.

Woche 1, Einfiihrung

Abbildung 1.1: Profil der Geschwindigkeit v(t) bei einer Vollbrem-
sung. Beim ,Knick” ist v nicht differenzierbar, und x ist da nicht
zweimal differenzierbar.

Beispiel 1.4 Die logistische Gleichung (Wachstum mit Be-
schrdnkung)

Y (z) =cylr) (1 —ylr)).

Lésungen sind

y(x) =1 fiir x € R,

y(x) =0 fir x e R,
a<0: y(z)=-= firzeR,
a>0: y(r)= ecieia fiir x € (% In a, oo) ,
a>0: y(r)= eeicia fiir x € (—oo, %lna) .

Es ist iiblich als Losung nur Funktionen zuzulassen, die auf ei-
nem Intervall definiert sind. Die letzten zwei Funktionen wer-
den als unterschiedliche Losungen betrachtet.

Beispiel 1.5 Ein durchbiegender Balken:

Y () ) B
5/92 o f(.%')
((1 + ((@)?)”




1.1 Modelle

Abbildung 1.2: Skizze einiger Losungen der logistischen Gleichung.
Nur nicht-negative Lisungen entsprechen Gréfien, die physikalisch
verniinftig sind.

Nimmt man an, dass der Balken fast horizontal liegt, appro-
ximiert man das Modell mit der Vereinfachung

y"(x) = f(x).

Hier ist f die Kraftdichte und y die Auslenkung. Ist der Bal-
ken eingemauert an den Stellen 0 und ¢, dann hat man als
Randbedingungen

y(0) =y'(0) = y(£) = y'(¢) = 0.

Liegt der Balken an beiden Seiten auf, dann passt

y(0) = y"(0) = y(¢) = y"(¢) = 0.

Ist es ein Sprungbrett im Schwimmbad, dann hat man

y(0) =y'(0) = y"(£) = y"(¢) = 0.

Beispiel 1.6 Wasser in einem Eimer mit Loch:

W(t) = —c\/R(b). (1.1)

Das Gesetz von Torricelli besagt, dass die Geschwindigkeit,
mit der das Wasser herausstromt, proportional zur Quadrat-
wurzel der Hohe ist: vol' (t) = —ci\/h(t). Hier ist vol (t)
das Volumen des Wassers. Wenn man den FEimer als Zy-
linder betrachtet mit Radius r, dann gilt fir das Volumen
vol (t) = mr?h (1), und die Gleichung folgt mit ¢ = c1r=2/7.
Man findet die Losungen

o) = (Vho — 3¢ (t—t0))* fiirt € [to, to + 2Vho] ,
0 fiir t € (to+ 2v/hg, 00) .
Auch h(t) =0 fiir alle t € R ist eine Lisung.

to

Abbildung 1.3: Skizze zu Beispiel [1.6 In endlicher Zeit ist der
FEimer leer. Zwei Lisungen sind identisch fiir t geniigend grof.

Beispiel 1.7 Die Lisungen von

K(t) = —c k(t) (1.2)



sind k(t) = koe %) Wenn man nun vergleicht mit dem
letzten Beispiel, dann soll einem auffallen, dass wenn man
(t1,k(t1)) kennt, man die Vergangenheit konstruieren kann.
Die Differentialgleichung st in positiver und negativer Zeit-
richtung eindeutig l0sbar. Die Losungen wvon sind es
nicht.

! t
to

Abbildung 1.4: Skizze zu Beispiel. Wenn positiv gestartet wird,
wird die Losung zwar klein aber nie gleich 0. Unterschiedliche Lo-
sungen treffen sich nicht.

1.2 Explizite Losungen

Erstens definieren wir eine Losung.

Definition 1.8 Sei f : [a,b] X [c,d] C R*> — R gegeben und sei
(x0,%0) € [a,b]x[c,d]. Fine Lésung vom Anfangswertproblem

{y’—f(-,y),

9(900) = Yo,

Woche 1, Einfiihrung

ist eine stetige Funktion y : I — R, bei der I ein nicht-
leeres Intervall ist mit xy € I C [a,b]. Die Funktion y erfillt
aufserdem:

1. y(xo) =yo € y(I) C [c,d], und

2.y ist auf I differenzierbar und y'(x) = f (x,y(zx)) fir z €
I mit Ausnahme von hochstens isolierten Stellen.

I heifit das Existenzintervall der Lésung. Das grifst-
maogliche Fxistenzintervall nennt man das maximale Exis-
tenzintervall der Losung.

Bemerkung 1.8.1 Wenn [ stetig ist, kann man zeigen, dass
eine Losung stetig differenzierbar ist und die Differentialglei-
chung fiir jedes x € 1° erfillt ist.

Aufgabe 1.1 Die Differentialgleichung v'(x) = x u(z)* hat
neben u (x) = 0 als Vorschrift fir Losungen

2

c— 12

u(z) =
mit ¢ € R.

1. Zeigen Sie, dass es zu jeder Anfangsbedingung u (0) =
a € R eine solche Lisung gibt.

2. Bestimmen Sie das mazimale Evistenzintervall in Abhdn-
gigkeit von a.



1.2 Explizite Losungen

I \_/ o5 I X
/

Abbildung 1.5: Skizze zu einigen Ldosungen der Differentialglei-
—2y@)  gf [—1.3,1.3] x [—1,1]. Die zugehdirigen

chung y' (x) = T

Ezistenzintervalle liegen meistens strikt innerhalb von [—1.3,1.3].

Wir stellen einige der explizit l16sbaren Typen von Gewohn-
lichen Differentialgleichungen vor.

1.2.1 Trennbar
Definition 1.9 FEine Differentialgleichung der Form

2'(t) = f(x(t) g ()
heifit trennbar.

Trennbar wird auch separierbar genannt.

Algorithmus 1.10
[Fiir die Losung einer trennbaren Dgl.]

0. Nullstellen von f sind konstante Ldsungen:
Wenn f(xo) =0, dann ist xz(t) = zg fir ¢t € R eine

Losung.

1. Wenn f(xp) # 0 trennt man durch

2. Formale Integration und Substitution x = z(s):

3. Man suche eine Stammfunktio H zu x — %) und

I
eine Stammfunktion G zu s+~ ¢(s) und es folgt

H(z(t) =G(t)+c

mit ¢ eine Konstante.

! _Stammfunktionen finden* ist eine Arbeit, die Computer-Algebra
Programme wie Maple oder Mathematica sehr schnell ausfiithren kénnen.
Das heifit, wenn es eine explizite Stammfunktion gibt, dann wird sie
schnell gefunden. Mathematica hat sogar einen online Integrator:

http://integrals.wolfram.com/
Sogar Differentialgleichungen lassen sich schrittweise 16sen mit Hilfe von:
https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/differential-equations/

Bitte denken Sie daran, dass bei einer Priifung wolframalpha IThnen nicht
beistehen darf.


http://integrals.wolfram.com/
https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/differential-equations/

4. Wenn moglich invertiert man H:
x(t) = H™ (G(t) + ¢

Die Losung ist erst komplett, wenn auch das
Existenzintervall gegeben wird.

Beispiel 1.11 Man finde die Losungen zu

y(r) =1+y(2)"

Diese Differentialgleichung ist trennbar, denn man kann sie
schreiben als

1 /
y(xr)=1.
1—|—y(x)2y( )

Stammfunktionen zu y — ﬁ und x +— 1 ergeben

arctan (y(z)) =x + ¢
und nach Invertieren folgen die Losungen fiir ¢ € R
y(x) =tan (z +c¢) .
Die zugehorigen Existenz-Intervalle findet man durch x +c =

1.
c 1 1
X 27T C,2’/T Cc|.

Aufgabe 1.2 Gesucht sind alle Losungen der folgenden Diffe-
rentialgleichung mit dem zugehdrigen maximalen Existenzin-
tervall:

y(t) =y(t) (1 +y(t)) .

Woche 1, Einfiihrung

Aufgabe 1.3 Die gleiche Frage fiir:

a.
b.
c.

u'(t) = tu(t)?
V() = (1— vt >(

w'(t) = exp (t —w(t)).



1.2 Explizite Losungen

1.2.2 Linear erster Ordnung

Definition 1.12 FEine Differentialgleichung der Form

2'(t) = f(t) =(t) +g(t)

heifit linear erster Ordnung.

Algorithmus 1.13 [Fiir die Losung einer linearen Dgl.
erster Ordnung]

1.

Man 16st die reduzierte Differentialgleichung

Diese ist tremnbar und z(t) = C ¥ mit C € R
sind die Losungen, wenn F' eine Stammfunktion
von f ist.

. Man substituiert x(t) = C(t) ¥ (dieser Trick

heiBt Variation der Konstanten). Die Differen-
tialgleichung wird

C'(t) "0+ C(1) FOF(1) = [ (1) C) 0+ g ().

und vereinfacht zu C'(t) = g(t) e F®),

. Man suche eine Stammfunktion

t
C(t)=c +/ g(s)e F®ds.

to

. Die Losung wird

t
x(t) = (c +/ g(s)eF(S)ds> ef'®,
to

Aufgabe 1.4 Gesucht sind alle Lisungen der Differentialglei-
chung: y'(t) =t y(t) + 3.




Aufgabe 1.5 Wenn Sie y'(t) = t y(t)+t* von einem Computer

Algebra System ldsen lassen, dann bekommen Sie
y(t) = ce/? + %etg/Q erf (t/x/ﬁ) — 1.
1. Wie ist erf definiert?
2. Sind das fir ¢ € R alle Losungen?

Aufgabe 1.6 Berechnen Sie alle Losungen von

by u(x) +1
vl ==

Welche dieser Losungen hat R als Frxistenzintervall?

1.2.3 Homogen
Definition 1.14 Fine Differentialgleichung der Form

(1) = f (@)

heifst homogen .

Algorithmus 1.15
[Fir die Losung einer homogenen Dgl.]

1. Man substituiert wu(t) = z(t)/t und findet

Woche 1, Einfiihrung

2. Diese Differentialgleichung lasst sich tren-
nen,

W (6) = ( (wlt) — u(0) 7.

und wird weiter als trennbar geldst.

3. Nach 18sen u(t) wieder ersetzen durch xz(t)/t,
das heifit

Aufgabe 1.7 Wir betrachten

22

T

1. Wieso ist dies eine homogene Differentialgleichung?

2. Welche trennbare Differentialgleichung kann man durch
Substitution finden?

3. Zeigen Sie, dass y: R — R mit y(t) =t eine Lisung ist.



1.2 Explizite Losungen

1.2.4 Bernoulli und Riccati

Definition 1.16 Fine Differentialgleichung der Form

w(t) = f(t) x(t) +g (&) x()"

mit m ¢ {0,1} ist nach Bernoulli benannt.

Algorithmus 1.17
[Fir die Losung einer Dgl. von Bernoulli]

1. Man substituiert z(t) = u(t)®, findet

a u(ut)* = ft) u@®)* +gt) ult)™,
und vereinfacht zu

o () = (O) u(®) +g(t) u(®y .

2. Nimmt man aw(m—1) + 1 = 0 wird die Differen-
tialgleichung linear erster Ordnung.

Aufgabe 1.8 Finden Sie explizite Formeln fir die Lésungen
T vONM

2'(t) =t x(t)? + 2(t).

Sie miissen diesmal kein explizites maximales Existenzinter-
vall angeben. Geben Sie jedoch an, fir welche x. welche Art
von Intervall, also (=T, ,T.), (=T.,00), (—o0,T.") oder
(—00,00), zutrifft.
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Definition 1.18 Fine Differentialgleichung der Form

o'(t) = h(t) + f(t) 2(t) + g (1) =(t)°

1st nach Riccati benannt.

Algorithmus 1.19
[Fir die Losung einer Dgl. von Riccati]

1. Diese Differentialgleichung kann man explizit
16sen, wenn man das Glick hat, eine spezielle
Losung zu sehen. Sei Z(¢) diese eine Losung.
Man substituiere x(t) = Z(t) + y(¢) und finde

F(t)+y' () =h(t)+ f(t) (@) +y() + g(t) (@) +y (1))

und weil T eine Losung ist, folgt nach Verein-
fachung

2. eine Bernoulli Differentialgleichung:

y'(t) = (29(t) 2(t) + f(1) y(t) + g(t) y(t)*.

1.2.5 Exakt
Definition 1.20 FEine Differentialgleichung der Form

d
S (a(t),1) =0

heifit exakt.

Woche 1, Einfiihrung

Eine solche Differentialgleichung hat also die Form
O F (z(t),t) «'(t) + 0o F ((¢),t) = 0.
Man sieht nicht F' sondern die beiden partiellen Ableitungen.
Algorithmus 1.21 [Fiir die Losung einer exakten Dgl.]
1. Ldsungen sind F'(z(t),t) =c mit c € R.
2. Wenn mdglich, lése man x(t).

Das Problem bei exakten Differentialgleichungen ist, wie
man sie erkennt. Man bekommt sie selten in der Form wie
oben, sondern hat eine Gleichung wie

G (x(t),t) 2'(t) + H (x(t),) = 0. (1.3)

Lemma 1.22 (notwendige Bedingung fiir eine exakte Dgl.)
Nehme an, dass G und H stetig differenzierbar sind. Wenn
die Differentialgleichung exakt ist, dann gilt

) 0
G (at) = = H (x,1). (1.4)

Beweis. Es soll gelten

0 0
%F (x,t) = G (x,t) und aF(z,t) = H (x,t).

Sind die Funktionen G und H stetig differenzierbar, dann
folgt mit dem Vertauschungssatz von Schwarz, dass

2G (x,t) = gaﬁF(x t) = %H (x,1). (1.5)



1.3 Aufgaben

Ist das Gebiet einfach zusammenhéngend, dann kann man
zeigen, dass nicht nur notwendig sondern auch ausrei-
chend fiir die Exaktheit ist.

Ist diese Bedingung erfiillt, dann findet man F'(x, t) als eine
Stammfunktion von z — G(z,1):

F(z,t) = / " Gletde + C).

Die Funktion C findet man durch

% (/mG(g,t)d§> +C'(t) = H (2,1).

Wenn eine Differentialgleichung nicht exakt ist, kann man
versuchen, sie exakt zu machen, indem man sie mit einer ge-
schickt gewéhlten Funktion multipliziert. So eine geschickt ge-
wiéhlte Funktion nennt man integrierenden Faktor. Die Suche
nach einer solchen Funktion ohne zusétzliche Ideen ist oft hoff-
nungslos. Versucht man ndmlich fiir einen integrierenden
Faktor p (z,t) zu finden, dann soll nach gelten, dass

%(u (2,0) G (2,1)) = % (p (,0) H (2,1))

und das wird
pe G+ p Gy =py, H+p Hy.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung und das bringt
einen meistens ,,vom Regen in die Traufe®.
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1.3 Aufgaben

Aufgabe 1.9 Begriinden Sie, ob diese Differentialgleichung
x y(x)—i—e“os(y(x)) cos (y(z)) = x (ex cos(y(#)) gip (y(x)) — :1:) y'(x)

wohl oder nicht exakt ist.

Aufgabe 1.10 Berechnen Sie alle Léisungen der folgenden
Differentialgleichungen:

1. u'(t) = 2t u(t) + tmin (1, %),

Aufgabe 1.11 Klassifizieren Sie die folgenden Differential-
gleichungen:

a. 2'(t) = =t z(t), b (t)=u(t)+tut),
b. y'(t) = et y(t), d. v (s) = (24 v(s) +v(s)?) (1 + s?),
e.xy(z)=—y(x), fw(r)=(T+w(r)’.

Es gibt manchmal mehrere Mdéglichkeiten.
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Aufgabe 1.12 Wie weit schaffen Sie es, diese letzten Diffe-
rentialgleichungen explizit zu losen ohne wolframalpha?

Aufgabe 1.13 Man hort, dass wenn die Wachstumsrate R > 1
ist, die Anzahl zunimmt, und wenn R < 1 ist, die Anzahl
abnimmdt.

1. Welche Klasse von Funktionen {y.}.., wiirde zu diesem
R passen?
i. yo(t)=Re™  mit cel=R,
i, ye(t) = ce™ mit ¢ €I =RH,
iii. y.(t) = cet 8’ mit ce I =RY.

Begriinden Sie Ihre Antwort.

Woche 1, Einfiihrung

2. Geben Sie jeweils eine Differentialgleichung
y(t) = f (ty(t); R)

an, die die betreffende Klasse als Losungen hat.

Aufgabe 1.14 Sei m : R — R definiert durch

{5 furt <10,
m<t>_{2 fiir t > 10,

Berechnen Sie die Funktion u € C* (R\ {10}) N C° (R), die
diese Differentialgleichung

u' (1) = gu(t) (m(t) —u(t))
(aufer fiir t = 10) erfillt mit Anfangswert u(0) = .
Machen Sie eine Skizze dieser Lisung.
NB: C°(I) ist die Menge der auf I stetigen Funktionen.

C(I) ist die Menge der auf I stetig differenzierbaren Funk-
tionen.

'

Aufgabe 1.15 Wenn man die Differentialgleichung y'(t) =
y(t) (1 —y(t)?) bei wolframalpha eingibt, folgt als Antwort

0 JE——— ) p—

Sind dies fiir ¢; € R alle Losungen?

Aufgabe 1.16 Mathematica liefert fir u'(t) = \/t + u(t) mit
u(0) =0 die Losung

u(t) = (W(—e—é—l))2 oW (—e ) — 4 1.

Konnen Sie diese Lisung erkliren?



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 2

Erste Qualitative Uberlegungen

2.1 Erster Ordnung

Die expliziten Methoden der letzten Woche hatten alle Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung im Visier.

Definition 2.1 Die Ordnung einer Differentialgleichung ist
die Zahl der héchsten Ableitung.

Beispiel 2.2 Die Differentialgleichung x” = —c sign (z') hat
Ordnung 2. Wenn man jedoch v = ' setzt, dann findet man
die Dgl. v/ = —c sign (v) mit Ordnung 1.

Fiir Differentialgleichungen erster Ordnung gibt es einige
spezielle Methoden, um auf eine Idee zu kommen, wie die Lo-
sungen ausfallen. Viele Uberlegungen fangen an, indem man
versucht sich eine graphische Vorstellung zu machen.
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2.1.1 Richtungsfeld

Definition 2.3 Betrachten wir die allgemeine Differentialglei-
chung erster Ordnung:

y'(x) = f(z,y(z)) (2.1)

mit f eine Funktion von R C R? — R. Das Richtungsfeld
fiir diese Differentialgleichung ist definiert durch v : R — R?

mat
wn=(t )

Das Richtungsfeld ist ein Vektorfeld und dieses Vektorfeld
ist derartig, dass eine Losung der Differentialgleichung mit
y(xo) = yo an der Stelle 2 genau v (g, yo) als Tangentialrich-
tung hat. Anders gesagt: man kann eine Skizze einer Losung
anfertigen, indem man die Vektoren vom Vektorfeld verfolgt.
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Beispiel 2.4 Die Differentialgleichung

Y (x) = f(z,y(x)) fir f(zy) = : 1—+yg)?2y fy; :

kann man hdchstwahrscheinlich nicht mit einer expliziten For-

mel losen. Wenn man das Richtungsfeld anschaut, kann man

vermuten, dass die Losung mit y(0) = 1 ganz R als Exis-

tenzintervall hat und dass auflerdem gilt Em y(x) = 0 und
x — 0o

lim y(x) = 2. Eine Losung mit y(1) = —1 scheint eher ein

Tr—r00

FEzistenzintervall vom Typ (—oo,T') zu haben.

g /;4/ g
VILLIIEIZEI I
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Abbildung 2.1: Das Vektorfeld aus Beispiel . Aus praktischen
Griinden sind die Vektoren normalisiert, das heifst, statt v ist
v/ ||v]| eingezeichnet.

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen

Aufgabe 2.1 Wir betrachten 4 Differentialgleichungen, die
singuldr sind firt = 0:

a) y'(t) = “2 b) (1) =2 — vO,
o)y () =240 1 ) y(t) =1+ 29

1. Die zugehdrigen Vektorfelder stehen in Abbildung [2.9
Welches Vektorfeld gehort zu welcher Gleichung?

2. Alle 4 haben die Funktion y (t) =t als eine Losung mit
Anfangswert y(0) = 0. Fir welche Differentialgleichung
ist sie die eindeutige Lisung bei diesem Anfangswert? Be-
grinden Sie dies mit dem zugehorigen Vektorfeld.

3. Bestdtigen Sie Ihre letzte Antwort durch Berechnen.




2.1 Erster Ordnung
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Abbildung 2.2: Skizze zu Aufgabe der Vektorfelder v(z,y) =
(1, f(z,y)). Der Vektor ¥ gibt bei der Differentialgleichung y'(x) =
f(z,y(x)) die Tangenten der Lisungen an.

Aufgabe 2.2 Wir betrachten nochmals die DGL aus Aufgabe
(L7 )
‘) 2t
y(t) = ——.
2 +y (1)

Ohne Beweis diirfen Sie annehmen, dass alle Losungen R als
Ezistenzintervall haben. Die Funktion y(t) = t ist eine Lo-
sung. Zeigen Sie, dass fiir alle sonstigen Losungen y gilt:

1. All diese Lésungen sind strikt wachsend.

15

o

(a) Wenn |y(t)| > |t|, dann gilt y'(t) € (0,1).
(b) Wenn |y(t)| < |t|, dann gilt y'(t) € (1,2).

3. FEine solche Lisung schneidet die Gerade x(t) = t + ¢
héchstens zweimal.

4. Wenn eine solche Losungy die Gerade x (t) = t+c genau
einmal schneidet, dann gilt fir die Schnittstelle y (s) =
—s.

5. Fiir alle Losungen gilt limy o y/'(t) = 1.

6. Alle Losungen haben y(t) = t als schiefe Asymptote fiir
t — +o0.

2.1.2 Orthogonale Trajektorien

Differentialgleichung fiir eine Kurvenschar FEine Kurven-
schar in R? ist eine Familie von Kurverﬂ, die ein Gebiet
iiberdecken. So eine Kurvenschar ist zum Beispiel F =
{(z,y) € R*y = ca®},p, die Familie aller Parabeln mit Mi-
nimum/Maximum in (0,0) inklusive die z-Achse. Diese Kur-
venschar hat die besondere Eigenschaft, dass R*\ ({0} x R)
eindeutig iiberdeckt wird: durch jeden Punkt (z,y) mit x # 0
geht genau eine Kurve. In diesem Fall werden die Kurven pa-
rametrisiert durch

Y =Y.(r) mit x € R

!Eine Kurve in R? kann man auffassen als eine Abbildung k : I — R?,
mit [ ein Intervall in R und k eine stetige Funktion. Oft wird auch nur
die Bildmenge {k(t);t € I} als Kurve benannt.
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und y. : R — R ist definiert durch y.(x) = cz?. Schreibt man
dies als
ye()
72
dann sieht man, dass diese Kurven die folgende Differential-

gleichung erfiillen:
d
d (y@)\ _
dr \ 2?

Diese exakte Differentialgleichung kann man auch schreiben
als

:C7

Y@ )
oder als ’ ’
y'(z) = —y(v)

Orthogonale Kurvenschar Wenn man eine derartige Kur-
venschar hat, kann man sich fragen, ob es moglich ist, eine
zweite Kurvenschar zu finden, deren Kurven die aus der ers-
ten Familie senkrecht schneiden.

Sei nun die Kurvenschar gegeben durch

flz,y) =

Wenn man = — y(x) lokal so eine Kurve beschreiben lésst,
also f(x,y(z)) = ¢, dann folgt

0= (e )
- (@)

" (g_g) @y @) 22)

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen

Parametrisieren wir die senkrecht schneidenden Kurven durch
r — Y(z), dann gilt, wenn y = y(z) und y = Y (z) sich
schneiden in (z,y), dass

y(r) =y =Y(x)

( e ) | ( Vi) ) -0

Diese letzte Gleichung liefert ¢/(z) = YT—() und besagt, dass
die betreffenden Tangentialvektoren senkrecht aufeinander
stehen. Kombinieren wir die letzten 3 Gleichungen, so folgt

0= (gi) (2, Y (2)) + (%) (2, Y (2)) Yf(i)

oder anders geschrieben:

(%) (.Y (2)) Y'(x) = (%) (2, Y (2)).

Definition 2.5 Sei F = {(z,y); f (z,y) = c} . eine Kurven-
schar, die R? (oder einen Teil von R?) diberdeckt. Man nennt
die Kurvenschar G = {(z,y) 9 (2,y) = c}.cp die Familie der
orthogonalen Trajektorien zu F, wenn die Kurven aus G
die aus F senkrecht schneiden.

und

Beispiel 2.6 Wir suchen die orthogonalen Trajektorien
2 {(2,y) 5y = e} p

1. Man lose nach c:
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Die orthogonalen Trajektorien sind

{(z,9);* +x=c} 4.

Aufgabe 2.3 Wir suchen die orthogonalen Trajektorien zu
den Ellipsen {Ec} cp+. definiert durch

(z,y) € B. & 2y° + 2 = c.

Abbildung 2.3: F in Blau und G in Rot fir F = {y = cez‘”}
und G = {y2 +x= c}cGR. Siehe Beispiel .

2. Man nehme an, y = y(x) (oder x = xz(y)) und schreibe
die Differentialgleichung fiir diese Kurven:

d

0= —
dx

(y(x)e ) = y/(x)e 2 — 2y(x)e 2.

3. Man ersetze y(x) durch Y (z) und y'(x) durch —1/Y'(z):

—1 —2z —2z
0= Y’(a:)e —2Y (z)e ",
4. Man lost Aufgabe 2.4 Berechnen Sie die orthogonalen Trajektorien zu
2Y (2)Y'(x) = —1 den Kreisen { K.} cp (o), definiert durch
und findet (r,y) e K, & (y— )’ + 2% = &
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2.2 Losungen mit mehr Regularitit

Mit der Regularitit einer Funktion ist gemeint, wie oft sie
differenzierbar ist. Um Differentialgleichungen

Y (x) = f(2,y(x)) (2.3)

betrachten zu kénnen, bei denen f nicht unbedingt stetig sein
muss, haben wir Losungen definiert als stetige Funktionen, die
mit Ausnahme von isolierten Stellen differenzierbar sind und
die Differentialgleichung erfiillen.

Lemma 2.7 Fiir qilt folgendes:

o Wenn [ stetig ist, dann ist jede Losung y stetig differen-
zierbar.

e Sein € Nt. Wenn f stetige n-te Ableitungen hat, hat
jede Losung y stetige (n + 1)-te Ableitungen.

Beweis. Sei f stetig und y : (a,b) — R eine Losung. Nennen
wir die isolierten Ausnahmestellen A. Wenn (¢,d) N A = (),
dann ist x — f(x,y(z)) eine stetige Funktion als Zusam-
mensetzung stetiger Funktionen und ist = +— y/(z) stetig, das
heiflt, y ist stetig differenzierbar auf (¢, d).

Wenn a; € A dann gilt

- ylai +h) —yla)
() =1 .
yr(a:) = lim ?
Weil die Funktion y stetig ist auf [a;,a; + €] und differen-
zierbar in (a;, a; + ¢€), liefert der Mittelwertsatz, dass es £ €
(a;, a; + h) gibt mit

ylai +h) = y(a:)

- =y'(§) = [(&y(9)).

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen

Weil glim f&y(&)) = flai,y(a;)) gilt, existiert die rechte Ab-
—a;

leitung von y in a;. Ahnlich existiert auch die linke Ableitung
und weil sie gleich sind, existiert y'(a;) und es gilt sogar

?/(ai) = flas,y(a;)),

ein Widerspruch zu der Annahme, dass a; eine Ausnahmestel-
le war.

Die zweite Aussage folgt mit vollstdndiger Induktion nach
n. |

2.3 Aus autonom folgt monoton

Betrachten wir die allgemeine Differentialgleichung erster
Ordnung y'(z) = f (2, y(2)).

Definition 2.8 Die Differentialgleichung heifit auto-

nom, wenn f (z,y) unabhdngig von x ist, also

Lemma 2.9 Stickweise stetig differenzierbare Losunger?] ei-
ner autonomen Differentialgleichung erster Ordnung sind mo-
noton.

2Eine stetige Funktion & : [a,b] — R heiBt stiickweise stetig differen-
zierbar, wenn man [a, b] in endlich viele Teilintervalle aufteilen kann:

[a,b] = [a = ap,a1] U[ar,as] U--- U [ak, ag+1 = b]

und auf jedem dieser Teilintervalle [a;, a;11] gibt es eine stetige Funktion
g; mit g; = h' auf (a;,a;41).
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Abbildung 2.4: Wir zeigen, dass der Graph der Lisung einer au-
tonomen Differentialgleichung erster Ordnung so nicht sein kann.

Sei x — y(x) : (a,¢) — R eine nicht monotone Losung
von y'(z) = f(y(z)). Wenn man annimmt, dass y ein Ma-
ximum im Innern hat, sagen wir in b (es konnte auch ein
Minimum sein), dann ldsst Abbildung vermuten, dass es
Z. € (a,b) und z* € (b,c) gibt derart, dass y (z.) = y(z¥)
und 3/ (z,) > 0 > 3/ (z*). Der Widerspruch wiirde folgen aus
der Differentialgleichung:

0<y(z.) = f(ylz.)) = fylz") =y («7) <0.  (2.4)

Der Beweis ist leider etwas kompliziert, da die Differential-
gleichung nicht an jeder Stelle erfiillt sein muss und die Un-
gleichungen in ([2.4)) ja auch Gleichungen sein kénnten.

Beweis. Wir nehmen an, y hat ein Maximum in b innerhalb
von [. Bei einem Minimum kann man &hnlich argumentieren.
Es gibt a,b,c € I mit a < b < ¢ mit max (y(a),y(c)) < y(b).
1) Im ersten Schritt suchen wir zwei Stellen ag < ¢y mit
y(ag) = y(co). Wenn max (y(a),y(c)) = y(b) gilt, sind wir
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fertig. Also nehmen wir an, max (y(a),y(c)) < y(b). Wir be-
nutzen die Stetigkeit und den Zwischenwertsatz. Wenn y (a) <
y (¢), dann gibt es ag € (a,b) mit y (ap) = y (¢) und wir set-
zen ¢y = c¢. Wenn y (a) > y(c), dann gibt es ¢y € (b, ¢) mit
y (a) =y (co) und wir setzen ag = a.

2) Wir haben erlaubt, dass eine Losung isolierte Stellen hat,
an denen die Differentialgleichung nicht erfiillt ist. Wir wollen
solche Problemstellen vermeiden. Das heifit, statt

{(ao,b), (b,co)} mit y(ao) =y (co) <y (b) und
mit moglichen Problemstellen in (ag, b) U (b, ¢p),

suchen wir

{(as,bs), (b",¢")} mit y(a.) =y (c") <y (bs) =y (b*) und
ohne mogliche Problemstellen in (a., b.) U (b, ¢").

Weil [ag, o] beschrankt ist, kann das Paar {(ao,b), (b,co)}
hochstens endlich viele solche Problemstellen haben. Der Zwi-
schenwertsatz erlaubt es uns a; € (ag,b) und ¢; € (b,¢y) zu
finden derart, dass

y(a) +y(b)
R

Jetzt betrachten wir entweder das Paar {(ag, a1), (c1, co) } oder
{(a1,b), (b, c1)}. Mindestens eines der beiden enthilt eine sol-
che isolierte Stelle weniger. Die Werte von y am Rand dieser
Intervalle sind so wie gewiinscht. Dieses Aufteilen kénnen wir
so oft wiederholen, bis wir Intervalle (a.,b,) und (b*,c*) ge-
funden haben, die keine Stelle enthalten, an der y nicht diffe-
renzierbar ist. Die Konstruktion ist so, dass

y(a.) = y(c*) < y(bs) = y(0*)

y(ar) = y(c1) =
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noch erfiillt ist.
3) Der Mittelwertsatz ergibt ein z, € [a., b.| mit

y(b*) — y(a*)

- > 0.

Y () =
Benutzen wir wiederum den Zwischenwertsatz, um eine Lo-
sung von y(z,) = y(x*) mit * € [b*, ¢*] zu finden, und nehmen
wir das maximale z*. Es gibt ein grofites z*, denn sonst gébe
es eine wachsende Folge solcher Losungen z7 < 25 < --- < ¢*
und diese Folge wiirde konvergieren: z; 1 2%, < c*. Aus der
Stetigkeit von y wiirde y (%) = y (x,) folgen. Dann wére x%_
das groBte x* und dies ist ein Widerspruch. Weil man also x*
maximal nehmen kann und auch nimmt, gilt fiir > z*, dass
y(x) < y(x*), und so folgt

4) Die Differentialgleichung liefert

0 <y/(z.)=f(ylz.)) = f(y(=") =y (z") <0,
einen Widerspruch. [ ]

Beispiel 2.10 Betrachten wir die autonome Differentialglei-

chung

y'(1) =y(t) (1-y(t)).
Die Funktion f(y) =y (1 — y?) ist positiv fiiry € (—oo, —1)U
(0,1) und negativ firy € (—1,0)U(1,00). Das bedeutet, dass
Losungen mit Werten in (—oo, —1) U (0,1) steigen und mit
Werten in (—1,0) U (1,00) fallen. Siehe auch Abbildung [2.3

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen
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Abbildung 2.5: Bild zu Beispiel . Ein Versuch, die Funktion
y — f(y), das Richtungsfeld und einige Losungen t — y(t) von
y' = f(y) in einem Bild darzustellen.

Aufgabe 2.5 Begriinden Sie, dass fiir jede Losung von

Y (t) =1+ (6+y(t) —yt)?)
y(0) >0

gilt, dass lim;_, y (t) = 3. Hinweis: wenn fir eine differen-
zierbare Funktion y : R — R gilt, dass lim;_, y(t) = ¢,
dann gibt es eine Folge {t}, .y mit limy_ oty = oo and



2.4 Vergleich von Lésungen

2.4 Vergleich von Losungen

Wir haben einige Sorten Differentialgleichungen erster Ord-
nung gesehen, die explizite Losungsalgorithmen haben. Die
meisten kann man aber nicht explizit 16sen. Man kann aber
versuchen, nicht-explizit-losbare mit explizit-l16sbaren Diffe-
rentialgleichungen zu vergleichen.

Beispiel 2.11 Betrachten wir das Anfangswertproblem

{ a(t) =t + ()
z(0) = 0.

Die Differentialgleichung ist leider nicht losbar mit den ele-
mentaren Funktionen, denen man in Analysis 1 oder 2 begeg-
net ist. Man kann versuchen die Losung zu vergleichen mit

der Ldsung von
{ y'(t) =t

y(0) = 0.

Wenn eine Losung t — x(t) existiert, dann gilt t* < t* +x(t)?
und so auch y'(t) < 2/(t). Dann gilt auch

(z(t) = y(t)) = (x(0) — y(0))
= /0 (2'(s) —y'(s))ds >0 fiirt >0
und es folgt
x(t) > y(t) = ;t?

Es folgt (wenn x(1) existiert), dass x(1) > 3.
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Als ndachstes vergleichen wir mit

{ 2Z(t) =1+ 2(t)%
(1

2(1) = 3.
Fiirt > 1 und x(t) > z(t) gilt
e +xt)?>1+2(t)?

und es folgt o' (t) > 2/(t). Das wiirde bedeuten, dass x schnel-
ler wdchst als z und also auch, dass x > z erhalten bleibt.
Diese Schlussfolgerung scheint etwas von einem Zirkelschluss
zu haben.

In dem folgenden Satz betrachten wir die Anfangswertpro-
bleme

(1) = f(t,x(t)), y(t) = g(t.y(t)).
{ 2(0) = o, ‘md{ y(0) = vo. (25)

Theorem 2.12 Nehme an es gibt Losungen x,y : [0,a) — R
von , die stiickweise stetig differenzierbar sind. Seien f
und g derartig, dass es L > 0 gibt mit fir alle t € [0,a) und
&neRR:

ft,8) —g(t,n) > —LI[—n]. (2.6)

1. Wenn xq > 1o, dann gilt

z(t) > y(t) firt € [0,a).

2. Wenn xy > yo, dann gilt

x(t) > y(t) firte0,a).
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Bemerkung 2.12.1 Nimmt man & = n, dann liefert @,
dass f(t,&) > g(t,&) fir allet € [0,a) und £ € R.

Bemerkung 2.12.2 Schaut man den Beweis an, dann sieht
man, dass es reicht, wenn wir annehmen, dass f und g die
folgende Bedingung erfillen: Fiir jedes Intervall [—M, M] gibt
es Ly € R mat

f@t.&) —gtn) > —Lyl§—n|

fir alle t € [0,a) und &,n € [-M, M]. Auch wenn man nur
interessiert st an Losungen mit Werten im Intervall I, mit
o, Yo € I, und es gibt Ly € R mit

ft,8) —g(t,n) > =L |§ —n

fir alle t € [0,a) und &,n € I, dann gelten die Abschdtzung
in 1. und 2., wenn x(t),y(t) € I fir alle t € [0,a).

Beweis. Nehmen wir an zy > yo. Wenn x — y eine Nullstelle
in [0,a) hat, hat sie, weil = und y stetige Funktionen sind,
eine kleinste positive Nullstelle, die wir ¢y nennen werden. Fiir
t € [0,to] gilt, mit moglicher Ausnahme von isolierten Stellen,
dass

7(t) =y (1) = (£, x(t) — g(t, y(1))
> =L (x(t) —y(t))

und so auch

(e (1) — y(1)
= (1) — o/ (1)) + L (a(0) — (0)) 2 0

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen

Das liefert uns

el (z(to) — y(to)) — (zo — vo)

= [eLt (:E(t) - y(t)ﬂtzo

— /0 ' % (eLt (x(t) — y(t))) dt > 0.

An isolierten Stellen, wo x —y nicht differenzierbar ist, kommt
man mit Hilfe der Stetigkeit vorbei an einer solchen Stelle. Wir
finden

w(to) — y(to) = e~ (xo — y0) > 0,
einen Widerspruch.
Nun der Fall 2y = yo. Wenn es ¢, € [0,a) gibt mit z(t1) <

y(t1), dann gibt es ein Intervall [tg,t;] C [0, ¢1] mit x(¢o)
y(tp) und

x(t) < y(t) fir t € (to, 1] -

In diesem Intervall gilt

2(t) —y'(t) = f(t,x(t)) — g(t,y(t))
> =L (y(t) —=(t))

und so auch

(7 (=(t) — (1))
e M ((2'(t) —y'(t) — L(x(t) —y(t))) > 0.

| S



2.4 Vergleich von Lésungen

Das liefert uns

e M (x(ty) — y(t)
=e M (z(ty) — y(t1)) — e M (2(to) — y(to))

t1

= [e7™ (x(t) — y(t))}t:to

t1 d
— [ Gt a0 - vtz o
to
und wiederum einen Widerspruch. [ ]

Die Bedingung in (2.6 scheint vielleicht etwas miihsam.
Einen Hinweis, wie man so etwas beweist, liefert die folgende
Uberlegung:

ft.8) —glt.n) = f(t.8) = f(t,n) + f (t,n) — g(t,m). (2.7)

e Wenn f stetig differenzierbar ist, kann man wie folgt ab-

schétzen:
) - £t = LTI g
> =Ll —mnl,
wenn man
Ly= Jnax g—]yc (t,y)‘

setzt. Der Mittelwertsatz sagt aus: es gibt y € (£, 1) mit
LT 9y,
§—=1 Ay

e Die zweite Hélfte in (2.7) kann man direkt vergleichen, da
wir nur noch mit der gleichen Stelle (¢,7) zu tun haben
und f(t,n) > g(t,n). Man findet

f@#,8) —glt,n) = f(t,€) = f({t,n) = —Ls|&—nl.
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e Statt f differenzierbar reicht auch g differenzierbar. Dann
verwendet man statt (2.7)):

f(t,f) —g(tﬂ?) :f(t7€) _g(t>€)+g(t7§) _g<t777)
> =L, 1€ —nl.

Diese Beobachtungen fiihren zum folgenden Ergebnis:

Korollar 2.13 Nehme an, es gibt Lisungen z,y : [0,a) — R
von , die stickweise stetig differenzierbar sind. Wenn
entweder f oder g stetig differenzierbar ist und wenn aufSer-
dem gilt

f(t,n) > g(t,n) firt e 0,a) undn € R, (2.8)
dann folgt:

ro >y = x(t)>y(t) firallet e 0,a),
ro >yo = x(t) >y(t) fir allet €[0,a).

Bemerkung 2.13.1 Man kann dieses Ergebnis so beschreiben:
wenn rechte Seiten und Anfangswerte die gleiche Anordnung
haben, dann bleibt diese Anordnung erhalten bei den betref-
fenden Losungen.

Bemerkung 2.13.2 Auch hier trifft Bemerkung 2.
Man braucht (2.8) nur fir solche n, der als Wert x(t) oder
y(t) in betracht kommt.

Man kann dieses Korollar verwenden, um das Beispiel 2.17]
ohne Zirkelschluss weiterzufiihren.
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Aufgabe 2.6 Wir mdchten das maximale Fxistenzintervall
(T_,TY) von einer Losung zu

{ W/ (t) = sin(t) + ¢ u(t)?,
u(0) =

Y

abschdtzen.

1. Zeigen Sie, dass T € [ 0,4/1+ (%71')2)

Hinweis: Vergleichen Sie mit

2. Zeigen Sie auch, dassT_ € (% ) Hinwezs:
u(t)

Welches Anfangswertproblem erfiillt =u(

3. Begrinden Sie, dass @ (t) =

u(t). Hinweis: Welche Diffe-
rentialgleichung erfillt u?

Nur die Ausarbeitung von 1. ist gefragt.

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen




2.5 Eindeutigkeit

2.5 Eindeutigkeit

Wenn man mit Hilfe eines Modells eine Voraussage machen
mochte, und das Modell ist eine Differentialgleichung, dann
ist ein solches Modell nur hilfreich, wenn das bei einem festen
Anfangswert eine eindeutige Losung liefert.

Diese Differentialgleichung ist trennbar und man findet y(t) =
0 oder

/
t
v _
Vy(t)
Diese letzte Moglichkeit liefert
3 ‘
SO =t -

und

Wir finden als Losungen:

B 0 firt <c
y(t) = { (% (t — c))g/2 fiirt > ¢, (2.9)
y(t) =0 firt e R,

B 0 firt <c
y(t) = { —(3(t— c))3/2 firt > c, (2.10)
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Man findet mehrere Lisungen fiir das Anfangswertproblem

y'(t) = Vyt),
{ J(0) 20 (2.11)

denn nicht nur y(t) = 0 sondern auch fir jedes ¢ > 0 ist y in
und eine Ldsung.

() = (5t)

3
2

y(t) = (3 max(t — 1,0))

200

150

100
05" /
: L L L L L L L L L L L 1 L n n L n n n fl Il L L L L Il

—05[

~10

3
2

-15 i y(t) = — (3 max(t — 2.2,0))
Abbildung 2.6: Skizzen zu einigen Ldsungen des Anfangswertpro-

blems .

Ein Problem, das mehrere Ldsungen bietet, ist ,physika-
lisch” nicht gewiinscht und bedeutet meistens, dass das Modell
nicht das richtige ist. Das liegt dann jedoch aufSerhalb der Ma-
thematik.

Eine direkte Folge von Theorem fiir

y(0) =yo
ist folgendes Ergebnis:
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Korollar 2.15 (Eindeutigkeit) Sei f stetig und derart, dass es
fur jedes M € R ein L gibt mit

’f(t7€) - f (tﬂ?)\ < L ’5 - 77‘ (2'13)

fir alle t € [0,a) und §,n € [—M, M]. Dann hat das Anfangs-
wertproblem héchstens eine Lisung y : [0,a] — R.

Beweis. Wenn es zwei verschiedene Losungen gibt, nennen wir
sie y; und y, mit y;1(0) = y2(0), dann gilt auch y;(0) > y-(0)
und es folgt aus Theorem[2.12] dass y1(t) > yo(¢) fiir t € [0, a).
Weil auch y,(0) > y;(0) gilt, folgt ebenso, dass y2(t) > y1(t)
fiir t € [0,a). Also hat man y;(t) = yo(t) fiir t € [0,a) und es
gibt hochstens eine Losung. ]

Kriterium 2.16 Hadamard nannte ein Problem wohldefi-
niert, wenn es die folgenden Bedingungen erfillt:

e FEs hat mindestens eine Lisung (Existenz).
e FEs hat hochstens eine Lisung (Eindeutigkeit).

e Wenn man das Problem ein wenig stort, wird sich die
Lésung auch nur ein wenig dndern (Stetige Abhdngig-
keit der Parameter).

In diesem Licht ist das letzte Korollar ein sehr wichtiges
Ergebnis: Wir haben ein Kriterium, das die Eindeutigkeit ga-
rantiert. Wenn wir die Existenz bewiesen haben, konnen wir
sogar die stetige Abhéngigkeit der Anfangswerte folgern.

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen

Korollar 2.17 (Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte) Sei
f :]0,a] x R — R stetig und derart, dass es ein L gibt mit
fir alle t € [0,a] und &,n € R

1f () — ftn)] < LIE—n|. (2.14)

Seien y1,y2 : [0,a] = R Lisungen von mit Anfangswer-
ten Y1.0,Y2.0 € R. Dann folgt

ly1(t) — ya(t)| < €™ |yr0 — yoo| fiirt € [0,a]. (2.15)

Bemerkung 2.17.1 Die Bedingung in heift: f [0, a] x
R — R ist gleichmdf$ig Lipschitz-stetig in der zweiten Varia-
blen.

Bemerkung 2.17.2 Man kann das Korollar noch schérfer for-
mulieren, wenn es, wie in Korollar fir alle t € [0,al
und §,n € [=M,M] ein L gibt derart, dass erfillt
i1st. Die Folgerung muss dann angepasst werden: qilt
nur bis y1(t), yo(t) € [—M, M| und dies ist garantiert, wenn
eyl < M und e™ |ys 0| < M.

Beweis. Aus (2.14]) folgt fiir £ > 7, dass

@8 = f(tn) = L(€—=n) <LIE—n]—L(E—-n)=0.
(2.16)
Seien y; und y, zwei Losungen mit y;(0) > y2(0), dann folgt
wegen der Eindeutigkeit aus y;(0) > y2(0), dass y1(t) > ya(t)



2.6 Aufgaben

fir t € [0, a]. Man findet mit (2.16]), dass
e (ya(t) — 1(t)) — (4a(0) — 1(0))
t

:/O di(e“ (Ya(s) — wu(s))) ds

und es gilt

0 <wyi(t) — y2(t) < €™ (ya(0) — y(0)) = " (Yo — Yb0) -

Dies impliziert (2.15)). Fiir y;(0) < y2(0) vertausche man 1,
und y», und auch da folgt (2.15)). [ ]

2.6 Aufgaben
Aufgabe 2.7 Beantworten Sie fiir das Anfangswertproblem

{ y'(x) = f(z,y(x)) firzcR,
y(0) =0,

mit f wie unten angegeben, die folgenden Fragen:

o Gibt es Ly € RT mit |f (x,&) — f(x,n)] < Ly | —n
fir alle x,&,n € [—M, M]?

e Hat das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung auf
[07 T+) ?

Wir nehmen fir f die folgenden Funktionen:
L f(,y) = (y +siny),
2. f (z,y) =¥y,

3. f(x,y) =yhlyl.
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Aufgabe 2.8 Zeigen Sie, dass

{ W(t) = —t¥ut) firteR,

u(0) =0,

genau eine Losung hat, obwohl die Lipschitz-Bedingung nicht
erfillt ist.

Aufgabe 2.9 Wahr oder unwahr:

1. y (t) =t ist die eindeutige Losung von

{ y(t) =1+ ylt)—t firteR,

y(0) = 0.
2. y(t)=1—e"" ist die eindeutige Lisung von

{ y'(t) =1 —y(t)| firteR,
y(0) = 0.

3. y(t)=1—e""ist die eindeutige Lisung von

{ y'(t) =2 — |1 +y(t)| firtcR,
y(0) = 0.

Woche 2, Erste Qualitative Uberlegungen



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 3

Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

3.1 Gleichungen hoherer Ordnung als
Systeme erster Ordnung

Wir haben Bekanntschaft gemacht mit gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung. Der néchste Schritt wére,
ein etwas breiteres Spektrum zu betrachten. Man kénnte sich
statt mit erster Ordnung mit héherer Ordnung beschéftigen
oder mit Systemen von Differentialgleichungen. Eine Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung wére

y "M () =g (ty(t),y' (), ...,y V() (3.1)

Ein System von n gewthnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung sieht wie folgt aus:

le(t) fi(t,z1(t), z2(t), ..., 2, (1))
1‘2'(15) _ f2 (tv ml(t)7 xQ:(t)a s ,l’n(t)) (32)
(1) fo (21 (), (1), o, (1))
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Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung kann man umfor-
men in ein System erster Ordnung. Setze y = x1, ' = x5 bis
y"~Y) = x,,. Die Differentialgleichung in (3.1)) &ndert sich in

' (t) (t)

5 (t) 3(t)
: = : . (33)

1 (t) (1)

2 (1) g (t,2r(E),a(t), (1))

Es ist also kein Verlust der Allgemeinheit, wenn wir uns auf
Systeme erster Ordnung konzentrieren. Wir koénnen solche
Systeme schreiben als:

7(t) = F (t,Z(t)) .
Ein Anfangswertproblem fiir ein solches System ist dann

{ 7(t) = )ﬁ iuf(t)), (3.4)

Z(ty) = Zo.
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Wenn F n Komponenten hat, hat auch  n Komponenten und
der Anfangswert ¥y ist durch n Werte festgelegt. Wir werden
noch zeigen, dass ein solches Anfangswertproblem, mit F eine
geniigend nette Funktion, fiir jedes 7y € R" genau eine Losung
hat.

Definition 3.1 Wir nennen  : (a,b) — R™ eine Léisung von

, wenn folgendes erfillt ist:

2. Die Funktion t — Z(t) ist stetig auf (a,b) und
t — Z(t) ist differenzierbar auf (a,b) mit Ausnahme von
isolierten Stellen {t;}.

3. die Gleichung T'(t) = F (¢, Z(t)) ist erfillt auf (a,b)\{t;}.

Fir t — Z(t) stetig auf (a,b) schreibt man & € C (a,b).
Man schreibt # € C'(a,b), wenn die Funktion ¢ ~— Z(t)
differenzierbar ist auf (a,b) und die Ableitung stetig ist:
¥ € C(a,b). Wenn y = x; wie in (3.3)) ist, bedeutet das,
dass y € C" ! (a,b) gilt und dass 5"~V differenzierbar ist mit
Ausnahme von isolierten Stellen.

Aufgabe 3.1 Schreiben Sie y'(x) = sin(y(z)) als System ers-
ter Ordnung. Schreiben Sie u/'(t) = wu(t) + v(t), V'(t) =
sin(u(t)) als eine Gleichung zweiter Ordnung fir uw. Geht das
Letzte auch fir u'(t) = u(t) +sin(v(t)), v'(t) = sin(u(t))?

Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

3.2 Lineare Gleichungen und Systeme

Ein Operator L auf einem realen Vektorraum V' nennt man
linear, wenn fiir alle v; € V und ¢; € R gilt

L (01U1 + CQUQ) = ClLl)l + CQLUQ. (35)

Definition 3.2 FEine Differentialgleichung n-ter Ordnung der
Form

(1) = ar (e (1) + ax(0)2" 28 + ...
T aua (D2 () + an()a(t) + £(1)

nennt man linear.

e Wenn alle a; konstant sind, dann sagt man ‘mat kon-
stanten Koeffizienten’.

o Wenn f = 0, dann nennt man diese lineare Gleichung

homogen oder reduziert.

Definition 3.3 Ein System Differentialgleichungen erster
Ordnung der Form

() = A(t) #(t) + f¢) (3.6)
mit A: I CR — M™"™(R) (die n x n Matrizen) und f : I C

R — R", nennt man linear.

e Wenn A eine konstante Matrix ist, dann sagt man ‘mit
konstanten Koeffizienten’.

o Wenn f =0, dann nennt man dieses System homogen
oder reduziert.



3.3 Eindeutigkeit fiir lineare Systeme

Schreibt man das lineare System in (3.6]) wie folgt,

8 —
At = f(t :
(5 - 40) 70 = flo, (37)
dann sieht man den Zusammenhang mit linearen Operatoren.

Bemerkung 3.3.1 Wenn es aus dem Kontext klar ist, dass
man mit mehreren Komponenten zu tun hat, kann man das
Vektorzeichen weglassen.

Aus der linearen Struktur folgt sofort das folgende Ergebnis.

Lemma 3.4 Seien t — x(t) und t — y(t) Losungen von

2'(t) = A(t) x(t) + f(t) und o (t) = A(t) y(t) + g(t),

dann ist t — z(t) := c1x(t) + c2y(t) eine Losung von
Z(t) = A(t) 2(t) + i f(t) + c29(1).
Beweis. Man hat sofort:

2 (1) = 12 (t) + cay'(t)
= c1 (A(t) =(t) + [ (1) + c2 (AQR) y(t) + 9(1))
A(t) (cr(t) + cay(t)) + 1 f(t) + c2g(t)
A(t) 2(8) + erf(t) + cag(t).
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3.3 Eindeutigkeit fiir lineare Systeme

Lemma 3.5 (Eindeutigkeit) Wenn A(t) € M"™™(R) be-
schrdankt ist, hat das Anfangswertproblem

{ a'(t) = A(t) x(t) + f(t)
x(0) =z

fiir jedes xy € R™ hdchstens eine stiickweise stetig differen-
zierbare Losung.

Bemerkung 3.5.1 Losungen haben wir definiert als stetige
Funktionen, welche mit Ausnahme von isolierten Stellen, dif-
ferenzierbar sind und die Differentialgleichung erfillen. Wenn
f und A stiickweise stetid| sind, dann folgt aus der Gleichung,
dass auch ' stickweise stetig ist mit maoglicher Ausnahme
von isolierten Stellen. Genauer gesagt, wenn A, f und x in
einer Umgebung von ty stetig sind, ist auch x' stetig in die-
ser Umgebung; wenn ty so eine isolierte Ausnahmestelle ist,
existieren immer noch die einseitigen Ableitungen: Durch den
Mittelwertsatz gibt es &;, € (to, to + h) mit

x(to + h]z — x(to) =a2'(&,) = A(&),) (&) + f(&)-

'Eine Funktion f : [a,b] — R nennt man stiickweise stetig, wenn man
[a, b] in endlich viele Teilintervalle aufteilen kann:

[a,b] = [a = ap,a1] U [ay,as]U--- U [ag, ag+1 = b]

und auf jedem dieser Teilintervalle [a;, a;11] gibt es eine stetige Funktion
g; mit g; = f auf (a;, a;41).
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Weil limg ;) A(€) und limg ., f(§) existieren, folgt

, . w(to+h) —a(to)
7,(to) = 1im >

= lim (A(§,) ©(&,) + f(&1))

h10

= lim (A(£) z(€) + f(€))

£l0

und limg o (A(€) z(€) + f(€)) ewistiert. Ahnlich existiert auch
die linke Ableitung. Es folgt, dass x stiickweise stetig differen-
zierbar ist.

Beweis. Seien ¢t — x(t) und t — y(t) zwei verschiede-
ne Losungen auf dem Existenzintervall [a,b] > 0. Dann ist
s(t) == ||x(t) — y(t)||> eine zahlenwertige Funktion auf [a, b].
Die Beschrénkheit von A(t) € M™*"(R), liefert ein M € R*
derart, dass

£ A(H)E < M ||| fiir alle € € R™.
Mit Ausnahme von isolierten Stellen gilt dann:

() = 2((t) — y(0)) - (@'(6) /(1))
=2 (a(t) — y(1)) - A(t) (w(t) — (1)
< 2M [la(t) — y(0)|* = 2M s(t).

Wir finden

9/ _omn —oMt
a(e s(t))fe (s'(t) —2Ms(t)) <0

und fiir b >ty > t; > a folgt

6—2Mt23<t2) _ 672Mt18(t1) _ / 2 % (€,2Mt (t )) dt <0, (3.8)

t1

Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

wenn zwischen £, und ¢, keine isolierten Problemstellen liegen.
An solchen Problemstellen kommt man mit der Stetigkeit von
t — s(t) vorbef] und es folgt, dass sogar fiir alle t =
to > 0 und t; = 0 gilt:

e PMig(t) = e 2Mis(t) — e 2M05(0) < 0.

Weil s eine nicht-negative Funktion ist, folgt s(t) = 0 fiir alle
t € [0,b]. Ein dhnliches Ergebnis kann man fiir ¢ < 0 ableiten.
Es gilt also, dass ||z(t) — y(t)|| = 0, ein Widerspruch. n

Aufgabe 3.2 Zeigen Sie, dass die Funktion

2t —t° — 4
() = ( —t2+t3+1)

eine Lésung ist von

tf@:(i‘f>x@+(g>. (3.9)

Geben Sie alle Lisungen von .

2Sei x stetig und stiickweise stetig differenzierbar auf [a,b]. Nehme
an, nur in ¢ € (a,b) existiert die Ableitung nicht. Dann gilt

x()—z(a)=2(c) —z(a)+2(b) —x(c)
:lgiﬁ)lx(c—e)—x(a)—i—x(b)—leig)lx(c—}-s)

c—€

b
= lim 2 (s)ds + lim/ 2’ (s)ds
el0 Jqu el0 cte

/acg;’(s)der/cbx’(s)ds.

In der letzten Zeile stehen eigentlich zwei uneigentliche Riemann-
Integrale.
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3.4 Formelle Losungen linearer Systeme
mit konstanten Koeffizienten

Gemeint sind Systeme der folgenden Art:

) =AZ) + f(t). (3.10)
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Hier ist A eine Matrix mit konstanten Koeffizienten a;; € R

(oder C):

11 A1z - Qin

Q21 Q22 -+  Q2n
A=

Anp1 Ap2 - Ann

Die Funktion f ist vektorwertig:
f:ICcR—R"

Auch hier kann man sogar f : I C R — C” erlauben.

3.4.1 Das reduzierte oder homogene Problem

Fiir (3.10) hat das reduzierte Problem die folgende Gestalt:

7(t) = A Z(t), (3.11)
Die Gleichung ({3.11)) sieht sehr dhnlich aus wie
2'(t) = a x(t)

und lésst sich sogar dhnlich mit der Exponentialfunktion 16-
sen.

Wir erinnern nochmal daran, dass die Exponentialfunktion
als eine Potenzreihe definiert ist:

[eS) k
. y4
k=0

und dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius oo hat. Au-
Berdem gilt innerhalb des Konvergenzradius, dass Potenzrei-
hen differenzierbar sind, und dann sogar gilt, dass

[o.¢] ! o0 o0
(Z ckzk> = Z (ckzk)/ = Z cpk2F L.
k=0 k=1

k=0
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Statt in (3.12) z € C, kénnte man auch z € M™*"(R) nehmen.
Sogar komplexwertige Koeffizienten kann man zulassen.

Definition 3.6 Sei A € M"*"(C). Man definiert
= 1
exp(A) =Y — A", (3.13)

Bemerkung 3.6.1 Statt exp(A) schreibt man auch e?.

Lemma 3.7 Fir alle A € M™"(C) konvergiert

‘
lim Z %Ak in M™"(C).

{—00

Oder anders gesagt: exp(A) in ist wohldefiniert.

Bemerkung 3.7.1 Kennt man die Matriznorm, dann
zetgt man das Ergebnis direkt aus der Konvergenz wvon

k
2o w 1AI%

Beweis Wir miissen zeigen, dass jede Komponente

< k=0 & Ak), konvergiert fiir ¢ — co. Setzen wir

m = max {|A4;;];1 <i,7 <n}.
Dann gilt fiir den ¢, j-Eintrag von %Ak, dass
k
m m .« .. m

<
N oo T k!

]
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Weil die Reihe

k=0

konvergiert, ndmlich nach %em", ergibt das Majorantenkrite-

rium, dass auch
o0
Ak)
|
k=0 (k i.j

(absolut) konvergiert. [

Lemma 3.8 Sei A € M™"™(R) und zo € R™. Dann hat das
Anfangswertproblem

{ ’(((;f)) ()furtER . (3.14)

genau eine Liosung, namlich die Funktion x : R — R" mit
x(t) = exp (At) z.

Beweis. Durch Lemma wissen wir, dass jede Komponen-
te von exp (At) Konvergenzradius oo hat. Auch wissen wir,
dass man innerhalb des Konvergenzradius die Folge von Sum-
me und Ableitung dndern darf, ohne dass sich das Ergebnis
andert. Das heifit:

(exp (At) zo)' = (Z 7 (Af) x0> :i <% (At)kxo)/

k=0

> an
Z k_ g — A Z EAZtg."EO = Aexp (At) ZTo
k=1 =0
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Weil folgendes gihﬂ

(exp (At) z9),_y = eC xo = I ¢ = w0,
finden wir, dass z(t) := ez, eine Losung ist von (3.14)).
Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma [3.5] [

3.4.2 [Einige Eigenschaften des Exponenten einer
Matrix

Wir haben fir A € M™"(C) und ¢t € R die Matrix exp (tA)
definiert:

= (tA)”
exp(tA):Z(k|) =T+ tA+ P4 + P A +
k=0

Einige Eigenschaften sind die folgenden:
Lemma 3.9 Seien A, B € M"*"(C). Es gilt

1. exp(0A) = I.

2. exp (tA)exp (sA) = exp ((t + s) A) fir alle s,t € R.

SHier ist I € M™ ™ (R) die Identititsmatrix und O € M™*"(R) die
Nullmatrix:

1 0 0 0 0 0
0o 1 . 0 0

I = L . und O = ]
. .. .. 0 : 0
0 0 1 0 0 O
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3. 2 exp (tA) = Aexp (tA) = exp (tA) A fir alle t € R.

4. AB = BA & exp (tA)exp (tB) = exp(t(A+ B)) fir
allet € R.

Die ersten 3 Behauptungen beweist man genau so, wie man
bei Analysis 1 die Eigenschaften der Funktion ¢ — exp(t)
bewiesen hat. Die letzte Figenschaft folgt in der Richtung
= so wie man bei Analysis 1 mit der Potenzreihendarstel-
lung exp(t + s) = exp(t) exp(s) bewiesen hat. Im dem Beweis
braucht man, dass st = ts. Die Riickrichtung wird in der
néchsten Aufgabe gemacht.

Aufgabe 3.3 1. Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der Ab-
leitung, dass

(exp (tA) exp (tB))
=exp (tA) Aexp (tB) + exp (tA) exp (tB) B.
2. Kann man dies vereinfachen zu

(exp (tA) exp (tB)) = exp (tA)exp (tB) (A + B)?

3. Berechnen Sie (exp (tA)exp (tB))" und nehmen Sie t =
0.

Berechnen Sie (exp (t (A + B)))" und nehmen Sie t = 0.

AR

Vergleichen Sie die beiden letzten Ergebnisse und begriin-
den Sie damit die Riickrichtung beim letzten Punkt im
Lemma.
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3.4.3 Das allgemeine Problem

Wir kommen zuriick auf , bei dem man auch eine rechte
Seite f : I C R — R™ zulésst. Dieses System kann man (fast)
genau so losen wie eine gewohnliche lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung.

Theorem 3.10 Sei f : [a,b] — R" eine stetige Funktion, A €

Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

M™"™(R) und zo € R™. Dann hat das Anfangswertproblem

{ a'(t) = Az(t) + f(t) firt € [a,b] (3.15)

z(a) = xg

genau eine Losung x : [a,b] — R™, ndmlich
t
z(t) = eV + / eAt) £(5)ds. (3.16)

Bemerkung 3.10.1 Das Integral tiber eine Vektorfunktion ist
definiert als Vektor von den Integralen der einzelnen Kompo-
nenten. Also fir g : [a,b] — R™ mit integrierbaren Kompo-
nenten g;, 1 =1,...,n

Ji n(s)ds
b g2(s)ds

/a b gs)ds = Ja

fab gn(s)ds
Auf der rechten Seite von steht solch ein Integral.

Bemerkung 3.10.2 Das Definitionsgebiet |a,b] von f wird als
Definitionsgebiet fir x ibernommen. Wenn f : R — R ste-
tig ist, dann findet man fir die Differentialgleichung x'(t) =
Az(t) + f(t) die Losungen x : R — R mit

t
z(t) = eV +/ A9 £(s5)ds. (3.17)

Dabei ist xy € R™ beliebig zu wdihlen. Die Tatsache, dass das
Definitionsgebiet tibernommen wird, kann man so allgemein
nur bei linearen Gleichungen annehmen.
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Beweis. Man kann die Differentialgleichung in (3.15)) mit Hilfe
von Lemma [3.9]3,

ge—At — _Ae—At — —€_AtA,
ot

umschreiben nach:

0, _m At —At
5 (e Ma(t)) = e Ma!(t) — AeMu(t)
= e M (2 (1) — Ax(t)) = e M f (1),

Durch Integration bekommen wir

e Ma(t) — e 92(0) = /Ot % (e Mx(s)) ds = /t e~ f(s)ds

0
und mit 4% = I aus Lemma [3.91 und z(0) = x folgt

e Ma(t) =z + / e f(s)ds

0

und mit etfe4% = A% aus Lemma [3.9)2, dass

t
z(t) = eMe Ma(t) = ey + eAt/ e f(s)ds
0

t
= el +/ e f(s)ds.
0

Man kann auch direkt kontrollieren, dass diese Formel eine
Losung liefert. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma [3.5] ]
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3.5 Berechnung des Exponenten einer
Matrix

Beispiel 3.11 Wir mdchten den Ezponenten der Matriz

1 2
3 4
berechnen. Man st faul und fragt Maple oder Mathematica.

Bevor man die letzte Taste loslisst, bekommt man schon die
Antwort:

(3 1))

114+/33 —¥33=5; | 11-./33 V33+5, 2/33 V3345,  9./33 _ V/33-5,
» € 2 tTgpoe

2
V33, 50y /33— 335y 1133 Y330 | 114VB3 YISy
i © i © 2

Direkt von Hand so ein Ergebnis zu berechnen ist keine be-
sonders erfreuliche Sache. Man soll jedoch als (zukiinftiger)
Mathematiker wissen, wie man es berechnen kann, beziehungs-
weise wieso der Rechner das so einfach schafft.

Aufgabe 3.4 Berechnen Sie fir exp (tA) fir

-(30)

direkt mit der Definition exp (tA) = > 72, %Ak.
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3. Fir eine Diagonalmatriz gilt:
AN O - 0
a=| 0 '
’ 0
0 0 A\
Y
eMt 0 0
0 et
oA —
............................................................ 0
Das direkte Rechnen fiihrt leider nur selten zu einer expli- 0 - 0 M
ziten Formel. Stattdessen finden Sie anschliefend einige Er- . _
gebnisse, die helfen kénnen. 4. Fiir einen Jordanblock gilt:
A1 0 -0
Lemma 3.12 Sei A € M™"(C) und t € R. 0 A 1 :
a— | . 0
1. Fir eine Ahnlichkeitstransformation BT € M™™(C) : oA
mat T invertierbar gilt: o -+ -+ 0 A
1 1 ¢
A=TBT " = exp(tA) =Texp(tB)T M geM LM . (n_ll)!tn—le)\t
0 M teM : :
2. Fiir eine Blockmatriz A, mit B € M"*(C) und C € et = S %tze/\t (3.18)
M(nik)x(nik)(c) gilt: et teM
0 0 eM

= (50 e (7 0 )
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Beweis.
1. Man findet sofort

e}

1
exp (tA) = exp (t{T BT~ E (trBT

k=0
1
=T ( o (tB)k> T'=Texp(tB)T™".
k=0

2. Auch hier
exp (tA)

- <( o)-zul(o2)

> 1 thk o) [ exp(tB) @)
Pt tkCk ) @) exp (tC) )~

3. Das Ergebnis folgt als wiederholte Anwendung von 2.
4. Wir schreiben

;E?

0o 1 0 0
0 0 :
E=1: "~ . =0
: 0 1
0 -«- -« 0 0

und finden so A = A + E. Weil A\IE = A\E = EMI, das
heiBt, A und E kommutieren, folgt mit Lemma|[3.9] dass

exp (tA) = exp (tAl +LE) =
exp (tAI) exp (tE) = e exp (tE). (3.19)
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Weil E nilpotent ist (die Linie mit 1 schiebt sich jedesmal
nach rechts in £?, E? usw.) und E" = O, gilt

=1
exp (tE) = Z o (tE)"
k=0
t2 ) tn_l )
=]+tE+—F e E™ O
+ + 5 + + (n — 1>! +
1 1 n—
1t 5t - it 1
0 1 t :
— : %t2
: t
0 v e 0 1

und kombiniert man mit (3.19)), folgt so das gewiinschte
Ergebnis. u
Ohne Beweis werden wir ein Ergebnis aus der Linearen Al-
gebra verwenden, nédmlich dass jede Matrix einer Jordan-Ma-
trix dhnlich ist. Eine Jordan-Matrix ist wie folgt definiert:

Definition 3.13 Eine Matriz J € M™*"(C) ist eine Jordan-
Matrix, wenn sie wie folgt aus Blocken zusammengesetzt ist:

B, O O -+ ... O
O By O :
O O Bs
J=1 . :
By O
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mait

0
: D V|
0 -+ - 0 M\

1

Jede Matrix ist dhnlich einer Jordan-Matrix heif3t:

Theorem 3.14 (Camille Jordan) Fir jede A € M"™*"(C) gibt
es eine invertierbare Matriz T € M™"(C) und eine Jordan-
Matriz J € M™™(C) derart, dass

A=TJT "

Abbildung 3.1: Marie Ennemond Camille Jordan

Einen Beweis sollte man in der Vorlesung Lineare Algebra
bekommen. Die Skalare );, die in J erscheinen, sind die Ei-
genwerte von A.
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e Die algebraische Vielfachheit von \;, das heifit die Viel-

fachkeit von \; als Nullstelle vom Polynom det (A — AI),
liest man ab in J als die Anzahl der \; auf der Diagonalen
von J.

e Die geometrische Vielfachheit von J\; ist die Dimension
vom Eigenraum

dim {¢ € C"; Ap = \;j¢} ,

diese findet man wieder als die Anzahl der Jordan-Blocke
Bj mit \; auf der Diagonalen.

e Wenn die geometrische Vielfachheit von \; echt kleiner
ist als die algebraische, dann gibt es mindestens einen
generalisierten Eigenvektor der ersten Ordnung;:

— ¢ € C" ist ein generalisierter Eigenvektor der k-ten
Ordnung fiir A beim Eigenwert \;, wenn

(A= XD ¢ =0und (A—NI)" ¢ #0.

— wenn ¢ € C" ein generalisierter Eigenvektor der
k-ten Ordnung beim FEigenwert \; ist , dann ist
(A — N\1) ¢ ein generalisierter Eigenvektor der (k —
1)-ten Ordnung beim Eigenwert \;. Eigenvektoren
soll man auffassen als generalisierter Eigenvektor der
0-ten Ordnung.

e Jede Matrix hat eine Basis aus Eigenvektoren und gene-
ralisierten Eigenvektoren.
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Wenn man eine Zerlegung der Form A = T'JT ! gefunden
hat, dann kann man mit Hilfe von Lemma exp(tA) =
T exp(tJ)T ! berechnen.

1 1
-1 1

1—A 1
det( 1 1_)\)—0,
das heift \* —2X\ + 2 = 0, die Eigenwerte \y = 1 — i und
Ao = 1+1i. Zwei dazugehdrende Figenvektoren sind:

= () mon=(1)
Es folgt
I 1y 1 1 1—7 0
(L)=Ch )0 )

und
1 1 1=t 0
exp (tA) = ( —i i ) ( 0 e(1Fi)t
B elcost elsint
~\ —elsint elcost )

Beispiel 3.16 Fir A = ( _aﬂ g ) kann man auch verwen-
den, dass A = ol + SE mit

1 0 0 1
[—(0 1)undE—(_1 0).

Beispiel 3.15 Fiir A = ( ) findet man durch

N[O | —

| N[ =
NI .
~.

NN | =

I N[ —=
NI— .
~.
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Weil IE = EI gilt, folgt
exp ((al + BE)t) = exp (alt) exp (BEY)

und mit B> = —I, F?> = —F und E* = I findet man

2 4 3 5
1-S4+5—... s—54+5—...
exp (sE) = SR I
—S—g‘i‘g—... 1—54—1—..

(Cnlme.
Zusammen, folgt
o= (5 o ) (T i)

[ e®cos(Bt) e sin(ft)
N ( —e“sin (Bt) e cos (St) ) '

Beispiel 3.17 Fiir die Matrix, die wir in Beispiel ange-
schaut haben, hat man

1 2

3 4

1 1 5—/33 0 V3311 _ 2v/33
_ 2 22 33
- ( 3—/33 3+21/§ ) 0 5+1/33 11-v33 233

4 2 22 33

und es folgt das Ergebnis von vorhin durch
; 1 2
exp 3 4

1 S V33-11 233
2 22 33
: m) 0 o 11-v33 233 ’
22

I
VR

T
—_

5

w

w

_l’_

N
W~



Aufgabe 3.5 Hat man S(t) := exp(tA) berechnet fir die Lo-
sungen von

2 (t) = Az(t) mit 2(0) = xy, (3.20)

dann mdchte man auch kontrollieren, ob diese Losungen rich-
tig sind. Statt direkt abzuleiten und in der Gleichung einzu-
setzen, kann man auch folgendes kontrollieren:

1. §'(0) = A und
2. S(t)S(s) =S(t+s) firt,seR.

Beweisen Sie, dass wenn S diese beiden Gleichungen erfiillt,

x(t) = S(t)xy das Anfangswertproblem lost.

Aufgabe 3.6 Berechnen Sie A, wenn 2'(t) = Ax(t) mil
z(0) = g gelost wird durch:

Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

Aufgabe 3.7 Berechnen Sie A, wenn x'(t) = Ax(t) gelost wird

durch:
1 cos(t) — sin(t)
z(t)=ce' | 1 | +e 0 + c3 0
0 2sin(t) 2 cos(t)

fur alle ¢y, co,c3 € R.

Beispiel 3.18 Das Anfangswertproblem
)\ 1 1 x1(t) .
t)>_<—1 1)<x2(t) firt e R,
(1
=45 )
hat als Losung

zy(t) ) 1\ [ e'cost+ 2e'sint

( To(t) ) = oxp (t4) ( 2 )\ —e'sint + 2ecost )’
Beispiel 3.19 Wir betrachten das Anfangswertproblem
)\ (1 2 x1(t) .
ﬂ>(43><xﬂ) firt R,

(1

=)
Die Eigenwerte A der Matriz findet man aus

(1-A)(B-\—-8=0,
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(=

/

Abbildung 3.2: Die Spur der Lésung vom Beispiel [3.18 Einige
andere Losungen zu dieser Differentialgleichung, also mzt anderen
Anfangswerten, sind in grin dargestellt. Uberlegen Sie, in welcher
Richtung diese Spuren durchlaufen werden.

namlich Ay = —1 und Ay = 5. Dazugehdrende FEigenvektoren

sind o, = ( _11 ) und g, = ( é ) Man kann den formellen
Weg gehen:

43
und

zy(t) ) 27t 4 2 —Zemt 4 Ze™
zo(t) )\ —Bet+ 2P qeTt 4 2eM 1

B ( §€t+§€5t)

= st 1t

56 —§€
N~
4
4 -2 2 4

-4

T

Abbildung 3.3: Die Spur der Losung vom Beispiel . Auch hier

einige andere Losungen in grin dargestellt.

Man kann sich auch iberlegen, dass ©(0) = 5, + 3¢, und
deshalb



44

Beispiel 3.20 Wir betrachten das Anfangswertproblem

;

z) (t) -1 4 0 x1(%)
zh(t) | = -1 -1 1 xo(t) | firt e R,
x4 (t) 0 0 1 x3(t)
21(0) :
\ 3(0) 5
Die Eigenwerte der Matriz sind \y = 1, s = —1 — 21 und
A3 = —1+ 2t und dazugehdrende Figenvektoren sind
2 21 —2i
11, 1 und 1
4 0 0

Man kann den Exponenten berechnen oder direkt den Anfangs-

wert auf eine Basis von Eigenvektoren zerlegen und bekommt
schlussendlich die Lésung:

x1(t) 2l + et cos 2t 4 spetsin 2t
Ta(t) | = | €'+ gpe cos2t — e tsin2t
x3(t) et

5

Eine Abbildung der Spur findet man in Abbildung[3.4)

Woche 3, Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

4 N
3
X3
2
— 1
S _
0
0 1 X2
2 2
0
_2 73
X1

Abbildung 3.4: Die Spur der Lésung vom Beispiel . Uberlegen
Sie, in welcher Richtung diese Spur durchlaufen wird. Und was
bedeutet die griine Linie, welche aus (0,0,0) nach oben fihrt?
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3.6 Aufgaben

Aufgabe 3.8 Berechnen Sie die Losungen von z'(t) = Ax(t)
fir:

1 3
cas(10)

11
2.A=1( 0 1
0 0

— = =
o
I
|
_ o O =
OO = O
o= OO
_ o O

Aufgabe 3.9 In Abbildung[3.7 finden Sie Skizzen zu Losungen
des Gleichungssystems v'(t) = A v(t). Welches Bild gehort zu
welchem A?

11 1
1. A=\ 1 2 3 |, und es gilt
3 21

det (A—X)=-AA=5)(A+1);

10 =22 8
A= 14—l 4], und es gilt Abbildung 3.5: Losungskurven {x(t);t € R} N [-2,2]3.
2 —14 16
det (A — ) = — (A —12) (\* + 144) ; Aufgabe 3.10 Skizzieren Sie mit oder ohne Online-Hilfe eini-
ge Losungskurven von
3. A= 0 =7 2 |, undes gilt 1. 2'(t) = < 1 -2 >$(t)a
0 -2 =2

, 2 —1
det (A — ) = — (A+6)*(A+3). Q-w(t)=<1 6 )x(t),
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 4

Mehr Lineares, Stabilitét

4.1 Lineare Gleichung hoherer Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten kann man als lineares System angehen.

Sei f € C'(R) und betrachte

2™ (t) = alx("_l)(t) + GQI(R_Q)(t) +.
ot a2 () + anz(t) + F(D). (4.1)

Dann setzt man y;(t) = x0~Y(¢) fiir i = 1,...,n und findet
die Gleichungssystem fiir y : R — R"™ namlich

y'(t) = Ay(t) + g(t), (4.2)

bei der A und g wie folgt definiert sind:
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0 1 0 0 0
0o 0 1 0
0 0 0
A= , g(t) = . (4.3)
0O -+ - 0 0 1 0
Ap Qp—1 -+ Q3 G2 Q1 f(t)

Das Gleichungssystem in 16st man, indem man allererst
die Eigenwerte von A bestimmt. Fiir jeden Eigenwert A von A
gilt det (A — AI) = 0 und das wird jetzt bei der Entwicklung
der Determinante nach der letzten Zeile zu

(a1 — NN a N2+ asA" P - ap A+ a, =0,
anders gesagt:

A= N @\ as\" T A A N ay. (4.4)
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Definition 4.1 Man nennt die charakteristische Glei-
chung fiir .

Die charakteristische Gleichung fiir (4.1]) bekommt man di-
rekt, wenn man z(t) = e* in die reduzierte Gleichung

2™ (t) = a;z2" V() 4+ apx D (t) 4 -+ a1 2 (t) + anz(t)
einsetzt und anschliefend ¢ = 0 nimmt.

Lemma 4.2 Sei a; € C und sei A € M™"(C) wie in ({.3).
Jeder Figenwert von A hat geometrische Vielfachheit gleich 1.

Beweis. Wenn A ein Eigenwert ist, dann gilt fiir dazugehoren-
de Eigenvektoren ¢

-\ 1 0 -0 .- 0 0, 0
0 -x 1 E Vg 0
0 0 -A - : e | | O
0 v e 0 =X\ 1 On1 0
Qn Qp—q -+ Gz Gz a1 — A ¥n 0

Es folgt, dass

Pn = )‘gon—l = )\ngn—Q == )‘nilgph

also hochstens ein unabhéngiger Eigenvektor bei jeden Eigen-
wert. |

Dieses Lemma fithrt zu dem folgenden Ergebnis:
Theorem 4.3 Sei a; € C und sei A € M™"(C) wie in ({.3).

Nehme an, {\1, A, ..., A} sind die verschiedenen Eigenwerte
von A mit algebraischen Vielfachheiten {mq, mqo,... ,my}.

Woche 4, Mehr Lineares, Stabilitat

e Dann ist die allgemeine Losung der homogenen Differen-

tialgleichung
2™ () = a2 V() + agx™ D () + -+ an_1 2 (1) + anx(t)
(4.5)
wie folgt:
k m;—1
p(t) =D > cmitmeM. (4.6)
i=1 m=0

e Kennt man eine Ldésung T von , dann ist die allge-
meine Losung von wie folgt:
k. m;—1

x(t) = Z(t) + Z Z Cmit™eM". (4.7)

i=1 m=0

Bemerkung 4.3.1 ,x in st die allgemeine Losung von

“ heifit: jede Losung x von kann man schreiben wie

mn und umgekehrt, jede Funktion, die man so wie in
schreiben kann, ist eine Ldésung von .

Bemerkung 4.3.2 F = {tme’\it; 1<i<k 0<m<m;— 1}
ist ein Fundamentalsystem fiir . F heifit ein Fundamen-
talsystem, wenn es eine Basis fir den Ldésungsraum ist.

Bemerkung 4.3.3 Die Summe der algebraischen Vielfachhei-
ten gleicht n. Die Anzahl der Konstanten in (@ gleicht auch
der Summe der algebraischen Vielfachheiten. Weil die Funk-
tionen t™eNt (linear) unabhdingidl| sind, bilden die Funktionen

!Die Funktionen f; : I — R mit i = 1,...,n sind linear unabhéngig,

wenn
n

Zcifi (x)=0fiirallex € I
i=1
impliziert, dass ¢; =0 fur alle: =1,...,n.
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mn (@ einen n-dimensionalen Losungsraum.

Geht man zurick zum System mit A und g wie in
, dann findet man fiir jeden Anfangswert yo genau eine
Lésung. Die Ubersetzung fiir lautet: fiir jedes yo € R™ hat
man genau eine Losung x vom folgenden Anfangswertproblem

™ () = a ™I (t) + agzr™ D (t) + . ..
+ an_12'(t) + anx(t) + f(1)

z(0) = yo, 2/(0) = y1, 27(0) = 5, ..., 2" V(0) = y,.

Beweis. Die Losungen y vom System (4.2) mit A und g wie
in folgen aus Satz Nach Lemma enthalten
die expliziten Losungen der homogenen Gleichung nur Terme
cm,itme)‘it mit m < m; — 1. Das heifit, jede Losung der ho-
mogenen Gleichung kann man schreiben wie auf der rechten
Seite von . Weil man eindeutig hin- und herwechseln kann
zwischen der Gleichung n-ter Ordnung fiir y und dem System
erster Ordnung fiir x, muss auch die Losung fiir x in (4.5))
n-dimensional sein. Weil die rechte Seite von genau n
frei zu wihlende Konstanten hat, ist jede Funktion auf dieser
rechten Seite eine Losung.

Die Behauptung fiir die inhomogene Gleichung folgt mit der
Bemerkung, dass wenn Z und & die Gleichung erfiillen,
die Funktion x = & — 2 eine Losung von (4.5) ist. ]

Beispiel 4.4 Wir betrachten
2" (t) — 22" (t) + x(t) = e + t°. (4.8)

Die dazugehdrende homogene Gleichung ist ™ (t) — 22" (t) +
z(t) = 0 und die Figenwerte findet man durch

M—2X24+1=0.
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Also A =1 und A = —1 sind die Figenwerte und beide haben
algebraische Vielfachheit 2 (und geometrische Vielfachheit 1).
Das liefert

Thom(t) = cre’ + cote’ + cze™ + cqte™ mit ¢; € R

als allgemeine Ldosung der homogenen Differentialgleichunyg.
Fine spezielle Losung fiir (@ findet man durch x = y; mit

yi(t) 0 100 0
ya(t) /‘ 0 010 0

= t— ds.
ys(t) o P =<1 0 001 0 ’
ya(t) -1 020 e + s

Die explizite Berechnung ist ohne C.A.SP| sehr aufwendig.
Man kann auch versuchen zu raten! Wenn man 7,(t) = e*
versucht, findet man T (t) — 22 (t) + Zo(t) = (16 — 8 + 1) e*
und das passt nicht. Die Funktion x,(t) = %e* geht schon
besser:

1
9

() — 22! () + 24(t) = *

a

Mit ein paar Polynomversuchen findet man fiir x,(t) = t3 +
12¢, dass x}"(t) — 2z} (t) + x(t) = t*. Die schione Linearitiits-
eigenschaft liefert

‘L<t) - xhom(t) + l'a(t) + $b<t> =
= 2a(t) + 2p(t) + cre’ + cote’ + cze™ + cqte™ mit ¢; € R,

als allgemeine Losung fir @

2C.A.S. = Computer Algebra System. Gemeint ist Software wie
Maple oder Mathematica, wo alle rechnerischen Tricks programmiert
sind, um zum Beispiel eine Stammfunktion zu finden.
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Beispiel 4.5 Wir betrachten
2" (t) — 22" (t) + x(t) = €. (4.9)

Alles verlauft fast so wie vorher. Nur lediglich fiir eine speziel-
le Losung der Form ce' besteht keine Hoffnung, weil et schon
eine Losung der homogenen Gleichung ist. Sogar te! liefert 0
an der rechten Seite. Man hat dann aber Erfolg beim Versuch
mit ct?et:

") — 22" (t) + x(t) =

c (t2 +8t+12) e — 2¢ (t2 + 4t + 2) el + ct?e’ = 8ce'.

Man nehme ¢ =
beliebig:

. Die allgemeine Losung ist mit ¢; € R

z(t) = %t%t + cre! + cotel 4 czet + cyte

Algorithmus 4.6 [Raten statt Rechnen bei linearen
Dgl.] Fiir eine spezielle Losung von

£D(8) + a0 + - + ap1a’(8) + an(Oa(t) = F(1

bei besonderen f.
Wenn f keine Losung der homogenen Gleichung ist:

Sei f=... , dann versuche man fir z =...
t 2o Cit”
eVt cet
sin (yt) ¢y 8in (yt) + ¢z cos (1)
cos (yt) ¢y sin (yt) + ¢o cos ()
tmet o cthent
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Wenn die Funktion f schon eine Ldsung der homo-
genen Gleichung ist, dann ist dieser Ansatz nicht
erfolgreich. In so einem Fall versuche man als
Losung

z (1) = t™i(t)

und wahlt Zz aus der rechten Seite der Tabelle und
my € N+ .

Aufgabe 4.1 Versuchen Sie durch die charakteristische Glei-
chung und geschicktes Raten alle Losungen zu finden von:

1. 2"(t) — z(t) = t + sin(t);

2. u"(z) — u(x) = sin(z);
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4.2 Lineare Stabilitiat

Sei A € M™"(R). Wir betrachten wiederum das homogene
System gewohnlicher Differentialgleichungen:

Z'(t) = Ax(t). (4.10)
Definition 4.7 Das homogene lineare System in heifst

e stabil, wenn fiir jede Losung x gilt, es gibt m € R derart,
dass
()| < m fir alle t > 0;

e instabil, wenn es eine Losung x ¢ibt derart, dass
lim; o [|2(2)]| = 0.

Stabil trennt man in:

e asymptotisch stabil, wenn fir alle Losungen x gilt
limy o0 [|2(8)]] = 0;

e neutral stabil, wenn das System stabil, aber mnicht
asymptotisch stabil ist.

Bemerkung 4.7.1 Diese Klassifizierung gilt so nur fir linea-
re Systeme. Bei homogenen linearen Systemen ist 0 immer
ein Gleichgewichtspunkt (= konstante Losung). Bei Gleichge-
wichtspunkten fiir nichtlineare Differentialgleichungen werden
diese globalen Bedingungen ersetzt durch lokale Bedingungen
fiir eine Umgebung des Gleichgewichtspunktes.

In dem letzten Paragraphen haben wir gesehen, dass das
globale Verhalten bei linearen Systemen mit konstanten Ko-
effizienten eigentlich nur von den Eigenwerten abhéngt. Wir
bekommen dann auch das folgende Ergebnis:
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Lemma 4.8 Sei A € M™™(R) und sei {)\i}le die Menge der
unterschiedlichen Eigenwerte fiir A.

1. Wenn ReX; < 0 gilt fir alle i € {1,...,k}, dann ist

asymptotisch stabil.

2. Wenn ReX; > 0 gilt fir mindestens ein i € {1,...,k},

dann ist instabil.

3. Wenn Re \; <0 gilt fir allei € {1,...,k} und die alge-
braische Vielfachheit fiir alle A\; mit Re A\; = 0 der geo-
metrische Vielfachheit gleicht, dann ist stabil.

4. Wenn Re\; = 0 gilt fir mindestens ein i € {1,...,k}
und die zugehorige algebraische Vielfachheit ist strikt gro-
Ber als die geometrische, dann ist instabil.

Beweis. Sei \; ein Eigenwert und seien #,y,,; die algebraische
und #ge0,; die geometrische Vielfachheit. Dann gilt folgendes:

e Wenn @, ein zugehoriger Eigenvektor ist, dann ist e,
eine Losung.

o Falls #.1gi > #geo.i gilt, gibt es einen Eigenvektor ¢; und
einen generalisierten Eigenvektor 1, mit (A — X\;) ¢, =

@;. Die Funktion et (1}1 + t¢i> ist eine Losung.

e Alle Losungen enthalten nur Terme der Form t™e*? mit
m S #alg,i - #geo,i‘

Die Ergebnisse folgen dann aus den folgenden Uberlegun-
gen:

1. Wenn Re \; < 0, dann gilt tlim tm—ledit = (),
—00
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2. Wenn Re \; > 0, dann gilt tlim |t
—00

= OQ.

3. Wenn #a15; = #ge0.i, dann kommt ¢*e** mit k& > 0 nicht
vor und
He’\itQBiH = ||@;|| fiir ReX; = 0.

4. Wenn #,14; > #ge0; und Re \; = 0, dann folgt

lim
t—o0

= OQ.

121' + 13,

et (QZZ + t@i)

‘ = lim
t—o0

Bemerkung 4.8.1 Wenn also gefragt wird, ob alle Losungen
von x'(t) = Ax(t) fir t — oo nach 0 konvergieren, braucht
man nur die Figenwerte und gegebenenfalls die Vielfachheiten
zu berechnen.

Beispiel 4.9 Das System

v =( 7y )

15t asymptotisch stabil, denn es gilt
AM=—-1-31, Mg=—-1+ 3.
Fiir beide Eigenwerte gilt Re \; < 0. Die Lésungen sind

o(t) = ( e~" (cos(3t) — & sin (3t)) De~sin(3t) ) 2(0)

—ge tsin(3t) e (cos(3t) + 3 sin (3t))

fiir einen beliebigen Startwert x (0) € R?,
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(o)

+ '

-?-/
1 2

-1

Abbildung 4.1: Skizze zweier Losungen aus Beispiel

Beispiel 4.10 Das System

11 1 1

o 2 =22 2 |

=135 3 3 5 |*®
4 4 4 -4

st instabil, denn es gibt einen Figenwert A ~ 4.45087 und
Re X > 0. Dieser Eigenwert ist numerisch approzimiert. Statt
numerisch vorzugehen, kann man auch das Polynom p(\) =
det (A — XI) ndher untersuchen. Die Eigenwerte von A sind
die Nullstellen von p und fir diese Matriz A gilt

p(\) =det (A —XI) =--- = A" +10\* — 200\ — 384.

Weil p(100) > 0 und p(0) = —384 < 0, sagt der Zwischen-
wertsatz, dass p(\) eine positive Nullstelle besitzt.
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0O 0 0 1
1 a 0 -1 0
X: — —
: g A (—1—1)’ 44 0 a —-10
—a 0 0 0
X4
X1 X2
Abbildung 4.2: Zweidimensionale Projektion aus R* einiger Lo-
sungen aus Beispiel[{.10. Die Vektoren sind die skalierten Spalten
aus der Matriz.
Aufgabe 4.2 Versuchen Sie a € R so zu bestimmen, dass 4.3 Klassiﬁzierung in zwei Dimensionen

2'(t) = Ax(t) (asymptotisch) stabil ist:
In zwei Dimensionen sind die Méglichkeiten ziemlich tiber-

-1 a 1 a \ sichtlich. So iibersichtlich, dass man sogar individuelle Namen
1A= 1 —1 ) 2oA= 1 -1 )’ fiir die auftretenden Félle hat.
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stabiler Knoten: instabiler Knoten: entarteter instabiler Knoten: neutral stabiler Knoten:
A1, Ay € R™ mit Basis von A1, A2 € RT mit Basis von A = Ao € RT mit AM=0,\<0
Eigenvektoren Eigenvektoren eindimensionalem
Eigenraum

/

//

)
N\

)

J
—

= | \

A /

S

I

Sattelpunkt: entarteter stabiler Knoten:
)\1€R77/\2€R+ A1 = Ay € R™ mit
eindimensionalem stabiler Strudel: instabiler Strudel:

Eigenraum ReX; < 0,ImA\; #0 ReX; > 0,Im\; #0
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1)

.

N

J

Zentrum:

Fiir diese letzten 9 Bilder sind die folgenden Matrizen verwendet worden:

-4 7 6 5 16 -13 -6 =5 -2
11 22 11 22 49 98 11 22 3

7 103 )0\ 1 o=z || 13 —s03 || 10 -16 |- ’
55 110 1 22 19 490 1 11 :

1 =5 -2 -7 B -2 2 -2

49 49 11 22 7 7 5 25

10 -5 || 16 —20 [ | w0 -1 Jo | ; _2 |-

49 49 55 11 35 7 5

4.3.1 Geometrische Zusammenhinge

wWin wlot

Qo=

Das Gleichungssystem
() = A z(t) (4.11)

mit A € M"*"(R) gibt eine Bezichung zwischen Position und
Richtung einer Losungskurve. Fiir n = 2 gilt:

2

Fine Losung von (4.11) hat an der Stelle ( il )

die Richtung A ( 1 )

X2
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Das erlaubt es uns Losungen zu skizzieren, ohne das Sys-
tem explizit zu losen, indem wir den Vektoren im Vektorfeld

T ¢ 5
A ( . ) folgen’.

Formal gesprochen ist ein zweidimensionales Vektorfeld ei-
ne Abbildung von R? nach R?. Es lisst sich darstellen, indem
man mehrere Punkte in der Ebene nimmt und in jedem Punkt
einen Pfeil einzeichnet mit der durch das Vektorfeld angegebe-
nen Grofle und Richtung. Man denke an die Wettervorhersage

fiir den Wind.

2 1
Beispiel 4.11 Fiir 2'(t) = < § 8 ) x(t) hat man:
3 6
N N N \ N 4 4 A 4 4 N \ \ A 4 4 //4 A ”
X | /o \ b
- - N \ ' y] ’l 4 4 4 . \ \ f 4
- ~ AS » ) 1 / / /I // ~ - f
- - - S A 4 7 4 Vel o - - ~ 4
P Y R e e el Y a e m o
P T g » - s s
P I BN f ~ - -
x/ Fa v v v = 14 y s
o/ s BRI
/,,/ , J / / / ) V \ NN '/ ’ ; y y / ' * \ \

Die Figenwerte sind 1 und % und mit den zugehorigen Fi-
genvektoren findet man die allgemeine Losung des Systems:

t<_11> mit ¢; € R.

N[

x(t) = ce ( ; > + coe
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Nach Anfangswert x(0) geldst wird die Losung:

(=N [N

7N
m&#
M\H O
~__
/\
—_

|
—
~__
o

=

=

1 0
1 1y
let + 262t l t l 2
_ 3 3 3€ 36 a(
2ot _ 2.4t 204 1kt
3 3 3 3

\iuww

wl,«‘w*"‘
A
N
\'\'~',,\\\‘\
\\“,Atkf*\
\\\,4t*+“\4\
\~,44:‘\AT‘\E
,,4%‘??TT‘

Iy
,//ffrlé“*\“

Es gibt hier nur einen Eigenwert: A = —1. Verwendet man

. 1 . - .
den Eigenvektor ( 9 ) und einen generalisierten Figenvektor

( _03 ), wird die allgemeine Losung des Systems:

e (1) e ((5) (1)

Nach Anfangswert x(0) geldst wird die Losung:
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A
A N
AN
~
N
[y
4

i : ‘
i | 1 4 4
| v
ot o 4/
4 / /
| | 'R i ' 4
v ! ]
) « = 7 // /
! ‘
< | 7/ /

P

' /
- :
N e s/ / /
A}

\

Die Lésungen des Systems sind:
- cost—i—%sint —%sint
o(t) = ( 2sint cost — 3 sint #(0).

Auch hier kann man die Lésungen mit Figenvektoren schrei-
ben, aber die sind dann in komplexer Form:

) 1, 3, ) 1_3;
x(t)26161t< 5—;5Z ) +02€_n( 0 151) mit ¢; € C.



4.4 Aufgaben

So eine Losung ist reell genau dann, wenn ¢y = ¢3. Setzt man
c1 = a+1b und co = a—1ib mit a,b € R, findet man die reellen
Lésungen und es erscheinen Terme mit cost und sint. Man
erinnere sich, dass et = cost + isint.

Bemerkung 4.13.1 In diesen Bildern erkennt man auch die
lineare Figenschaft dieser Systeme. Wenn x : R — R? ei-
ne Ldsung ist, dann ist fiir jedes ¢ € R auch & : R — R?
mit T(t) = cx(t) eine Losung. Fir das zugehdrige Vektorfeld
bedeutet das, dass die Vektoren, die auf einer geraden Linie
durch den Ursprung liegen, parallel sind. Genauer gesagt: auf
der gleichen Seite zeigen sie in die gleiche Richtung; gegen-
tberliegend in die entgegengesetzte Richtung.

4.4 Aufgaben

Aufgabe 4.3 Skizzieren Sie das Vektorfeld und einige Losun-

gen zu
() = < % - )m(t)

ohne die Ldosung zu berechnen.

o7

Aufgabe 4.4 Sei A eine n x n Matriz mit Eintrdgen a;jer an
der Stelle i,j und Figenwerten {\, ..., \,} C C.

1. Beweisen Sie: det (A) =[], M-

2. Beweisen Sie auch: Y .| @i = > | A

Yo, ai; nennt man die Spur von A.
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3. Beweisen Sie, dass fiirn = 2 gilt:

Spur (A) < 0 < det (A)
=
asymptotisch stabil.

Aufgabe 4.5 Geben Sie den folgenden Systemen x'(t) =
Ax(t) den passenden Namen:

3 —1
cas(2),
1 -3\
1 =2 )



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 5

Approximationen und Funktionenfolgen

5.1 Approximationen

Wir werden in diesem Kapitel einige M6glichkeiten vorstellen,
wie man eine Losung einer Differentialgleichung approximie-
ren kann. Um es nicht unnoétig kompliziert zu machen, werden
wir eine Gleichung erster Ordnung

Y (z) = [ (z,y(z))

betrachten und nicht gleich ein System von Gleichungen erster
Ordnung. Wenn man genau hinschaut, sollte man bemerken,
dass die Approximationen fiir ein solches System, das heif3t

7'(x) = f (2. 9(z)),

dghnlich sind.

Wenn man weif}; dass es eine Losung gibt, kann man diese
Losung mit Approximationen darstellen. Jedoch ist es nicht
nur deswegen niitzlich, sondern man kann auch hoffen, dass

59

gute Approximationen auch tatséchlich zu einer Losung kon-
vergieren, ohne dass man a-priori weifl, dass es eine Losung
gibt. Genauer gesagt, wenn man eine Folge von Approximatio-
nen {¥, },cy hat, die auf irgendeine passende Art eine Cauchy-
Folge von Funktionen bilden, also ||y, — ¢m|| — 0, kann man
hoffen, dass diese Cauchy-Folge eine konvergente Folge bildet,
also Yoo mit ||Yn — Yool — 0, und dass der Limes eine Losung
ist. Genau diesen Vorgang werden wir detailliert darstellen,
um die Existenz einer Losung nachzuweisen.

5.2 Numerische Methoden zur Approxi-
mation

Wir betrachten das Anfangswertproblem
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und geben einige numerische Moglichkeiten, um die Loésung
einer Differentialgleichung zu approximieren. Angenommen
wird, dass f und yo gegeben sind. Die Funktion z — y(x)
wird gesucht. Die zwei einfachsten Verfahren sind die Euler-
Verfahren.

Algorithmus 5.1 [Das Euler-Vorwarts-Verfahren]
Man nehme h > (0 eine kleine Zahl und setze

Ty, = To + nh.
Man setze yp = yp und definiere iterativ:

Vor1 =Yn+h f(zn,y,) fir neN.

Bemerkung 5.1.1 Hier steht nichts anderes als

Yn+1 — ¥Yn

— J (@0, ¥n) -
Der Ausdruck auf der linken Seite ist eine Approximation der
Ableitung in Vorwdrtsrichtung.

Weil man in jedem Schritt y,,,1 explizit als Funktion von y,,
findet, nennt man dieses Verfahren auch das explizite Euler-
Verfahren. Dies im Gegensatz zu dem folgenden impliziten
Euler-Verfahren.

Wenn man die Ableitung in der Riickwértsrichtung appro-

ximiert, so folgt:

Algorithmus 5.2 Das Euler-Riickwarts-Verfahren]
Wie vorher nimmt man x, = xo + nh.
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Man setze yg = 19p und man 1lose y,y; iterativ aus
der Gleichung:

Ynt1 = Y + h j (x’rL+1‘,\ y”+1) fir n e N.

Meistens braucht man ein zusatzliches numerisches
Verfahren um y,;; zu bestimmen.

Dieses kompliziertere Verfahren hat Stabilitatsvorteile, wie
Sie bei einer Numerikvorlesung sehen werden.
In beiden Fillen definiert man die approximative Losung g

in zwischenliegenden Stellen durch lineare Interpolation:

x .
—_— Yn fur T € (l’n, xn+1) .
Tnt+1 — Tn Tnt+1 — Tn

Daher auch der Name , Polygonzugverfahren“. Siehe auch Ab-

bildung [5.1]

05 . 05

L L
05 1 05 1

Abbildung 5.1: Links die diskreten Stellen aus der Approximation
und rechts der Polygonzug



5.2 Numerische Methoden zur Approximation

Bemerkung 5.2.1 Das vorwidrts gerichtete Verfahren ist ein-
facher, da es explizit ist. Fir die Riickwdrtsrichtung muss man
in jedem Schritt y,1 implizit [0sen. Leider ist die Vorwdrts-
richtung instabiler.

Bemerkung 5.2.2 Cauchy hat wesentlich zum mathemati-
schen Verstindnis dieses Polygonzugverfahrens beigetragen
und darum wird dieses Verfahren oft auch FEuler-Cauchy-
Verfahren genannt.

Bemerkung 5.2.3 Beide Fulerschen  Polygonzugverfahren
sind Finschrittverfahren. Das erste st ein explizites, das
zweite ein implizites Verfahren. Man kann sich selber davon
tiberzeugen, dass

Yn+t1 =Y + h (%f (ZEn, yn) + %f ($n+1>Yn+1))

oder

Tn + $n+1 Yn + Yn+1
2 ’ 2

eine Lésung besser approrimieren kénnte. Beide Vorschldge

wdren implizit. Stattdessen kann man auch Mehrschrittver-

fahren anwenden. Zum Beispiel das Zweischritt-Adams-
Bashforth- Verfahren:

YHJrl:}’n"'_hf(

Yn+1 = Yn + h (%f (l'naYn) - %f (xn—17Yn—1)) .

Bei diesem Verfahren braucht man zwei Startwerte: yo und
Yi-

Bemerkung 5.2.4 Fin Verfahren, das bekannt ist fir sei-
ne gute Konvergenz, ist das wierstufige Runga-Kutta-
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Verfahren:

1
y,ﬁll =yo+h f(znyn),

2
yflll =ynthf <% Ty + Tny1) %(yn + yffﬁ)) :
4

1 2 3 4
Yoy = 6y7(7,<‘1)>1 + %yfﬂ)rl + %ySLJ)rl + %yflll

Tp+1, Y7(H)—1> )

Bemerkung 5.2.5 Wie schnell ein solches Verfahren zu einer
echten Lésung konvergiert, hingt ab von der Regularitdit der
rechten Seite f und von der Grifse ihrer Ableitungen. Grob ge-
sagt macht Fuler-Vorwdrts in jedem Schritt einen Fehler der
Gréfienordnung h?. Weil man in einem festen Intervall 1/h
Schritte braucht, bekommt man bei diesem Verfahren einen
Fehler von Ordnung h. Runga-Kutta macht fiir gentigend glat-
te f in jedem Schritt einen Fehler der Grifenordnung h°. Auf
einem festen Intervall hat der Fehler Grifienordnung h.

Beispiel 5.3 Wir betrachten das folgende Anfangswertpro-
blend]
y'(z) = 2? +y(z)*,
y(0) = 0.

Wenn wir h = .1 nehmen und die beiden Eulerschen Verfah-
ren und das Runga-Kutta Verfahren verwenden, bekommen

'Die Differentialgleichung y’(z) = 2% + y(x)? ist eine der einfachsten,
die man nicht mit elementaren Standardfunktionen l6sen kann. Jacob
Bernoulli (1654-1705) hat sich schon mit dieser Gleichung beschéf-
tigt. Es gibt {ibrigens 8 Bernoullis in der Mathematik. Dieser Jacob, auch
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wir die Bilder in Abbildung[5.9 Obwohl diese Differentialglei-
chung nicht zu den Standardtypen gehort, gibt es eine explizite
Losung mit Hilfe der Bessel-Funktionen. Auch diese Losung
15t eingezeichnet:

o (H62) g (3)

2J7% (%IQ) B Z

J, ist die Bessel-Funktion der ersten Sorte mit Index v. Die
Funktion y hat eine Asymptote bei x ~ 2.00315.

Bemerkung 5.3.1 Wenn man ¢y =y und y" +y = 0 explizit
lost, dann findet man exp, sin und cos. Das sind nicht die
einzigen Funktionen, denen man wegen ihrer Hdufigkeit einen
Namen gegeben hat. In der Physik begegnet man den nach
Bessel benannten Differentialgleichungen

2y (z) + 2y (z) + (2 — v*) y (z) = 0.

Jacob I genannt, ist der bekanntes-
te und ist derjenige nach dem die
Differentialgleichung benannt wor-
den ist. Mehr dazu finden Sie in

The MacTutor History of
Mathematics archive,
http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/history/

wo auch das Bild des Stammbaums
rechts entnommen worden ist. Eu-
ler (1707-1783) hat studiert bei Jo-
hann Bernoulli und war befreundet
mit Daniel Bernoulli.

The Bernoulli family

Micolaus
1623-1708

T 1 ]
Jacob Micolaus Johann
1654-1705  1862-1716  1667-1748

Nicolaus? 1)

1687-1759

Nicolaus (11} Daniel Johann {11}
1695-1726 1700-1782 1710-1790
|

Johann (111} Danigl {11} Jacob (11
1744-1807 1751-1534 1759-1789
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4 4
3 3
2 2
1 1
0.5 1‘.0 1‘.5 2‘.0 0.5 10 15 210

Abbildung 5.2: Links stehen Approximationen mit beiden Fuler-
schen Verfahren fiir Beispiel[5.3; Euler-Riickwirts ist in rot darge-
stellt. Rechts steht eine Runga-Kutta Approximation. Die Schritt-
grofie h ist jedesmal 0.1. Die Punkte stellen die diskreten Ap-
proximationen dar. Der Polygonzug entsteht, wenn man sie mit
Geraden verbindet.

Hier ist v € R ein Parameter. Eine Losung dieser Differen-
tialgleichungen ist J,, die sogenannte Bessel-Funktion der ers-

ten Art von Index v. Wenn v ¢ - = {—1,-2,...}, dann
ist sie definiert fiir x > 0 als Potenzreihe:

©° (_1)k T\ v+2k
Tolw) = kZ:O KT (k+1+v) (5) ' (5.1)

Fiirv e = setzt man J,(x) = (—=1)" J_,(z).
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5.3 Analytische Methoden zur Approximation

Bemerkung 5.3.2 In findet man die Gamma-Funktion
[. Die Funktion I : R\ {0,—1,-2,...} — R ist definiert fiir
s > 0 durch

['(s) = / e 't571dt falls s > 0.
0

Man zeigt durch partielle Integration, dass
[(s+1) = sI'(s) fir s> 0. (5.2)

Weil T' (1) = 1 gilt, folgt T (k+ 1) = k! fir k € N. Die Glei-
chung in benutzt man, um I iterativ weiter zu definieren
auf (—o00,0) \ Z~.

5.3 Analytische Methoden zur Approxi-
mation

5.3.1 Potenzreihen
Wenn die Funktion (z,y) — f (z,y) in dem Anfangswertpro-
blem

{ y'(x) = f(z,y()),

y(zo) = Yo,
darstellbar ist als eine konvergente Potenzreihe:

f (l’,y) = Z Zank‘ (J: - xﬂ)k (y - ?/o)n

n=0 k=0

dann kann man auch die Losung als eine Potenzreihe darstel-
len:

y ()= bz —x)". (5.3)
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Diese Methode wurde von Euler in seinem Lehrbuch aus 1768
schon vorgestellt.

Abbildung 5.3: Leonhard Euler, Basel 1707 - St. Petersburg 1783,
und Augustin-Louis Cauchy, Paris 1789 - Sceaux 1857

Cauchy war derjenige, der bemerkte, dass nicht alle Funk-
tionen als Reihe darstellbar sind. Zum Beispiel gilt fiir

e V7 fiir @ £ 0,
f(x)—{ 0 firz=0,

dass f zwar beliebig oft differenzierbar ist in 0, aber auch,
dass f(™(0) = 0 fiir alle n € N. Dann ist die zugehorige
Taylorreihe die 0-Reihe und konvergiert auler in 0 nicht nach
f. Man kann diese Funktion f auf [—M, M] mit Polynomen
approximieren, aber die Koeffizienten dieser Polynome werden
nicht konvergieren.
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Der erste Existenzsatz fiir gewohnliche Differential-
gleichungen wird auch Cauchy zugeschrieben. Er zeigte, dass
die Eulerschen Polygonziige fiir h | 0 zu einer Losung des
Anfangswertproblems konvergieren. Ubrigens hat er auch mit
diesem Reihenansatz die lokale Existenz fiir Anfangswertpro-
bleme mit obigen Bedingungen beweisen kénnen.

Beispiel 5.4 Wir betrachten wiederum das folgende Anfangs-
wertproblem:

{ Y (@) =2® +y(x)?,
y(0) = 0.

Wenn wir eine Losung der Form haben mit xqg = 0, dann
qgilt

(o] o0 2
Z (k+ 1) ypyia® = 2 + (Z ykxk>
+

k=0 k=0
s k
e z(zmz) T
k=0 =0

Ausgeschrieben und mit yo =y (0) = 0 findet man

Y1 4 20w + 3ysa? + dyaa® + Sysat 4 ...
=0+ 0z + (1 + y%) 2 4 2 yp® + (2y1y3 + yg) ot

Woche 5, Approximationen und Funktionenfolgen

Man vergleicht die Koeffizienten in . Es folgt, dass

y1 =0 = =0
2y =0 = y2=0
Bys =1+y; = Y3 =3
4yy = 2y1Y2 = ys=0
5ys = 2y1y3 + Y3 = y; =0
6Yys = 2y19a + 2Y2y3 = Yo =0
Tyr = 251y5 + 2y2y4 + 3 = Y=
8ys = 2y1Ys + 2Y2Ys + 2Y3ya = ys =0
Yo = 2u1y7 + 2y2Ys + 2y3ys5 + Ui = Yo =0
10y10 = 29198 + 2y2y7 + 2Y3Y6 + 2y4ys5 = Yi0o=0
= Y = ﬁ

1y = 2y1Yo + 2Y2Ys + 2y3yr + 2yays + Y2

Man findet
o 1 3 1 7 2 11 13 15
y(@) = 377+ @@+ oa Tt oeags® T
.
i
4,
N
i
1,
0.5 ‘ 1.‘0 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 210

Abbildung 5.4: In rot das approximierende Polynom von Grad 15
und die echte Losung in blau fir Beispiel [5.4}



5.3 Analytische Methoden zur Approximation

Aufgabe 5.1 Die Lisung von z'(t) = 1 + z(t)* mit z(0) = 0
ist x(t) = tan(t) und

1 2 17
tan(t) =t + 12 + —t° + —¢" + O (7).
an(t) + 3 + 15 + 15 + ( )

Sind diese Zahlen auch diejenigen, die man findet durch eine
Potenzreihenapproximation der Losung?

1. Zeigen Sie, dass die geraden Koeffizienten dieser Potenz-
reihe x(t) = > pe, axt” alle 0 sind.

2. Wenn x(t) = ait + azt® + ast® + a;t” + O (1°), dann geben
Sie die Gleichungen, die a1, as, as und a; bestimmen.
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5.3.2 Picard-Iteration
Statt das Anfangswertproblem

y'(r) = f(z,y(z)),
{ y(o) = Yo, (5:5)

zu betrachten, kann man auch versuchen eine Loésung zu fin-
den von

y() = yo + / " (s,y(s) ds. (5.6)

Lemma 5.5 Seien f: [a,b] X [7,6] = R und y : [a,b] — [v, 0]
stetige Funktionen mit xo € (a,b). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

e y ist differenzierbar und erfillt das Anfangswertproblem

&3,

o y erfillt die Integral-Identitdt .
Beweis. (=) Es gilt
o) = o) = [ y/(s)ds= | F(sp(s))ds.
zo o
(<) Wenn z — y(z) und (z,y) — f(x,y) stetig sind, ist
auch z — f(x,y(z)) stetig und die rechte Seite von (/5.6)) ist

stetig differenzierbar. Das heifit = — y(z) ist stetig differen-
zierbar und

v = (w+ [ o) i) = J (a.y(0).
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Aufgabe 5.2 Schreiben Sie t2/(t) = z(t) mit x(1) = 1 als
Integralgleichung wie in (@

Algorithmus 5.6 [Picard Iteration]
Man definiere eine Funktionenfolge {yn}neN mittels

Z/o(T) = Yo ;
() =0+ [ (s,a(5))ds.
o

Man kann zeigen, dass wenn f differenzierbar ist, dann ap-
proximiert y, fiir n — oo die Losung von ([5.5)).

Beispiel 5.7 Wiederum betrachten wir das Anfangswertpro-

blem:
{M@O—$”+M@a
y(0) = 0.

Die Integralgleichung wird

y(x) =0+ /OT (s> +y(s)?) ds.

Wir finden

Woche 5, Approximationen und Funktionenfolgen

(z) = /I s% + 1o 2 ds — S + L
= 3 —3t Tt
v 1 1\’

, _ 2 3 7
y3(z) /0 (6 + <33 + 327 75 ) )ds

Loy Lo, 2 o, 1
37 1637 2079 59535

15

Man vergleiche mit Beispiel [5.4)

Aufgabe 5.3 Zeigen Sie, dass die Picard-Iterationen fiir das
Anfangswertproblem in Aufgabe wie folgt sind:

Aufgabe 5.4 Die Ldsung des Anfangswertproblems aus Auf-
gabe ist x.(t) = t. Konvergiert x, aus Aufgabe nach

T, und wenn ja, fir welche t?



5.4 Funktionalanalytisches

Nur ganz selten kann man mehrere Schritte von der Pi-
card-Iteration explizit berechnen. Wenn man zum Beispiel das
Anfangsproblem

{ y'(z) = sin(y(z)),
y(0) =1,

betrachtet, dann folgt yo(z) = 1 und

y1(z) = 1+/ sin(1)ds =1+ zsin(1),
0

Yo () =1+ /Oxsin(l + ssin (1)) ds
_cos(l+wsin(1)) —cos(1)
sin (1) ’

R AR EE T EE T

=1

=...7

Das letzte Integral ist wohldefiniert, jedoch findet man kei-
ne explizite Stammfunktion in einer Kombination bekannter
Funktionen.
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5.4 Funktionalanalytisches

5.4.1 Fixpunkte

Die Approximationsvorgénge, die vorgestellt wurden, haben
alle die folgende Form:

e Anfang: y, ist eine verniinftig gewéhlte Startfunktion;

e Iteration: y,11 = T (y,) mit T einer Abbildung, die aus
einer bekannten Approximation ¥,, eine neue Approxima-
tion y,.1 konstruiert.

In dem Fall, dass wir mit Funktionen y, arbeiten, hofft
man, dass yy so gewéahlt ist und der Operator 1" so konstruiert
ist, dass die Funktionenfolge konvergiert. Wenn y,, nach vy,
konvergiert und T stetig ist, dann sollte gelten, dass

Yoo = lIm Yy = lim T (y,) =T ( lim yn> =T (Yoo)-
n— 00 n—00 n—00

In dem Fall, dass man y, als konstante Funktion = +— 1
nimmt und der Operator T" wie folgt definiert wird,

T () () = vo + / " f (s,y(s)) ds,

wiirde Lemma [5.5] uns eine Losung des Anfangswertproblems
bringen, wenn wir eine stetige Funktion 3., hétten mit y,, =

T (Yoo)-

Definition 5.8 Sei K eine Menge und T : K — K eine Ab-
bildung. Man nennt y € K einen Fixpunkt von T, wenn

T (y) =y.
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5.4.2 Vektorraum, Banachraum

Bevor wir genaue Sitze formulieren kénnen, miissen wir das
mathematische Werkzeug bereitlegen.

Definition 5.9 Ein Vektorraum (V,+,.) iber R (oder C) ist
eine Menge mit einer Addition und mit einer Multiplikation
mit Skalaren, die die folgenden Eigenschaften hat:

1. 'V ist geschlossen: aus v,w € V und c1,co € R folgt c;v+
cow eV,

2. (V,+) ist eine Abelsche Gruppe.

3. Die Multiplikation erfillt: c¢(v+w) = cv + cw,
(c1 +c)v = v+ v, (c1e2)v = ¢ (cv) und lv = v
fur alle c,c1,c5 € R und v,w € V.

Definition 5.10 Ein normierter Vektorraum (V,+, ., |||
tiber R ist ein Vektorraum mit einer Norm ||-||. Eine Norm
ist eine Abbildung von V nach [0,00) mit folgenden FEigen-
schaften:

1.YveV |v|=0<v=0;
2.Vee RYv eV :|ev| =|c|v];
3. Yv,w eV ||v+w| < ||+ [|w]-

Definition 5.11 Sei {v,}, .y eine Folge im normierten Vek-
torraum (V,4+, .. ||])-

o {Un},cy ist eine Cauchy-Folge beziiglich |-||, wenn

Ve>03dM. e N:n,m> M, = |jv, — v, <e.

Woche 5, Approximationen und Funktionenfolgen

® {Un},cn it eine konvergente Folge beziiglich ||-||, wenn
esv eV gibt mit

Ve>03M.eN:n> M, = |v,—v| <e.

Bemerkung 5.11.1 Cauchy-Folgen werden auch Fundamen-
talfolgen genannt.

Definition 5.12 Fin normierter Vektorraum (V,+, .||
heifst vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge konvergent ist.

Bemerkung 5.12.1 FEin vollstindiger normaierter Vektorraum
heifit Banachraum.

5.4.3 Folgen stetiger Funktionen

Fiir Funktionenfolgen {f, : I — R} .y gibt es verschiedene
Konvergenztypen:

e Punktweise Konvergenz von f, zu f:

Veel,e>03n,. e Nin>n,. = |fu(z)— f(z)| <e.
e GleichmafBige Konvergenz von f, zu f:
Ve>0dn. e NVeel:n>n. = |fu(x) — f(2)] <e.
Definition 5.13 Sei a,b € R mit a < b.

e Cla,b] ist die Menge aller stetigen Funktionen f
la,b] — R.



5.4 Funktionalanalytisches

o Cla,b] ist die Menge aller stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : [a,b] — R, das heifst, f ist stetig auf [a,b],
differenzierbar in (a,b) und es gibt g € C'la,b] mit f' =g
auf (a,b).

Bemerkung 5.13.1 Definieren wir ||-||, durch

[flloe = sup [f()], (5.7)
z€[a,b]
dann wird (C'[a,b], ||-||.) ein normierter Vektorraum.

Lemma 5.14 Fir Funktionenfolgen in C [a,b] sind gleichmd-
Bige Konvergenz und Konvergenz in ||-||  -Norm dquivalent.

Beweis. Das folgt aus der Aquivalenz folgender Aussagen:

e Ve>0dn.eNVeel:n>n. = |fulz)— f(z)] <e,

e Ve >0 dn. € NVn >n. sup|f,(z) — f(x)] <e.
zel

In beiden Zeilen steht: Fiir alle x € I und n > n. gilt

|[fnl) = fl2)| <e. =

Lemma 5.15 Der Limes einer gleichmdjf$ig konvergenten Fol-
ge stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis. Sei {f, : I — R}, so eine Funktionenfolge und sei
f der Limes. Wir zeigen die Stetigkeit an der Stelle 7.

Gleichméflig konvergent bedeutet: Fiir alle ¢ > 0 gibt es
n. € N derart, dass fiir alle x € I gilt

n>n. = |fulz) - f2)] <e.
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Sei € > 0 und nehme m = n./3. Dann findet man fiir alle
x € I, dass

| fn(2) — f(2)] < ge.
Weil f,, : I — R stetig ist, gibt es d. > 0 derart, dass fiir alle
y € I gilt:

|j - y| < 58 - |fm(i') - fm(y)| <é&.
Dann folgt fiir |7 — y| < d./3, dass

|f(@) = f(y)]
< (@) = [ (@) + | f(@) = f@)] + | () — f(y)]
< ze+ [fn(@) = fu)| + 58 <e.

u
Korollar 5.16 Der normierter Vektorraum (C'la,b], | ]..)
mit || f|l = sup |f(z)| ist ein Banachraum.
z€[a,b]

Bemerkung 5.16.1 Stetige Funktionen auf kompakten Gebie-
ten haben ein Mazximum. Darum gilt

sup |f(z)] = max [f(z)].

z€[a,b] z€[a,b]

Beweis. Sei {f,},cy C C'[a, b] eine Cauchy-Folge. Das bedeu-
tet, fiir jedes € > 0 gibt es n. € N mit

n,m>n. = ||fo— full, <e

Wir miissen zeigen, dass es f € C'a,b] gibt, derart, dass es
fiir jedes € > 0 ein n. € N gibt, mit

nzn. = |f = fallo <e
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1) Die Definition von f. Fiir jedes = € [a, b] ist {f.(2)},en
eine Cauchy-Folge in R. Weil R vollsténdig ist, ist eine solche
Folge konvergent und wir kénnen einen Limes f punktweise
definieren:

@) = Jim )
Das heif}t, fir jedes = € [a,b] und € > 0 existiert f (x) und es
gibt m, . € N mit

m>mge = |fm(x) = f(2)] <e.

2) Die gleichméflige Konvergenz. Es gilt auch, wenn wir
n > n. und m, > max (n., m, ) nehmen, dass

|fulz) = [(@)] < |fa(@) = fin, (@)] + [ fin, (2) = [ (2)] < 2e.
Also folgt
n>n. = ||fon— fll <2,

(héitten wir bloB mit ;& angefangen @) und dies bedeutet, dass
fn gleichméBig nach f konvergiert:

| fn — fllo. — 0 fiir n — oo.

3) Die Stetigkeit des Grenzwertes. Das letzte Lemma liefert
feCla,b. u

Beispiel 5.17 Dieses Beispiel zeigt, dass man gleichmdf$ige
Konvergenz braucht und das punktweise Konvergenz nicht
ausreicht. Betrachte die Funktionen f, :[0,1] — R, definiert
durch f, (xr) = z™. Diese Folge konvergiert punktweise und
der Grenzwert fu, ist

v J 0 firzel0,1),
foo('n)_{l fiir x = 1.
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Die Funktionen f, sind stetig; die Funktion f., jedoch nicht.
Diese Funktionenfolge ist dann auch keine Cauchy-Folge in
C'[0,1]. Dies kann man auch direkt zeigen: Wenn wir m = 2n

und x, = \/g € [0,1] nehmen, dann folgt:

1 fn = fonllag = | (0) = fon (wn)] =1 =1 =1,

5.5 Aufgaben

Aufgabe 5.5 Die Funktionenfolge {fy,},cy, definiert durch
fn(x) = nx exp (—nz?) konvergiert auf R punktweise nach der
0-Funktion. Konvergiert sie gleichmdfig auf R?

Aufgabe 5.6 Die Funktionenfolge {fy},cy, definiert durch
fo(z) = n~twexp (—n~'z) konvergiert auf [0,00) punktwei-
se nach der 0-Funktion.

1. Konwvergiert sie gleichmdfig auf [1,00)?

2. Konvergiert sie gleichmdfig auf [0, M| fir festes M > 0?



5.5 Aufgaben

Aufgabe 5.7 Seien z,y : R — R zwe: differenzierbare Funk-
tionen mit x(0) = y(0). Zeigen Sie:
Wenn es L > 0 gibt derart, dass fir alle T > 0 gilt:

2" — y/HC[fT,T] < Lz — yHC[fT,T} J

dann folgt x(t) = y(t) fir allet € R.
NB. HxHC[—T,T] = SUDte[—7,7] |z ()]

71



72

Woche 5, Approximationen und Funktionenfolgen



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 6

Existenz nach Picard-Lindelof

6.1 Vorbereitung fiir den Existenzsatz

6.1.1 Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit

Definition 6.1 Seien (Vi, ||-||,) und (Va,|-||,) zwei normierte
Vektorraume und A eine Teilmenge von V.

o T: AC Vi — Vy heifit gleichmdflig stetig, wenn gilt

Ve>030>0: ||y —wel; <d = [|[T(v1) =T (vg)]l, <e.

o T : AC Vi — Vy heifit gleichmdifiig Lipschitz-stetig,
wenn gilt

AL > 0:||T (v1) = T (v2)|ly < Loy — va, (6.1)
Bemerkung 6.1.1 Gleichmdf$ig Lipschitz-stetige Abbildungen
sind gleichmdfig stetig: Sei e > 0 und nehme 6 = L™ 'e. Aus
|z —yll, <6 folgt | T (z) =T (y)ll, <e.
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Bemerkung 6.1.2 Oft nennt man gleichmdf$ig Lipschitz-
stetige Funktionen oder Funktionale einfach nur Lipschitz-
stetig. Wir sagen T ist Lipschitz-stetig auf A“, wenn T
auf A gleichmdj$ig Lipschitz-stetig ist.

Bemerkung 6.1.3 L heifit Lipschitz- Konstante. Wenn
L < 1 gilt, nennt man T eine Kontraktion oder kontra-
hierende Abbildung.

Aufgabe 6.1 Wir betrachten die Abbildung
T:(C0, 1, [[le) = (€10, 1], [1l0) »
definiert durch
T(u)(z) ==z + u(3z).
Zeigen Sie, dass T die Abschdtzung in erfillt und finden

Sie die kleinstmogliche Konstante L. Berechnen Sie auch die
Fizpunkte von T' auf C'[0, 1].
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6.1.2 Ein Fixpunktsatz

Theorem 6.2 (Der Fixpunktsatz von Banach) Sei A eine
nichtleere, abgeschlossene Menge eines Banachraums (V. ||-]).
Nehme an, T (A) C AundT : A —V erfillt mit L < 1,
das heifst, T ist eine Kontraktion. Dann gilt:

e Die Gleichung T (v) = v hat genau eine Losung U in A.

o Fir jedes vo € A konvergiert die Folge {v,}, oy mit
Unt1 = T (v,) nach v. Es gilt sogar, dass

. 1 L
o = 3 < = llon = v < T

lvo — 1] -

Beweis. Man betrachtet die obige Folge und bemerkt, dass
mit Induktion fiir jedes vy € A folgt, dass v, € A fiir alle
n € N. Auflerdem hat man

lon = st = 17 (Wat) = T (@) | < L o1 — v
und es folgt auch hier mit Induktion fiir m > n, dass
[0m = vl < L™ lon — vngall
Man hat aulerdem, dass

[ |

= ||V, — Vpt1 + Vpt1 — Upgo + -+ -+ U1 — Uy |

< lvn = vpga | + lvn1 — vngall + -+ + [[m—1 — vni|
<(A+L+L4- -4+ L") [|vn — v

L 1< -2
11— Up, Un+1 =1_1

< |vo — w1l

Woche 6, Existenz nach Picard-Lindelof

Das bedeutet: {v,}, .y ist eine Cauchy-Folge. Weil V' ein Ba-
nachraum ist, ist {v,}, . sogar konvergent: es gibt © € V' mit
|vn, — 0]] — 0. Weil A abgeschlossen ist, gilt 0 = lim,,_, v, €
A. Auch hat man

|vn — 0] = ‘ v, — lim va = lim ||v, — vpl|| <
m—0o0 m—0o0

<
~1-L 1-L

Diese Losung v ist eindeutig, denn wenn auch v ein Fixpunkt
in A wiére, folgt

[on = vnga | < lvo = va -

Sogar Abbildungen von R nach R kénnen Interessantes bei
Fixpunkten zeigen.
1.0f
08l
06f

04Ff ~

Héaufungspunkte

0.2r ye

Abbildung 6.1: Haufungspunkte bei den Folgen aus Aufgabe

Aufgabe 6.2 Seit € (0,4) und betrachte die t-abhdingigen Fol-

gen {x,}, o, definiert durch xg = 5 und

Tpr1 = flxy) mit f(z) =t z(1—x).



6.2 Lokale Existenz

Die Hiufungspunkte von {xy}, . in Abhdngigkeit von t sind
skizziert in Abbildung [6.1]

1. Berechnen Stie fiir t > 0 die einzig moglichen Fizpunkte
von f.

2. Geben Sie die Vorschrift fir die Funktion in Abbildung
wenn t € [1,3].

3. Zeigen Sie: Firt € (0,1) gilt 0 < 2,41 <t x, und

lim z, = 0.
n—r0o0

4. Begriinden Sie mit Abbildung [6.1, dass fir t € (3,4) die
Folge {x,}, oy keinen Limes hat.

Firt € (0,3) gilt, dass {x,}, oy 2um positiven Fizpunkt
konvergiert. Dies miissen sie jedoch nicht zeigen.
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6.2 Lokale Existenz

Wir betrachten wiederum das Anfangswertproblem

{ y’(ILI f (2, y(2)), (6.2)

(o) = 1o
Bedingung 6.3 Nehmen wir an (zo,yo) € (a,b) X (¢,d) und:
1. f:]a,b] x [c,d] — R ist stetig;

2. f erfillt die Lipschitz-Bedingung: es gibt Ly € R der-
art, dass fir alle x € [a,b] und y, z € [c,d] gilt

|f (@,y) = f 2, 2)[ < Lyly = 2] (6.3)

Wenn wir diese Annahmen machen, konnen wir schon direkt
einiges folgern:

e Weil stetige Funktionen auf kompakten Gebieten be-
schriankt sind, gibt es M € R mit

|f (z,y)| < M fir (z,y) € [a,b] X [c,d]. (6.4)

Fiir eine mogliche Losung der Differentialgleichung be-
deutet dies, dass —M < ¢/(z) < M und somit auch, dass

Yo — M|z —zo| S y(z) Syo+ Mz — x|,  (6.5)

jedenfalls wenn y(z) € [¢,d] und = € la,b] gilt. Siehe
Abbildung [6.2]
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e Es gibt (z,7) C (a,b) mit x < zo < T derartig, dass
Yo £ M |z — x| € [, d] fir alle z € [z,7] (6.6)

und

Ly|x — x| < 1 fiir alle z € [z,7]. (6.7)
Diese erste Ungleichung sorgt dafiir, dass fiir = € [z, 7]
der Kegel in (6.5 innerhalb des Rechtecks [a,b] x [c,d]

bleibt. Die zweite Ungleichung braucht man fiir den Be-
weis des néchsten Theorems.

e Wir nehmen h > 0 derart, dass fiir alle x € [z, 7] gilt

Yo £ M [z — 0| € [yo — h,yo + h] C [c.d].

Um den Fixpunktsatz anzuwenden, nehmen wir als Banach-
raum (C'[z,7], ||.||,) und betrachten die Teilmenge

K={yeClz,2];lly — vl <h} (6.8)

Theorem 6.4 (Lokale Existenz nach Picard-Lindelof) Wenn
[ Bedingung [6.3 erfiillt, dann gibt es x < xo < T und genau
eine Funktion y € C'[x,Z|, die die folgenden Gleichungen
erfullt

{ z’((;;))z_é(fx,y(m)) fir alle x € [z, 7], (6.9)

Bemerkung 6.4.1 Dieses Theorem liefert die lokale Ezistenz,
,€s gibt mindestens eine Losung®, und auch die Eindeutigkeit,
€5 gibt hochstens eine Losung”.

Woche 6, Existenz nach Picard-Lindelof

|y:y07M($7$o)| |y:yo+M(:rrf:rro)|
d e C
[} I
[} 1
[} [}
1
[} 1
[} 1
1 1
Yo : !
1
[} 1
1 1
[} 1
[} 1
I 1
I I
1 1
1 1
I I
1 1
1 1
C r------- i i
1 1 1 1
1 1 1 1
I I I I
1 1 1 1
1 1 1 1
I I I I
1 1 1 1
a x o T b

Abbildung 6.2: Durch die Beschrinkung von |y'| durch M wverliuft
jede Funktion aus der Picard-Iteration im roten Kegel und bleibt
so fir x € [z, T] im grinen Bereich.

Bemerkung 6.4.2 Man kann dieses Theorem auch fiir Syste-
me erster Ordnung zeigen. Das Ergebnis ist wie folgt:
Nehme an B C R™ ist offen, f : [Ty, To] X B — R™ ist stetig
und erfillt die Lipschitz- Bedingung:

L > 0V (2,9), (2, 2) € [Tu, 7] X B :

Sei (zo,%) € (u,z,) X B. Dann gibt es x < xo < T derart,
dass



6.2 Lokale Existenz
lokal genau eine Losung y € C' ([z, 7] ; R™) hat.

Beweis. Sei T' die Picard-Iteration fiir das Anfangswertpro-

blem : Das heif3t:
(T () () = 9o + / Cfsy(s)ds.  (6.10)

Sei K definiert in .

1. T(K

auf [z,

C'[z,7]. Weil f wohldefiniert und stetig ist
x [

-
] ws Yo|, ist auch Ty stetig.

2. T auf K ist beschrankt: Wegen ([6.4) und (6.3) folgt fiir
z € [z,7] und y € K, dasd]

(T () () = %ol = <

/x :f<s,y<s>>ds

/ If (s,y(s))|ds < Mds = M |z — x| .
[J)o,a)] [Z‘o,l‘}
(6.11)

IN

I'Wir definieren

b
falls b > a: / g(s)ds= / g (s)ds,
la,b] a

s)
falls b < a: / g (s)
[a,b]

/bag(sws

ds:/b g (s) ds.

Dann folgt

< / 19.(s)] ds.
[a,b]

77

Man findet mit tir z € [z, 7|:
b < (T () (&) — 9o < h.
Das heifit
ye K = [IT@) —yllo <

und es folgt, dass T (K) C K.

. T : K — K ist eine Kontraktion: Seien y,z € K, dann

gilt
(T () (2) — (T (2)) (=)
/ (f (5,9(s)) — f (5, 2(s))) ds

zo

< s,y(s)) — f(s,z(s))|ds
< L s)— z(s)|ds
= /[:co,x] f ly(s) (s)l

<[ Loly-clds
[l?(),l?]
— Ly o= wol =l

Wegen ([6.7)) folgt, dass

IT(Y) =T (2l <clly = 2l -

. Weil K eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge des Ba-

nachraums C [z, 7] ist, folgt aus dem Fixpunktsatz von
Banach, dass es genau einen Fixpunkt  von T in K gibt.
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5. Weil 7 stetig ist, gilt x — f(x,g(z)) € C'|z,Z] und
o ga) =+ [ Fs5)ds € C'fn.a).
0

Lemma besagt, dass 7 sogar eine Losung des Anfangs-
wertproblems ist. [ ]

Bemerkung 6.4.3 Das Wesentlichste im Beweis ist, dass die
Lipschitz- Bedingung, welche wir annehmen fir die Funktion
[ [@us o) X [Yu, Yo) — R, namlich

fiir alle (2,y) € [y, To] X [Yu, yo] gilt:
|f (z,u) = f(z,0)] < Llu—v

dafiir sorgt, dass der Operator T : K C Clz,Z] — K eine
Kontraktion st fiir x — x und T — xo gentigend klein: Es gibt
c<1 mit

fiir alle Funktionen yy,ys € K gilt:
1T (y1) =T ()l < cllyr — wall -

Wir werden spdtestens betm FExistenzsatz von Peano sehen,
dass diese Lipschitz-Bedingung nicht notwendig ist fir die
Existenz einer Losung. Sie macht den Beweis von Picard-
Lindeldf aber wesentlich einfacher als den zum Satz von Pea-
no.

Bemerkung 6.4.4 Wenn eine Funktion

[ R =[xy, o) X [Yu,yo] = R

Woche 6, Existenz nach Picard-Lindelof

stetig differenzierbar ist, dann ist f Lipschitz-stetig auf R und
erfillt auch Bedingung|6.3: Die Stetigkeit folgt aus der stetigen
Differenzierbarkeit und die zweite Bedingung von[6.5 folgt aus

dem Mittelwertsatz und der Stetigkeit von (x,y) g—i (x,y).

Denn, weil die Ableitung g—i stetig ist auf R, existiert

L:= max{‘g—g(x,y) (z,y) € R}.

Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass es 9 zwischen y und z gibt
mit

f@wy—ﬂma=4y—@§§m,»

Kombiniert man dies, so gilt fir alle x € [x,,x,] und y,z €
[Yus Vo), dass

[f(z,y) = f(z,2)| < L]y — 2|.

Aufgabe 6.3 Beschreiben Sie endliche und mdglicherweise
unendliche Rechtecke R C R x R derart, dass die Lipschitz-

Bedingung in erfullt ist fir y'(x) = f (z,y(x)), wenn:

a) f(z,y) =y, b) f(x,y)=2/y,
f( flzy) =2+ 9%
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6.3 Globale Existenz

Wir betrachten wiederum das Anfangswertproblem

{ y'(z) = f(,y(2)), (6.12)

y(7o) = Yo-

Eine erste Erweiterung der lokalen Existenz bekommt man,
wenn f die folgenden Bedingungen erfiillt:
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Theorem 6.5 Sei (v1,23) 3 xo und (y1,y2) > yo und setze
R = [z, 29) X [y1, y2]. Nehme an f : R — R erfiillt (Bedingung

[6.):
o f ist stetig auf R;
o [ erfillt die Lipschitz-Bedingung: es gibt L > 0 mit

\f (x,u) — [ (z,v)] < L|u—wv| firale (x,u),(z,v) € R.

Dann gibt es ein mazimales Intervall [x_ x| C [x1, xs] mit
xg € (z_,x1), und genau eine Losung y : [x_,xy] — [y1, ya].
Auflerdem gilt, mit OR der Rand von R:

1. yeC'z_,xy],
2. (z_,y(x_)) € OR und

3. (x4,y(xry)) € OR.

Beweis. Aus der lokalen Existenz (Theorem [6.4) folgt, dass es
T > xp gibt und ein y € C! [z, 7], welche die Differentialglei-
chung erfiillt.

Wenn (z,7) := (Z,y (%)) € OR gilt, sind wir fertig. Wenn
(Z,7) € R° gilt, dann kénnen wir erneut ein Randwertproblem
betrachten, ndmlich

und finden aus der lokalen Existenz, dass es z, > 7 gibt und
eine Losung y, € C'[7,7,], welche diese Gleichung erfiillt.
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Y2

X1=X_ Xy Xp
Abbildung 6.3: Fine Lésung kann nur am Rand aufhéren.

Fir v € C'[#,Z,) gilt limv/ () = ¥.(Z) und weil f und y

z|T
stetig sind, finden wir

Yar(T) = ggclyfl (2) =l f (2,40(2)) = (2, 4a(2)) = f (2, 4(Z)).

Ebenso gilt
y(2) = limy’ () = lim f (,y(2)) = £ (7,4()),

Y, setzt y stetig differenzierbar fort und liefert eine Losung
y € C'lzg,Z,]. In T, kénnen wir erneut schauen, wo sich
(Za,y (T,)) befindet: innerhalb R° oder auf dem Rand OR.
Wenn der Punkt auf dem Rand liegt sind wir fertig. Wir
miissen also den Fall betrachten, dass diese Stelle sich jedes-
mal im Innern befindet. Dann gibt es eine wachsende Fol-
ge T; mit T; T o und eine Losung y € C[xg,To) mit
Too € [21,22] maximal. Weil f beschriankt ist auf R, ist ¢/’

Woche 6, Existenz nach Picard-Lindelof

beschréankt auf R° und es existiert lTign y(x). Dann existiert
1T 00

lTign y'(x) = lTim f(x,y(x)) und es folgt, dass man y fortset-
zen kann zu y € C [z, Too]. Wenn (Zoo,y (Ts)) € IR gilt,
sind wir fertig. Wenn (Zoo, ¥ (To)) € R° gilt, wire T, nicht
maximal.

Ahnlich kénnen wir mit der lokalen Existenz eine Losung
y € C'[Z, xo] fiir # < z finden. Wie auch oben, findet man,
dass man links und rechts zu einer Losung y € C' [z, 7] ver-
binden kann. |

Theorem 6.6 (Globale Existenz) Sei 2 C R? offen und
(x0,%0) € Q. Nehme an, f : Q — R ist stetig und erfillt
die Lipschitz- Bedingung

EILQ >0 v($7y1)7(x>y2) SO
’f(l’,yl) -/ (I,y2)| < Lo |y1 - y2| :
Dann gibt es ein mazimales (offenes) Intervall I = (x_, )
mat
—o0o <z <z <y <400,

und genau eine Losung y: I — R von mit (x,y (x)) €
Q firx e I. Auflerdem gilt

1. ye C'(I),
2. x_ = —o0 oder lim (z,y(x)) € 0N oder lim |ly(x)|| = oo,
und

3. x4y = 00 oder lim (z,y(z)) € 0 oder lim ||y(z)|| = oo.

x4 x4
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Bemerkung 6.6.1 FEs kann sein, dass die Losung sogar de-
finiert ist bis in x_ oder x,. Die Aussage ist, dass es kein
grofleres offenes Existenzintervall gibt. Wenn f auch aufler-
halb des Gebietes €1 definiert ist, kann man mdglicherweise
sogar eine Losung aufSerhalb von € finden. Selbstverstindlich
kann man ohne Annahmen keine Aussage machen, wie eine
solche Erweiterung sich verhalten wiirde und ob sie auflerhalb
emndeutig 1St.

Beweis. Aus Theorem folgt, dass die Losung in jedem
Rechteck innerhalb 2 mindestens bis zum Rand des Recht-
ecks fortzusetzen ist. Weil €2 als offenes Gebiet mit Rechtecken
aufzufiillen ist, folgt limgy,, (2, y(z)) € 0. u

Wenn die Funktion f auch auf einem Teil des Randes von
) definiert ist, aber nur auf kompakten Teilmengen von (2
die Lipschitz-Bedingung erfiillt, kann es sein, dass man die
Losung auf dem Rand 0f) fortsetzen kann. Wenn f da nicht
Lipschitz-stetig ist, kann man die Eindeutigkeit dort verlieren.
Es kann also passieren, dass man lokal eine eindeutige Losung
hat, die global nicht eindeutig ist. In Beispiel geschieht
genau dies.

Beispiel 6.7 Die rechte Seite des Anfangswertproblems

/ o 1

y(3) =1,

ist definiert fir x*> + y* < 5. Auf jede Kreisscheibe inner-
halb B, (0,0), also auf B,(0,0) mit r < /5, ist f stetig und
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a% (z,y) beschrinkt. Das bedeutet, dass das Anfangswertpro-
blem genau eine Lisung hat, welche bis zum Rand 0B, (0,0)
fortsetzbar ist. Weil solches fiir jedes r < /5 gilt, existiert die
Lésung bis sie den Rand 0B, /5(0,0) erreicht.

Abbildung 6.4: Skizze zu der Lésung aus Beispiel. Im roten Ge-
biet ist die Differentialgleichung nicht definiert. Die Lisung exis-
tiert bis zum Rand.

Beispiel 6.8 Beim Randwertproblem

hat es lokal eine eindeutige Lisung, namlich y : (1,00) — R,
definiert durch
2
y(@) =5 (¢ = 1)
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Abbildung 6.5: Skizzen zu einigen Losungen aus Beispiel Auch
auf dem Rand existieren Losungen; sie sind da aber nicht mehr
etndeutig.

Die Funktion (z,y) y st gleichmdjig Lipschitz-stetig
auf (=M, M) x (g,00) fir alle e, M € R*. Innerhalb jedes
Rechtecks (—M, M) x (g,00) liefert auch Theorem [6.6 die
Existenz und Eindeutigkeit der Lisung

Betrachten wir (—M, M)

[0,00), dann gibt es mehrere Lo-
sungen. Fir ¢ > 0 sind alle Funktionen y.
durch

R — R, definiert
: 2
k- )
Ye (z) = 0 )
% (22 — ?)
Lésung des Randwertproblems

firx>1,
fir —c<x<1
fir x < —c,

Aufgabe 6.4 Wenn y : R — R eine Ldsung ist von y'(x)
Va2 —y(x)?, dann berechnen Sie y(0)

Woche 6, Existenz nach Picard-Lindelof
6.4 Das Lemma von Grénwall

Um prézisere Abschétzungen fiir eine Losung und deren Exis-

tenzintervall zu bekommen, ist die folgende Ungleichung sehr
niitzlich:

Lemma 6.9 (Die Ungleichung von Grénwall) Seien y,«,
[xg,x1] = R stetige Funktionen mit 5 > 0. Wenn

/ﬂ
0+ [ Blsja

Bemerkung 6.9.1 Wenn y(x)

) ds fir alle x € [xg,x1], (6.15)
dann gilt

(s)els POt ds fiir alle © € [xo, x1] .

(6.16)
) + f s)ds dann
findet man, dass y sogar dzﬁerenzzerbar ist und dass y die
lineare Differentialgleichung y'(x)
Die Funktion y(x)

o/ (z) + B(x)y(x) erfillt
= o) + f; B(s)a
Lésung.

(s)els PO ds st eine
Beweis. Man definiere

/ﬁ ) ds exp< /Z:E(t)dt).

Dann ist u differenzierbar und es gilt, weil g > 0, dass

vt =60 (st [ soutr ) (- [ st
< slajata)eww (- [ stoyr).

(6.17)

(6.18)
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Man integriere ((6.18) und findet

xT

u(r) = u(z) — u(zg) = / u' (s)ds

Zo

< / :ﬁ(s)a(s) exp (— / :@(t)dt) ds.

Ersetzen wir u durch (6.17)), so folgt

[ et ds exp (-] jms)ds)
< [Bgats) e (-/ :mt)dt) s

und anders dargestellt:

/g:ﬁ(s)y(s) ds < /m:ﬁ(s)oz(s) exp (/jﬁ(t)dt) s,

Mit (6.15)) folgt

o

Aufgabe 6.5 Nehme an, dass gilt:

x(t) < 1+/ts:z:(s)ds firt > 0.
0
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1. Welche Abschditzung findet man mit Gronwall?

2. Fiir welche Funktion x ist diese Abschdtzung eine Gleich-
heit?

6.4.1 Abschitzungen mit Gronwall

Korollar 6.10 Nehme an f : [xg, 1] X [y1,y2] — R ist stetig
und yo € (y1,y2). Sei M, Lo € RT so, dass:

1. fiir alle x € [xg,x1] gilt

|f(x7y0)| < M;

2. fir alle (x,u), (z,v) € [T, 1] X [y1,Ya] gilt

| (z,u) = f(z,0)] < Lo |u—v|.
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Wenn y : [xg, 1] — R eine stetige Funktion ist mit y(z) €
[y1, y2| fiir alle x € [xo, x1] und derart, dass

y() = yo + / " (s,y(s)) ds. (6.19)
Dann gilt

M
|M@—uﬂ§zgkmwﬁ@—meLg>O

Bemerkung 6.10.1 Weil f stetig ust, folgt, dass y in
differenzierbar ist. Dann liefert , dass y eine Lisung ist
vom Anfangswertproblem

Beweis. Es gilt

ly(x) = ol =

/ " f (s,y(s)) ds
< / (Lo ly(s) - yol + 11 (s,30)]) ds

zo

< M (x — xo) —i—/ La |y(s) — yol ds.

Zo

Fiir Lg > 0 folgt mit der Ungleichung von Gronwall, dass

[y(x) = ol < M (z — o) + LQ/ M (s — zo) 2" ds
o

= L% (eLQ("”’IO) — 1) .
Q
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Fiir Lo = 0 folgt |y(x) — yo| < M (z — o). [

In Paragraph [2.4/haben wir Losungen verglichen. Diese Ver-
gleichssétze kann man nicht geradeaus erweitern fiir vektor-
wertige Probleme. Mit dem Lemma von Gronwall sind die
Abschétzungen viel grober, man kann jedoch auch ohne viel
Aufwand Systeme betrachten. Siehe das néchste Korollar.

Korollar 6.11 Sei Q@ C R™ offen und f (20, 21] X  — R
stetig und derart, dass yo € Q. Sei M, Lo € R™ derart, dass

1. fiir alle x € [xg,x1] gilt
JF(I,gO)H < M7

2. fiir alle (z, %), (z,7) € [xo,21] x Q gilt
f(:t,ﬁ) - f(l‘,??)

Nehme an § : [zg, 1] — R™ mit y(x) € Q fir alle v €
[0, 1] ist eine stetige Funktion mit

y(r) = o + /I F (s, 4(s)) ds.

< Lol — .

Dann gilt
7 e M Lq(z—x0) ..
|7(z) — ol < o (ehel=r0) — 1) fiir Lo > 0.
Beweis. Man schaue sich den Beweis von Korallar an. m

Bemerkung 6.11.1 Mit ||| ist die euklidische Norm auf R™
gemeint. Integrale von wvektorwertigen Funktionen werden
komponentenweise definiert:

b(m@) (ﬁw@w)
/ : ds = : )
@\ gu(s) 12 gu(s) ds
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6.4.2 Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte

Nach Hadamard ist ein Problem wohldefiniert, wenn es min-
destens und hochstens eine Losung hat, und dass, wenn man
ein wenig am Problem riittelt, sich auch wenig in der Lésung
bewegt. Mit Hilfe vom Lemma von Gronwall kann man dies
nun sogar fiir Systeme von Differentialgleichungen zeigen. Sie-
he auch Korollar 2171 Also betrachten wir

{ g’((ox)):a{;(:p,ﬁ) fir z € [0, /], (6.20)

Korollar 6.12 (Stetigkeit beziiglich der Anfangswerte) Sei

—

f 00,4 x R™ — R™ stetig und derart, dass es L > 0 gibt
derart, dass fir alle (x, @), (z,7) € [0,€] x R™ gilt:

|F @@ - F@.9)

Seien i, : [0,¢] — R™ Lisungen von mit Anfangs-
werten Uq0,Upo € R™. Dann folgt

[0, (t) — i@y () || < e ||tao — ol fiir x €10,€].  (6.21)
Beweis. Man hat
U (t) — ()
:_)ao__)o ﬂa_'a __'7_'a d
0) =)+ [ (Fls (o) = F (5. (5) s
und so folgt
[t (t) — @ (1) ]

< 117.(0) — @0 +/O

< L|u— .

(s, a(s)) — f(s,ﬁa(s))H ds

<1 (0) = () + L [ ) = (s)] s
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Das Lemma von Gronwall liefert die gewiinschte Abschétzung.

Aufgabe 6.6 Sei ¢ > 0. Die Funktionen y. : [0,00) — R,
definiert durch

Y- (2) = (z+ 52/3)3/2 fiir x > 0,

erfillen das Anfangswertproblem

y'(x) = y(x)/? fir © >0,
y(0)=e¢

Fiir e = 0 ist yo(x) = 0 eine Liosung. Sind diese Lisungen
stetig abhingig von ¢ € [0,1] 7




86
6.4.3 Differentialgleichungen mit Existenzinter-
vall R

Lemma 6.13 Nehmen wir an xo € (x1,22) und f ist wie folgt:

1. f [z, 29) x R — R ist stetig und
2. f erfillt die Lipschitz-Bedingung auf [z1, xs] X R:

AL > 0 Vo € [z, 29 Yu,v € R:

Dann hat die Losung von (1, 22| als Existenzintervall.

Beweis. Nehmen wir M = max {f (z,v0) ; * € [x1, 22|} und

M

h = T max (eLQ(m_wo), eLQ(wO_“”l))

)

dann folgt fiir R = [z, 3] X [yo — h, Yo + h], dass fiir das maxi-
male Existenzintervall in R gilt x, = x5 und x_ = 2. Durch
die Abschétzung von Korollar [6.10]gilt y (z) € (yo — h, yo + h)
fir z € [x_,z,]. Aus Theorem [6.5 folgt (z,y(x,) € IR und
y(z+) € (Yo — hyyo + h). u

Korollar 6.14 Wenn f : R x R — R stetig ist, und
|f (z,u) — f (z,v)] < Lju—v| fir alle x,u,v € R, dann hat
die Losung von R als Existenzintervall.
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Beispiel 6.15 Betrachten wir
2'(t) = \/1+ 2+ 2 (1)
z(0) =1

Weil (t,z) — /1 + t2 + 22 stetig ist auf R?* und die Lipschitz-
Bedingung auf R? erfiillt:

)\/1+t2+m2—\/1+t2+y2‘
0
—' < |z —yl, (6.23)

=|—F—(r—y)
V1412 + 62

gibt es genau eine Lisung, die auf ganz R existiert.

Wir haben fiir den Mittelwertsatz benutzt, der uns
ein 0 € (x,y) gibt fir welches die obige Gleichung erfillt ist.
Man bemerke auch, dass die Funktion x — /¢ + x? firc>1
eine durch 1 beschrdnkte Ableitung hat.

Beispiel 6.16 Betrachten wir

Die Funktion x — /1 + x* hat keine beschrankte Ableitung
und man kann vermuten, dass sie nicht gleichmdf$ig Lipschitz-
stetig auf R ist. Lokal ist die Lipschitz-Bedingung erfillt und
es gibt eine Losung. Diese Liosung kénnte aber nur ein endli-
ches Existenzintervall besitzen.

Vergleichen wir mit



6.5 Aufgaben

dann bestatigt sich diese Vermutung. Die Losung des letzten
Anfangswertproblems ist

1
y(t) = T mit t € (—oo,1).

Mit Theorem[2.19 findet man, dass x(t) > y(t) firt € (0,T),
wenn beide Losungen auf dem Intervall existieren. Dies be-
deutet, dass ty < 1.

Vergleicht man x(t) firt <0 mait

S =1,
2(0) =1,
findet man x(t) < z(t) = 1+t firt <1, jedenfalls solange

x existiert. Wenn x in —2 noch existieren wiirde, findet man
x (—2) < —1 und wenn das gilt, konnen wir anschliefiend ver-

gleichen mit
w'(t) = w(t)?,
w(—2)=—1.

Weil w(t) =
t- > —3.

;—13 fir t > —3 und limy_3w(t) = —oo, folgt

6.5 Aufgaben

Aufgabe 6.7 Welche Ldsung gehort zu welcher Differential-
gleichung?

et firz>1

y(x):{ x  firx<l1 und y(m):{ex_l fire <1

v (x) =max (1,y(z)) wund % (x)=min(1,y(z)).

xr  firx>1"
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Aufgabe 6.8 Wahr oder falsch:?
1. ww +/|u| ist nicht Lipschitz-stetig bei uw = 0

2. Die Ldsung von

{ u'(t) TO—\/W(I?)\,

) =0,
ist eindeutig auf [0, 00).

3. Die Lésung von

ist eindeutig auf [0, 00).

4. Die eindeutige Losung von

{wwzwwd—w»

u(0) =0,

u(t) = 1—2e 2 4et firt>0,
N 0 fiirt < 0.

Aufgabe 6.9 Wahr oder falsch:?
1. w s Ju ist nicht Lipschitz-stetig bei uw =0

2. Die Lésung von

ist eindeutig auf [0, 00).
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3. Die Ldsung von

ist eindeutig auf [0,00).

Aufgabe 6.10 Kombinieren Sie die Differentialgleichungen
mit den Aussagen:

a) 2'(t) =1t —x(t)3, b) 2/(t) =x(t)® —t,
c) 2'(t) = x(t) — e*®, d) o L

Fiir das mazimale Fxistenzintervall einer Losung x schreiben
wir (T, ,T,F) mit —oo < T, < T, <oo.

(t) = tprre:

1. Jede Losung ist eine fallende Funktion.
2. Jede Lésung ist eine wachsende Funktion.

3. Jede Losung = hat ein mazimales Fxistenzintervall
(T, 00) mit lim, ;- x(t) = oc.

4. Jede Losung hat R als mazimales Existenzintervall.
5. Fir jede Liosung gilt {x(t);t € (T, , 7))} = R.
Aufgabe 6.11 Zeigen Sie, dass jede Losung von
v'(z) = exp (v (2)°) + exp (—2?)

ein endliches Existenzintervall hat.

Woche 6, Existenz nach Picard-Lindelof

Aufgabe 6.12 FErginzen Sie fiir Losungen v : (T* T*) — R

o { v'(z) = exp (v (z)* — z?),
v(0) = vy,

mit (T_ T*) als maximales Existenzintervall:

vo? T Vo
a) Wennuvy € ... , dann gilt —oo =T, <0< T, < oo,
b) Wenn vy € ........ , dann gilt —oo < T, <0< T, < oo.
c) Wennwvg € ... , dann gilt —oco < T, <0 < T, = oo.

Begriinden Sie Ihre Antworten.



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 7

Nicht-lineare und linearisierte Systeme

7.1 Gleichgewichtspunkte

Wir werden uns mit Anfangswertproblemen der folgenden
Form beschéftigen:

y'(t) = f(t.9(1),
{710 = fo.m o

Das heifit, fiir Q C R x R” ist die Funktion f :Q — R”
gegeben und wir suchen zum Anfangswert 7y eine Losung v :
I — R", definiert auf dem Intervall I C R mit (¢, 4(¢)) C Q fur
t € 1. Diese Vektorschreibweise werden wir nicht durchziehen.

Wenn man sich den Beweis von Picard-Lindel6f anschaut,
kann man sich davon iiberzeugen, dass auch fiir das System
in ein #hnliches Ergebnis folgt. Ohne nochmals zu kon-
trollieren, dass alle Details des Beweises auch genau so wei-
tergehen, geben wir das Resultat.
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Theorem 7.1 (Globale Existenz fiir Systeme) Se: ) C R"!
offen und (xg,yo) € Q2. Nehme an, f : Q — R ist stetig und
erfullt die Lipschitz-Bedingung

dLg >O‘v’(t,y1),(t,yg) SV

1f (ty1) — f ()l < Loy — s - (7:2)

Dann gibt es ein maximales Intervall I = (t_,t,) mit
—o0 <t <ty <ty < +oo,

und genau eine Losungy : I — R™ von mit (t,y (1)) € Q
furt e l,. Auflerdem gilt

1. ye CH(I),
2. t_ = —o0 oder 1&{1 (t,y(t)) € O oder lligl [y(t)[| = oo,

3.ty =00 oder lim (t,y(t)) € 0 oder lim ||ly(t)|| = oo.
o £ty
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Wenn die Funktion f nicht explizit von ¢ abhéngt, nennt
man das System in ([7.1]) autonom:

vt = £ (0,
{ y(te) = vo. (7.3)

Definition 7.2 Wenn y, € R" so ist, dass f(y,) = 0, dann
heifst y, ein Gleichgewichtspunkt fiir .

Ein Gleichgewichtspunkt wird auch kritischer Punkt oder
Ruhepunkt genannt. Man sieht direkt, dass ein Gleichge-
wichtspunkt fiir (7.3) eine konstante Losung y(t) = y, liefert.

Beispiel 7.3 Betrachten wir das System

{00 = - u=tr -
y'(t) = (L4 a(t) —y(t))y(t).

Setzen wir f(j) = ((l(iLyy)y) Weil diese Funktion f differen-
zierbar ist, ist lokal die Lipschitz-Bedingung erfillt. Fiir jeden
Anfangswert (7?) existiert also eine Ldsung t +— (T(;)) die
definiert ist auf einem Intervall (t_,t.) und es gilt

(o) ==

Fiir das System findet man die Gleichgewichtspunkte, indem
man

t, =00 oder lim
Tty

2-y)z=0, (I+z-y)y=0
lost. Die erste Gleichung liefert y = 2 oder x = 0. Dann gibt
uns die zweite Gleichung folgendes:
y=2 = (142-2)2=0 = z=1,
r=0 = (14+0—-y)y=0 = ye{0,1}.

Woche 7, Nicht-lineare und linearisierte Systeme

Das bedeutet drei Gleichgewichtspunkte: (1,2), (0,1) und
(0,0). Diese Gleichgewichtspunkte sind gleichzeitig auch kon-
stante Ldosungen.

Ubrigens, die Gleichung (2 — y) x = 0 liefert genau die Stel-
len, bei denen x'(t) = 0 gilt, oder anders gesagt, wo die Lé-
sungskurve vertikal verlduft. Ebenso gibt (1 +x —y)y = 0 die
Stellen an, wo die Ldsungskurve horizontal verlduft. Damit
konnen wir ein grobes Bild erstellen wie die Trajektorien ver-
laufen. Siehe Abbildung[7.1. Wenn wir einige Trajektorien nu-
merisch approzimieren lassen, bekommen wir die Skizze rechts

in der Abbildung.

Abbildung 7.1: Links eine Skizze mit den Richtungen der Ldésungs-
kurven aus Beispiel [T.3. Rechts einige numerisch approximierte
Lésungskurven

Definition 7.4 Wenn t — x(t) : (t_,t,) — R" eine Ldsung
ist von 2'(t) = f (x(t)) mit (t_,ty) mazimal, dann nennt man

{z(t);t- <t <ty } CR"



7.1 Gleichgewichtspunkte

eine Losungskurve.

Bemerkung 7.4.1 Eine Losungskurve wird auch Trajektorie
oder Orbit genannt.

Fiir ein autonomes System kann man die Eindeutigkeit noch
etwas scharfer formulieren.

Lemma 7.5 Wenn x — f(x) die Lipschitzbedingung erfillt
und z,(.) und xy(.) sind zwei Lisungen von z'(t) = f(x(t)),
dann gilt fir die zugehdrigen Trajektorien entweder

o {Zy(t)ita— <t <tai}={zp(t);to— <t <tpi} oder
o {Z,(t)ita <t <to yn{m(t);to_ <t<tp }=0.

Bemerkung 7.5.1 Man kann dieses Ergebnis auch so beschrei-
ben, dass Trajektorien sich nicht schneiden.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt ¢, € (to_,ts+) und ¢, €
(to,—, tp+) mit x,(t,) = 24(ty). Dann gilt fiir die Funktion y,
definiert durch y(t) = x; (t —t, + ), dass sie die Differen-
tialgleichung erfiillt mit y(¢,) = zp(ty) = z4(t,). Weil das
Anfangswertproblem

{ 2'(t) = f(2(?)),
z(ta) = wa(ta),

genau eine Losung hat, folgt x, (t — t, +t,) = y(t) = z4(t)
und somit das Ergebnis. [ ]

Wir haben nun Gleichgewichtspunkte, die konstante Losun-
gen liefern und wissen, dass Losungen mit anderen Anfangs-
werten existieren und eindeutig sind. Auch wenn man die-
se Losungen nicht mit Hilfe expliziter Funktionen darstellen
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kann, mochten wir doch einige qualitative Aspekte genauer
anschauen.

Abbildung 7.2: Skizze einiger Losungskurven aus Beispiel mit
auch einigen Gleichgewichtspunkten. Das Beispiel ist inspiriert
durch ein Beispiel im Buch von Borrelli und Coleman [1)].

Beispiel 7.6 Betrachtet man das System

{ (1) = cos (1) — 20 (1) cos () cos (4 (0), 7
y'(t) = 2sin (2z(t)) — 4sin (y(t)?) sin (4z(1)) , '

dann findet man (numerisch) sehr viele Gleichgewichtspunkte.

Siehe Abbildung[7.3 Setzen wir
F (z,y) = sin (y°) cos(4z) — cos(2z) — sin(y).

Wenn wir eine Losung von einsetzen und die Funktion
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t— F(x(t),y(t)) differenzieren, so folgt: 3. Begrinden Sie, dass fir jede Losung gilt

@t @D
e N Iz

QJ‘QJ

( zégg >H firt>0. (7.6

dy

F
< —4sin ( y sm(4T)+2S1n(2.,)> ' (:r (t))
(

i
2y cos (y*) cos (4x) — cos (y) y' (1)
@) =(a(0).w(®)
—4 sin ( sln (4x) + 2sin (2x)
< 2y cos (y#) cos (4x) — cos (y) ) ‘

( ;z;%;) drass (o) )

(2, 9)=(2(8),u(t)
=0.

Damit finden wir, dass F (x(t),y(t)) = ¢ und das heifit, dass
Tragektorien auch Niweaumengen von F' sind.

Aufgabe 7.1 Betrachte das System

vio )= G ) e () = (35)
=F tr F' = .

( V(1) vy ) Ty ey

Bei den ndachsten Fragen liegt t auflerdem im Fxistenzintervall
der Ldsung.

1. Ist die Bedingung in erfiullt?

2. Zeigen Sie, dass fiir jede Losung gilt

(o0 + (1) <4 (20 +y(1)?) firt € B




7.2 Linearisieren

4. Zeigen Sie, dass fiir jede Léosung gilt

S (x(t)® +y(t)*) >0 firt € R.

5. Begriinden Sie, dass fiir jede Losung gilt

‘( zajég ) ( §E8§ ) fiir t <0. (7.7)

Fiir jede Lésung (i) : (Tﬂc_o,yo’T;;),yo) — R? dieses Systems
. _ . x(t ..
gult, dass T, , = oo oder hmtTT%,yo (yétg)H = oo und dhn-

liches fir T,, . . Mit (@) und folgt dann, dass jede
Lésung R als Existenzintervall hat.

Aufgabe 7.2 Gegeben ist das System
2'(t) = y(),
y'(t) = sin (z(2)) .
Zeigen Sie, dass die Niveaumengen von F (x,y) = y?+2 cos(z)
tbereinstimmen mit den Lisungskurven des Systems.
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7.2 Linearisieren

Wenn wir Losungen des Beispiels in einer Umgebung eines
Gleichgewichtspunktes betrachten, dann sieht das Bild dhn-
lich aus wie die Bilder bei linearen Systemen. Man koénnte
vermuten, dass ein lineares System die Losung bei so einem
Gleichgewichtspunkt approximieren kénnte. Bevor wir irgend-
einen Satz in dieser Richtung formulieren oder beweisen, ge-
ben wir erst eine Motivierung, welches lineare System das pas-
sende Verhalten liefern wiirde.

Definition 7.7 Sei x,, ein Gleichgewichtspunkt fiir das System

(1) = f (x(t)) (7.8)

und sei die Funktion f differenzierbar in einer Umgebung von
Tp. Dann ist

y(t) = V() y(t) (7.9)

das wm , linearisierte System zu (7.9).

Bemerkung 7.7.1 Das System in (@ kann man auch wie
folgt schreiben:

vy (1) S—Q (zp) -+ % (zp) y1(t)

yi (1) O (g,) o () )\ pal®)

Die Idee bei der Linearisierung ist:
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e Losungen t — x (t) von (7.9) zu vergleichen mit Losungen
t— x, +y(t) von (7.8).

Wenn wir x,+y(t) einsetzen in (7.8) und f sogar beschrénk-
te zweite Ableitungen hat, dann finden wir

(zp +y(t) =y (t) = Vf () y(t)

und

fzp +y(t) = f (2,) + V() - y(t) + O (ly@)II°)
= V[ () - y() + O (ly@)])

Man sieht, dass ,nur ein quadratischer Term stort.

Fiir Beispiel konnen wir die Vektorfelder mal verglei-
chen. Schauen Sie sich dazu die Abbildung [7.3] an

Beispiel 7.8 Das nicht-lineare System aus Beispiel [7.9

{xﬂj:
y(t) = (1+a(t) = y(t)y(t).

hat drei Gleichgewichtspunkte, namlich (0,0), (0,1) und (1, 2).
Die bei diesen Punkten linearisierten Systeme sind:

o [liir x, =

(0,0) gilt

Woche 7, Nicht-lineare und linearisierte Systeme

Dann wird das linearisierte System wie folgt:
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Abbildung 7.3: Das Vektorfeld zu Bez'spiel mit den Gleichge-

wichtspunkten (0,0), (0,
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Abbildung 7.4: Die lokalen Vektorfelder verglichen mit den Vek-
torfeldern der Linearisierungen um (0,0), (0,1) und (1,2). Die
Vektorfelder zum linearisierten Problem sind in grin skizziert und
sind kaum zu trennen von den roten.

Aufgabe 7.3 Wir betrachten:

{ 2(t) =1—x(t) —y(@),

Y(t) =14 x(t) +y(t) +x(t)y(t).

1. Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte.
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2. Berechnen Sie die linearisierten Systeme bei diesen Punk-
ten.

3. Skizzieren Sie das zugehorige Vektorfeld.
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Aufgabe 7.4 Beantworten Sie die ersten beiden Fragen der
letzten Aufgabe fiir

(t) =2 —2(t)* —y(t) -2 (t)°,
y'(t) =y(t) + 2(1),
Z(t) = w(t)y(t)=(t),

7.3 Definition Stabilitat fiir nicht-lineare

Systeme

Sei 2 offen und sei f : Q@ C R” — R” eine stetige Funkti-
on. Wir betrachten das autonome System gewdohnlicher Differ-
entialgleichungen:

2'(t) = f(x(t)). (7.11)

Definition 7.9 Seix, ein Gleichgewichtspunkt fiir . Die-
ser Gleichgewichtspunkt heifst

e stabil, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt der-
art, dass fir jede Losung x mit x(0) € Bs (z,) gilt, dass
{z(t);t € Rt} C B.(x).

e instabil, wenn x, kein stabiler Gleichgewichtspunkt ist.

Stabil bedeutet also, dass man fiir jede Umgebung U,
des Gleichgewichtspunktes eine (noch kleinere) Umgebung Us
wéhlen kann so, dass jede Losung, die in U, anfangt, innerhalb
der ersten Umgebung U; bleibt. Weil ,jinstabil“ die Verneinung
dieser Eigenschaft ist, heifit das, dass es im Falle eines insta-
bilen Gleichgewichtspunktes eine Umgebung U; gibt und man
Anfangswerte beliebig nahe am Gleichgewichtspunkt nehmen
kann, deren Losungen trotzdem auflerhalb U; geraten.

Woche 7, Nicht-lineare und linearisierte Systeme

Abbildung 7.5: Ein stabiler Gleichgewichtspunkt. Fir jede (ro-
te) Umgebung B:(z,) von xz, gibt es eine (grine) Umgebung
Bs(xp)derart, dass wenn eine Trajektorie einmal innerhalb griin
war, sie nie mehr auflerhalb des roten Gebietes gelangt.

Definition 7.10 Se: z, ein stabiler Gleichgewichtspunkt fiir
. Dieser Gleichgewichtspunkt heif§t

e asymptotisch stabil, wenn x, ein stabiler Gleichge-
wichtspunkt ist und zusdtzlich gilt: es gibt € > 0 derart,
dass fiir jede Losung mit x(0) € B:(x,) gilt

li =T,;
lim z(t) = @p;

e neutral stabil, wenn x, stabil, aber nicht asymptotisch
stabil 1st.

Wenn man ein lineares System betrachtet, dann hat man
nur einen Gleichgewichtspunkt, ndmlich 0. Bei linearen Sys-
temen ist lokales und globales Verhalten identisch. Einfacher



7.3 Definition Stabilitét fiir nicht-lineare Systeme

gesagt: Wenn man auszoomt, sieht das Bild noch genau gleich
aus. Diese Tatsache sorgt dafiir, dass man Stabilitdt bei linea-
ren Systemen relativ einfach formulieren kann. Bei nicht-linea-
ren Systemen ist das globale Verhalten anders als das lokale.
Das fithrt dazu, dass die Definitionen zur linearen Stabilitét
angepasst werden miissen und immer auf eine lokale Umge-
bung beschrinkt werden. Wenn man jedoch genau hinschaut,
bemerkt man, dass die Definitionen hier mit denen aus Para-
graph [£.2] bei linearen Systemen iibereinstimmen.

Aufgabe 7.5 Wir betrachten
a;’(t)) ﬁ(x(t)> . ﬁ(x) (1—x2—y2)
, =0 maut U = .
( y'(t) y(t) Y zy
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. Raten Sie anhand des unten skizzierten Vektorfeldes v

welche Gleichgewichtspunkte instabil, neutral stabil oder
asymptotisch stabil sind.

. Zeigen Sie auch, dass y = £v/2 — 222 zwei Losungskur-

ven sind. Hinweis: F(x,y) = (y*> + 22% — 2)y*> = c.

. Begriinden Sie die neutrale Stabilitit von zwei Gleichge-

wichtspunkten.
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7.4 Stabilitit von Gleichgewichtspunk-
ten

Am schonsten wire es, wenn die Stabilitdt des linearisier-
ten Problems die Stabilitat des Gleichgewichtspunktes im ur-
spriinglichen Problem geben wiirde. Das ist leider nicht immer
der Fall.

Theorem 7.11 Sei f : Q@ C R™ — R" zweimal stetig diffe-
renzierbar und x, ein Gleichgewichtspunkt fiir . Setze
M :=Vf(z,) € M™"™ (R).

1. Wenn fiir jeden Eigenwert X von M gilt Re (A\) < 0, dann
ist x, ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

2. Wenn es mindestens einen Eigenwert X von M gibt mit
Re(A) > 0, dann ist x, ein instabiler Gleichgewichts-
punkt.

Bemerkung 7.11.1 Im Fall, dass

max {Re (A\); A Figenwert von M} =0

Woche 7, Nicht-lineare und linearisierte Systeme

gilt, kann aus der Linearisierung keine Schlussfolgerung gezo-
gen werden beziiglich der Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes.

Der Beweis benotigt einige technische Ergebnisse aus der
Matrixrechnung und wird auf néchste Woche verschoben.

Beispiel 7.12 Wir betrachten

{ 2(t) = 2(t) (2 — 2(t) — (1)
y/() = y(t) (1 — 2 (t)y(t)

Die Gleichgewichtspunkte findet man aus
r(2—x—y)=0undy(l—xy)=0.
Das bedeutet
(x =0 oder2—x—y=0)

und
(y=0 oder 1 —axy =0).

x =0 undy =0 liefert (0,0).

e v =0 und 1 —xy =0 liefert keine Losung

2—x—y=0undy =0 lefert (2,0).

2—x—y =0und 1 —xy = 0 lefert via y = % die
Gleichungen2—x—i =0 und 2z — 2> — 1 = 0 den

Gleichgewichtspunkt (1,1).
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x r(2—x—1y) )

Aus = olgt

f(y> ( y(1—ay) )

T\ [ 2-20-y —x
Vf<y>_< —y° 1—296@/)'

Die Matrizen in den Linearisierungen sind
() = (i)
(o) = (0 7))
o) - (55)

mit den Figenwerten

A =2, A= —2, A= —2,
Y el s
Das Theorem liefert uns Instabilitdt fiir die ersten beiden li-
nearen Systeme als auch fir die Gleichgewichtspunkte (0,0)
und (2,0). Die Linearisierung beim dritten Gleichgewichts-
punkt ist stabil, aber daraus konnen wir so direkt nichts tiber
die Stabilitat von (1, 1) schliefen. Schaut man sich genau das
Vektorfeld um (1,1) an, dann sieht man, dass (1,1) ein insta-
biler Gleichgewichtspunkt ist.

Die Linearisierung um (1,1) ist neutral stabil und gibt kei-
ne Auskunft beziiglich der Stabilitdt des Originalsystems. Be-
trachtet man das Vektorfeld, dann kann man folgern, dass
dieser Gleichgewichtspunkt instabil ist.

Tragektorien im hellgrinen Gebiet von Abbildung kon-

vergieren fir t — oo nach (1,1). Trajektorien im rosa Gebiet

Abbildung 7.6: Das Vektorfeld zu B
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Abbildung 7.7: Detailansicht des Vektorfeldes um (1,1)

etspiel
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links oben verschwinden aus dem Bild durch den schmalen ro-
ten Keil. Das heif$t, dass man beliebig nahe an (1,1) Anfangs-
werte finden kann, fiur die die Lésung aus einer Umgebung
B.(1,1) wverschwindet. Also ist (1,1) ein instabiler Gleichge-
wichtspunkt.

7.5 Aufgaben

Aufgabe 7.6 1. Linearisieren Sie das folgende System bei
den Gleichgewichtspunkten:

{ 2'(t) =1 —x(t)y(t),
y(t) = x(t)* — y(t)*.

TR
33%&\%\\&]
AN

|
\

/i
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Abbildung 7.8: Eine Skizze mit Abschnitte von Ldésungskurven bei
Aufgabe @

Woche 7, Nicht-lineare und linearisierte Systeme

2. Welche Art der Stabilitiat haben die linearisierten Syste-
me.

3. Passt dies zu der Skizze in Abbildung[7.87?

Aufgabe 7.7 Wir variieren Aufgabe[7.5 und betrachten
v'(t) =1—x(t)? —y(t)°
= x‘(

o () = (D) () + 2(t) (1)

1. Zeigen Sie, dass die Gleichgewichtspunkte und die zuge-
horigen Linearisierungen gleich bleiben.

2. Raten Sie anhand der folgenden Abbildung, ob die Stabi-
litit bei den Gleichgewichtspunkten gleich geblieben ist.

LA
XN \\\\\
S
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NS

Abbildung 7.9: Fine Skizze mit Abschnitten von Lésungskurven bei

Aufgabe



7.5 Aufgaben

Aufgabe 7.8 Wir betrachten

{a%wz;@@ﬁf+y@%—yw, 7.12)

(8 (@ (0 + y(£)?) — y(0),
y(t) (2()? + y(8)?) + x(t). (7.13)

—
@\ &\
/N
~ T~
S— —
[

1. Zeigen Sie, dass in beiden Fillen die Linearisierung um

den einzigen Gleichgewichtpunkt (0,0) das folgende Sys-
tem liefert:

<x’(t)>_(0 —1)(x(t)>

y'(t) 10 y(t) )”

und klassifizieren Sie die (In)Stabilitit dieses linearen
Systems.

. Fiir beide Systeme erfillt f(t) = (x(t)? +y(t)?) eine
autonome Differentialgleichung. Geben Sie diese Diffe-
rentialgleichungen.

. Begriinden Sie anhand der Differentialgleichung fiir [ die
Art der Stabilitat des Gleichgewichtspunkts fiir und

fir {723).
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 8

Vergleich durch Linearisieren

8.1 Algebraische Vorbereitung zum Be-
weis des Stabilitidtssatzes

8.1.1 Eine reelle alternative Jordan-Form

Bei der Linearen Algebra hat man gezeigt, dass jede Matrix
dhnlich einer Jordan-Matrix ist. Siehe Theorem [3.14 Auch
hier ist M™*"(R) die Menge der n x n Matrizen mit reellen
Koeffizienten.

Lemma 8.1 (Reelle Alternative mit ¢ zur Jordan-Form)

Sei ¢ > 0. Fir jede Matric M € M™"™(R) gibt es N,T €
M™™(R) mit T invertierbar und derart, dass M = TNT~!
und

N=| © | (8.1)
. o,
0 O N,
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mit reellen Eigenwerten \; in Ny bis Nj:

Ajo€ 0 0
0o "
sz : .. 0 )
€
0 0 Aj

und mit Eigenwerten \; € C\R in Ny bis Ny,:

ReX, ImA\, € 0 0
—ImA,, Rel, 0 e o 0
0 0
0 0
Np= -
€
0
0 0 0 0 Re A\,
0 0 o 0 0

—Im A\,

(8.2)

0
0

0

I3

Im A,
Re A

(8.3)
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Beweis. Die lineare Algebra lehrt uns, dass man jede Ma-
trix auf Jordangestalt bringen kann. Wir fangen an mit dieser
Jordangestalt und zeigen, dass man bei reellen Matrizen diese
nah verwandte reelle Gestalt erreichen kann.

Schritt 1. Fiir den ersten Schritt bemerke man, dass kom-
plexe Eigenwerte von reellen Matrizen als komplex konjugier-
te Paare erscheinen. Dies gilt auch fiir die Eigenvektoren und
gegebenenfalls generalisierten Eigenvektoren. Dies beruht auf
der folgenden Observierung;:

e Wenn fiir M € M™™(R), A € C und ¢ € C" gilt
(M - >‘) 95 =0,

dann gilt mittels komplex Konjugieren, also z* = Re z —
7Im z, dass

(M—=X)g"=((M-X@) =0
Also wenn (A, @) Eigenwert/-vektor ist von M, so ist
(A", &%),
Ebenso folgt aus (M — A\) ¢ = @ < (M — \*) )= ¢", dass
dghnliches gilt fiir generalisierte Eigenvektoren.
e Wenn fir M € M (R), A € C\ R und g € C" gilt
(M= \)§=0,
und via
Re g = %(95+ ¢") und Im@ = 4, (¢ — &),
folgt Span (3, 3°) =
(Re@g) = ReARe@g — Im A Im @,
{ M (Im@) =ImAReg + ReAIm .

pan (Re @, Im ¢) und

(8.4)
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Ebenso folgt aus (M — \) ¥ = 3, dass

(8.5)

—

M(Ret)) = ReARe ¢ — ImAIm ¢ + Re &,
M(Im1) = Im ARe ) + Re AIm ¢ + Im 3.

Fir M eingeschrankt auf W = Span(By), mit By =
{Rep,,,Imp,,,Retp,,,Im1, } als Basis, findet man

ReX,, ImM\, 1 0

Mo — —ImJM\,, Rel\, 0 1
B2 = 0 0 ReX, Im\,
0 0 —ImA,, Rel\,

Ordnet man die Basis auf R”, die man auf diese Art bekommt,
so an, dass nach Re ¢,, Im ¢, folgt, dann finden wir folgendes:

M =TS (1) "

mit S eine Blockmatrix wie in (8.1)) und mit Teilmatrizen wie

in (B2):

SS O -~ 0O
S = O

: .0

o .- 0 S,

Man 148t die reellen Eigenwerte in S bis Sy und hat dort die
iiblichen Jordankéstchen:

A 1 o --- 0

0 ’ :

S,y = : 0
SO

0 0 Ay
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In Sy bis Sy sammelt man paarweise die komplexen (genera-
lisierten) Eigenwerte, wie soeben beschrieben, und man findet

mit Hilfe von (8.4) und (8.5)), dass:
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Re A\,
—Im A\,
0
0

Im A,
Re A\,
0
0

1
0

0

0
0

1
0
Re A,
—ImM\,

0

1
Im A\,
Re A\,

Schritt 2. Man braucht noch einen weiteren Schritt, um
das Ergebnis in dem Lemma zu bekommen. Wir skalieren die
Basisvektoren wie folgt: Die Vektoren, die aus generalisierten
Eigenvektoren von Ordnung m erstellt worden sind, multipli-
zieren wir mit ¢™. Das fithrt zu M = TNT~!, wobei N und
S sich nur in den nebendiagonalen Jordan-1 Eintrédgen unter-
scheiden. Statt 1 hat M dort nun ¢ stehen. ]

Aufgabe 8.1 Es gilt
1 2
M.:(_4 5)
o 1—i 140\ (342 0 1—i 14i\"
L2 2 0 3-—2i 2 2 '

1. Was sind die Eigenwerte von M und welche Eigenvekto-
ren gehoren dazu?

2. Schreiben Sie M auch als M = TNT™' mit N wie in
:

Aufgabe 8.2 Wenn

-1

1 31 3 20 1 3 1
A=|2 2 0 —2 30 2 2 0 ,
311 0 0 2 311

wie transformiert man A auf die Standard Jordanform?

8.1.2 Ein passendes Skalarprodukt

Definition 8.2 FEin Skalarprodukt oder inneres Produkt fiir
einen reellen Vektorraum V ist eine symmetrische positiv de-
finite Bilinearform (.,.) : V xV — R.
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Bemerkung 8.2.1 Die Abbildung (.,.) : V xV — R ist eine
Bilinearform, wenn

x> (x,y) linear ist fir jedes y € V', und

8.6
y — (x,y) linear ist fir jedes x € V. (86)

Sie heifst symmetrisch, wenn
(x,y) = (y,x) fir jedes v,y € V. (8.7)

Sie heifit positiv definit, wenn
(x,x) >0 fir jedes v € V und (x,z) =0< 2 =0. (8.8)

Lemma 8.3 Sei (.,.) : V x V — R eine symmetrische, positiv

1/2

definite Bilinearform. Dann ist x — (x,x)’* eine Norm auf

V.

Bemerkung 8.3.1 Man erinnere sich, dass fiir einen endlich
dimensionalen Vektorraum alle Normen dquivalent sind.

Korollar 8.4 Sei M € M™"™(R) eine Matriz mit den Eigen-

werten Ay, ..., \,. Nehme an, Re \; hat m verschiedene Wer-
te:

ci:=Rel =---=Re); >

Cy = Re)\j#l == 1:{(3)\]'2 >

cm = Rel;, 41 =---=Rel,.

Sei V; (5 = 1,...,m) der Teilraum, der die zu c; gehi-
rigen (generalisierten) Figenvektoren umspannt, und seien

Woche 8, Vergleich durch Linearisieren

P; : R" =V die zugehdrigen Projektionen mit Z;nzl P, =1.
Seie >0 und T und N wie in Lemma (81
Dann ist {.,.), definiert durch

(x,y) :=x- (TTT)fly

ein Skalarprodukt und auflerdem gilt fir alle x,y € R"

m

<ZL’, y> = Z <ij7 P]$>
j=1
und fir alle x € R™ :
> (¢ =) (Pyx, Pyr) < (o, M) <) (¢ +e) (P, Pya) .
j=1 j=1

Beweis. Weil R" =V, & Vo ® --- &V, sind die Projektionen
Pj mit Y7 | P; = I eindeutig definiert.

Die Matrix TT7T ist symmetrisch und invertierbar. IThre Ei-
genwerte \ sind positiv: Wegen Invertierbarkeit folgt A # 0
und aus TTT ¢ = Ay folgt

HTT%DHQ = - TT o =¢-Ap = Ap|* und A > 0.

Dann sind auch die Eigenwerte von (TTT) - positiv und auch

(TTT)f1 ist positiv definit. Damit haben wir bewiesen, dass
(.,.) ein Skalarprodukt ist.

Fiir j1 # jo gilt
—1
<Pj1x7 Pj2y> = lel’ ) (TTT) szy
= T_lpjlx ) T_1Pj2y =0,
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weil 771 auf eine zu der Aufspaltung Vi @ Vo @ --- @ V,, pas-
senden Basis transformiert.

Wir haben
(x,Mz) =1z - (TTT)_1 Mz
—z- (TT)'NT e =T""2-NT 'z
Die Matrix N betrachtet die Teilrdume getrennt und es folgt

(x,Mx) =T ‘2 - NT 'z

> T7'Pa- NT'Pjx =
j=1

I
(]

(=1

T 'Pjz - NT 'Px

[
NE

<.
Il
—

[
NE

(Pjx, M Pjx) . (8.9)

<.
Il
-

Das heifit, wir brauchen nur die einzelnen Késtchen N; zu
betrachten, um das Ergebnis zu zeigen. Wir definieren dazu
die Verschiebungsoperatoren o : R¥ — R* durch

Y Y2
Y2 :
o ) =
: Yk
Yk 0

Es gilt |Joy|| < |ly|| und es folgt mit Cauchy-Schwarz, dass

ly - oyl < llyll lloyll < Iyll” (8.10)

und #hnliches fiir 02. Bemerke, dass 0%y = 0.
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1. Der reelle Fall. Wir finden fiir N; wie in , dass
y-Nyy=y- Oy +eoy) = Mlyl* + ey - oy
und mit folgt
A=)yl <y- Ny < (A +e)llyl”- (8.11)

2. Der komplexe Fall. Man bemerke, dass die Beitrdge von
Im A sich aufheben, weil man bei Im A einmal ein Plus
und einmal ein Minus hat:

( :;/[I[ ) ( —Rlin)\)\ Ereli > ( 51[1 ) =ReX (y7 +vi1)-
Es folgt fiir N; wie in , dass

y-Nyy=y- (Re(N)y+e0’y) =Re () |yl* +ey - oy
und hier finden wir

(ReA —e) lyllI* <y- Ny < (Red+e) JylI*.  (8.12)

Aus und folgt
(6 =) [T Py <
T_lex . NT_lf’jx
< (cj+e) ||T_1ijH2 .

Mit ist der Beweis fiir dieses algebraische Ergebnis kom-
plett. [ ]
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8.1.3 Einige Beispiele
Beispiel 8.5 Betrachten wir das System x' (t) = Mz (t) mit

10 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 s (1)
M = 0 —4 3 0 0| undzx(t)=| z3(t)
0 0 0 1 1 24 (1)
0 0 0 —4 1 w5 ()

Die Matriz M hat die Eigenwerte {—1,1,1,1+ 2i,1 — 2:}.
Fiir den Eigenwert 1 gilt #400 = 1 < 2 = #44. Zugehorige
Eigenvektoren sind

1 0 0 0
0 1 0 0
otl.1 2 1{.—-| 0 [, 0
0 0 1 1
0 0 2 -2

An der dritten Stelle ergianzen wir durch einen passenden ge-
neralisierten Eigenvektor, um zu einer Basis zu gelangen:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B = o, 21, 11,1 0, 0
0 0 0 1 1
0 0 0 21 —21
(8.13)
Auf der neuen Basis finden wir
-1 00 0 0
0 11 0 0
Mp=T"'MT=| 0 01 0 0
0 00 142 0
0 00 0 1—2¢
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und

exp (tM) = exp ((TMpT ") = Texp (tMp) T"

et 0 0 0 0
0 et te 0 0
=T| 0 0 ¢ 0 0 71
O 0 0 6(1+2i)t 0
0 0 0 0 e(1-20)t

Die Spalten von T' setzen sich zusammen aus den Koeffizien-
ten der Vektoren in B.

Statt der Basis B kénnen wir auch die folgende Basis ver-
wenden:

1 0 0 0 0
0 £ 0 0 0
B= o, 22,1t |.]o].|[o . (8.14)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2
Man findet dann
-1 000 0
0 10 0
Myg=T'MT=| 0 010 0
0 001 —2
0 002 1
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und

et 0 0
0 e ete 0
=T|] 0 0 ¢ 0 T
0 0 0 ecos(2t) —e'sin(2t)
0 0 0 e'sin(2t) ecos(2t)

0

]

exp (tM) = exp (tTAJBT_1> = Texp (tMz) T~}
0
0
0

Die Spalten von T setzen sich zusammen aus den Koeffizien-
ten der Vektoren in B.

Beispiel 8.6 Ubrigens, wenn man im letzten Beispiel T~' oder
T~ nicht berechnen mdchte, kann man die Losungen auch wie
folgt schreiben:

Fir B = {90,1,9917@@17991%@'7901721'} m "

z(t) = cre to_ + ety + cse’ (1/}1 + tcpl) + ...

(1+2i)t (1—2i)t
+ ca€ P1yoi T Cs€ P1_2;-

Hier qilt ¢1,co,c3 € R und cq,c5 € C, jedoch so, dass die
Lésung reell ist.

Ebenso mit der Basis B = {np,hgol,ewl,f,n} mn ,
mit § = Re @y 9; und n = Im,_,;, kann man alle Lisungen
wie folgt schreiben:

z(t) = cre oy + celpy + czet (g +etpy) + ..
+ cy€’ (cos (2t) € + sin (2t) n) + cse’ (cos (2t) n — sin (2t) €) .

Hier gilt cq,co,c3, 4,05 € R.
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8.2 Der Beweis des Stabilititssatzes

Nun haben wir geniigend Werkzeug bereitgelegt, um Theorem
beweisen zu kénnen.

Beweis von Theorem Sei z, der betreffende Gleichge-
wichtspunkt und sei M = Vf (z,) die Matrix aus der Linea-
risierung mit Eigenwerten {\;}7_,.

Der stabile Fall 1: Es gilt max (Re \;) < 0. Setze

e=—1 max (Re ;)

und man nehme zu diesem ¢ ein Skalarprodukt aus Korollar
Sei z (t) eine Losung und betrachte y(t) = x (t) — z,,. Es
gilt

oyt y(0)) = 2 (w(t), 2'(0)) = 2 (1), f (ap + y(1))) =

dt
=2(y(t), M (y(t))) + O |y <

< 22 — (Pyy(t), Py(8)) + O ly()]|” < —e {y(t). y(1))

fiir ||y(¢)]| gentigend klein. Es folgt

(y(®),y(t)) < e = (y(0),y(0)).

Weil z — (z,2)"? und ||.|| dquivalente Normen sind, findet
man auch, dass

|2(t) = z,]| = [ly(t)]| < Ce~2,

Damit hat man die asymptotische Stabilitt.
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Der instabile Fall 2: Nehmen wir an, es gibt einen Eigenwert
A mit Re A > 0. Sei nun \; ein Eigenwert mit

Re A\; = max{Re A; A Eigenwert von M}.
Auch setzen wir
€ = min {éll (Cl — CQ) s %161}

mit ¢; wie in Korollar Wir nehmen als Anfangswert
xp + 0 Rep; mit § > 0, nennen V; den Teilraum zu den (ge-
neralisierten) Eigenwerten mit Re A = Re A\; und nehmen die
Projektion P auf V; wie in Korollar[8.4] Sei nun (., .) ein Ska-
larprodukt wie Korollar es uns liefert. Definiere den Kegel
K durch

K={z,+yeR" (I —-P)y, (I —P)y) < (Py, Piy)}.
Fir z, +y € K gilt

(y,y) = (I =Py, = P1)y) + (Py, Py)
<2(Py, Py). (8.15)

Man zeige nun, dass die Losung mit 2(0) = x,+J Re ¢, das
Gebiet K N B, (x,) fir r > 0, aber gentigend klein, nur durch
0B, (x,) verlassen kann. Fir z, +y € 0K gilt

(f(xp+y), Pry) —(f(2p+y), (I — P1)y)

= (My, Pry) — (My,(I - P)y) + O |y’

=NT'y-T'Ply— NT'y-T(I—P)y+O|yl|*

> (ar—¢e)(Py, Py) — (ca+e) (I = P )y,(I — P1)y) +
+O|lyl’ = (%)

Woche 8, Vergleich durch Linearisieren

Wegen (¢; — ) — (c2 +¢) > € (8.15)) folgt
(+) 2 & (Piy, Pry) + O (Py. Pry)** > 0

fur z,+y € 0KNB,(x,) mit r geniigend klein. Anders gesagt,
das Vektorfeld zeigt nach innen auf den Rand des Kegels.
Siehe Abbildung [8.1] Weil

(f (@ +y) Pry) = (1 =€) (Py. Pry) + O llyl”
> 2¢ (Py, Piy) + O (Pry, Py)** > e (Pry, Pry)
fir z, +y € K N B,(z,) mit r > 0 geniigend klein folgt, dass
[z (t) — 2]l = Ce2 ||z (0) — @y,

jedenfalls wenn z(t) € K N B,(x,). Das bedeutet Instabilitét.
n
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Abbildung 8.1: Idee beim Beweis der Instabilitit.

In Abbildung[8.T] wird versucht die Idee beim Beweis der In-
stabilitdt darzustellen. Am Rand des Kegels K (hier in griin
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dargestellt), und innerhalb des Kreises, zeigt das Vektorfeld
weg vom Gleichgewichtspunkt und auf 0K nach innen. Wenn
der grofite Realteil der Eigenwerte gleichzeitig von mehreren
(komplexen) Eigenwerten angenommen wird, ist das tatsédch-
liche Bild viel komplizierter. Siehe zum Beispiel Abbildung
m Da steht der Fall, dass \; € C\ R mit ReA; > 0 und
A3 < 0. Der ,Kegel“ K befindet sich zwischen beiden. Die
griinen Linien gehen durch Re ¢, beziehungsweise Im ¢,; die
schwarze Linie geht durch .

/ A / p
£y / A "

5\

- e

Abbildung 8.2: Skizze in drei Dimensionen mit instabilem Kegel
zwischen den beiden griinen Mannigfaltigkeiten.
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Aufgabe 8.3 Wir betrachten fiir ¢ € R:
()= (20 ) +etewrewn) (50 ).

1. Zeigen Sie, dass (0,0) der einzige Gleichgewichtspunkt ist
und dass die Linearisierung nicht von ¢ abhdngt.

2. Zeigen Sie, dass die Linearisierung neutral stabil ist.

3. Zeigen Sie auch, dass die Stabilitdt des urspriinglichen
Systems von ¢ abhdngt. Hinweis: betrachte eine Differen-
tialungleichung fiir:

R(t) = 2x(t)* + y(t)”
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Aufgabe 8.4 Wir setzen fiir c € R

q(t) = c (x(t)* + y(t)?)
und betrachten:
() [ 2+42q(t) 4+ 2¢(1) z(t)
( y'(t) ) B ( —L+q(t) —2+4q(t) ) ( y(t) )
1. Zeigen Sie, dass (0,0) wunabhdingig von c der einzige

Gleichgewichtspunkt ist and dass auch die Linearisierung
nicht von ¢ abhdngt.

2. Zeigen Sie, dass die Linearisierung instabil ist.

Das System ist asymptotisch stabil fir ¢ < 0. Dies kann
man zeigen mittels einer Differentialungleichung fiir

R(t) = (x(t) +2y(t))" — e355 (y(1) — 22(1))",

wenn ich mich nicht verrechnet habe. Die Berechnungen sind
listig.
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5

Abbildung 8.3: Nochmals Abbildung mit aufferdem einigen Skiz-
zen von Liosungen der linearisierten Systeme. Siehe auch Abbil-

dung 7.3

8.3 Linearisierungssatz

Ohne Beweis zitieren wir Theorem 7.1 aus Hartmanns Buch
[2] auf Seite 244:

Theorem 8.7 Sei f : B.(x,) C R" — R" stetig differenzierbar
mit f (x,) =0. Wenn V f (x,) keinen Eigenwert mit Re A = 0
hat, dann gibt es Umgebungen U von x, und V von 0 und
eine stetige bijektive Abbildung h -V — U, welche die Tra-
jektorien der linearen Gleichung y'(t) = V f (z,)y(t) in V in
die Trajektorien der nichtlinearen Gleichung '(t) = f (z(t))
in U tiberfihrt.
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Eine Illustration dieses Theorems finden Sie in Abbildung
wo das globale Bild verglichen wird mit den lokalen Li-
nearisierungen. Weil hier jeweils Re A # 0 gilt, geben hier die
Trajektorien bei den Linearisierungen lokal ein dhnliches Bild
als beim urspriinglichen System.

Aufgabe 8.5 Wir betrachten fir

P(o) = ()

das System

\'\\:::4/ _l'//::‘“‘\:::
e N e
o NN

a7 7

A

Abbildung 8.4: Skizze zu Aufgabe

2N\
A
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1. Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte.

2. Geben Sie die zugehirigen linearisierten Systeme und
skizzieren Sie bei diesen linearen Systemen einige Tra-
jektorien.

3. Bei welchen Gleichgewichtspunkten gibt es lokal eine ste-
tige bijektive Abbildung zu den Trajektorien bei dem wur-
springlichen System? Das Letztere ist skizziert in Abbil-

dung[8.4).
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8.4 Abschitzungen
Wir betrachten fiir F': R® — R" das System

{ i’ (g)(g){ (go('t)) : (8.16)

Lemma 8.8 Wenn F' € C' (R™;R"™) und fiir alle ¥ € R" gilt,
dass ||F (Z)|| < M (14 ||Z||), dann gilt fir die Lésung @ von
(-) dass sie hochstens exponentiales Wachstum hat. Au-
Berdem ist R das mazimale Existenzintervall von .

Beweis. Wegen des Satzes von Picard-Lindel6f gibt es ein In-
tervall (a,b) > 0 und eine Losung @ : (a,b) — R™ von (8.16]).
Wir finden auch, mit Hilfe von 2s < 1 + s2, dass

%||ﬁ(t)||2:2ﬁ(t)~ﬁ'(t):2ﬁ(t) F(u(t))
< 2M [l (8)]| (1 + i ()ll) = M (2@ ()] + 2 i (1))
< ML+ [[@ @I + 201 (0)1) = M (1+3 1 (0)])

und dann auch

d —3Mt || = 2
(e a @))

d
= (10 =M a O] ) e < are

Integrieren wir dies von 0 bis t € (0,b), so folgt
3ME 2 (e |12 Yd e i 2
e a1 = llaoll” = s (7 [l (s)|I°) ds
/ Me™ SMSdS — ( 6—3Mt) )

C»Jl*—‘
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Dann gilt
I < M il + 5 (1) (8.17)
Fir ¢t < 0 verwendet man
SNa@l* > - (1+3]aP)

und findet mit d&hnlichen Schritten, dass

— — — 1 —
@ @I < e Jld]|* + 5 (7 1), (8.18)

IS

Wenn (a,b) mit a > —oo oder b < oo das maximale Existenz-
intervall ist, dann folgt aus der globalen Existenzsatz (Theo-

rem , dass

L 1 (8)| = lm 17 (1) | = oc.

Durch die Schranken in (8.17) und (8.18) folgt der Wider-
spruch. [ ]

Aufgabe 8.6 Setze A =
Wir betrachten die folgenden Systeme:

/(t) = Ax(t) + [|l= (6)]” x(D),
b) @'(t) = Az(t) — || (t)]]" x(1),

T x(t) + exp (— |z (t)||2) z(t).

Welche Aussagen gehdren zu a), welche zu b) und welche zu
c)?

~
—~
~
~—
I
N
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1. Jede Léssung hat R als mazimales Ezristenzintervall.

2. Es gibt mehr als eine Lisung mit R als maximales FExis-
tenzintervall.

3. Aufler der 0-Losung haben alle Losungen x als mazimales
Ezistenzintervall (—oo, T,) mit TF < oo.

4. AufSer der 0-Losung haben alle Lisungen x als mazximales
Ezistenzintervall (T, , 00) mit T, > —oc.

5. Aufler der 0-Losung ist jede Losung unbeschrdnkt.

Begriinden Sie Ihre Auswahl.
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8.5 Aufgaben

Aufgabe 8.7 Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte bei

u'(t) \ _ [ exp(o(t) —u(t)) -1
(o) = (e )
Welche sind stabil und welche instabil?

Aufgabe 8.8 Wir betrachten

( /(1) ) _ ( ((t) +y(t))z —z(t) +y(t) > '
(@(t) +y ()" + (t) — y(1)

1. Zeigen Sie, dass (0,0) der einzige Gleichgewichtspunkt
15t.

2. Klassifizieren Sie die Linearisierung bei (0,0).

3. Das wurspringliche System hat Lésungen fir die gilt
x(t) = y(t). Berechnen Sie diese Losungen.

4. Vergleichen Sie die Stabilitdt der Linearisierung mit der
lokalen Stabilitit des urspriinglichen Systems bei (0,0).

Aufgabe 8.9 Zeigen Sie, dass es fiir jede Losung von

( Z&ii > (o T )

mit (x(0),y(0)) # (0,0), eine Zahl o € [0, 27| gibt mit

gn;oH( 0)- ()<

Woche 8, Vergleich durch Linearisieren

Aufgabe 8.10 Die stetige Funktion F : R? — R? definieren
wir durch

—1=1/2 = g
F (%) :{ 19| v fUT )

0l
0 fiir v

Zeigen Sie, dass fir jede Losung (z,y) von

o) = G )+ (5 0) ()
eine Zahl Ty, € R ezistiert mit (x(t),y(t)) = 0 fir alle t >
T.

€Z,y-

Aufgabe 8.11 Sei F wie in der letzten Aufgabe. Begriinden
Sie, wieso bei

(v)=r(6) (1 )G
folgendes gilt:

Fiir jedes Paar (x4,ya) und (zp,yp) gibt es eine Lisung dieses
Systems mit t,,t, € R derart, dass

(ot )= (o) (oo )= (or )



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 9

Lotka, Volterra und Lyapunov

9.1 Anwendungen in der Populationsdy-
namik

Wenn man zwei zusammenlebende Lebensformen betrachtet,
die durch ihre Anwesenheit Einfluss auf die Gréfle der gegen-
seitigen Populationen nehmen, modelliert man solche Proble-
me oft durch quadratische Systeme gewohnlicher Differential-
gleichungen:

Es héangt von Ry, Ry ab, welcher Typ beschrieben wird mit
dem System. Wir stellen einige Moglichkeiten vor.
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9.1.1 Das Riauber-Beute oder Lotka-Volterra
Modell

In der englisch-sprachigen Literatur ist dieses Lotka-Volter-
raE| Modell bekannt unter dem Namen ,predator-prey“. Die
Zahl der Réuber (z.B. Méusebussarde) wird durch z beschrie-
ben. Ohne Anwesenheit von Beute sterben sie aus mit Rate a.
Wenn es Beute (Nagetiere) gibt, deren Zahl durch y beschrie-
ben wird, kommt ein Term Sy fiir den Zuwachs dazu. Dies lie-
fert die Differentialgleichung 2/(t) = (—a + Sy(t)) z(t). Nun
betrachten wir die Beute. Diese Beute hat einen natiirlichen
Zuwachs mit Rate 7 und wird reduziert durch die anwesen-

Volterra war ein italienischer Mathematiker, der diese Modelle stu-
diert hat in Legons sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie
(1931, Lektionen iiber die mathematische Theorie iiber den Kampf ums
Leben). Aufgefordert dazu wurde er von seinem Schwiegersohn, der als
Biologe den Fischbestand im adriatischem Meer wahrend und nach dem
ersten Weltkrieg studierte. Lotka war ein amerikanischer Biologe, der
unabhéngig zu dhnlichen Modellen kam.
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den Rauber mit Faktor §. Die Konstanten «, 3, v und ¢ sind
positiv. Das bringt uns auf

() = (—a + By(t)) (),
{ J(t) = (y — 8a(t)) yl). 6.1

Weil die rechte Seite als Funktion von (x,y) differenzierbar
ist, hat dieses System fiir jeden Anfangswert (z (0),y (0)) eine
eindeutige Losung. Das bedeutet auch, dass wenn x(t) # 0 fiir
ein t € R gilt, z (t) # 0 fiir alle ¢ € R. Ahnliches gilt fiir y.

Der nichttriviale Gleichgewichtspunkt ist

en=(35)

Linearisiert man bei diesem Punkt, findet man

13- (5 )

und das ist ein Zentrum. Weil Re A = 0 kann man keine so-
fortige Aussage machen zu der Stabilitdt oder zum Bild der
Trajektorien. Auch Theorem [8.7] ist nicht anwendbar.

Lemma 9.1 Seien o, 3,7,6 € R*. Dann sind die Trajektori-
en von in R x RT, aufler dem Gleichgewichtspunkt,
geschlossene Kurven. Die dazugehorigen Losungen sind peri-
odisch.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass = # 0 und y # 0. Sei
t— (x(t),y(t)) eine Losung in RT x R*. Dann hat man

CORURCEE ool CERDEC

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov

und es folgt, dass es eine Konstante gibt derart, dass

yIn(z (1)) = 0x(t) = —aln (y(1)) + By(t) + c.

Anders gesagt, die Trajektorien {(z(t),y(t));t € (t_,t)}
sind Niveaumengen der Funktion

F(r,y) =dr —yIn(z) + By — aln(y).

Diese Niveaumengen sind konvexe beschrinkte Kurven, weil
r+— F(z,y)und y — F (x,y) konvex sind und weil F'(x,y) —
oo fir x — oo, x | 0, y — oo, und fiir y | 0. Dann bleiben
nur geschlossene Kurven iibrig. Da kein Gleichgewichtspunkt
(als Grenzwert) auf so einer Kurve liegt, ist die Losung sogar
periodisch. [ ]

Lemma 9.2 Seien o, 8,7,6 € RY. Fiir die Durchschnittswerte
einer Ldsung von in RT x R gilt:

E:zundg:

J

w8

Beweis. Sei T' die Periode einer Losung. Der Durchschnitts-
wert ist definiert durch

1 T
E= 1 /0 ()t

Wenn wir die zweite Differentialgleichung benutzen, finden wir
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und es folgt

v gl
-+ = T)) —1 =—
5 T g (1)) — In(y(0)) = <
Ahnlich folgt das Ergebnis fiir y |
y

8

of N\
4 I N

2

O TR R} TR

0 5 10 15 20 25 30 35

Abbildung 9.1: Fir f aus Bez’spiel oben eine Skizze zu (z,y) —
f (z,y) mit einige Niveaulinien. Im unteren Bild die Skizze einiger
Trajektorien fiir . Trajektorien laufen tber Niveaulinien.

Wenn es keine Réauber gibt, wichst die GroBe der Beute ex-
ponentiell zu co. Ein derartiges Modell ist nicht besonders
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glaubwiirdig. Um diesem unnatiirlichen Verhalten zuvorzu-
kommen, wird dieses Rduber-Beute Modell wie folgt gedndert:

{ 2'(t) = (—a —cz(t) + By(t) =(t),
y'(t) = (v — cay(t) — dz(t)) ().
Auch ¢; und ¢ sind positiv. In dem Fall findet man keine

geschlossenen Trajektorien, sondern ein Bild wie in Abbildung
9,2

(9.2)

ff:\s\\\ \\\\§\\§§\\\\
Vf P \\ \} )
Tf /// ,,//////
T\t\ &*_4/4,«,«,«,

‘\"\\L\_‘:_*—:—:—"~ e

- -« w« -« -t

Abbildung 9.2: Typische Trajektorien fiir

Beispiel 9.3 Wir betrachten
{ 2(8) = (—1+ 1y(t) (),
y,(t) - (1 - 10$(t)) y(t>

Die Gleichgewichtpunkte sind (0,0) und (10,4). Linearisieren
um (10,4) liefert die neutral stabile Linearisierung

(v )= (%) ()

(9.3)
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Dies liefert jedoch micht unbedingt die Stabilitit rund (10,4)
fuir . Dazu betrachten wir

f(zy)=—1n(y) + qy —In(z) + 2.
Man berechnet direkt, dass fir eine Losung t — (z(t),y (1))

folgendes gilt:

CF @ (0),(0)

of

=5, @),y ()2’ (1) + g; (z (t),y (1) y (t)

1 1 , 1 I\ ,
—(——+ =) O+ (——=+> ]y @) =0.
(rm+m) 20+ (S +a) v o
Bei der letzten Gleichung verwendet man , So folgt, dass
fiir eine Losung gilt

S (t),y (1) = f(z(0),y(0)).

Die Losungskurven sind Niveaumengen von f. Siehe Abbil-

dung auf Seite[I19.

Aufgabe 9.1 Wir betrachten:
{ 2() = (—4+ y() (1),
y'(t) = (2 —=(t) y(b).

Finden Sie eine Funktion f : RT x RT™ — R derart, dass die
Niveaumengen von [ Losungskurven des Systems sind.

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov

9.1.2 Das kooperative Modell oder Mutualismus

Man betrachtet zwei Spezien z und y, die gegenseitig von ihrer
Anwesenheit profitieren:

{ 2'(t) = (a+ Py(t) «(t),
y'(t) = (v +0x(t) y(t).

Ist man auch hier besorgt iiber die Uberbevolkerung, kann
man das System wiederum &ndern in

{ ?(t) = (a+ By(t) — crz(t)) =(t),
y(t) = (v +0x(t) — c2y(t)) y(t).

Nicht jedes Paar positiver Konstanten ¢y, ¢y sorgt fiir be-
schrankte Losungen.
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Aufgabe 9.2 Wir betrachten:
- (1+ u(t) - Sa(®) 2(t)

y'(t) = (1+ 5a(t) — 5y(t)) y(t).

208 ANNNNNN Y Faree e
VNN NN Y
VUNN NN\ e
VNN N N Y e«
BN NN Y«

-— - - .
D A A e o o S

5 10 15 20 25 30

Abbildung 9.3: Skizze zu Aufgabe

1. Erkliren Sie die zugehdirige Skizze in Abbildung[9.3
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2. Zeigen Sie anhand dieser Skizze, dass jede Ldsung von
mit (0) > 0 und y(0) > 0 nach dem Gleichge-

wichtspunkt im Innern von Rt x RT konvergiert.

9.1.3 Das Wettbewerbsmodell

Zwei verschiedene Arten, die beide um die gleichen Ressourcen
kdampfen miissen, werden modelliert durch

{ 2'(t) = (a— ciz(t) — By(t)) =(t),
y'(t) = (v — coy(t) — 0(t)) y(t).

Es héngt von den Konstanten ab, ob beide Populationen
gleichzeitig iiberleben koénnen.

Beispiel 9.4 Wir betrachten

{ 2(t) = (2 = 22(t) — y(1)) x(t),
y'(t) = (2 —=(t) —2y(t) y(t).
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Die Gleichgewichtspunkte sind (0,0), (3,2), (1,0) und (0,1).
Man findet

Vi@y) = < Q_iz_y 2—?—4@/)

und:
Gyp.: (0,0) (2.2) (1,0) (0,1)
2 0 —4 2 -2 -1 1 0
. 3 3
v (53) (237 (0 ) (40 5)
FEigenwerte: 2,2 —%, —2 2,1 2,1
Stabilitdt: instabil as. stabil instabil instabil

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov

3.0 r
2s)
20 :
15 }
10 :
05 J

TN S )
0.5 10 15 20 25 3.0

Man kann zeigen, dass die Lisung mit (x(0),y(0)) € RT xR
2 (%, %) konvergiert fir t — oo. Die beiden Spezien konnen
nebeneinander existieren.

Beispiel 9.5 Wir betrachten

{ #'(t) = (2 = 2(t) = 2y(1) =(1),
y(t) = (2= 2z(t) —y() y(@).

Die Gleichgewichtspunkte sind (0,0), (%, %), (2,0) und (0,2).
Man findet
2202y —2x

Abbildung 9.4: Skizze einiger Trajektorien aus Beispz'el

und:
Gap.: (0,0) (2,2) (2,0) (0,2)
. 20 -2 4 -2 —4 -2 0
ez (52) | (512 100 2) (2 5)
FEigenwerte: 2,2 %, -2 —2,-2 —2,-2
Stabilitat: instabil instabil as. stabil as. stabil

Man kann zeigen, dass die Lisung mit (z(0),y(0)) € RT x
R* und z(0) > y(0) zu (2,0) konvergiert firt — oo. Wenn

z(0) < y(0) folgt lim,_,o (x(t),y(t)) = (0,2).
Beide Arten konnen nicht nebeneinander tiberleben.
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25
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Abbildung 9.5: Skizze einiger Trajektorien aus Bez'spiel

Aufgabe 9.3 Wir betrachten:

{ ?'(t) = (3 32(t) — 1y(t) =(t).
y'(t) = (1—q2(t) — gu(1) y(®).

Bei allen positiven Anfangswerten iiberlebt nur eine Spezie.

Welche? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 9.4 Wir betrachten:

{ ?'(t) = (2 - 32(t) — (1) =(t),
y'(t) = (1= () = 59() y(®)-

1. Berechnen Sie die Losungskurven.

2. Zeigen Sie, das man x(t) und y(t) jeweils als Lisung ei-
ner gewdéhnlichen Differentialgleichung finden kann.

Aufgabe 9.5 Wir betrachten:

{ 2'(t) = (1 — aux(t) — By(t)) x(t),
y'(t) = (1 —~yx(t) — oy(t)) y(t),

fur a, B,v,0 > 0.

1. Zeigen Sie, dass es genau einen inneren Gleichgewichts-
punkt (x,,y,) nur gibt, wenn

(@=7)(0—-5)>0.

2. Zeigen Sie, dass dann die Linearisierung im (z,,y,) die
folgende Matrixz enthdlt:

< —azx, —pz, >
—TYp _53/;0 '

3. Zeigen Sie, wenn o < 7y und 6 < 3 gilt, dass bei fast allen
Anfangswerten nur eine Spezie tiberlebt.
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9.2 Lyapunov

Sei © C R”™ ein offenes Gebiet. Wir betrachten wiederum fiir
eine C''-Funktion f : Q — R" das System

a'(t) = f (x(1)) (9.4)
und nehmen an z, € ) ist ein Gleichgewichtspunkt.

Definition 9.6 Sei U C Q eine Umgebung von x,. Die C*-
Funktion V : U — R heifit eine Lyapunov-Funktion fiir
beim Gleichgewichtspunkt x,, wenn

1. V (z,) =0;
2. V() >0 firzeU\{x,};
3.V (x) = VV(z)- f(z) <0 firzeU.

Bemerkung 9.6.1 Die Notation V st eigentlich eigenartig,

denn in ihr steckt das Vektorfeld f. Der Punkt steht fir die

Richtungsableitung von V' in der Richtung des Vektorfeldes f
oV

und so wdre a7 also eine bessere Notation. Diese wird jedoch

nicht verwendet.

Theorem 9.7 Sei x,, ein Gleichgewichtspunkt fiir , ser U

eine Umgebung von x, und set V : U — R eine Lyapunov-

Funktion fiir bei ).

e Dann ist x, ein stabiler Gleichgewichtspunkt.

o Wenn ‘./(x) < 0 fir x € U\{z,}, dann ist x, sogar
asymptotisch stabil.

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov

Beweis. Sei t — x(t) fiir t € [0,¢,) eine Losung von (9.4]) mit

t, maximal und mit z(0) € U. Wenn V (z) < 0 fir z € U,
dann gilt fiir ¢t € [0, ¢, ), jedenfalls so lange die Losungskurve
innerhalb U liegt, dass

%v (2(1)) = VV ((t)) - 2'(t)
=VV (x(t)) - f(z(t))
=V (2(t)) <0

und fiir t € [0,t) gilt

t
0
Valt) =V @) = [ 51Vl ds <o
0
Auflerdem gilt wegen Theorem [6.6] dass ¢, = oo, oder

lim z(t) € 0 oder lim |z(t)] = oo.
t—ty

t—)t+

1) Die Stabilitdt. Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass es
0 > 0 gibt mit folgender Eigenschaft:

x(0) € Bs(x,) = x(t) € B.(x)) fir alle t > 0.

Sei K eine kompakte Menge in U mit z, € K C U°. Wir
diirfen annehmen, dass ¢ gentigend klein ist, so dass B.(x,) C
K. Definiere

c. =inf{V(z);z € K\B.(xp)}.

Weil K\B.(x,) kompakt ist, und weil V (z) > 0 fiir = €
U/{z,} folgt c. > 0. Weil V stetig ist und V (x,) = 0, gibt
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Abbildung 9.6: Seien f, U und V wie in Theorem . Die schwar-
zen Kurven stellen die Niveaulinien der Lyapunov-Funktion V vor
mit dem Punkt x, im Zentrum. Der griinen Kreis ist der Rand
von B.(xp). Liegt xo innerhalb vom weissen Kreis mit Radius 0,
bleibt x(t) im rosa Gebiet und existiert x(t) firt € [0,00).

Wenn auferdem V < 0 aufSerhalb x,, dann folgt tli}m z(t) = xp.

es 0 > 0 derart, dass V(z) < ¢. fiir x € Bs(z,). Nehmen wir
z(0) € Bs(xp), dann folgt aus V (z(t)) < V (2(0)) < c., dass
x(t) € B:(z,) fiir t € [0,,), also auch, dass t; = oo.

2) Die asymptotische Stabilitdt. Wegen des ersten Teils
des Beweises wissen wir schon, dass x, ein stabiler Gleich-
gewichtspunkt ist. Auch wissen wir, dass ¢t — V (z(t)) eine
fallende Funktion ist, die nach unten durch 0 beschréankt ist.
Dann existiert ¢ := lim;_,o V(2(t)). Wenn ¢ > 0, dann gilt
V(z(t)) > ¢ fiir alle t > 0. Wegen der Stetigkeit von V' gibt
es § > 0 derart, dass fur |z — x,| < § folgt V(z) < ¢. So ha-
ben wir gefunden, dass |z(t) — z,| > 0 fiir alle ¢ € [0, 00). Weil
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V € C' und f stetig ist, ist V stetig und mit der Kompaktheit
von K\ Bs(z,) folgt

ds = sup {\./(J:),m € K\Bg(:vp)} <0
und so auch
Viat) =V @) = [ SV iats) ds
< dst — —oo fiir t — o0,

ein Widerspruch. [ ]

Bemerkung 9.7.1 Betrachte

{ x'(tx)(g) f:(ﬁt,)) : (9.5)

fir f € C*(Q;R") mit x, € Q ein Gleichgewichtspunkt. Sei
U C Q eine offene Umgebung von z, und ses V : U — R

eine Lyapunov-Funktion mit V (x) < 0 fir alle x € U\ {z,}.
Definieren wir fir c € RT die Umgebung U, von x,, durch

U.={z;V (z) < ¢}

und U, C U, dann folgt fiir jedes xo € U, dass fiir die Lisung

von qilt:

tlgglo x(t) = xp.

Siehe Abbildung [9.6l Dieses Ergebnis findet man, wenn man
sich den Beweis von Theorem sorgfdltig anschaut.



< a'(t) > _ ( (1)’ + 2(t)y(t)” ) _

y' () —y(t)* — x(t)*y(t)

Fiir Gleichgewichtspunkte gilt —x3 +xy? = 0 und —1® — 2%y =
0. Das fihrt via z (y —z) (y + ) = 0 und y (z* +y*) = 0 zu
(0,0). Die Linearisierung gibt keine Auskiinfte beziiglich Stabi-

litat oder Instabilitdt. Wir versuchen die Standard-Lyapunov-
Funktion:

V (z,y) = |(z,y) = (0,0)[".

Man sieht sofort, dass V (0,0) = 0 und V (x,y) > 0 fir
(x,y) # (0,0). Es gilt weiter, dass

. 2 —23 + a1

= 2z + 2277 — 2t — 227y
= 22" —2y* < 0 fiir (z,y) # (0,0).

Also ist (0,0) ein stabiler Gleichgewichtspunkt.
Weil dieses Argument sogar global ist, finden wir, dass jede
Losung zum Gleichgewichtspunkt konvergiert fiir t — oo.
Man kann sogar die ,,Konvergenzgeschwindigkeit® abschdit-
zen. Weil
224 + 2yt > ot 4 2222 + ot

qgilt, finden wir ‘./(m,y) < -V (x,y)Q. Es folgt

OV (wlt).y(1)) <~V (). o(1))

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov

und via

finden wir

und

1 1
()’ +y(t)? =V (z(t),yt) < —F—— < -
! ! HEORTO) A

Diese letzte Abschdatzung gilt sogar fiir jeden Anfangswert!

Definition 9.9 Wenn jede Lisung von z'(t) = f(x(t)) zum
Gleichgewichtspunkt x, konvergiert fir t — oo, dann nennt
man x, global asymptotisch stabil.

Beispiel 9.10 Wir betrachten das System
(vt )= (L)
( Z ) ( ~Ly _Usm () ) : (9.6)
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Die Gleichgewichtspunkte sind (kw,0) mit k € Z und wenn
man da linearisiert, findet man

()= (e 560

Fiir k gerade folgt A = —1 + il 15 und fir k ungerade
A= ——:I: 1\/_ Nur fiir gemde k hat man also stabile Gleich-
gewzchtspunkte Dies zeigt aber noch nicht, wie grofS das Fin-
zugsgebiet bei so einem Gleichgewichtspunkt ist.

Betrachten wir die Funktion

V (u,v) =1 — cos (u) + 10

3 A\\\\\\\\\i\s — x\\\\\\\\ \s\..*s\\\\\
B D e R ‘\\\\:

\\\\‘ ~ e~~~ \\\\\\\ e~ \\\\\\K‘ -~ -
4\\\\‘\‘?ﬂ\<\\\\\\\\\‘ kﬂ\*\\\\\\\\w ~ -

Abbildung 9.7: Die Kurven sind Niveaumengen von V aus Beispiel
[9.10; in griin Einzugsgebiete fir die stabilen Gleichgewichtspunkte.
Die Vektoren gehdren zum Vektorfeld F.

Seim € Z. Dann gilt V (u,v) > 0 fir alle (u,v) # (2mm,0)
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und V (2mm,0) = 0. Weiter finden wir, dass

‘./(um):VV(u,U)-F(:)

B ( Sin’U(U) ) . ( L _vsm(u) > __L2<y

Schaut man sich die Niveaumengen von V an, dann sieht
man, dass alle Kurven mit Anfangswerten in

Dy, = {(z,y) € R* mit |z — 2mr| < 7 und |y| < 2cos (3z)}

fir t — oo nach (2mm,0) konvergieren. Auf D,, ist V ei-
ne Lyapunov-Funktion fir beim Gleichgewichtspunkt
(2mm,0). In Abbildung[9.7 sind die D,, in grin dargestellt.

Aufgabe 9.6 Wir betrachten:

{ 2(t) = (=4 —x(t) +y(t) =(1),
y'(t) = (4—x(t) — 3u(t) y(t).

1. Zeigen Sie, dass
V (x,y) = —18log (3y) + 3y — 2log (32) + = — 20
eine Lyapunov-Funktion ist fir dieses System.
2. Was hat man in Abbildung[9.§ skizziert.

3. Zeigen Sie, dass fiir die Losung mit (2(0),y(0)) € RT x
R* gilt, dass

lim (z(t),y(t)) = (2,6).

t—o00
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9.3 Systeme in R? und R?

Fiir autonome Differentialgleichungssysteme /() = f (z(t))
in R? mit f € C' (R?) haben wir die folgenden Losungstypen
gesehen.

e Losungen, die nach oo abhauen. Genauer gesagt x :
(t_,t,) — R? mit lgn |z(t)| = oo. Es ist dabei moglich,
+

dass t, = oo.

o | | | | B e Konstante Losungen. Das heifit x(t) = =, fiir ¢ € R mit
° ? ‘ ° : " x, einem Gleichgewichtspunkt.
Abbildung 9.8: Skizze zu Aufgabe

e Losungen, die nach einem Gleichgewichtspunkt konver-
gieren, also x : (t_,00) — R? mit lim z(t) = z,.
—00

e Periodische Losungen: x : R — R? mit z(t + T) = x(t)
fir t € R.

e Auch gibt es moglicherweise Losungen, die zu einer peri-
odischen Losung konvergieren.

Ahnliches Verhalten kann man fiir ¢ | t_ € RU{—oc} un-
terscheiden. Mehr Typen gibt es nicht in R2. In einer Vorle-
sung ,Dynamische Systeme” wird man mehr erfahren.
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Abbildung 9.9: Skizze einiger Trajektorien aus Beispiel .

Als einzigen Gleichgewichtspunkt finden wir (z,y) = (0,0).
Das zugehorige linearisierte System ist

(20 =(r ) ()

und ergibt einen instabilen Strudel.
Mit Hilfe von einer Substitution kann man die Losungen
des urspriinglichen Systems explizit berechnen. Fiir

r(t) =z (1) +y )
findet man die Differentialgleichung

Pt = () +y(0)?) @) () +y )y (1)
= (1 -7 (t)Q) T (t)

—-1/2
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und die ldsst sich explizit losen: r(t) = (1 + C1€_2t)71/2 mit
c1 € R. Mit Polarkoordinaten,

z(t) =r(t)cos(p (1)) undy(t) =r(t)sin(p(t))
folgt
2 (1) =1 ()eos (o ()~ sin ()¢ (0, g

y'(t) =" (t)sin (@ () +r(t) cos (¢ (1) ¢ (1) -
Die Differentialgleichung liefert
y()a' () —z )y (t) = —y () -z ()’ = —r (1)
die Gleichungen in liefern
y () (t) =z )y (t) = —r ()¢ ().

Es folgt, dass @' (t) =1 und ¢ (t) =t + co.

9.3.1 Chaos

Anfang der sechziger Jahre hat Edward Lorenz fiir eine Uber-
raschung gesorgt, als er ein Beispiel eines Differentialglei-
chungssystems in R3 brachte mit einem wesentlich anderen
Verhalten. Das nach ihm benannte System ist wie folgt:

@’ a(y —x)
y | = cv—y—2xz
2! xy — bz

Die Konstanten a, b, ¢ wihlt man in R*. Dieses System kam
auf, als er ein Modell fiir Strémungen in der Erdatmosphére
vereinfachte.
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Fiir ¢ < 1 gibt es nur einen Gleichgewichtspunkt, ndmlich
(0,0,0) und dieser ist asymptotisch stabil. Es gilt

—a a 0

Vix,yz) = c—2z -1 —x
Y r —=b
und
—a a 0
V£(0,0,0) = c —1 0
0O 0 -b
Die Eigenwerte dieser letzten Matrix sind
A =—b

>\2,3:—%(a—kl):l:%\/(a—i—l)?_gl(l_c)' (9.8)

Sie sind negativ fiir ¢ < 1.

Fiir ¢ > 1 sind die Gleichgewichtspunkte wie folgt, wenn
wir d = /b (c — 1) schreiben:

Ggp (0a070) (d7 d7C - 1) (_d’ —d,C_ 1)
—a a 0 —a a 0 —a a 0
Matrix: c -1 0 1 -1 —d 1 -1 —d
0 0 -b d d b —d —d b
Eigenw. : )\1 >0 > )\2,)\3 Al < 0, )\273? Al > 0, Ag’g?
instabil a, b, c-bedingt instabil

Bemerkung 9.11.1 Die Figenwerte der ersten Matrix sind wie

die in . FEiner ist jetzt positiv. Die Figenwerte der zweiten
Matrixz sind Nullstellen von

p1(2) = 2ad®/b+ (b + ab+ d®/b)x + (1 + a + b)x* + 2°.

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov

Die Figenwerte der dritten Matriz sind Nullstellen von
po (2) = —2ad®/b+ (b+ab— d*/b)x + (1 + a + b)a* + 2°.
Bemerke, dass p1(0) > 0 > po(0) und lim, 1 p; (z) = £o0.

Der Zwischenwertsatz liefert dann fir diese Polynome also
mindestens eine negative, beziehungsweise positive Nullstelle.

Abbildung 9.10: Eine Losung mit chaotischem Verhalten



9.4 Aufgaben

Fir a = 3, b = 1 und ¢ = 25 findet man eine Skizze einer
Losung in Abbildung 9.10} Die Tabelle wird:

(vV24, /24, 24) (—v24, —v/24,24)
Eigenw.: A >0> )\2, A3 | A < 0, )\273 =vx T AL > 0, )\2’3 =vxt o

Ggp: (0,0,0)

instabil v > 0 = instabil

instabil, v < 0

Die Losung ist beschrénkt aber konvergiert weder zu einem
Gleichgewichtspunkt noch zu einer periodischen Losung. Ein
System mit derartigen Losungen nennt man chaotisch.

9.4 Aufgaben

Aufgabe 9.7 Wir betrachten

{ W(t) =1 —of

t)?,
V'(t) =1 — (u(t

) —u(1)’.

Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte und die jeweilige da-
zugehdrige Stabilitdt des Systems.

Aufgabe 9.8 Das System

hat (0,0) als einzigen Gleichgewichtspunkt.

1. Geben Sie das bei (0,0) linearisierte System.

2. Bestimmen Sie die Art der Stabilitit dieses linearisierten
Systems.
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3. Kann man daraus folgern, welche Art der Stabilitit das
urspringliche System bei (0,0) hat?

4. Zeigen Sie, dass V (u,v) = 2u® + v* lokal bei (0,0) eine
Lyapunov-Funktion ist.

5. Berechnen Sie r > 0 derart, dass fir Losungen mit An-
fangswert ||(u(0),v(0))|| < r gilt:

lim [|(u(t), v(1))[| = 0.

t—0o0
Aufgabe 9.9 Das System

{ U,/(t) —1— €u(t)+v(t),

V(1) = 2u(t)? —v(t)* — 1,
hat zwei Gleichgewichtspunkte.

1. Berechnen Sie die zwes.

2. Welche Art von Stabilitat haben die linearisierten Syste-
me?

3. Welche Art von Stabilitdt hat das urspringliche System
bei den Gleichgewichtspunkten?

Aufgabe 9.10 1. SeiV (z,y) = 2*+2axy+By?. Zeigen Sie,
dass

V (z,y) >0 fir alle (x,y) # (0,0)
=
a? < B.
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2.

Zeigen Sie, dass (0,0) fiir

(Ot 520D, o
Y(0) = —100(t) = T(1+ 20 +y(0) (),

ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtpunkt ist.

Zeigen Sie, dass wenn die Matriz

v (05 )( 3 )

negativ deﬁm’ﬂ ist, V' bei (0,0) eine lokale Lyapunov-
Funktion ist fiir das System in .

. Finden Sie (3 derart, dass V (z,y) = x* + By* lokal eine

Lyapunov-Funktion ist.

Zeigen Sie, dass V (z,y) = x? + zy + 3y* eine globale
Lyapunov-Funktion ist.

2Sei M eine reelle n x n-Matrix.

e M ist positiv definit, wenn 7 Mz > 0 fiir alle z € R™ \ {0}.
e M ist negativ definit, wenn 27 Mz < 0 fiir alle z € R \ {0}.

Woche 9, Lotka, Volterra und Lyapunov



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 10

Spezielles fiir zweite Ordnung

10.1 Phasenebene

Wenn wir die autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung

u’(t) = f (u(t),u'(t))

studieren wollen, ist ein moglicher Ansatz, diese Gleichung als
System zu betrachten:

{ u'(t) = o(t),
V() = f (u(t), v(?)) .

Wenn (u,v) — (v, f (u,v)) lokal die Lipschitz-Bedingung er-
fiillt, und sie ist erfiillt, wenn f differenzierbar ist, dann hat
das Anfangswertproblem fiir (10.2]) genau eine Losung. Dieses
Ergebnis kann man auch fiir anwenden.

(10.1)

(10.2)

Lemma 10.1 Nehmen wir an, dass fir jedes beschrinkte Ge-
biet O C R? eine Konstante Lo € R existiert so, dass fiir
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alle (u,v), (a,v) € Q:

|f (w,v) = f(@,0)] < Lo (Ju—al + v —0]). (10.3)
Dann hat das Anfangswertproblem
u'(t) = f (u(t), u'(t)),
u(a) = uo, (10.4)
u'(a) = vy,

fiir jeden Anfangswert (ug,vo) € R? genau eine Lisung u €
C?*(t_,ty) mit t_ < a < ty und (t_,ty) ist das mazimale
Existenzintervall.

Beweis. Man zeigt direkt, dass gleichwertig ist zu ei-
ner lokalen Lipschitzbedingung fir (u,v) — (v, f (u,v)). Der
Existenz- und Eindeutigkeitsatz liefert uns eine eindeutige Lo-
sung fiir mit maximalem Existenzintervall (¢_, ¢, ). Fiir
diese Losung t — (u(t),v(t)) gilt u,v € C*(t_,t,) und weil
u'=veC(t_,t,) folgt ue C*(t_,t,). ]
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Die Menge der Trajektorien zu ((10.2)) nennt man auch die
Phasenebene fiir ((10.1]).

Beispiel 10.2 Wie wir spdter noch genauer sehen werden, ge-
hort zu einem Pendel, mit Reibung proportional zur Geschwin-
digkeit, die folgende Differentialgleichung:

0"(t) = —cysinO(t) — co 0'(1).

Wir nehmen c¢; = 1 und cy = % Da es keine verniinftige
explizite Formeln fiir die Losungen gibt, soll man sich anders
schlau machen. Man kann die Gleichung als System erster
Ordnung schreiben und das zugehorige Vektorfeld skizzieren.

-2 -n 0 b 2
2F =™ N A A YN A A Y 9
e N e D R R e e U NN
WL xx’+m\\\\\\\\*»’x’+x\\\\\\\\»»xll»*\\\\\,
x///»\\\ NNNN2 s A A A 72NN T 77 7 7NN
op AAA AN NS ffff/’ AR RERRR Y ffff/’ Ny
AARRNRSY P PP AR ARy h XN R R RNy
IR e e S R R e e e S AR AN e
A R S e e A N AR S e A N AR S et
I N e A R R R S AN R R R

A e e e A MR-
-2m -7 0 s 2m

Abbildung 10.1: Vektorfeld bei einem Pendel mit Reibung

Das zugehorige System ist

( Z%)) )/ - ( —c18in (ez(ptgt))— co (1) >

und mithilfe des Vektorfeldes kann man auch die Trajektorien
skizzieren, wenn man Kurven entlang der Vektoren zeichnet.
Auch numerische Approzimationen lassen sich herstellen und
als Trajektorien darstellen. Siehe Bild|[10.1} und|10.2

Woche 10, Spezielles fiir zweite Ordnung

Aufgabe 10.1 Betrachten Sie
u” (t) = cos (u(t)) — sin (u'(¢)) . (10.5)

1. Schreiben Sie diese Gleichung als System erster Ordnung
inu undv=1u.
Trajektorien zu diesem System findet man in Abbildung[10.5

-5 -4 -3 =27 -7 0 big 27 3 4 5
T T T T

";:Eii\# f::*\\>’ﬁ‘§:;i::"‘\
NN \\\ ~
\\UW’ \\“«/\(\ I

Abbildung 10.3: Trajektorienteile bei Aufgabe

2. Berechnen Sie die Gleichgewichtpunkte dieses Systems.

3. Linearisieren Sie jeweils bei diesen Gleichgewichtspunk-
ten und betrachten Sie da sowohl die Stabilitdt des linea-
risierten Systems als auch des urspringlichen Systems.



10.1 Phasenebene
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-4 =3 -2 -7 0 ™ 2 3 amn

-4 -3 -2 s 0 v 2n 3 4

Abbildung 10.4: Niveaumengen von V.

4. Zeigen Sie, dass V (u,v) = 3v* 4+ 1 — sin (u) eine lokale
Lyapunov-Funktion ist. Fir Niveaumengen von V siehe

Abbildung [10.4)

5. Begriinden Stie, dass die stabilen Gleichgewichtspunkte
asymptotisch stabil sind.

6. Zeigen Sie, dass wenn eine Losung mit ty in einer blauen
Menge ankommt, sie diese Menge nicht mehr verldsst fir
t > 1.
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7. Gibt es periodische Losungen von ?

10.2 Differentialgleichung fiir Trajekto-
rien

Wenn eine Trajektorie {(u(t), u'(t));t € (t—,t4)} fir die Diffe-

rentialgleichung in (10.1)) lokal der Graph einer Funktion ist,

hat man diese letzte Funktion als Losung einer neuen Diffe-
rentialgleichung. Man setze

V (u(t)) = /(1) (10.6)

und finde

S (ult), w'(8)) = u"(t) = %V (u(t)) = V' (u(t)) «'(1).

Setzen wir nochmals (10.6) ein und betrachten wir nun u —
V(u), dann folgt

fu,Vi(u) =V'(u) V(u).
Das heifit, die Funktion V ist eine Losung von

V'(u) = W (10.7)

Woche 10, Spezielles fiir zweite Ordnung

Dies gibt uns eine alternative Moglichkeit, die Gleichung in

(10.1)) als System zu schreiben:

(D) {u"(t) = f (u(t),W'1)]| (2) { o
v'(t) = f (u(t), (1))
Vi) Fa V() (10.8)
(3) V(u)

u'(t) =V (u(?))

Der Vorteil von (3) ist, dass dieses System zwei Gleichungen
erster Ordnung hat, die man nacheinander 16sen kann. Der
Nachteil ist, dass V' # 0 gelten soll.

Wenn man eine autonome Differentialgleichung zweiter
Ordnung hat, die keine erste Ordnungstermen enthélt, also

u’(t) = f(u) (10.9)

dann ist diese Aufspaltung sehr niitzlich. Die Differentialglei-
chung in (10.7) vereinfacht sich zu

Q)
V(u)

V'(u) =

und diese lasst sich oft explizit 16sen. Via V'(u)V (u) = f (u)
findet man

1 s 1 2 ["
5V(u) —§V(u0) —/uo f(s)ds.



10.2 Differentialgleichung fiir Trajektorien

Bemerkung 10.2.1 Die Gleichung kann man auch di-
rekt mit u' (t) multiplizieren

u"(t)u’ () = flu)u' (t).
Kennt man eine Stammfunktion F von f so folgt:

8 1,7 2 _6
E(Eu (t)%) —aF(U(t))

und die Abhdngigkeit von u (t) und u' (t) wird:
s/ (t)* = F (u(t)) +C mit C € R.

Dann gilt u' (t) =V (u (t)) fir

V(u) = £/2F (u) + 2C mit C € R.

Aufgabe 10.2 Gegeben ist

u”(z) = u(z) — 2u(x)®. (10.10)

1. Schreiben Sie dies als ein System erster Ordnung in u
und v =u'.

2. Berechnen Sie die Differentialgleichung fir die Trajekto-
rien fir dieses System.

3. Losen Sie diese letzte Differentialgleichung.
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4. Fir welche Anfangswerte (u(0),4'(0)) ist die zugehdrige
Losung von (10.1()) periodisch?

5. Fir welche Anfangswerte (u(0),u'(0)) gilt fir die zuge-
horige Losung von (10.1(}), dass lim;_,o u(t) existiert?
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10.3 Feder und Pendel

Einfache Modelle fiir eine Feder oder ein Pendel haben die
Form ((10.9). Aus der Physik kennt man:

e Das zweite Newtonsche Gesetz:
Kraft gleicht Masse mal Beschleunigung: Fry = m a.

e Bei einer perfekten Schraubenfeder nimmt man das Hoo-
keschd!] Gesetz:

Kraft ist proportional zur Auslenkung: Fg = c u.

'Robert Hooke (1635-1703) hatte breite wissenschaftliche Interessen.
Er hatte eine Professur fiir Geometrie, formulierte das nach ihm benannte
Fundamentalgesetz der Elastizitédt, baute eine der ersten Taschenuhren
und auch einen optischen Telegrafen. Das Bild des Flohs aus seinem
Micrographia (1665) ist sogar heutzutage noch bekannt. Siehe http:
//www.gutenberg.org/files/15491/,

Woche 10, Spezielles fiir zweite Ordnung

e Das dritte Newtonsche Gesetz:
Actio est reactio: Iy + Fg = 0.

Weil fiir die Beschleunigung a gilt, dass a = u”, folgt

" c
Ul = . (10.11)
Fiir eine Blattfeder ist das Hookesche Gesetz nicht passend.
Dann hat man statt des Hookeschen Gesetzes F' = f(u), wobei
f ein Profil hat wie in Abbildung [10.6, und die Differential-
gleichung wird
u" = f(u). (10.12)
Fiir das Pendel hat man auch die beiden Newtonschen Ge-
setze. Statt des Hookeschen Gesetzes wird im Modell nun die
Schwerkraft F'g = m g eine Rolle spielen. Im Modell beschreibt
man die Auslenkung u durch den Winkel 6, also u(t) = £60(t),
und findet mit der Projektion der Schwerkraft auf der tan-
gentialen Richtung m gsiné, bei der ¢ die Lange und m die
Masse des Pendels ist, dass

m £ 60" (t) = —m g sin (6(¢))
und vereinfacht dies zu

0" (t) = —% sin (6(t)) . (10.13)

Auch diese Differentialgleichung hat die Form von ((10.12)),
namlich v” = f(u). Schreibt man ((10.12)) als System wie in

(10.8) mit v (¢) = v’ (t) dann wird es:

(40 )= (st ) o


http://www.gutenberg.org/files/15491/
http://www.gutenberg.org/files/15491/

10.3 Feder und Pendel

/ 1

Abbildung 10.5: Aus Wikipedia links einige Federkennlinien: das
Verhiltnis zwischen Auslenkung und Kraft: 1 progressiv Bsp. Kfz-
Blattfeder; 2 linear Bsp. Schraubenfeder; 3 degressiv; 4 niherungs-

weise konstant Bsp. Kupplungsfeder Auto; b nicht glatt z.B. durch
auf Block setzen einiger Federteile.

u

Lemma 10.3 Sei f € C! und (ug,0) ein Gleichgewichtspunkt
fuir . Dann gilt fiir die Figenwerte \1, Ay der Lineari-
sierung in (ug,0), dass A\ = —Ag und Ay € R oder A\, € iR.
Auflerdem:

o Wenn A\, A2 € R\ {0}, dann ist (ug,0) ein Sattelpunkt
fiir (T0.77);

e Wenn A\, Ay € iR\ {0}, dann ist (ug,0) neutral stabil fir

10.77).

Bemerkung 10.3.1 Man bemerke, dass vy = 0 keinen Verlust

Abbildung 10.6: FEinige Beispiele unterschiedlicher Federn. Der
Floh ist von Hooke.

der Allgemeinheit beinhaltet, denn fiir einen Gleichgewichts-

punkt (ug,vg) von (10.14)) gilt vo = 0 und f(ug) = 0.

Bemerkung 10.3.2 Mit einem Sattelpunkt ist gemeint, dass es
bei (ug,0) eine stabile Richtung und eine instabile Richtung
hat im Sinne von Theorem [8.7.

Beweis von Lemma . Die Linearisierung ist

< 7' (t) ) B ( 0 1 >
y'(t) f'(ug) 0
und fiir die Eigenwerte gilt A*> = f’(uo) und A\; = —Xs.

Wenn f'(up) > 0, dann gilt A\; = —X2 = /f"(up) € RT und
wir konnen Theorem .7 anwenden.
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e Weil f € C! folgt F" = f' € C° und es gilt
F(u) = F(UO) + f(U()) ('LL — Uo) + %f,(UO) (u — ’LL0>2 4 ...
+ @ (U - U0>2
:O+0—|—%f’(uo)(u—uO)Q—I—(’)(u—uO)2
< 17 (0) (0 — o)

fiir u — uy geniigend klein. Dann folgt in einer (kleinen)
Umgebung von (uyg,0), dass V (u,v) > 0;

e Auch gilt:
y —f(u) ) ( v )
Viu,v) = . =0. 10.15
o= () (o 101
Abbildung 10.7: Skizze zur Pendel Theorem liefert die Stabilitdt. Die Tatsache, dass der

Punkt nur neutral stabil ist, folgt auch aus ((10.15)), denn fiir
eine Losung (u(t),v(t)) gilt
Betrachten wir nun den Fall f'(ug) < 0, also A, A2 € iR.

Auch gilt fir f'(ug) < 0, dass u — F(u) := f:o f(s)ds in ﬁv (u(t),v(t)) = ‘./(u(t),v(t)) 0.
ug ein lokales Maximum hat, denn F'(ug) = f(ug) = 0 und ot
F"(up) = f'(uo) < 0. Dann ist Dies bedeutet V' (u(t),v(t)) = ¢ =V (u(0),v(0)) und dass fiir
(u(0),v(0)) # (0,0) die Losung nicht nach (0, 0) konvergiert.
V (u,v) := 20 = F (u) -
eine Lyapunov-Funktion: Beispiel 10.4 Wie soeben hergeleitet, gehort zu einem Pendel
ohne Reibung die Differentialgleichung 0" (t) = —cysinf(t).

Wir nehmen ¢y = 1 und betrachten

e V (up,0) = 0; 0"(t) = —sin6(t).
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Dies wird wie in [10.§)-(3)

Man findet via V' (0) V (0) = —sin @ und 1V () = ¢+ cos b,

dass
V(0) = £Vé+2cosh.

In drei Schritten zeichnet man einige Trajektorien.
1) Die Funktion 6 — 2 cos 0 und einige vertikale Verschiebun-
gen 0 — ¢+ 2cosf.

7vv\

-1

2) Man betrachtet nur die Kurven in R x RY und nimmt die

Wurzeln: 0 — /¢ + 2 cosf.

SR
2 )

6 -4 -2 2 4 6

i

3) Die Trajektorien findet man, wenn man ++/¢+ 2cosf

kombiniert.
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Aufgabe 10.3 Die Trajektorie zu der Ldosung von

0'(t) =4 (t),
{ V() = —sin (0(t)) — 29(), (10.16)

mit 0(0) = —m und ¥(0) = 5, ist skizziert in Abbildung
[10.8 Wenn 6 den Drehwinkel eines Pendels darstellt, dann

beschreiben Sie anhand dieses Bildes die Bewegung des Pen-

dels.

-JT

Abbildung 10.8: Trajektorie zu Aufgabe

1. Beschreiben Sie die Anfangsposition des Pendels.



142

2. Dreht das Pendel am Anfang seiner Bewegung links her-
um oder rechts herum?

3. Wie oft iiberschligt das Pendel sich?

4. Wie oft bewegt das Pendel hin und her bevor es still
hingt?

10.3.1 Reibung

Reibungskréfte sind abhéngig von der Geschwindigkeit und
gegengesetzt zur Geschwindigkeit. Wenn u die Auslenkung
darstellt ist u’ die Geschwindigkeit und es dndert sich die

Differentialgleichung in in
W' = f (u) - g(al).
Hier ist g eine Funktion, die folgende Bedingung erfiillt:
g(s)>0firs>0und g(s) <0 fiir s <0.

Wenn g stetig ist, folgt ¢ (0) = 0. Wenn dann f (u*) = 0 gilt,
ist (u*,0) ein Gleichgewichtspunkt fiir

(Zg):(fwwﬂZW@D)' (10-17)

Woche 10, Spezielles fiir zweite Ordnung

Wenn ¢g auch noch differenzierbar ist, dann kann man bei
(u*,0) linearisieren und findet als linearisiertes System

( ;C:Eg ) B < ' (Ou*) _g/l(o) ) ( 283 > . (10.18)
Wir betrachten den Fall, dass f’(u*) < 0 ist. Wenn die

Reibung bei 0 im Verhéltnis klein ist, das heifit, hier gilt
xq (0)* < —f' (u*), dann hat diese Matrix die Eigenwerte

Ao=—1g(0) £ i\/—f’ (u*) — ig’ (0)%.

Das bedeutet, dass, wenn (u*,0) ein neutral stabiler Gleich-
gewichtspunkt fiir (10.14)) ist, (u*,0) ein exponentiell stabiler
Gleichgewichtspunkt fiir (10.17) ist. Man konnte sagen ,,Rei-
bung macht stabiler*.

Leider sind Reibungskréfte oft nicht differenzierbar und
manchmal sogar nicht mal stetig abhéingig von der Geschwin-
digkeit.

Beispiel 10.5 Zieht man einen Block (m = 1) mit Geschwin-
digkeit v = 1 an einer Schraubfeder (lineare Federkennlinie
mit Konstante ¢ = 1) aus Stillstand ab, dann wird dies mo-
delliert durch das Anfangswertproblem

(10 =00t ou F640)

u(0) =0 und v/(0) = 0.
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/ u
/

/

Abbildung 10.9: Reibungskrdfte als Funktion der Geschwindigkeit:
1 linear (Coulombsche Reibung); 2 Flissigkeitsreibung und Gas-
reibung; 3 Reibung mit Stick-Slip-Effekt.

Nimmt man ¢, = 10 und setzt man fir f Funktionen ein
wie in Abbildung[10.9, ndamlich
fi(s) = %s, fa(s) = %33 und
fi(s) = sign(5)2 arctzjln (15 |3|)7
so findet man mit Hilfe von numerischen Approzimationen die
Bilder in Abbildung [10.10. Beim dritten Graphen sieht man
den Slip-Stick-Effekt. Wo bei den ersten beiden der Block eine
monoton wachsende Geschwindigkeit hat, sieht man im drit-
ten, dass die Geschwindigkeit auf und ab geht. Besser gesagt,
der Block schiefst erst los, wenn gentigend gezogen wird, bleibt
kurz liegen, schiefit wieder los, usw.
Ubrigens ist diese Funktion fs fir s # 0 nur eine Mdglich-
keit, wie eine solche Reibung aussehen kénnte. Die Haftrei-
bung, also die maximale Reibung bei Stillstand, ist grofier als

(10.19)
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die Reibung, wenn der Block sich bewegt. Das bedeutet auch,
dass die Reibungskraft bei Stillstand nicht festliegt, sondern
einen Wert zwischen einer positiven oberen Schranke und ei-
ner negativen unteren Schranke annimmt. Schaut man das
Anfangswertproblem mit f3 an, dann sieht man, dass es so
auch tiberhaupt keine Liosung gibt. Es kann nur eine Ldsung
geben, wenn man den Sprung von fz bei 0 ,auffillt”. Das
heif$t, sowohl aus physikalischen als auch aus mathematischen
Grinden brauchen wir statt fs eine mehrwertige Funktion:

2—arctan(15]s|) .. 04

—_— ur s >0

4 f ’ 0.2

F 11 .

f3(s) = [~3.3)  firs=0, TP

_ 2—arctan(15]s])

1 fiir s < 0.

35} 35}
30} 30

20l
25f 25}
20f 20 2l
15} 15}
10f 10} 10}
5 5

5 10 15 20 25 30 3b 5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 3B

Abbildung 10.10: In rot die Position vt und in blau u(t) bei den

verschiedenen f;, 1 =1,2,3 aus und Abbildung .
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10.4 Awufgaben

Aufgabe 10.4 Wir betrachten
u' (z) = u(z) —u(z)’.
1. Skizzieren Sie die Phasenebene.
2. Fiir welche Liosungen gilt lim, . u(x) existiert?
3. Fir welche dieser Losungen existiert auch lim,_, o u(x).
Aufgabe 10.5 Wir betrachten

B 1—w(x)’

!
w'(x) = T w()?
1. Skizzieren Sie die Phasenebene.

2. Geben Sie an, bei welchen Anfangsbedingungen die Lo-
sung beschrdnkt ist.

3. Bei welchen Anfangsbedingungen ist die Lésung peri-
odisch?

Aufgabe 10.6 Welches Bild in Abbildung|10.11) gehort zu der

Phasenebene von
u' (z) = u(z) —u(z) —u(z)?

Aufgabe 10.7 Beim Bungee-jumpen begegnet man etwa der
folgenden Differentialgleichung, wenn man die Luftreibung
vergisst, fir d die Entfernung von der Sprungstelle.

md"(t) =m g — fuld(t)) (10.20)

Woche 10, Spezielles fiir zweite Ordnung

N I
| @ 1)
VAR,

. . . 4
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3

N
o

Abbildung 10.11: Zwei mogliche Phasenebenen

mit ¢ die Linge vom Seil. Die Funktion f, ist wie folgt:

0 furd </,
d—0\*

fe(d) = ¢ 1100 — fiir ¢ < d < 3¢,
0 fur d > 3¢.

Hier ist g die Gravitationskonstante, die wir gleich 10 neh-
men. Das Gewicht der Person ist m. Die Einheiten sind Me-
ter, Kilogramm und Sekunde.

1. Was passiert, wenn d > 3¢ wird?

2. Welche Geschwindigkeit hat jemand in dem Moment
nach dem Springen, wo das Seil anfingt zu ziehen? Hingt
die von m ab?

3. Zeigen Sie, dass bei jemand von 80 kg das Seil nicht
bricht, egal wie lang es ist.

4. Wie lang darf das Seil maximal sein, wenn jemand von
100 kg diberleben soll?



10.4 Aufgaben 145

5. Wieso ist man als Springer dankbar, dass es Reibung gibt,
das heif$t, es in (10.20) noch einen Reibungsterm gibt:

m d"(t)=m g— fi(d(t)) + R.
Welches R wdre passend und mit welchem Vorzeichen?

R = +cud(t) R = +c, |d'(t)|d(t)
R = +c,d(t) R = e, |d (1) d(t)
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 11

Existenz nach Peano

11.1 Gleichmiflig und gleichgradig

Kompaktheit in einem endlich dimensionalen Vektorraum ist
daquivalent zu ,abgeschlossen und beschrankt“. Weil wir die
Kompaktheit auch in unendlich dimensionalen Rdumen brau-
chen werden, geben wir nochmals die zugehorigen Definitio-
nen.

Definition 11.1 e FEine Teilmenge K von (V,+, ., ||-||) heifft
folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge beziiglich ||-|| mit Limes in K besitzt.

e Fine Teilmenge K von (V,+,.,||||) heifit dberdeckungs-
kompakt, wenn fiir jede Uberdeckung von K mit offenen
Mengen eine Uberdeckung schon durch endlich viele die-
ser Mengen erreicht wird.

Aus dem Satz von Heine-Borel folgt, dass fiir normierte
Vektorrdaume folgenkompakt und iiberdeckungskompakt &qui-
valent sind und man verwendet die Bezeichnung kompakt.
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Definition 11.2 Eine Familie F = {f,},c; von Funktionen
fo : U — R nennt man glez’chgmdz’ﬂ stetig in v € U, wenn

Ve >036,.>0VyelU,vel:
|y—ZL’| < 5x,€ = |fu(y) _fu(x)l <E&.

Bemerkung 11.2.1 _F st gleichgradig stetig auf U“ heifst
dann:

VeeUVe>030,.>0VyeUwvel:
ly— 2| <dze = [fuly) — fulz)] <e.

Gleichgradig stetig ist eigentlich selten nitzlich, wenn man
gleichzeitig nicht auch die gleichmdfiige Stetigkeit der einzel-
nen Funktionen hat. ,JF ist gleichgradig gleichmdf$ig stetig auf

1Gleichgradig stetig heifit auf Englisch equicontinuous. GleichméBig
stetig ist uniformly continuous.
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U*“ heift:

Ve>0dd. >0Ve,ycUwvel:
ly—z| <d0. = |fu(y) — fu(z)] <e

Man erinnere sich noch an folgendes Ergebnis:

Lemma 11.3 Sei K kompakt und sei f : K — R stetig. Dann
ist f gleichmdfig stetig.

Man kann sogar folgendes zeigen.

Lemma 11.4 Sei K kompakt und sei {f, : K — R}, ., gleich-
gradig stetig. Dann ist { f,},c; gleichgradig gleichmdpig stetig.
Beweis. Wenn { f, }, ., gleichgradig stetig aber nicht gleichgra-
dig gleichmaBig stetig ist, gibt es € > 0 und Folgen {z,},x;
{Wn}peny in K und {v,},oy in I mit |z, —y,| — 0 und
| fon (@n) — fu, (yn)| > €. Weil K kompakt ist, gibt es eine
konvergente Teilfolge {xn, },cy, sagen wir z,, — 7 € K.
Auch gilt dann y,, — . Weil {f,},,., gleichgradig stetig
ist in &, gibt es 01, > 0 derart, dass aus |z — | < 61,
folgt |fu(x) — f,(2)] < %5. Nehmen wir n so grof, dass
|z, — 2|, lyn — 7| < 0., dann hat man wiederum einen Wi-
derspruch:

e < |[fu.(@n) = fo.(yn)]
< ’fun(xn) - f,,n(i')| + |fun(£) - fl/n<yn)| < €.

Woche 11, Existenz nach Peano

Aufgabe 11.1 Sind die Funktionen {f,} definiert durch

neN’
fn (z) = arctan (nz)

gleichgradig stetig auf R?

Aufgabe 11.2 Sind die Funktionen {gn}, o+, definiert durch

In (13) = z"/"

gleichgradig stetig auf [0,1]7

11.2 Der Satz von Arzela-Ascoli

Theorem 11.5 (Arzela-Ascolf?)
Ser K C R" eine kompakte Menge und sei f, : K — R

2Cesare Arzela (1847-1912) und Giulio Ascoli (1843-1896)



11.2 Der Satz von Arzela-Ascoli

fiir jedes n € N eine stetige Funktion. Weiter sei angenom-
men, dass {fn},en gleichgradig stetig und beschrdinkt ist.
Dann gibt es eine gleichmdfig konvergente Teilfolge

{fam bonens das heift:
1. f(z) = lim f,, (x) ist wohldefiniert fiir x € K,
m—o0

2. lim sup|f(x) — fu,, (x)] =0, und auferdem gilt

m—0o0 zeK

3. f: K — R st stetig.

Bemerkung 11.5.1 Die Familie {f,: K — R}, _y ist be-
schrankt bedeutet: es gibt M € RT derart, dass |fn(z)] < M
qilt fiir alle x € K und n € N.

Beweis. Die einzelnen Schritte des Beweises sind die folgen-
den:

1. Existenz einer abzihlbaren dichten’| Teilmenge von K.
Die Menge der Kugeln Uy, := {By-«(x);x € K} ist eine
Uberdeckung und man kann endlich viele { By« (xkg)}ﬁ’; )
wéhlen, die K schon iiberdecken. Die abzdhlbare Menge
T :={xpe1 <0</l keN}ist dicht in K.

2. Konvergenz auf der dichten Teilmenge. Wir schrei-
ben T =: {x},—,. Weil die Folge {f,(21)},cy be-
schrankt ist, gibt es wegen des Satzes von Bolzano-Weier-
strafl eine konvergente Teilfolge { fn1,k(5’31)}k€N- Weil

3Eine Teilmenge T' C K heit dicht, wenn es zu jedem = € K eine
Folge {zy},cy C T gibt, die nach z konvergiert.
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{ fnl’k(l’Q)}kEN beschriankt ist, gibt es eine konvergente
Teilfolge {f”Z,k(xQ)}keN’ usw. Also gilt:

Jrias frios fris, - konvergiert in ay,

Jnons frons fras, - kKonvergiert in x; und s,
Jnsas frsos frsss - kKonvergiert in @y, x5 und w3,
USw.

Nach m Schritten haben wir eine Teilfolge { fnm,k}Zo:p
die konvergiert auf {z1,...,x,,}. Man setze

fnk = fnhk-

Mit Hilfe dieses sogenannten Diagonalverfahrens be-

kommt man dann eine Teilfolge { f,, },-,, die konvergiert
auf T'. Wir definieren

f(z):= lim f, (z) firz € T. (11.1)

k—o0

. Konvergenz auf dem Ganzen K. Sei z € K\T. Weil T

dicht liegt in K, gibt es eine Folge {7, }, .y € T mit x, —
x fiir n — oo. Wir zeigen, dass { f(z,)} eine Cauchy-Folge
ist.

Sei € > 0. Weil {f,},cy gleichgradig gleichmaBig stetig
ist, gibt es 6./3 > 0 derart, dass |z, — x| < d./3 impliziert
| fu(@n) = fu(ay)] < 3¢ unabhiingig von n. Weiter nehme
man m derart groB, dass |f(x,) — fn, (zn)] < % und
| fa (2) — f(2r)] < €. Dies ist moglich wegen .

Sei N so grof, dass |z, — x| < %55/2 fiir n > N. Dann
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folgt fiir n,k > N, dass |z, — x| < d./3 und

| f(@n) — f(x)]
< f(@n) = fam (@n)| + [ fr (20) = frn (@) + -
+ | fom (@) = fzr)] <e.

Cauchy-Folgen sind konvergent, also ist {f(z,)}, . kon-

vergent.

neN

Jetzt miissen wir noch zeigen, dass der Limes nicht von
der gewéhlten Folge {x,},.y abhéngt. Wenn es zwei Fol-
gen r, — x und ¥y, — x gibt, dann gilt auch hier

|f(xn) = [ (yn)]
<|f(@n) = Fon (@) + [ () = Frn ()| + - -
+ |fnm(yn) - f(yn)| )

und man findet dhnlich wie soeben, dass {f(y,)}
gleichen Grenzwert hat. Das bedeutet

neN den

f(z):= lim f(z,) fir T3>z, 2 K\T  (11.2)

n—o0

ist wohldefiniert.

. Stetigkeit der Grenzfunktion. Auch gilt, dass f : K —

R stetig und deshalb auch gleichméflig stetig ist: Seien
{xn}eny und {yn}, oy derart, dass T3> x, — & und 7' >
Yn — Y. Sei € > 0. Man verwende:

1f(@) = f(9)]
<|f(@) = f(@) + [ f(@n) = fan(za)] + ...
+ o () = fr ()| + - -
+ | fom (Yn) = Fn)| + [ f(yn) — £()] -

Woche 11, Existenz nach Peano

Wenn man n geniigend gro nimmt, folgt |z, — y,| <
2|Z — g|. Man nehme 6. > 0 derart, dass |z —y| <
0 impliziert | fy,,(2) — fu,.(y)| < e und é. ist wegen
der gleichgradigen Stetigkeit auf kompaktem K unab-
héngig von x,y,n,,. Auch nehme man n so grof}, dass
F(2) — Flaa)] < 12 und | f(ga) — £(7)] < e Indem man
m geniigend grof nimmt, findet man | f(z,) — fu,, ()| <
teund | fo,, (yn) — f(yn)| < 2e. Fiir |2 —g| < 30. folgt

1f(2) = f(H)] <e.

. Gleichmiflige Konvergenz der Teilfolge. Die gleichméafi-

ge Konvergenz von {f,, },,cy auf K folgt aus der Kom-
paktheit von K: Wenn f,, nicht gleichméfig konvergiert,
dann gibt es ¢y > 0 und eine Teilfolge n,,, mit z; € K
und

‘fnmk (mk) - f(l‘k)‘ > £y fur k € N.

Die Folge {x}},cy hat eine konvergente Teilfolge, sagen
wir oy, — Z. Sei {@,},y C T eine Folge mit z, — Z.
Man findet

<

€o <

fnmkz (xke) - f(mkz)

Fomg, ) = Foy, E)| + [y, (E0) = F(E)
o 1F(E) — Fla,).

<

_|_

Die rechte Seite bekommt man so klein wie man moch-
te und damit einen Widerspruch: Fiir ¢ und n ge-
niigend grof folgt, dass |y, — Z,| gentigend klein ist
und dann kann man wegen gleichgradiger Stetigkeit

B (@) = oy, ()| < S0 wnd (@) = f(oe)| <
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%50 erreichen. Fiir ¢ geniigend grof}, hat man schlussend-

lich auch fnmk[ (Zn) — [(&n)| < 3€0- -

11.3 Ein vereinfachter Existenzsatz

Fiir den Satz von Picard-Lindelof hat man das Anfangswert-
problem
a'(t) = f(t z(t))
z(a) = xg

umgewandelt in eine Integralgleichung

z(t) = xg +/ f(s,x(s))ds.

Weil wir nicht annehmen wollen, dass f differenzierbar oder
Lipschitz-stetig ist und nur Stetigkeit voraussetzen, wird Kon-
vergenz einer approximierenden Folge von Losungen etwas
komplizierter. Eine Konvergenz wie beim Satz von Picard-Lin-
delof zu einer eindeutigen Losung ist sogar unmoglich, denn
es gibt im Allgemeinen keine eindeutige Losung.

Beispiel 11.6 Das Anfangswertproblem x'(t) = </x(t) mit
z(0) = 0 hat mindestens drei Losungen, namlich firt > 0:
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Man kann sogar kreativ werden und zeigen, dass alle Losungen
dieser Differentialgleichung neben x(t) = 0 wie folgt sind:

z(t) = + (3 max (0, — c))% .

Nimmt man ¢ > 0 dann ist sogar der Anfangswert erfillt.

15
1.0

0.5

-05

-1.0

-15

Abbildung 11.1: Einige Lésungen des Anfangswertproblems aus

Beispiel [11.6,

Die oben genannte Schwierigkeit kann man {iberwinden
durch Anwendung des Fixpunksatzes von Schauder oder
durch eine besondere Wahl einer approximierenden Folge. Wir
folgen diesem zweiten Ansatz, den man auch findet im Buch
von Walter [5].
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Proposition 11.7 Sei o € R und sei f : [a,b] Xx R — R stetig
und beschrdnkt. Dann existiert mindestens eine stetig diffe-
renzierbare Funktion x : [a,b] — R mit 2/(t) = f (¢t,z(t)) und
x(a) = zg.

Bemerkung 11.7.1 Schaut man den folgenden Beweis genau
an, dann sieht man, dass er nicht konstruktiv ist. Man fin-
det die Fxistenz einer approximierenden Folge, jedoch keine
explizite approximierende Folge. Fiir die meisten konkreten
Beispiele kann man zeigen, dass die Folge in konver-
giert. Im Allgemeinen hat man aber nur die Konvergenz einer
Teilfolge.

Beweis. Wir definieren fiir n € Nt die Funktionen z, :
(—o0,b] — R durch

x, (t) =z firt <a und

Ty (t) = g +/ f (5, 20(s — 1)) ds fiir t > a. (11.3)

Bemerke, dass z,(t) fiir t € [a,a + 1] definiert ist durch

t
z,(t) = zo + / f(s,z0)ds, (11.4)
und auf (a + 1,a+ 2] durch
a+l/n t
s =zt [ flsdst [ (sl = d)ds
a 1/n

(11.5)
denn z,(s — 1) ist schon definiert in (11.4)). Dieses Prozedere

setzt man fort. Es bedeutet, dass x,, eindeutig definiert ist auf
[a,b].

Woche 11, Existenz nach Peano
Weil f beschriankt ist, sagen wir |f| < M, folgt
|2n(t)] < |zo| + M (b—a) = C

und

() — 2alts)] < /Qf(s,xn(s—%)) ds| < Mt — to].

t1

Also ist {z,} | beschrinkt und sogar gleichgradig stetig auf
la,b].

Das Theorem von Arzela-Ascoli liefert uns eine gleichméafig
konvergente Teilfolge {z,, },.,. Nennen wir den Limes &, dann
gilt also

lim sup |z, (t) — 2z (t)] = 0.

k—o0 t€la,b]
Weil
Tyt = ) =3 (1)
< Jomt = L) = @, (O] + Jom, (1) = 2 (1) <
< Mo+ |, () — 2 (2)]
gilt auch
lim sup |2, (t—+)—& (t)) = 0.
k=00 4c(a,b] k

Weil aulerdem f gleichmifig stetig ist auf [a,b] x [-C, C],
darf man Integral und Grenzwert vertauschen und es folgt,
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dass

(t) = lim w,, ()

k—o0
t

= lim (xo —|—/a f (s,xnk(s — %)) ds)
t

= 2o —|—/a Jlim f (s,xnk(s — nl—k)) ds
t

= 19 +/ f (s,klim T, (S L)) ds

o —00

=20 + /at f(s,2(s))ds.

=

Die Stetigkeit von & und f zeigt, dass s — f (s,Z(s)) stetig
und dass t — fj f(s,2(s)) ds stetig differenzierbar ist. Dann
ist auch z stetig differenzierbar und z erfiillt das Anfangswert-
problem. [ ]

Eine Bedingung, die wir noch loswerden mochten, ist die
Beschrénktheit von f auf [a,b] x R.

Aufgabe 11.3 Betrachte das Anfangswertproblem
y'(z) = Vy(z) + y(x)* + 1 mit y(0) = 0.
1. Wieso hat es keine Lisung auf [0,3]?

2. Und wieso nicht auf [—1,0]?
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Theorem 11.8 Nehmen wir R = [a, b] X [c,d] mit a,b,c,d € R.
Sei f : [a,b] x [e,d] — R stetig und sei a < to < b und
c<xo<d.

1. Dann g¢ibt es fiir

{ a(t) = f(t z(t)) (11.6)

(o) = o
t_ <ty <ty mit mindestens eine Losung

x:t_,ti] = R
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2. Jede Lésung von kann fortgesetzt werden bis auf
den Rand von [a,b] X [c,d]. Das heifit, wenn x : (t_,t) —
R eine Losung ist mit (t_,t,) mazimal, dann ist x :
[t_,ty] = R eine Losung und es gilt:

et =aoderx(t.)=coderx(t.)=d;
e i, =boderxz(ty)=coderz(ty)=d.

Bemerkung 11.8.1 Dieses Ergebnis ldsst sich auch tibertra-
gen auf das Anfangswertproblem fiir Systeme von Differential-

gleichungen:
{ (to) f (11.7)

Beweis. 1. Wir erweitern f : [a,b] x [c,d] — R zu einer Funk-
tion f : [a,b] Xx R — R durch

f(t,e) firz<c,
ft,x)=<¢ f(t,x) firc<z<d,
f(t,d) fird<x.

Dann ist f stetig und beschréinkt auf dem Streifen [a,b] x R
und wir kénnen Proposition [I1.7] verwenden. Wir finden eine
Losung 7 : [a,b] — R von

{ :c’(tx)(z)f (t,x(t)) (11.8)

= Xop-

Setzen wir M = max{|f(¢t,x)|;(t,z) € R} so folgt
)f(t,i"(t))‘ < M und

|Z(t) — xo| < M (t — 1) .

Woche 11, Existenz nach Peano

So lange ¢ < xg+ M (t — ty) < d gilt, also fiir
r .
[t —to] < Mmm(d—xo,xo—c), (11.9)

gilt #(t) € [¢,d] und auch f (¢, z(t)) = f (t,z(t)). So ist & eine
Loésung von fiir ¢ wie in ((11.9).

2. Wenn x : (t_,t,) — R eine Losung ist, dann kann man
wie im Beweis von Theorem [6.5]zeigen, dass lim; « (t_) und
limyys, @ (1) existieren. Dies bedeutet, dass die Losung er-
weiterbar ist auf [t_,¢,]. Auch kann man zeigen, wie im Be-
weis von Theorem , dass, wenn (t_,z (t_)) € R° oder wenn
(ty,z(ty)) € R° gilt, man ein neues Randwertproblem losen
kann, ndmlich

o'(t) = f(t2@) .
’ mit £ =t und 7y =z (t+). (11.10
{ x(ty) = x1. L ! (b) )
Eine Losung von ((11.10)) setzt die jetzige Losung z fort. Dieser
Teil des Beweises von Theorem braucht nur die gleichmé-
Bige Stetigkeit von f und nicht die Lipschitz-Bedingung. =

Beispiel 11.9 Dieses Beispiel kommt aus dem Buch von Wal-
ter [A] und zeigt, wieso wir beim Beweis von Proposition
nicht die Approximationsfolge von Picard-Lindeldf verwenden
kénnen. Betrachte

{ 2 (t) =2t ;(S) :m(?x (x(t),0) (11.11)

Die Picard-Iteration fir
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ist definiert durch xo(t) = x(ty) und

Tpi1(t) = x(to) + /t f(s,zn(s))ds firn € N.

und man findet xo,(t) = 0 und x9,,1(t) = t*. Die Funktio-
nenfolge konvergiert nicht. Man kann konvergente Teilfolgen
nehmen und wiirde dann zwei Grenzfunktionen finden:

Too1(t) =12 und v52(t) = 0.

Man zeigt jedoch sofort, dass diese Funktionen beide keine
Lésung geben.

Das Theorem von Peano gibt uns trotzdem die Existenz von
mindestens einer Losung. Man kann diese Ldsung sogar ex-
plizit berechnen. Wenn man x(t) = ct* versucht mit ¢ > 0,
dann folgt fiirt > 0, dass

'(t) = 2ct und 2t — 2/max (z (t),0) =2 (1 — /) .

Lést man ¢ = 1 — /¢, dann folgt fiir t > 0 die Lisung

o) =5 (3 V5)
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Auf dhnliche Art findet man eine Formel fir eine Losung auf
(—00,0]. Man kann beide Formeln kombinieren zu einer Lé-
sung auf R:

(1) = 1(3=VE)t* firt=>0,
Tl LB vE) e firt <o,

Man kann sogar zeigen, dass die Losung eindeutig ist. Ers-
tens bemerkt man, dass eine Losung nicht negativ werden
kann. Denn wenn x(t) < 0 auf (t1,t3) mit 0 < t; < ty, dann
gilt x'(t) = 2t und x ist streng monoton wachsend und das
passt micht zu x(0) = 0. Ahnliches gilt fir t, < t, < 0.
Nehmen wir an es gibt zwei positive Lésungen xi1 und x
mit x1(t1) = x2(t1) und x1(t) > xo(t) auf (t1,t2). Weil
x— f(t,z) =2t —2y/max (z,0) streng fallend ist fir x > 0,
qilt

0 < l’l(tg — X9 t2

= 11(ty) / f(s,21(s))ds — xo(t1) — /;2 f(s,xa(s))ds

- / (F(s,1(5)) — F(522(5))) ds <0,

51
ein Widerspruch. Dies zeigt die Eindeutigkeit nach rechts.
Ahnliches gilt, wenn man statt x,(t;) = xo(t1) annimmt,
dass x1(te) = wa(te) gilt. Auch hier folgt ein Widerspruch bei
x1(t) > wo(t) auf (t1,ta), und so hat man auch die Eindeutig-
keit nach links.

Beispiel 11.10 Betrachten wir

{ ?(t) = =/ (1),
z(0) = 1.
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Das Theorem von Picard-Lindelof kann man anwenden auf
R x [e,00) mit € > 0, da nur hier die Lipschitz-Bedingung
erfillt ist. Peano liefert sogar die Existenz einer Lisung auf
Rx[e, 00). Rechnet man, so folgt als einzige Losung x : R — R

mait ,
_ ) (1=3)" furt<z2,
z(t) = { 0 fiir t > 2. (11.12)

Die Findeutigkeit folgt mit Picard-Lindeldf, wenn x (t) >
0 ust. Weil die Differentialgleichung nicht definiert ist fiir
x (t) <0, konnen wir nur x (t) > 0 betrachten. Weil ' (t) <0
fir x (t) > 0, sind alle Losungen fallende Funktionen und dies
bedeutet, dass wenn x (t1) = 0 gilt, dann folgt x (t) = 0 fiir
t> 1.

Beispiel 11.11 Betrachten wir

{ (0 =~/

) =1,

dann gibt es die Mdaglichkeit in . Man zeigt jedoch di-

rekt, dass es noch mehrere Losungen gibt, denn fiir jedes o > 2
st auch xo : R — R definiert durch

(1-1)° firt<2,
fir2 <t <2aq,
— (%t — oc)2 fiirt > 2a,

Woche 11, Existenz nach Peano

Aufgabe 11.4 Geben Sie alle Losungen von

u'(z) = VI1 = u(z)?]

mit lim w(z) = —1 und lim u(z) = 1.
T—r—00 T—r00

Aufgabe 11.5 Wir betrachten

1 far |v] <1,

Vv'(x) = f(v(x)) fiir f(v) = ¢ firjvl=1, (11.13)
-2 fir |v| > 1.

1. Kann man ¢ € R so wdhlen, dass das Anfangswertpro-
blem mit v(0) = 1 mit Peano eine Lisung hat?



11.5 Aufgaben

2. Wie soll man ¢ nehmen, wenn alle Lisungen von
R als Existenzintervall haben?

Wenn aus der Vorlesung Funktionalanalysis der Fixpunkt-
satz von Schauder bekannt ist, sieht der Beweis des Theorems
von Peano einfacher aus. Vollstéandigkeitshalber bringen wir
diesen Satz.

Theorem 11.12 (Fixpunktsatz von Schauder) Sei D eine ab-
geschlossene konvexe Menge eines Banachraumes B und sei
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T : D — B ein stetiger und kompakter Operator mit T (D) C
D. Dann hat T' mindestens einen Fixpunkt in D.

Bemerkung 11.12.1 Seien By und By Banachrdume und sei
D C By. Ein Operator T : D C By — By heifit kompakt,
wenn fir jede beschrinkte Menge A C D gilt, dass T (A)
kompakt ist. Dies ist dquivalent zu: Fir jede beschrdnkte Fol-
ge {xn},en C D existiert eine Teilfolge {xy, },. o derart, dass
{Ty, } oy konvergiert in Bs.

Bemerkung 11.12.2 Um das Theorem von Peano zu beweisen
nimmt man

B=(C(la,0]),|-llc)  mat
D ={xeC(a,b]);lz() =zl <R}

und betrachtet T : D — B definiert durch
t
(T)(0) =0+ [ (s (s)) ds

mit erstmal [t —al < § und § > 0 gentigend klein.

11.5 Aufgaben

Aufgabe 11.6 Wir betrachten:

{ y'(x) = cos(x) —

y(0) = yo.

3

[\e][oV]

y(ZE) - SiIl(I),

1. Begriinden Sie, dass es fiir jedes yo € R eine Lisung gibt.
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2. Zeigen Sie, dass diese Lisung auf [0,00) eindeutig ist.

Aufgabe 11.7 Man schreibe s € [0,1) auf Basis 3, zum Bei-
spiel

0.8 = 0.83 = 0.2101210121012101...5

_ 1 1 1 1 1 1 1 1
=24 L1+ 50+ 51+ 22+ 51+ 50+ 51+,

ersetze in dieser Zahlendarstellung nach dem ersten 1 alles
durch 0, und definiere £(s) als die Ganzzahlfolge dieser ,Dezi-
malen® (Trizimalen?), also ¢(0.8) = {2,1,0,0,0,0,...}. Wir
definieren h : [0,1) — [0,1) durch

h(s) = Zoo:1 = min (€(s),, 1) .
So folgt h(0.8) = min (2,1) + fmin (1,1) = 3.
Fiir x € R sei [z] := max{n € Z;n < z} und wir setzen
f(z)=[z]+h(z—[z]). (11.14)

Die Funktion f : R — R st stetig, wachsend und hat fast
tberall als Ableitung 0. Fine Skizze findet man in Abbildung
7.2

Wir betrachten

Woche 11, Existenz nach Peano
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Abbildung 11.2: Skizze der Funktion f aus (|11.14))

. Hat diese Differentialgleichung fiir jeden Anfangswert

z(0) = z9 € R eine Losung?

. Ist eine solche Lisung (stetig) differenzierbar?
. Hat jede Lisung R als mazimales Existenzintervall?

. Kann man begrinden, dass diese Differentialgleichung

genau eine Losung hat fiir z(0) =07

. Zeigen Sie, dass wenn

x(t) € [, 2] (11.15)

mit k,n € N* und 2n < 3% fiir eine Léosung gilt, dann
qibt es ap ., by € R mit

l‘(t) = an,kt —|— bn,k

fiir x(t) in .

Wieso gilt tibrigens a, > 0 > b, 1 ?



11.5 Aufgaben

6. Weil

U U [%’ g_g] = [07 1] ’

k=1 0<2n<3k

ist jede Losung x(-) also fast tberall ein Polynom ers-

ter Ordnung, das heif$t, der Graph auf [2’;);1, 3—7,}] ist eine

Gerade. Wie passt das zur Differenzierbarkeit?

N Y-
5

Abbildung 11.3: Skizze von f aus (|11.16))

Aufgabe 11.8 Riemann hat die folgende Funktion betrachtet:
= sin (k*z
flx) :ZM. (11.16)

Diese Funktion ist stetig, aber nur an wenigen Stellen diffe-
renzierbar. In m ist sie differenzierbar. Auflerdem gilt

x(f(x) +sin(z)) >0 fir |z| <.

Die Losung von a'(t) = f(x(t)) + sin(x(t)) mit x(0) = 0
existiert, ist jedoch nicht eindeutig.
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. Begriinden Sie, dass jede solcher Losungen existiert auf

R.

. Begriinden Sie, dass fiir jede solcher Ldsungen gilt

|z (t)| < m. Es gilt sogar |x (t)| < .

. Begriinden Sie, wieso die Lésung der Differential-

gleichung mit x (0) = 7 eindeutig ist auf [0, 00)?
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 12

Randwertprobleme

12.1 Beispiele

Wenn wir mit einem Schneeball etwas treffen mochten, und
wir dies vorher modellieren, dann bekommen wir ein System
von Differentialgleichungen, bei dem Anfang und Ende festge-
legt sind. Bis zu diesem Kapitel hatten wir nur Anfangswert-
probleme und es ist kein Ergebnis formuliert fiir Randwert-
probleme.

Als Grundregel gilt immer noch, dass eine Differentialglei-
chung n-ter Ordnung bei der ,,Losung* n Konstanten mit sich
bringt und man fiir die Eindeutigkeit dann mindestens n un-
abhéngige Bedingungen braucht. Ob dies ausreicht und was
hier Unabhéngigkeit heifit, ist nicht sofort deutlich.

Bedingungen fiir die Eindeutigkeit bei einer Differentialglei-
chung 4-ter Ordnung koénnten zum Beispiel zwei Anfangswerte
und zwei Endwerte sein. Ein allgemeines Ergebnis, so wie man
das bei Anfangsbedingungen mit dem Theorem von Picard-
Lindelof bekommt, gibt es jedoch nicht bei Randwertproble-
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men. Wir werden nur einige Ergebnisse vorstellen fiir lineare
Randwertprobleme. Vorher jedoch zeigen wir einige Beispiele.

Beispiel 12.1 Wir betrachten das lineare Randwertproblem

{ u"(t) + u(t) = ¢
u(0

) = 0 und u(T) = 0. (12.1)

Weil die Differentialgleichung linear ist mit konstanten Ter-
men, kann man alle Losungen explizit berechnen:

u(t) = ¢y sint + ¢y cost + se'.
Die Randbedingungen geben

0=u(0)=c2+3 = g = —3,
_ _ = 1 ) 1.7 __ cosT—e
0=u(T)=csinT — 5cosT + 3¢ = ¢ =G .

Die letzte Gleichung gibt ein Problem, wenn T = km mit k €
N*. Man findet:
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o FirT = kmr mit k € N hat keine Lisung.

e FirT e R"\{km; k € N"} hat genau eine Lisung.

Jede Losung u der Differentialgleichung mit w(0) = 0 erfillt
die Bedingung u(m) = % (e™ 4+ 1). Also gilt fiir

u’(t) + u(t) = e,
{ u(0) = 0 und u(r) = 3 (€™ + 1), (12.2)

dass:
° hat unendlich viele Losungen.

In der ndchsten Abbildung sind Losungen von u” (t)+u(t) =
et skizziert.

S —77/1\\

Abbildung 12.1: Skizzen von Ldsungen zu Bezspzel-

Woche 12, Randwertprobleme

Abbildung 12.2: Skizzen von Ldsungen zu Bez’spiel

Beispiel 12.2 Lésungen fiir das nicht-lineare Randwertpro-
blem

{ () =2+ ol
v(0) =0 und v(T) =0

kann man nicht nur nicht mehr durch eine Formel darstellen,
sondern fir T > 1.85... gibt es sie tberhaupt nicht mehr.
Leicht ldsst sich diese Behauptung nicht beweisen. Betrach-
tet man die numerisch approximierten Losungen des Anfangs-



12.1 Beispiele

wertproblems

V'(t) =2+ v(t)?,
v(0) =0 und v'(0) = «

dann ist diese Behauptung glaubwiirdig. Die Nichtlinearitdt
sorgt dafir, dass v" sehr gross wird, wenn v grof§ wird. Das
fiihrt dazu, dass fir o sehr negativ, die Lésung, nachdem
sie hinuntergeschossen wurde, sogar besonders schnell wieder
hochklettert.

Mit diesen beiden Beispielen sollte es klar sein, dass man fiir
Randwertprobleme nicht einen so allgemeinen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz formulieren kann wie fiir Anfangswertpro-
bleme. Dabei haben die Losungen des linearen Problems noch
etwas mehr Struktur als die beim nicht-linearen Problem.

Wir werden uns hier meistens beschranken auf Randwert-
probleme fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung und in
diesem Kapitel linearen Randwertprobleme betrachten.

Aufgabe 12.1 Wir betrachten fiir f gegeben das lineare Rand-
wertproblem

{ w(t) + ult) = £(2), (123)

1. Zeigen Sie durch Einsetzen der Gleichung und partielle
Integration, dass keine Losung u hat, wenn

/0 " F(s) sin(s)ds £ 0.
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2. Zeigen Sie, dass die Formell
u(t) = — cos(t) /t f(s)sin(s)ds — sin(t) /” f(s)cos(s)ds
0 t
eine Losung von liefert, wenn

/07r f(s)sin(s)ds = 0. (12.4)

3. Zeigen Sie, dass sehr wviele Ldsungen hat, wenn
erfillt ist.
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Aufgabe 12.2 Zeigen Sie, dass das Randwertproblem

{u"()+u() f(0),
u(0) = u(1) = 0,

fiir jedes f € C'[0,1] eine Losung hat und dass gilt

sin(x — 1)
u(z) = (D) / f(s)sin(s

bm(x / f(s)sin(s — 1)ds

sm(l

12.2 Lineare Randwertprobleme zweiter
Ordnung

Die allgemeine Version eines solchen Randwertproblems ist

u’ (z) + r(z)u(z) + q(x)u(z) = f (z) fir z € (a,b),
au(a) + agu'(a) + asu(b) + agu'(b) = n,
Biu(b) + Bou' (b) + Bau(a) + B4 (a) = &.
(12.5)

Woche 12, Randwertprobleme

Préazise gesagt: die Funktionen f, ¢, 7 : (a,b) — R sind vorge-
geben wie auch die Konstanten «;, 3, fir i = 1,...,4 und 7,
¢. Die Funktion u wird gesucht. Spezifische Randwertbedin-
gungen sind:

e Dirichlet: u(a) = n und u(b) = £.
e Neumann: u/(a) = n und u'(b) = &.

e Robin: aju(a) + azu/(a) = n und Byu(b) + pu'(b) = &
mit ayae # 0 und 5,65 # 0.

e Periodische: u(a) — u(b) = 0 und u'(a) — v'(b) = 0.

Oft werden nur homogene Randwerte betrachtet. Das heifit,
man setzt 7 = £ = 0. Dass solches kaum einen Verlust der
Allgemeinheit bedeutet, siecht man wie folgt. Man nehme eine
beliebige zweimal differenzierbare Funktion w mit der einzigen
Einschréankung, dass w beide Randbedingungen erfiillen sollte:

arw(a) + apw'(a) + asgw(b) + auw'(b) =1,
Brw(b) + Byw'(b) + Byw(a) + Byw'(a) = €.

Setzt man nun @ = u — w, dann hat man statt (12.5) das
folgende Randwertproblem bekommen:

@ (a) + ()i (z) + q(2)a(z) = f (2) fir z € (a,0),
au(a ))+oz2u( a) + aszu(b) + ast’'(b) =0,

5171(5 +5271,( )"‘53 ( )‘*‘54 ( ):Oa
(12.6)

mit



12.3 Sturmsche Randwertaufgaben

Aufgabe 12.3 Berechnen Sie eine Liosung von

{ u'(t) +u(t) =
u(0) =1 und u(1l ) 0.

12.3 Sturmsche Randwertaufgaben

Jacques Charles Francois Sturm'| hat das folgende, inzwischen
nach ihm benannte Randwertproblem genauer angeschaut:

i (p(@) (7)) + g(z)u(z) = f (2) fiir 2 € (a,b),
ozlu( )+ g’ (a) =n, (12.7)
1u(b) + Pau/ (b) = €.

Man macht die folgenden Annahmen:
Bedingung 12.3 (fiir das Sturmsche Randwertproblem)

e g€ (Cla,b,

e pc Cla,b| ist positiv: p(x) > 0 fir x € [a,b],

LGeneve 1803 - Paris 1855

165
o ol +ad#0 und B2+ 52 #0.

Die Aufgabe fiir das Sturmsche Randwertproblem ist die
folgende:

Man suche fir f € Cla,b] und n,& € R gegeben eine
Lisung u € C?[a, b].

Die Sturmsche Randwertaufgabe (12.7) enthélt Problem
(12.5)) fiir die ersten drei Typen von Randwerten. Denn es
gilt

14 o) (x r)u(z) =u"(z p/(x)u’x @ux
s (P @) pae)ule) = o' (@) )+
und wenn man Z((;)) = r(z) und % = ¢(x) lost, sind beide

Differentialgleichungen ineinander zu iiberfiihren. Man kann
diese beiden letzten Gleichungen 16sen durch

plx) = el T und gfr) = Gla)eli O,

Den Vorteil der Schreibweise in (12.7)) wird man spéter se-
hen.

e Wir definieren den Differentialoperator
L:C?[a,b] = Cla,b]

durch

(Lu) (z) = % (p(x)u’ (z)) + q(z)u(z). (12.8)

Die folgende Identitéat gilt:
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Lemma 12.4 (Lagrange-Identitit) Sei £ wie in (12.8). Dann
folgt
vLu —ulv = (p(u'v —w')) . (12.9)

Dieses Ergebnis folgt direkt aus der Produktregel beim Dif-
ferenzieren.

e Wir definieren auch die Randoperatoren
Re:C%[a,b] - Rund R, : C*[a,b] - R

durch
Rou = aqu(a) + agu/(a),

Ryu = [u(b) + Syu/ (D).

Der Differentialoperator L ist linear von Ordnung zwei. Das
bedeutet, dass Lu = 0 zwei unabhiingige Losungenf] uy, us
hat. Zum Beispiel sind die Losungen uy, uy; von

(12.10)

. Luy =0 mit u;(0) = 0 und uf(0) =1,

12.11
II. Luy =0 mit u(0) = 1 und uj;(0) = 0, ( )
eindeutig bestimmt und unabhéngig.

Definition 12.5 Ein paar unabhdngige Losungen {uy,us} von
Lu = 0 nennt man ein Fundamentalsystem fir Lu = 0.

Lemma 12.6 Sei {uy,us} ein Fundamentalsystem fiir Lu = 0.
Dann gibt es fiir jede Losung v von Lu = 0 zwei Konstanten
c1,c € R derart, dass

u(x) = crui(x) + coug(x) fir € Ja,b].

2Seien u; : I — R Funktionen. Die Funktionenmenge {u1, ug, . .., um}
heiBt unabhéngig, wenn aus Y .-, c;u;(z) = 0 folgt, dass ¢; = 0 fiir alle
ie{1,2,...,m).

Woche 12, Randwertprobleme

Beweis. Man kann die lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung Lu = 0 umschreiben in ein System zweier Gleichun-
gen erster Ordnung und findet dann via die Eindeutigkeit fiir
das Anfangswertproblem, dass man jede Losung u von Lu = 0
schreiben kann als

u(z) = dy ur(x) + diy un(x)
mit Ui und Uir aus 1211 Also glbt es auch d1,17 dII,h dLQ, dILQ

derart, dass
() = dryur(z) + diun(x),
ug () = diur(x) + diun(x).

Die Unabhéngigkeit von {u;,us} bedeutet, dass
dii dp
det ’ ’ 0.
‘ <d1,2 i ) 7

Wenn das der Fall ist, dann kann man diese Matrix invertieren
und es folgt

CORGEARED]

Weil man eine beliebige Losung u als Linearkombination von
ur und wuy schreiben kann, kann man diese Losung v dann
auch als Linearkombination von u; und uy schreiben. [

Theorem 12.7 (Eindeutigkeit) Sei £, Ry und R, definiert in

und mit p € C'a,b] positiv und q € C'[a,b).

Sei {uy,us} ein Fundamentalsystem fir Lu =0 . Wenn

Rzul 'R,gUQ
det ( Rows Rous ) #0, (12.12)



12.4 Greensche Funktion fiir die Sturmsche Randwertaufgabe
dann hat fiir jedes f € C'la,b] und n,§ € R hdchstens
eine Losung u € C? [a, b].

Beweis. Sei u* € C?[a,b] eine solche Losung. Die allgemeine
Losung von Lu = f kann man dann schreiben als

u(z) = u*(z) + cruy(z) + cous(x).

Wenn diese Funktion v auch das Randwertproblem 16st, dann
folgt, dass

n o Rou . Reu* + c1Reur + coaRous
5 - RTU, o RTU* -+ cerul + CQRTUQ
. Rgu* + Rgul RgUQ C1
B Rru* Rrul RTUQ Co
— (") 4 Reur Ryug c1
f Rrul R'I‘U’Q C2 '
Weil (12.12)) gilt, folgt ¢; = co = 0 und u = u*. ]

Aufgabe 12.4 Sei h : R? — R ecine stetig differenzierbare
Funktion und definiere u : R — R durch

uw) = [ ha) iy

Zeigen Sie mit der Definition der Ableitung, dass

xT

o () :h(x,x)—i—/o 21y (2,y) dy.

Aufgabe 12.5 Sei f € C'[0, 7| und sei u definiert durch

u(z) = / “sin(lz — o) fly)dy fiir x € (0,7
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1. Berechnen Sie u”(x) und geben Sie an, welche Differen-
tialgleichung u erfillt.

2. Zeigen Sie, dass u periodische Randbedingungen erfillt.

12.4 Greensche Funktion fiir die Sturm-
sche Randwertaufgabe

Theorem 12.8 (Existenz und Losungsformel) Sei £ definiert

in mit p € C[a,b] positiv und q € C'[a,b] und sei Ry,

R, definiert in (12.10). Sei u,, beziehungsweise u,, eine nicht-
triviale Losung von

Lu=0in (a,b), Lu=0in (a,b),
bzw.
Reu =0, R,u =

Wenn {u,,us} unabhdngig ist, dann gilt folgendes.
1. Die Punktion W : [a,b] — R, definiert durch
W (y) = ue(y)uy(y) — up(y)u.(y)
liegt in C" [a,b] und es gilt W (y) # 0 fir alle y € [a, b].

2. Die Greensche Funktion G : [a,b] X [a,b] — R ist wohl-
definiert durch

(12.13)

ug(x)u,(y) .
Glx,y) = Py SRS (12.14)
’ ur(z)ue(y) .. '
pyWiy) resy<esh

und es gilt, dass G stetig ist auf [a,b] X [a,b] und z —
G(x,y) € C*([a,b) \ {y}) fiir alle y € [a,b)].
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3. Fir f € Cla,bl und G in (12.1}4)) ist die Funktion

b
uo)= [ Gy fody  (1215)
ewne Ldsung von

Lu=fin (a,b),
u=/fin (a) (12.16)
Rou =0 und R,u = 0.
Bemerkung 12.8.1 Die Funktion y — p(y)W (y) ist konstant
fir die Sturmsche Randwertaufgabe wegen . Die Funk-
tione W heifst Wronskian nach Herrn Wronski.

Bemerkung 12.8.2 Inhomoge Randbedingungen Ryu = n und
R.u =& lost man durch Addition von ciu, bzw. couy.

Beweis. Die Funktionen u, und u, kann man finden als Losung
eines Anfangswertproblems. Zum Beispiel sei u, die Losung
von

{ e () (1)) +a()u() =0 fiv € (@), o

u(a) = ap und v/ (a) = —ay.

Dieses Anfangswertproblem hat eine eindeutige Losung u, und
es gilt
Roup = ayug(a) + aguy(a) = 0.
Weil a? + a3 # 0 ist u, nicht trivial. Ahnlich findet man eine
nicht-triviale Losung u, von Lu = 0 mit R,u = 0. Bemer-
ke, dass u, und u,., abgesehen von einer Skalierung, eindeutig
festliegen und zweimal stetig differenzierbar sind.
Aus der Lagrange-Identitét folgt

0 = upLu, — uLuy = (p (uLup — uru/))/,
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also gilt p (u,.uy — u,uy) ist konstant auf [a,b]. Weil 0 # p €
C'|a, b] gilt, folgt entweder

ul. (z) up () = u, (x) uy (z) fiir alle x € [a, b (12.18)
oder
ul (z) ug (x) # u, (x)uy (z) fiir alle z € [a,b)]. (12.19)
Wenn ((12.18]) gilt, dann gilt
0 = det ( Zlé(a) () )

und es gibt ¢ € R mit

u (@) _ (@
u, (a) ug(a) )
Aus der Eindeutigkeit vom linearen Anfangswertproblem

folgt, dass u, (z) = cuy (z) und ein Widerspruch mit der An-
nahme, dass {u,, u,} unabhingig ist. Also gilt (12.19) und

p(y)W(y) # 0 fiir alle y € [a,b].

Somit folgt W (y) # 0 und G ist wohldefiniert.
Weil zusétzlich gilt, dass

ylz ytz

ist die Greensche Funktion sogar stetig auf [a, b]*.
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Dass man nun tatséchlich eine Losung des Randwertpro-
blems findet, folgt durch direktes Rechnen. Das ist zwar nicht
besonders elegant aber sehr effektiv. Man hat

d b
— d
& ([ cwanso)
d (" w@uw b @)
J— Ur (T )Uyp wp () U
T dx (/a p(y)W(y) Fly)dy + / p()W () f(y)dy>

—uila) [ 1)y + o) ek @

b
+ i) [ )y — o) e £ o)

T b
7w @y (@) (1)
—A_ﬁmﬁ@@+é;wmﬁ@@'

Weiter gilt

e ([ et @
=2 (v [ ) +
bt (vt [ sy ) +
b ) [ G
— (e @)) + awyun(o)) [ 52tk sy +

b
+ (i) + awule)) [ st fwdy +

Tl (0) 52 f () — pla)uy ()52 f ()

= (cu) (@) [ s )y +

b
+(bu) (o) [ st Fwdy +

pwmmwww%wwmunf@)

+ POW (@)

=0+0+ f(x),

und auch die Randbedingungen sind erfiillt:

Rz(éaﬂuwf@ﬁ@>

b b
ug(a)ur w),(a)ur(
—on [ S )+ o [ S )iy

b
= (arug(a) + OKQU/K(CL))/ ““V(f,’(y)f( )dy = 0.

_Ahnhchesgﬂtfur7zr<jj(;¢,y1fqndy). =

Beispiel 12.9 Wir betrachten

u (z) = f(x) firxe (=1,1),
u(—1) = 0, (12.20)
u(1) = 0.

Man nehme ug(x) = 1+x und u,(x) = 1—x. Diese Funktionen
sind nicht trivial, erfillen die homogene Differentialgleichung
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und die zugehorige Randbedingung. Es folgt

W (z) = ug(z)u(z) — up(x)u(x)
=(l+a)(-1)-1(1—a)=-2

und die Greensche Funktion wird

—t(l+2)(1—y) fir —1<zx<y<l,

G (x,y) = { . )
—5(1-2)(1+y) fir —1<y<az<1
(12.21)
Man ,sieht“ diese Greensche Funktion, wenn man Widsche
aufhdingt. Die Gewichtsdichte f ist durch die Wischeklammer
an einem Punkty konzentriert und die ,,Losung®ist die Funk-
tion x — G(z,y).

Beispiel 12.10 Wir betrachten nochmals

u"(x) = f(x) firee (=1,1),
u(—1) =0,
u(l) = 0.

Versuchen wir zu Fufl eine Lésung zu finden: Integrieren lie-
fert:

d(2) = +/if(s)ds,

u(xr) =cx +co + /i (/tl f(s)ds) dt.

Die Randbedingungen sind erfillt, wenn

1 t
0= —C1 + Co und 1+ ¢ +/ (/ f(S)dS) dt = 0.
-1 \J-1
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Abbildung 12.3: Die Greensche Funktion fiir Beispiel als
Wascheleine: © — G (x,y) fir drei verschiedene y und unten

(z,y) = G (z,y).

Man berechnet c; und co und findet, dass die Lisung wie folgt
15t:

u(@) = —1 (1+2) /11 </t1 f(s)ds) dt+/j ( tl f(s)ds) dt.

Diese Formel kann man vereinfachen mit partieller Integrati-
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on:

/_j( tf(s)dg) dt
/ﬁ)t(t_‘”/ fls )df_/i(t—x)f(t)dt_
- [ -0 swa

Es folgt

u(z) = §(1+x)/ (1 —1t) f(t)dt + x (z —t) f(t)dt

1 -1

:/I(;(1+x)(1t + (z—1)) f(t)dt +

+/ —3s(14+2)(1—1t) f(t)dt

Aufgabe 12.6 Fiir welche R € R™ hat das Randwertproblem

{ W(t) +ult) = £(2),
u(0) =0 und u(R) =0,

genau eine Losung fir alle f € C'[0, R]?
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12.5 Regularitéit

Die dritte Bedingung von Hadamard fiir ein wohldefiniertes
Problem ist, dass die Losung stetig vom Problem abhéngt.
Das heifit, dndert man das Problem ein wenig, dndert sich
auch die Losung nur wenig. Fiir eine genaue Formulierung
brauchen wir die passenden Funktionenridume.

e Die stetigen Funktionen C'[a,b] werden mit ||-||, defi-



172

niert durch

[flloe = max {|f(z)[;z € [a,b]}

ein normierter Vektorraum (C'[a,b], ||-||. ). Dieser nor-
mierte Vektorraum ist sogar ein Banachraum: Cauchy-
Folgen sind konvergent. Ubrigens schreibt man oft statt

[/l auch H'HC[a,b]'

e Sei k € N*. Die Funktionenmenge C* [a,b] wird ein Ba-
nachraum, wenn man die Norm |[[-[|x(, ;. definiert durch

k
1 lerae = 2 1™ o
m=0

verwendet.

Mit Hilfe der Greenschen Funktion G aus (12.14]) kann man
den Greenschen Operator G : C [a, b] — C? [a, b] definieren:

wﬂ®%=/Cﬂmwﬂw@ﬁHf€CMﬂ-

Das néchste Ergebnis zeigt, dass dieser Losungsoperator G
sogar beschrankt ist.

Theorem 12.11 (Regularitét) Sei £, R, und Ry wie in Theo-
rem [12.8 Dann gibt es C' > 0 derart, dass folgendes gilt: Sei
f € Cla,b]. Fir die Losung u = Gf von

{ Lu= fin (a,b),

(12.22)
Rou =0 und R,u =0,

folgt
||“||c2[a,b] <C ||f||c[a,b] . (12.23)
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Bemerkung 12.11.1 Weil linear ist, gilt fir fi, fo €
C'la,b] und die zugehdrigen Lisungen uy,us, dass

Jur — U2Hc2[a,b] <Clf- f2HC[a,b] :
Dies gibt die Stetigkeit der Liosungsabbildung f +— u als Ab-

bildung von C'|a,b] nach C? [a,b].

Beweis. Dieses Resultat folgt direkt aus ([12.15)) und dem Be-
weis von Theorem [12.8t

b
m@ns/ﬁﬂawﬂwMy

b
s/WGuwﬂ@umw

< co [[fllso

ju'(z)] <

%l%n%wﬂw@\

l?a%awﬂw@]

b
< [ |EG @ y)|dy | flle

<a [l
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und

(2)° G(%y)f(y)dy‘

9

ox
a

b

a

(jC

< (2t ) 1l -

[u"(z)] <

p(x)

2 1
() 6 v+ 5 ) Il

(2)* G (x,y) f(y)dy + Lf (z)
’ o)

IA

Man achte darauf, dass die Ableitungen von G (z,y) fiir
x = y nicht existieren, und dass die Integrale da uneigentlich
sind. AuBerhalb existieren die Ableitungen und sind sogar be-
schrinkt. Die Konstanten ¢; gibt es also und man nehme fiir

Cin (12.23) C = ¢p + c1 + c2 + ¢, [ ]

12.6 Greensche Funktionen fiir mehr all-
gemeine lineare Randwertaufgaben

Betrachte das Randwertproblem

{ Lu= fin (a,b),

12.24
Ru =0, ( )

wo L ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung ist:

(Lu) (z) = an(x)u(”) () + an_l(x)u("_l)(x) + -+ ap(z)u(x)
(12.25)

mit ap € C'la,b] und a,(z) > 0, und wo R = (Ry,...,Rn)
lineare Randoperatoren sind:

Riu = Riu + Riu
n—1 n—1
= Z Caiptu® (a) + Z cpiru® (D). (12.26)
k=0 k=0

Wenn

R0 (12.27)

nur die triviale Losung hat, dann kann man eine Greensche
Funktion konstruieren.

{ Lu=0in (a,b),

Algorithmus 12.12 Fiir y € (a,b) berechne man die vom
Parameter y abhangige Funktion

gye(r) fir x <y,
v g, (@) = Soel) T
gyr () flir z >y,
mit folgenden Eigenschaften:
1. Lg,(x) =0 fir = #y, also lése man

(a) Lgys(x)=0 fir a<z <y,
(b) Lgy,(x) =0 fir y <z <b.

2. und man bestimme die 2n noch freien Parameter
in gy, und g,, mittels:

(a) n Gleichungen: Rg, =0,
(b) n—1 Gleichungen fir k€ {0,1,...,n —2}:

lim (57)" gy (x) = 1im (5)" g, (x) = 0
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(c) die eine Gleichung:

lim (0%)7171 gy (z) — lim (%)nil gy (x) =

xly Ty

an(y)

Wenn genau eine solche Funktion g, (x) existiert,
dann ist

u@) = [ G(e.p) )y

fir G (z,y) gy (v) die eindeutige Losung von Pro-

blem (12.24).

Bemerkung 12.12.1 Um g, zu finden, miisste man Lg, = 0
auf [a,y] und auf y,b] losen. Da wiirde man dann 2 X n freie
Parameter finden. Nehmen wir an, Ru = 0 enthdlt n Be-
dingungen. Fir diese zwet Losungen g,, und g,, hdtte man
dann insgesamt n Randbedingungen aus 2, n — 1 Randbedin-
gungen aus 3, und eine aus 4. Insgesamt gibt es also auch
2n Bedingungen zu erfillen. Fir 2n lineare Gleichungen mit
2n Unbekannten gibt es entweder genau eine Losung oder das
zugehdrige homogene Gleichungssystem hat eine nicht-triviale
Losung. Das heifst, entweder ist die Greensche Funktion ein-
deutig oder es gibt eine nicht-triviale Ldsung von .
Wenn wir die letzte Moglichkeit ausschlieflen, ist die Green-
sche Funktion also eindeutig.

Ubrigens, wenn die Lisung von nicht eindeutig ist,
dann ist die Differenz zweier unterschiedlicher Lésungen von
eine nicht-triviale Lésung von und es gibt kei-
ne (eindeutige) Greensche Funktion. Als Umkehrschluss findet
man bei einer eindeutigen Greenschen Funktion eine eindeu-

tige Losung von .
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In Formeln wird diese letzte Bemerkung wie folgt: Die linea-
re Differentialgleichung Lu = 0 n-ter Ordnung hat ein Funda-
mentalsystem {uy, ..., u,}. Das bedeutet, dass die Losungen
von Ly, (z) = 0 fiir z # y zu schreiben sind als

c:’iyul (x) + cg’yuz (z) 4 --- +fcf;7yun ([x) |
ir z € a,y),

gy () =
! Cq,yul (z) + CS,ym () + -+ C;yun (x)

fir z € (y,b].
(12.28)
Die Bedingung Rg, = 0 gibt n Gleichungen und die Eigen-
schaften in 3 und 4 geben nochmals n lineare Gleichungen fiir
die 2n Konstanten ¢;, und cﬁy:

Riuvr ...  Riu, Riuy o Riu, Ay 0

Rour ... Rhug Réu - RE uy, Gy | _

wly) o w(y) —wly) e —ua(y) Cly :
. . . . . 0

nf.l n;1 nil n,il
w7y w ) ) ) )\ 1

an(y)

Diese linearen Gleichungen haben entweder genau eine Lo&-
sung oder das homogene Problem hat eine nicht-triviale Lo-
sung. Das letztere ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass
(12.27)) nur die triviale Losung hat. Mit dieser Annahme gibt
es also fiir jedes y € (a,b) genau eine Losung g, (x). Weil die
Eintrage in der Matrix mindestens stetig differenzierbar sind
als Funktion von y, ist die inverse Matrix auch stetig differen-
zierbar und es folgt aus der Stetigkeit von y — a,(y)™!, dass
die Konstanten ¢;, und cﬁy stetig von y abhingen. Dann ist
(z,y) — gy(z) : [a,0° — R eine stetige Funktion und sogar
gleichmiiBig stetig, weil [a,b]” kompakt ist.
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Wir zeigen, dass G (z,y) = g,(z) die passende Greensche
Funktion ist.

Aus Eigenschaft 3. folgt mit Induktion, dass fiir £ €
{1,...,n— 1} gilt:

(a%)k/ G(:v,y)f(y)dyzf (2)" G, 9) f(y)dy,

%) [ i

|

— 2 (2)! / G ) f(y)dy = (+) (12.29)

und mit der Induktionsannahme

Aus Eigenschaft 4. folgt dhnlich
b
&) [ clnrwiy
b
n—1
=5 [ (&) Gly)f)dy

~tin ()" Gle)) £+ [ (2)" Glrr)dy +

ytx a
— i ((2)" 6le9) f0)+ [ ()" Gl fl)
b
_ an}x)fm + / (2)" Gz, )/ (v)dy, (1231)

wobei dieses Integral uneigentlich ist in y. Weil g, (z) die Form

in (12.28)) hat, ist die Funktion z +— (g—x)kG(x,y) fir k <

n — 1 stetig auf [a,b] und @ — (2)" G(z,y) ist stetig auf
[a,y) U (y,b]. In y macht diese letzte Funktion einen Sprung.
Zusammengefasst: Ableitungen vom Grad bis einschliellich
n — 1 kann man durch das Integralzeichen schieben und die
Ableitung vom Grad n liefert zusétzlich einen extra Term.

Kombiniert man (12.30q12.31)) mit (|12.25]), dann folgt

b b
£ [ Gaswiy= 1)+ [ £GGo)w)dy = fla).
Weil R hochstens (n — 1)-te Ableitungen enthélt, folgt auch
b b
R / Gl y) (y)dy = / RG(z,y)f(y)dy = 0.

Die Funktion z ~ fab G(z,y)f(y)dy ist so eine Losung vom
Randwertproblem ([12.24)).
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Aufgabe 12.7 Wir betrachten

W'(t) = f(2) fiir t € (0,1)
u(0) = —u(1),
u'(0) = —u/(1).
1. Berechnen Sie die Greensche Funktion fir dieses Rand-
wertproblem.

2. Berechnen Sie die Losung fir f definiert durch f(t) = 1.
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Theorem 12.13 Seien £ und R wie in und .
Wenn das homogene Randwertsystem nur die triviale

Losung hat, dann hat fiir jedes f € C'[a,b] genau eine
Léosung u € C"a,b]. Auflerdem gibt es C > 0 derart, dass
fiir jedes f € C'la,b] die Losung u die folgende Abschdtzung
erfullt:

||“”0n[a,,b} <C ||ch[a,b} :

Bemerkung 12.13.1 Wenn die Annahmen im Theorem erfillt
sind, hat man die drei Eigenschaften von Hadamard fir ein
wohldefiniertes Problem: Existenz, Findeutigkeit und Stetig-
keit des Losungsoperators f +— u, genauer gesagt

L7 Cla,b] = {ueC"a,b];Ru=0}
existiert und ist stetig.

Beweis. Die Greensche Funktion, die oben konstruiert worden
ist, gibt die Existenz einer Losung. Aus und
folgt sogar, dass fiir diese Losung gilt w € C™ [a, b].

Wenn es mehrere Losungen gibt zu dem gleichen f, sagen
wir u; und us, dann ist u; — uy eine nicht-triviale Losung
der homogenen Gleichung und das ist ein Widerspruch zu der
Annahme.

Die Abschétzung folgt aus der Darstellung mit der Green-
schen Funktion und

b
cr = max
z€lab] J,

1 b n
Cn = ;Iel[%,}zf] (an(x) —i—/a |(E%) G(x,y)| dy) )

ox

(QVG@wﬂ@ﬁHkSn—1




12.7 Aufgaben

Man sollte bemerken, dass die Integrale fiir ¢, mit k& €
{n — 1,n} uneigentlich sind: an der Stelle y = « sind sie nicht
definiert. [ ]

12.7 Awufgaben

Aufgabe 12.8 Fiir welche A € R hat

{ —u" (z) = \u(z) + f (x) firze (0,1),
u(0) =u(l) =0,

fir alle f € C'[0,1] genau eine Lisung?

Aufgabe 12.9 Wir betrachten
St={2€C;lz| =1}
und Funktionen u : S1 — C mit folgenden Eigenschaften:

— (%)QU (eit) = A\u (e”) fiir e € S*.

Fiir welche \ € C gibt es nicht-triviale Losungen u(-)?

Aufgabe 12.10 Bei den Modellen im ersten Kapitel wurde das
Sprungbrett betrachtet:

u" (x) = f (x) firz € (0,1),
u(0) = /(0 = 0,
w'(1) =" (1) = 0.

Berechnen Sie eine Funktion g : [0,1]* — R derart, dass

u(z) = / g(,y) F(y) dy

das obige Randwertproblem lost.

177



178 Woche 12, Randwertprobleme



Gewohnliche Differentialgleichungen

Woche 13

Nicht-lineare Randwertprobleme

13.1 Lo6sungen durch Schief3en

&r.

Abbildung 13.1: Militdrischer Satz: Wenn man zu weit und zu kurz
schieflen kann, dann kann man auch treffen.

Betrachten wir fir f € C'([0,/],R x R) das nicht-lineare
Randwertproblem
() fiie 2 € (0,0),

—u (z) = [ (z,u(z),u
{ u(0) = 0 und u(f) = 0. (13.1)
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Theorem 13.1 Sei f wie oben und sei [a,b] € R derart, dass
die Losung ug vom Anfangswertproblem

{ " (2) = f (2, u(@), (@) fiirz € (0,0).,
u(0) = 0 und v'(0) =6

fir jede 6 € [a,b] beschrdnkt ist auf [0,¢], und dass auferdem
gilt

(13.2)

ua(0) < 0 < up(l) oder up(€) < 0 < ug(l).
Dann gibt es ein 6 € (a,b) mit up(f) = 0.

Beweis. Fiir f € C' ([0,4] ,R x R) und Losungen uy von ((13.2)
mit Existenzinterval (T, ,7,;7) D [0, {] existiert

M = max {||(ug(x), up(z))|| ;x € [0,¢] und 6 € [a, b]}.
Dann ist

L:max{l—l— |%(I,U,U)‘ + |%($,u,v) :

z €[04 und ||(u,0)|| < M}
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eine Lipschitz-Konstante fiir

Wegen Korollar gilt
ug, () — ug, (x
Ug, () — ug, ()| <
) — )] < | () e <

( g, (0) — Uez(gg ) — |G, — g

up, (0) — up, (
und es folgt, dass 6 — wuy(¢) eine stetige Funktion ist. Der
Zwischenwertsatz gibt das gewiinschte Ergebnis. ]

S 6LI

Beispiel 13.2 In der ndchten Abbildung wird das Randwert-
problem

{ —u"(x) = (1 — u(z)® — /() (COS( )+ 1)
uw(0) =0 und u(4) =

betrachtet. Fine Funktion lost die Differentialgleichung mit
Anfangswerten u(0) = 0 und u'(0) = 6; eine zweite mit
u(0) = 0 und u'(0) = —1. Die Liosungen des Anfangswert-
problems sind numerische Approzimationen. Wenn die Ap-
proximationen jedoch geniigend genau sind, dann liegen ech-
te Losungen des Anfangswertproblem nicht weit entfernt und
man kann die verwenden fir die Fxistenz einer Losung des
Randwertproblems.
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Abbildung 13.2: Anwendung der stetigen Abhdngigkeit der An-
fangswerte fir Beispiel [15.2

13.2 Losungen zwischen Ober- und Un-
terlosungen

Betrachten wir fiir f € C'([0,¢],R) das nicht-lineare Rand-
wertproblem zweiter Ordnung;:

—u" () = f(x,u(x)) fir z € (0,4),
{ u(0) = 0 und u(¢) = 0. (13.3)

Definition 13.3 Die Funktion v € C*[0,1] heifit eine Oberli-
sung fiir , wenn

—" (33) > f ($,U($)) f’d?“ T E (0’6)’
{ v(0) > 0 und v(¢) > 0. (13.4)

Die Funktion w € C?[0,1] heifit eine Unterldsung fiir ,
wenn

—w" (z) < f(x,w(z)) firze (0,4),
{ w(0) <0 und w(?) < 0. (13.5)

Bemerkung 13.3.1 Wenn eine Funktion gleichzeitig Ober-
und Unterldsung ist, dann ist sie eine Ldsung.



13.2 Losungen zwischen Ober- und Unterl6sungen

Theorem 13.4 Wenn es eine Oberlosung v und eine Unterlo-

sung w gibt fiir , und wenn w(x) < v(x) fir x € (0,4),
dann gibt es eine Losung u mit

w(x) <wu(zr) <wv(z) firz e (0,0).

Beispiel 13.5 In dieser Abbildung werden eine Ober-, eine
Unter- und eine Losung zum Randwertproblem

{ —u"(z) =5 (u(z) + 1) (cosx — u(x))
u(0) =0 und u(l) = 0.

dargestellt. Die Unterlosung ist w(x) = —%, die Oberlisung
v(x) = cosx. Fir die Losung gibt es keine explizite Formel.

\

Abbildung 13.3: Oberlosung oberhalb einer Unterldsung gibt eine
Lisung fir Beispiel [13.5

Beweis. Wir werden mehrere Schritte brauchen.
1. Man ersetzt f durch f*, das man definiert durch

flz,w(z)) fur s < w(z),

f (x,s) =< flx,s) fir s € [w(z),v(x)],
f(z,v(x)) fir s > v(x).
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Diese Funktion erfiillt die folgende Lipschitz-Bedingung: Sei

I= ‘
00, g )

und

;x € [0,/], uEI},

L= max{ aﬁuf(m,u)

dann gilt fiir alle z € [0, (] und v € R, dass
|/ (@, un) = 7 (2, u2)] < Ljuy — gl (13.6)
Wir bemerken, dass eine Losung u des Randwertproblems

—u" () + Lu(z) = f* (z,u(x)) + Lu(z) fir z € (0,¢),
u(0) =0 und u(f) =0
(13.7)
die zwischen w und v liegt, auch eine Losung von ist.
Wir werden nun iterativ eine Losung von @ konstruieren.
Dazu bemerken wir erstens, dass wegen @ fiir die rechte

Seite der Differentialgleichung in ((13.7]) folgendes gilt:

Hilfslemma 13.5.1 Die Abbildungen u — f* (z,u) + Lu sind
monoton wachsend fir jedes x € [0, ().

Als néchstes schauen wir uns (13.7) mit einer beliebigen
rechten Seite an:

{ —u" () + Lu(z) = g(z) fir z € (0,0),

w(0) = 0 und u(¢) = 0 (13.8)

2. Wegen Theorem [12.13] ist ((13.8) eindeutig 1osbar mit
Hilfe einer Greenschen Funktion, ndmlich mit

—ule)e W) fie 0 <z <y < L

GL (Ivy) - u Wgty)x .
—% firo<y<az<VY,
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und
ug(x) = sinh (\/Zx> ,  Uy(x) = sinh (\/Z (¢ — x)) :

Es folgt

W(x) = det ( Zzgg Zzgg ) = —V/Lsinh (\/Ef) < 0.

Wir finden, dass
G (z,y) > 0. (13.9)

Dann ist

4
u(r) = /0 G (z,y) 9(y)dy

die Losung zu ((13.8). Um nicht sehr viel schreiben zu miissen,
definieren wir den Losungsoperator

Gr:C[0,0] = {ueC?0,4;u(0)=u(l)=0}
durch ,
(Grg) () = / Gy (x.y) g(y)dy.

Man sieht direkt, dass folgendes gilt:

Hilfslemma 13.5.2 Sei g € C'[0,¢]. Dann folgt aus g > 0 auf
[0,4], dass Grg > 0 auf [0, ¢].

3. Im dritten Schritt betrachten wir das Iterationsverfahren:

Ug =V
{ Unt1 = Gr (f* (-, un) + Luy,) fiir n € N. (13.10)

Wir werden erst die folgende Behauptung zeigen.
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Hilfslemma 13.5.3 Sei w, v, u, € C'[0,{]. Dann folgt aus w <
un, < v auf [0,4], dass w < upy1 < v auf [0, ).

Wegen Hilfslemma und der Linearitét hat der Ope-
rator G, auch die folgende Eigenschaft:

g < goauf [0,0] = Grgi <Grgo auf [0,¢]. (13.11)

Man findet wegen wu,, < v und der Annahme, dass v eine
Oberl6sung ist:

[ (z,up(x)) + Luy,(z)
f* (z,v(z)) + Lo(x)
—v" (z) + Lv(z).

ey (@) + Lty ()

IAINA

Mit (|13.11]) folgt

i (2) = G (f (- un) + Luy) (x)
< Gu(f* (- v) + Lv) ()
<Gy (=" + L) ().

Diese letzte Formel kann man expliziter schreiben:

Gr (=" + Lv) (z) = v(z)—

ue (x) (13.12)

Die rechte Seite von ((13.12)) 16st ndmlich genau das Randwert-
problem

—u" (z) + Lu(z) = —v" () + Lv(x) fir z € (0,4),
u(0) = 0 und u(¢) =0,



13.2 Losungen zwischen Ober- und Unterl6sungen

und diese Losung ist eindeutig. Weil v(0), u,-(0), v(£), us(¢) > 0
folgt fiir x € [0, ¢]:

v(l)
Ug(@

Auf dhnliche Art folgt wu,,1(z) > w(x) fiir x € [0, £].

Unt1(2) < o(z) = ur () =

ue (z) < v(x).

Hilfslemma 13.5.4 Wenn w, eine Oberldosung ist, dann ist
auch w41 eine Oberlosung.

Es gilt fiir = € [0, (], dass

~Un 1 (@) + Lunti(z) = [ (2,un(2)) + Lun(z)
< —ul(x) + Luy(x).

Wie oben in Hilfslemma [13.5.3] in dem wir v ersetzen durch
Uy, folgt
Uni1(7) < uy(z) fir z € [0, 4]

und dann auch, dass

—ty 1 (2) + Lunga (2) = f" (2, un(2)) + Lun(z)
> f* (.CE, un—&-l(x)) + Lun+l(x)'

Weil auch die Randbedingungen erfiillt sind, ist u,;; eine
Oberlosung.

4. Als néchstes wird die Konvergenzfrage zu dieser Folge

{un}, ey beantwortet.

Hilfslemma 13.5.5 Die Folge {u,},., ist konvergent in
C'0,7].
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Fir jedes € [0,1] ist {u,(x)},~, eine fallende Folge in R,
die nach unten beschrénkt wird durch w (z). Dann ist

wohldefiniert.
Man schreibt

[w,v] = {u € [0, ;w(zr) <u(x) <v(x)firz € [0,4}.

Weil u,, € [w,v] ist die Folge {u,} gleichméBig beschrinkt.
Fir v € [w,v] ist f(-,u) + Lu € C[0,¢] gleichmaflig be-
schriankt, und weil (z,y) — G (z,y) stetig ist, folgt, dass

v Gu (f (ul) + L)) ()

gleichgradig stetig ist fiir u € [w,v]|. Insbesondere bedeutet
das, dass {un}, oy gleichgradig stetig ist.

Wegen des Satzes von Arzela-Ascoli gibt es eine gleichméfig
konvergente Teilfolge w,, mit Uy (x) = limg_o0 Un, (x) wobei
Uso Stetig ist.

5. Zuletzt zeigen wir noch, dass die Funktion u., so ist, wie
wir sie haben wollen.

Hilfslemma 13.5.6 u., ist eine Ldisung von .

Weil die Funktionen wu,, geordnet sind,

v(a) = u(r) = - = uny 1 (1) 2> U (2)
> unk+1(w) 22 unk+1(‘r) 22 w(x),
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folgt sogar, dass lim,,_,oo up(2) = limy_ye0 uy, (). Wegen der
gleichméfligen Konvergenz folgt aulerdem

oo () = i w11 ()
= lim (Gf" (s un()) + Lun () (@)
= (G0 Jim (" (L un() + Lua () (@)
= G (" () + L () ()

und so gilt 1 (0) = 0, U (¢) = 0 und uy, € C?[0,/]. Es folgt
dann auch, dass

ul () + Lug () = [ (2, U () + Lus (7).

Weil weiter gilt, dass w(z) < limy, o0 un(T) = us(x) < v(z),
findet man, dass

Jr (@, 0o () = f (2, o (1)) -

Das heifit, uy, ist sogar eine Losung von ((13.3)). [ ]

Bemerkung 13.5.1 Man hdtte auch ug = w nehmen kénnen
mn . Man wiirde dann eine wachsende Folge von Unter-
losungen finden, die zu einer Lisung u}, konvergieren wiirde.
Man findet, dass u’ (v) < uo(z) fir x € [0,£]. Beide Lisun-
gen sind nicht unbedingt identisch.

Bemerkung 13.5.2 Diese Methode ist wviel allgemeiner an-
wendbar. Bei anderen Randbedingungen wie zum Beispiel

u(—1) =5 und u'(1) =11

Woche 13, Nicht-lineare Randwertprobleme

kann man auch so vorgehen. Es fiihrt zu weit, hier eine genaue
Beschreibung zu geben, welche Mdglichkeiten erlaubt sind und
welche Ungleichungsrichtung zu welcher Randbedingung fiir
Ober- und Unterlosungen passen wiirde.

Beispiel 13.6 Betrachten wir

2 .
—u" (x) = cosx — (u(x irx e (—1,1),
{ (@) @) firee (L0,

u(—1) =0 und u(l) = 0.
Die Funktion v(x) =1 erfillt
—v"(x) =0>cosz—1 undv(—=1)=0v(l)=12>0
und die Funktion w(x) =0 erfullt
—w"(x) =0 <cosz—0 und w(—1) =v(l) =0 <0.
Weil auch gilt, dass w(x) < wv(z), ist w eine Unterlosung

unterhalb von v, und Theorem[13.]] liefert die Ezistenz einer
Losung des Randwertproblems.

Beispiel 13.7 Flir

{ —u"(z) =1—(u(z))” firze (-1,1), (13.14)

u(—1) =0 und u(l) =0

konnen wir nun auf drei Arten herangehen.



13.2 Losungen zwischen Ober- und Unterlésungen

1. Man kann versuchen, (formal) eine Lisung zu berechnen:

—u" (&) () = (&) — (u(2)) o (x),

5 (0/(2))" + ¢ = u(w) — ju(2)’,

T2
/ “ = j:/ dx.
0 2¢ — 2u + 2u? -1

Setzen wir

v du
fc(v)z/ |
0 4/2¢—2u+ 3u?

Fir ¢ € (0,%) eaistiert die Punktion f. : [0,u.] — R bei
dem u, die erste positive Losung von 2¢ — 2u,. + %ui’ =0

15t.

(13.15)

Fiir ¢ > % hat 20—2uc+§u§ = 0 keine positive Nullstelle,
und es ezistiert die Funktion f. :[0,00) — R.

Skizzen zu diesen Funktionen f. stehen In Abbildung
[Z3.4

Die Funktionen f. sind streng wachsend und invertier-
bar. Man kann zeigen, dass es ein c, € (0, %) gibt, mat
fe. (ue,) = 1. In der Figur ist diese Funktion f., in grin
dargestellt. Man hat limyq,,, f. (u) = co. Es folgt

181%{1 ( ci:werse)’ (8) =0

und man kann die Funktion durch ,Spiegelung® fortset-
zen. Fir x € [—1,0] findet man

fe. (u(z))=1+=x
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Abbildung 13.4: Skizzen der Funktionen aus

und .
u(x) = f (14 x) furz € [—1,0].

Die Spiegelung liefert
u(x) = forerse (1 —z) firx €10,1].

Die gefragte Losung ist
u(z) = frverse (1 — |x|) firz € [—1,1].

Cx

. Wenn man nur an der Existenz interessiert ist, geht es

einfacher. Eine Oberlosung ist v(z) = 1 und eine Unter-
losung ist w(x) = 0. Weil auch w(z) < v(x) gilt, gibt
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Abbildung 13.5: Die Lésung durch invertieren von f., und symme-
trisch fortsetzen.

es eine Losung. Man kann diese Losung sogar approxi-
maeren indem man ug = v setzt und man firn € N die
Funktionen u,. iterativ konstruiert aus

{ () + 2 (2) = 1= (1 (2))? + 20 (2)
Upr1(—1) =0 und u,1(1) = 0.

Die Funktion w1 — u? + 2u ist wachsend auf [0, 1].

3. Fine dritte Moglichkeit ist ein Schieffverfahren zu defi-

| —u(z) =1 — (u(x))?
u(—1)=0
ul(—1) = s.

Weil man symmetrische Léosungen erwartet, kann man
auch aus der Mitte schieffen mit der Hohe als Parameter
und die Ableitung gleich Null. Das bedeutet, man betrach-
tet das folgende Anfangswertproblem.

—u’(z) = 1 — (u(x))’
u(0) =nh
u'(0) =0

Woche 13, Nicht-lineare Randwertprobleme

Man verwendet die Tatsache, dass wenn x — u(x) eine
Lésung ist, auch x +— u(—x) eine Lisung ist.

Abbildung 13.6: Links wird von —1 geschossen mit der Ableitung in
—1 als Parameter. Rechts schiefit man symmetrisch aus 0 mit der
Héhe in 0 als Parameter. Auch hier ist die Losung grin dargestellt.
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