Prof. Dr. Guido Sweers SoSe 2018
Jan Gerdung, M.Sc.

Partielle Differentialgleichungen
Ubungsblatt 0

Dieses Ubungsblatt ist unbepunktet, muss nicht abgegeben werden und wird in der zweiten
Vorlesungswoche besprochen.

Aufgabe 1: Entscheiden Sie bei den folgenden Mengen jeweils, ob der Rand folgende C°- bzw.
C'-Regularitiit besitzt.

(@) @={ @y e (L1 y< VIl }
(b) Q@={(z,y) € (-1,1)% sy <la| }

Q= B1(0)\{0}
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) @={(z,y) € (-1,1) xR ; y < tan (z%) }
)
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e) Q= BQ( )\aBl(O)

f) Die Menge Q = {(s+1%,#3) ; s € R, ,t € R }, welche rechts von der Kurve t — (t2,3)
liegt.
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Aufgabe 2: Gegeben seien die folgenden Funktionen u; : R, — R.

to(x) = sin (é)

w (z) = 2 sin (i)
us(x) = 22 sin G)
us(x) = 2% sin (é) |

Es gilt u; € C®(R,). Uberlegen Sie, ob sich die Funktionen so fortsetzen lassen, dass die
Fortsetzung in C*(R) oder C°(R) ist.

Aufgabe 3: Sei (2 ein beschrianktes Gebiet.
(a) Geben sie alle Inklusionen zwischen den Mengen C°(Q), C%1(Q), C*9(Q) an.
(b) Geben sie alle Inklusionen zwischen den Mengen C°(Q2), C%'(Q2), C*0(Q2), C1O(Q) an.
(¢) In welcher wichtigen Eigenschaft unterscheiden sich (C*(Q), ||-||o1) und (C*(2), |||l c0)?



Aufgabe 4: Uberlegen Sie sich ein beschrinktes Gebiet
Q € R? und eine Funktion v € C'(Q) mit [wll oo @) < 00,
V]| oo ) < 00, 50 dass u nicht zu einer Funktion in C°(€2)
fortgesetzt werden kann.

Gibt es so eine Funktion auf B;(0)? Wann kann man so eine
Funktion nur finden?

Aufgabe 5: Sei v € (0,1) und seien u,v € C%7([0, 1]; [0, 1]). Liegen die folgenden Funktion in
Coo([0, 1: R)?

(a) u+wv (b) uw (c) uow

Aufgabe 6: Sei ) ein beschriinktes Gebiet. Der Raum C%7(Q) ist mit der Norm

[ullcos = l|ullgo + [u]con
ein Banachraum. Dabei ist () W)l
u(x) —uly
~ = sup —4+——>24
[u] o Ible% lz—y[”
Ay

Sei 0 < a< B <1und {u,} C C*(Q) in der dazugehorigen Norm beschrinkt.
(a) Zeigen Sie, dass es ein C' > 0 gibt, so dass ||ul/q0. < C.

(b) Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Arzela-Ascoli, dass es eine geeignete Teilfolge von {uy, }
gibt, die in C°(Q) konvergiert.

(c) Zeigen Sie nun, dass die Holder-Seminorm von u,, — t,

y — 1) o = sup () = Um(@) = (n(y) = (y))]

(e}
s ye0 [z —y|
TAyY

fiir eine geeignete Teilfolge gegen Null geht.

Man kann eine Fallunterscheidung |z —y| < 0 und |z — y| > 0 machen. Dann kann in
dem einen Fall § ausreichend klein gewahlt werden und im anderen Fall die gleichméfige
Konvergenz der Teilfolge genutzt werden.

(d) Zeigen Sie nun, dass fiir jede Menge A gilt: Falls A in C%?(Q) beschrinkt ist, dann ist A
in C%(Q) prikompakt.



