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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 05.07.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei R = (0,a) x (0,b) und f € L*(R). Dann ist {@m.n tmnen+ mit

2 :
Omn(T,y) = \/ﬁ sin (m;—rx) sin (n%y)

ein vollstandiges Orthonormalsystem fiir

—Au=f inR, (1)
u=20 auf OR.

(a) Zeigen Sie, dass ¢, Eigenfunktionen des Problems sind, d.h. Losungen von (1) mit
rechter Seite f = A, ,om - Bestimmen Sie die Eigenwerte A, ,,.

(b) Zeigen Sie die Orthonormalitét in L2(R):

a b
<30m,na (Pk:,l>L2(R) = / / @m,n(xa y)%pk‘,l(l‘a ?/) d?/ dr = 6m,k’6n,l
0 0

(c) Wie konstruiert man Losungen von (1) mit diesem Orthonormalsystem?

Aufgabe 2: Zeigen Sie, wie man mit Hilfe des Orthonormalsystems aus Aufgabe 1 auch Lo-
sungen fiir

A%y =f in R,
U=1U,y, =0 auf OR.

konstruieren kann. Hierbei ist u,, die zweite Normalenableitung auf 0R.

Aufgabe 3 (2+2+0 Punkte): Der stetige Erweiterungsoperator E : C} ([0, 00) x R) — C} (R?)
ist definiert durch

(Ef)(z1,22) == {

[, 22) fir z; > 0,
af (=1, @) + Bf(—3521,22) , filr 2y <0.

(a) Bestimmen Sie o und f.
(b) Zeigen Sie E (C?([0,00) x R)) ¢ C? (R?).
(c)* Mit dem gleichen F ist E : W22 (R* x R) — W22 (R?) jedoch stetig. Zeigen Sie dies.



Aufgabe 4 (0+2+2+2 Punkte): Es sei
U (z) = sinh(z) — sin(z) und Uy (x) = cosh(x) — cos(x) .

(a) Zeigen Sie: Die Funktion ®,(x) = U (x)Vs(a) — ¥y (a)Vy(z) 16st das Problem

" = o in (0,a),
®(0) =9'(0) =0 = P(a) :

(b) Zeigen Sie, dass es eine Folge 0 < a3 < ag < ag < ... gibt, sodass ®/,(a) = 0 genau dann,
wenn a = 0 oder a = a;, oder a = —ay, fiir ein passendes k € N*.

Mit Hilfe von ¢y (z) = ®@,, (axx) fir £ € NT findet man ein vollstdndiges Orthogonalsystem von

u" = f in (0,1),
u =

w =0 auf00,1) . 2)

(c) Zeigen Sie die Orthogonalitit der oy, in L?(0,1).
(d) Wie erhélt man nun fiir f € L?(0,1) eine Losung des Problems (2)?

Aufgabe 5 (2 Punkte): Kann man mit Hilfe der Eigenfunktionen aus Aufgabe 4 auch ein
vollstandiges Orthogonalsystem fiir den zweidimensionalen Fall

Alu=f  in(0,a)x (0,b),
u=1u, =0 aufd((0,a)x (0,b)),

konstruieren?

Aufgabe 6 (241-+2+43 Punkte):
(a) Sei u € C*(€2) harmonisch. Zeigen Sie, dass A? (|z|* u(x)) = 0.

(b) Beweisen Sie: u(x) = ¢; 4 ¢ |x)* 4 5|z + cq [2[* " fiir ¢; € R 16st die Gleichung

A?y = 0 auf R™\ {0} fiir n ¢ {2,4}.

(c) Begriinden Sie, warum alle radialsymmetrischen Losungen dieser Gleichung diese Form
haben.

(d) Bestimmen Sie mithilfe dieser Funktionen eine Funktion F,, : R™\ {0} — R fiir n > 4, so
dass

A*F, = §y in 2'(R™)
und lim F,(z) =0.

|z|—o0



