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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 03.05.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (442 Punkte): Sei B1(0) C R" und J(u) == [ ¢ (1 [Vu(@)||” +n?(1 — u(x)?)?) d.

(a) Wenn u € C?(B;(0)) N Cy(B1(0)) das Funktional minimiert, welches Randwertproblem
16st u?

(b) Zeigen Sie, dass u = 0 eine Losung dieses Randwertproblems im oben genannten Raum
ist, aber nicht das Funktional minimiert. Hinweis: Betrachten Sie u(z) = 1 — ||z||>.

Aufgabe 2 (5 Punkte): Sei T' € C?(Q2 x R{) eine Losung von
ST (x,t) — kAT (x,t) = ¢T(x,t)  fiir (z,t) € A x RT

T(x,t) =0 fir (z,t) € 09 x R™
T(,)— To(x) fir x € Q

Sei E(t) = [, T(x,t)*dx. Zeigen Sie, dass dann E(t) < E(0) exp(2ct) gilt.

Aufgabe 3 (2+2+2 Punkte): Auf
Q:={(rcosep,rsing);0<r<1lund0< |p| < 3r}

sei U : {2 — R durch Polarkoordinaten folgendermafsen definiert:

2 2 2 3
U(rcosp,rsing) :=u(r, @) = (7‘_5 — rg) sin <§ (SO + ZW))
(a) Zeigen Sie, dass U in € die Differentialgleichung —AU = 0 erfiillt:
(b) Zeigen Sie folgendes Randverhalten:

h%nu(r ) =0 fiir p € (=3, 3m)
lim u(r,¢) = lim u(r,p) =0 fir r € (0,1)
Qpiiiﬂ- ¢T4

(¢) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass harmonische Funktionen eine Mittelwerteigenschaft
besitzen. Daraus folgt, dass eine nicht-konstante harmonische Funktion ihre Extrema nur
auf dem Rand des Gebietes annehmen kann. Wie verhalt sich dies mit U?
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Aufgabe 4 (2+1 Punkte): (a) Zeigen Sie, dass v(t,z) =t 2¢~ 2 fiir x € R* und ¢ > 0
eine Losung ist von
0
——A|v=0.
(at ) ’

(b) Zeigen Sie Sie limyjov(t,z) = 0 fiir ||z| # 0.

Aufgabe 5: Die partielle Differentialgleichung fiir eine Minimalflache ist

. Vu (z,y)
V1t Vu(ay)P

(a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung fiir radialsymmetrische Funktionen zur folgenden Glei-
chung wird:

\Y =0.

0, U(r) L1 Ur(r) _o

LU () ) T \1+1U ()

(b) Sei h > 0. Berechnen Sie wenn moglich eine radialsymmetrische Losung fiir

v.<M):o fir 1 <a?+y2 <4

14| Vu(z.y)[?
u(z,y) =0 fir 22 +y* =1,
u(z,y)=h fiir 22 4+ y* = 4.

(c) Welchen Wert darf h maximal annehmen, damit eine radialsymmetrische Losung (z,y) —
u(x,y) existiert?

Aufgabe 6: (a) Die Differentialgleichung der schwingenden Saite u; — cu,, = 0 mit ¢ € RT
und mit Randwertbedingungen «(0,¢) = u(l,t) = 0 hat Losungen der Form

u(z,t) = X(x)T(t).
Diese Losungen nennt man Eigenschwingungen. Berechnen Sie alle solche Losungen. Diese
Losungen sind periodisch in der Zeit. Welche Perioden treten auf?

(b) Auch die Differentialgleichung des schwingenden Balkens u;; — 0tz = 0 mit 0 € R
und mit Randwertbedingungen u(0,t) = u,,(0,t) = u(l,t) = uz,(l,t) = 0 hat Losungen
der Form

u(z,t) = X(x)T'(t) .

Berechnen Sie auch hier alle solche Losungen. Welche Perioden treten hier auf?

(c) Beide Probleme haben in Wirklichkeit einen Reibungsterm:
Ut + Clgy + €U =0 und Ugt + OUgggr + U = 0.

Berechnen Sie auch hier die Losungen der Form X (z)7(t).



