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Die Lösungen müssen in den Übungsbriefkasten für Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 17.05.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (1+2+2 Punkte): Die Funktion

u(x, t) =

{
−2

3

(
t+
√

3x+ t2
)

, falls 4x+ t2 > 0

0 , falls 4x+ t2 < 0

ist unstetig entlang der Kurve S =
{(
− t2

4
, t
)

; t ∈ R+
}
.

(a) Zeigen Sie, dass u die Burgers-Gleichung ut +
(
1
2
u2
)
x

= 0 in (R× R+) \ S löst.

(b) Erfüllt u die Rankine-Hugoniot-Bedingung?

(c) Ist u eine schwache Lösung? D.h. erfüllt u für alle ϕ ∈ C∞c (R× R+)∫ ∫
R×R+

(
uϕt +

1

2
u2ϕx

)
d(x, t) = 0 ?

Aufgabe 2 (2+2 Punkte):

(a) Wir betrachten L =
(
∂
∂x

)3
+
(
∂
∂y

)3
. Zeigen Sie, dass es einen Differentialoperator L1

von erster Ordnung und einen Differentialoperator L2 von zweiter Ordnung gibt, sodass
L = L1L2 gilt.

Ist L2 elliptisch, parabolisch, hyperbolisch oder noch anders?

(b) Kann man auch L =
∑

α1+α2=3

aα1,α2

(
∂

∂x

)α1
(
∂

∂y

)α2

mit a3,0a0,3 6= 0 so zerlegen?

Aufgabe 3: Bestimmen Sie eine Lösung von
uxx(x, y)− uxy(x, y)− 2uyy(x, y) = (y2 − 2y − 4)ex für x ∈ R und y > 0 ,

u(x, 0) = 0 für x ∈ R ,
uy(x, 0) = 0 für x ∈ R .
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Aufgabe 4: Bestimmen Sie eine Lösung für
utt(x, t)− uxx(x, t) = sin(x+ 2t) für x ∈ R und t > 0,
u(x, 0) = 0 für x ∈ R,
ut(x, 0) = 0 für x ∈ R.

Aufgabe 5 (3+4+0 Punkte): Sei Ω = (0, π)× (0, T ) und betrachten Sie die Probleme

(a)


utt − uxx = 0
u (x, 0) = sinx

u (0, t) = u (π, t) = 0

(c)


utt − uxxxx = 0
u (x, 0) = x sinx

u (0, t) = u (π, t) = 0
ux (0, t) = 0

(b)


utt − uxxxx = 0
u (x, 0) = sinx

u (0, t) = u (π, t) = 0
uxx (0, t) = uxx (π, t) = 0

Berechnen Sie jeweils eine Lösung und prüfen Sie, ob die Lösung eindeutig ist.

Aufgabe 6 (4 Punkte): Sei u eine zweimal ste-
tig differenzierbare Lösung der Gleichung

4uxx − uyy = 1

auf dem dargestellten Gebiet. Legen Sie Rand-
bedingungen und Ränder derart fest, dass das
Problem eine eindeutige Lösung hat.

Aufgabe 7: Sei n > 2. Zeigen Sie, dass eine klassische Lösung von{
−∆u = f in B1(0) ⊂ Rn

u = ϕ auf ∂B1(0)

die folgende Eigenschaft hat: Für x ∈ B1(0) gilt

u(x) =

∫
B1(0)

G(x, y)f(y)dy −
∫
∂B1(0)

∂

∂νy
G(x, y)ϕ(y)dσy

mit ωn =
∫
B1(0)

1dy und

G(x, y) =
1

(n− 2)nωn

(∥∥∥x ‖y‖ − y
‖y‖

∥∥∥2−n − ‖x− y‖2−n) .
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