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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 21.06.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Ein schwingender Balken, der an seinen Enden eingeklemmt ist, kann man be-
schreiben durch das folgende Randwertproblem mit d, ¢ > 0:

U + A*Upppe = 0 auf (0,¢) x RT,
u(x,0) = ug () fir z € [0, 4],
Uy (x 0) = vy () fir x € [0, /], (1)
uw(0,t) =u(l,t)=0 firt >0,
ug (0,t) = u, (€,t) =0 fir ¢t > 0.
Zeigen Sie, dass dieses Randwertproblem in C* ([0, ¢] x [0, 00)) héchstens eine Lésung hat.

l
1
Hinweis: Betrachten Sie E(t) = / §ut + d2u2 dx.
0
Aufgabe 2 (3+3 Punkte): Wir betrachten das Randwertproblem

Uy + Uy — Uy, =0 auf (0,0) x R,
u(z,0) =wuo(z) firzel0,4],
Uy (x 0) =wvg(xz) furzel0,],
u(0,t) =u(l,t)=0 firt>0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir eine Losung u € C? ([0, ¢] x [0, 00)) gilt:

3t/ (we (x, )% + g (z, t)2) dz < 0.
(0,6)
(b) Zeigen Sie, dass dieses Randwertproblem in C? ([0, ¢] x [0, 00)) héchstens eine Losung hat.

Aufgabe 3 (2+2 Punkte): Sei Q2 C R™ beschriankt mit glattem Rand. Fiir eine Losung u des
Anfangs-/ Randwertproblems
—Au=f inQxR*"
U= ga auf  x {t =0} (2)
U= ggr auf 00 x R*

definieren wir die Energie
1
E(t) = —/u2(a:,t) dz.
2 Ja

(a) Seien f =0 und g = 0. Zeigen Sie, dass ¢t — E(t) dann fallend ist. Wie ldsst sich dieses
Ergebnis physikalisch interpretieren?



(b) Folgern Sie daraus, dass das Anfangs-/ Randwertproblem (2) hochstens eine Losung in
C?(Q2 x [0,00)) haben kann.

Aufgabe 4: Finden Sie alle nichtnegativen klassischen Losungen des Randwertproblems

u(x,t) — uge(z,t) =0 fiir x € (0,0),t > 0,
u(0,t) = u(l,t) =0 fir ¢t > 0,

die die Form u(z,t) = X (x)7T'(t) haben.

Aufgabe 5: Leiten Sie eine explizite Formel fiir die Losung von
u—Au+cu=f inR"xR"
u=g auf R" x {t =0}

her, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.
Hinweis: Versuchen Sie es mit u(x,t) = e*v(x,t).

Aufgabe 6 (2+2+1 Punkte): Betrachte u : R x Rt definiert durch

x+1

u(z,t) = ﬁ/ﬁ 6_52/4d§.

xz—1

Vi
(a) Zeigen Sie, dass fiir diese Funktion u; (x,t) — ., (z,t) = 0 gilt.
(b) Die Anfangsbedingung ist

U (x) = ltig)w (x,1).

Berechnen Sie uq.

(c) Berechnen Sie eine &hnliche Losungsformel fiir die Losung von

U (2, 1) — Ugg (2,8) =0 (x,t) € R x RT,
limyyou (2,t) = Lgq) () + 2 111 9 () x € R.
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Aufgabe 7 (2+1+2 Punkte): Wir betrachen u (z,t) = \/%m exp <’4—§2>

(a) Zeigen Sie, dass u; (z,t) — Uy, (x,t) = 0 gilt.
(b) Welche Anfangsbedingung erfiillt « fiir x # 07
(c) Berechnen Sie die Distribution F' € 2’ (R), definiert fiir ¢ € 2 (R) durch

F(p) = ltifgl Ru (x,t) ¢ (x) du.



