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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 1

Ahnliches und Anderes

1.1 Losungen bei GDGL und bei PDGL

Wenn man ein Seil zwischen zwei gleichhohe Stellen spannt, und man l&sst auf das Seil
vertikale Kréfte wirken, dann bekommt man das folgende Randwertproblem:

Upe () = f () fiir z € (a,b),
{<>:h u(b). (1.1)

Mit Hilfe der Theorie fiir gewohnliche Differentialgleichungen kann man eine Losung finden
durch eine Greensche Funktion. Das wollen wir nicht wiederholen. Wir mochten schon
bemerken, dass man durch Skalierung und ,,Verschiebung’ﬂ statt (1.1)) ohne Verlust der
Allgemeinheit
—Ug () = f(x) firz € (0,1),
{ u(0)=0=u(1)

betrachten kann. Auch ohne Greensche Funktion kann man oft gewohnliche Differential-
gleichungen hoherer Ordnung als Systeme erster Ordnung schreiben. Manchmal kann man
gewoOhnliche Differentialgleichungen, insbesondere lineare, als Iteration von Differential-
gleichungen erster Ordnung betrachten. Man kann nicht nur w,, als (u,), betrachten, aber
zum Beispiel auch

als zwei wiederholte DGL erster Ordnung, wenn man diese umschreibt nach

— (0 -1-1V5) (0 -1+ 3VB)u=

Hier ist 0, das Ableiten nach . Wenn nur x € R als Variable erscheint, dann hat man
die folgenden Schreibweisen fiir die Ableitung v’ (v) = d,u(z) = 2u(z) = u, (v). Bei

oz
partiellen Ableitungen bleiben 0, ,u (x1,22) = z—u (1, 29) = Ou(x1,22) = Uy (21, T2),

9
o0z
und Ahnliches fiir die Ableitung nach 5.

Kann man auch partiellen Differentialgleichungen zerlegen in aufeinanderfol-
gende Gleichungen erster Ordnung?

IMan setzt dazu & = 2=¢ @ (%) =u(a+ (b—a)@) —hund f(Z) = (b—a)’ f(a+ (b—a)F).

1



2 Kapitel 1, Ahnliches und Anderes

Betrachtet man kein eingespanntes Seil sondern ein Membran, dann hat man zwei
Raumdimensionen und ein passendes einfaches Model wére

u(x)=0. fir x € 09, (1.2)

{ — (82 +02)u(z) = f(x) firze,
wobei mit 9 der Rand von €2 gemeint ist und mit €2 eine
offene Menge in R?. Hier kann man auch skalieren, jedoch
bleibt die Differentialgleichung so nur erhalten, wenn man
verschiebt oder skaliert. Dann bleibt aber auch die Form
des Gebietes erhalten. Das bedeutet:

o Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen kann man bei partiellen Differ-
entialgleichungen nicht ohne weiteres auf einer Standardmenge transformieren.

Versucht man die Differentialgleichung in (|1.2)) in Gleichungen erster Ordnung zu zer-
legen, dann findet man

D2+ 02 = (0yy +10y,) (0, — i0s,)

and obwohl hier das komplexe 7 steht, ist das eine Zerlegung die weiter hilft, aber nur
wenn man Funktionentheorie gehort hat. Wiirde man dies jedoch in hoheren Dimensionen
versuchen, findet man erstmals zum Beispiel

02, + 02, + 02, = (0 + 1) 02, + 02,) (00 — i J02, +02,).

Das letztere ist jedoch keine Differentialgleichung mehr, sondern eine Pseudodifferential-
gleichung und man sollte sich erstmal iiberlegen, wie man /92, + 02, definieren sollte.

o Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen kann man eine partielle Dif-
ferentialgleichung zweiter oder hoherer Ordnung nicht ohne weiteres auf ein Glei-
chungssystem erster Ordnung bringen.

Wir verwendeten gerade 97 + 02, und 92 + 92, 4+ 02,. Weil die Summe der zweiten
Ableitungen ein sehr héufig vorkommender Differentialoperator ist, hat er ein eigenes
Symbol bekommen.

Definition 1.1 Fiir n Dimensionen schreibt man

A=Y
=1

Man nennt A den Laplace-Operator nach dem franzosischen Mathematiker Pierre-Simon
Laplacd?]

Bemerkung 1.1.1 Man erinnere sich vielleicht noch an zwei andere Differentialopera-
toren, den Gradienten und die Divergenz. Fir eine Menge €2 C R™ sind diese wie folgt
definiert:

2Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) war ein Schiiler von Jean-Baptiste le Rond d’Alembert.
Beide haben sich mit partiellen Differentialgleichungen befasst.
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1. Der Gradient V wird definiert auf Funktionen g € C* (Q;R) durch

Vg (2) - (aggﬁ...,agéf))

und liefert eine Vektorwertige Funktion Vg € C° (2;R™).

2. Die Divergenz V- wird definiert auf Vektorfunktionen F € C' (;R"), also F =
(Fy,..., E,) mit F; € C* (O R), durch

V- F) @) =3 2

und liefert eine Funktion V - F € C° (;R).
Es folgt fiir u € C? (;R), dass Au =V - Vu.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen braucht man Randbedingungen, um zu
einer eindeutigen Losung zu finden. Differentialgleichungen, gewhnliche und partielle,
werden motiviert durch Modelle aus der Natur, Technik, Wirtschaft etc. und will man
eine Voraussage treffen, braucht es eine eindeutige Losung.

Beispiel 1.2 Sei Q = B; (0) := {x € R?; 23 + 235 < 1} die 2-dimensionale Einheitskreis-
scheibe. Dann ist
L— |z

u(xy,xg) = 1 11— =] —23) (1.3)

eine Ldsung von
{ —Au(z)=1 firzeQ, (1.4)

u(x)=0. firxe 0.

War werden noch zeigen, dass dieses Problem auch nur diese Ldsung hat.
FEine Skizze zu der Funktion in findet man in Abbildung[1.1] links.

In diesem Beispiel gibt es eine Losung und, wenn man Vertrauen hat in dem vorletzten
Satz, anscheinend auch nur diese Losung. Was jedoch ist eine Losung? Die Funktion in
1} liegt in C'*°(B; (0)) und fiir solche Funktionen u kann man —Aw berechnen, sogar
C?(By (0) reicht, und die Gleichungen in gelten punktweise.

sasss G
o/ [/ /
MY

Abbildung 1.1: Skizzen der Losungen aus Beispiele und Die Funktion rechts wurde

approximiert.
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Beispiel 1.3 Betrachten wir das Randwertproblem auf Q = {x € R?; |z1| < 1,|z2| < 1}:

—Au(zy,29) =1 firz e Q,
u(xy,x0) =0  firz € 0Q.

Das Gebiet () ist ein Quadrat und eine explizite Losung ist nicht so einfach anzugeben,
wenn tuberhaupt. Trotzdem kann man zeigen, dass es genau eine Losung gibt. Fine Skizze
zu der Losung findet man in Abbildung rechts.

Die Existenz einer Losung ist hier noch etwas heikel. Man sieht leicht, dass eine Lo-
sung nicht zweimal stetig differenzierbar sein kann auf dem abgeschlossenen Quadrat.
Denn, wenn u da zweimal stetig differenzierbar wire, dann folgt aus u (x1,1) =0 fir alle
z1 € (—1,1), dass 02 u(x1,1) = 0 und ebenso aus u(1,x;) = 0 fir alle z, € (—1,1),
dass 92, u (1,21) = 0. Zweimal stetig-differenzierbar liefert dann Au(1,1) = 0 und das
wdre ein Widerspruch zu der Differentialgleichung. Losungen muss man hier suchen als
Funktionen, die zum Beispiel zweimal differenzierbar sind im Inneren, also auf €2, und
nur stetig auf der abgeschlossenen Menge ).

Obwohl im letzten Beispiel ein sehr einfaches Gebiet €2 betrachtet wird und die rechte
Seite der Gleichung nur eine Konstante zeigt, gibt es anscheinend keine zweimal auf (2
stetig-differenzierbare Losung.

e Bei partiellen Differentialgleichungen soll man genau definieren, welche Funktionen
man eine Losung nennt.

Die Vielzahl an moglichen Gebieten und die vielen Kombinationen der partiellen Ab-
leitungen geben noch weniger Hoffnung auf explizite Losungsformeln als bei gewohnlichen
Differentialgleichungen.

e Bei partiellen Differentialgleichungen soll man sich konzentrieren auf qualitative
Aspekte wie Ezistenz und Findeutigkeit einer Losung.

Wenn bei einem Randwertproblem die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung geklért
ist, wére der néchste Schritt, weitere Eigenschaften der Losung herzuleiten, gegebenenfalls
durch Approximierung der Losung eventuell numerisch. Das letztere ist kein Teil dieser
Vorlesung.

1.2 Randbedingungen
Bei der gewohnlichen Differentialgleichung

—u' () +u(z) = f(z)

hat man mehrere sinnvolle Moglichkeiten, durch Zusatzbedingungen die Eindeutigkeit
einer Losung zu bekommen:

1. Das Anfangswertproblem

{ —u" (z) + u)(x) = [ (&) fiir z >0, (1.5)
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2. Das Randwertproblem
(1.6)

hat auch genau eine Losung, ndmlich

u (z) = sinh (1 — x) /x zii E?gf (y) dy + sinh (517)/ %JC (y) dy.

0 T

Auch bei inhomogenen Randbedingungen wie u (0) = 5 statt u(0) = 0 findet man
immer noch eindeutige Losungen. Man addiere in dem Fall 5 cosh (x) zu der Losung von

1} beziehungsweise 5512};(111(1)9” ) 7u der Lésung von |)

Welche Randbedingungen passen bei partiellen Differentialgleichungen?

Dazu betrachten wir einige Beispiele. Zuerst nochmals das Beispiel [I.2] wobei wir nun
jedoch einen Punkt auf dem Rand weglassen.

Beispiel 1.4 Fir das Randwertproblem

{ —Au(z) =1 fiir x € By (0), (1.7)

u(x)=0. firxzedB;(0)\{(1,0)},
findet man Losungen

2 2

1—22 —a3) + 00—
( ) (21 — 1)* + 22

u(xy, ) =

| =

Es gilt tatsdchlich, dass

=0 fir (x1,z2) € B1(0)\ {(1,0)}.

Dies berechnet man direkt von Hand in etwa einer Viertelstunde, jedenfalls wenn man
fehlerfrei rechnen kann. Die Konstante ¢ kann man in R beliebig wdhlen, und man findet
unendlich viele Losungen fiir .

Also wenn man die Randbedingung an einer Stelle weglésst, hat man wie bei gew6hn-
lichen Differentialgleichungen nicht mehr die Eindeutigkeit. Man konnte vermuten, dass
man generisch bei einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung auch auf alle
Randstellen die Funktionswerte vorschreiben soll, um genau eine Losung zu finden.

Konnte man wvielleicht w (1,0) = 0 durch 0,,u(—1,0) =0 ersetzen?

Das reicht leider nicht fiir Eindeutigkeit und das sieht man wie folgt. Setze

2 2
1 —27— 25

v(xg,20) = ———5—2—
(21,22) (361—1)24—:13%

und definiere den Differentialoperator L : C* (R%; R) — C? (R* R) durch

(Lu) (1, 29) = 2105,u (21, X2) — 2205, u (21, T2) .
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Diesen Differentialoperator kann man auch verwenden fiir Funktionen, die nicht auf ganz
R? definiert sind, wenn man sich beschrinkt auf die Stellen, wo die betreffende Funktion
differenzierbar ist. Wir verwenden L fiir Funktionen, die differenzierbar sind auf Bj (0) \
{(1,0)}.

Man kann zeigen, dass nicht nur auch u(z1,2z2) = 1 (1 — 2} — 23) + cv (1, 3,) fiir
beliebige ¢ € R eine Losung von ([1.7)) ist, sondern, dass sogar

4711
1
u(xy, o) = 1 (1—a3—a3) + ch (L*v) (21, 22) .
k=0
fiir beliebige ¢; € R das Randwertproblem erfiillen. Auflerdem kann man zeigen, dass
{Lkv}i:ol ein unabhiingiges System bildet. Da fiir die ungeraden Elemente L*v, also
fir k¥ € 2N + 1, gilt, dass 9,,L*v (—1,0) = 0, ist das Ersetzen von u (1,0) = 0 durch
Oy, u (—1,0) = 0 nicht ausreichend, um Eindeutigkeit zu erreichen.

Abbildung 1.2: Die ersten 4 Funktionen aus der Reihe v, Lv, L?v, L3v, ..., die bei (1,0) jeweils
hohere Singularitdten aufweisen.

Beispiel 1.5 Als ndchstes Randwertproblem betrachten wir auf
Q:{xER2;O<x1<7rund0<x2<7r}
das Randwertproblem:
{ (%%—%%)u(m,xg)zo fiirz € Q, 18)
u(xy, ) =0 fiir x € 0Q.
Offensichtlich ist u (z1,x2) = 0 eine Lisung. Wir finden jedoch auch, dass
u (21, x2) = csin (z1) sin (z2) (1.9)

mit jeder beliebigen Konstante ¢ € R eine Ldosung ist, obwohl auf dem ganzen Rand u = 0
vorgeschrieben 1ist. Der Unterschied mit vorhin ist ein Minus-Zeichen zwischen beiden
Ableitungen.

Beispiel 1.6 Wiederum Q = {z € R*0 < z; <7 und 0 < zy < 7}, jedoch jetzt betrach-
ten wir andere Randbedingungen, ndmlich das Randwertproblem:

( innerhalb: (8%18%1 - %%) u(zy,x9) =0 fiir (x1,29) € Q,
links: u(0,29) = fiir xo € [0, 7],
rechts: u(m ) =0 fiir xo € [0, 7],
unten: u(x1,0) = <a%2u(x1,x2)> =0 firz €[0,7].
\ |z2=0

Oben stellen wir keine Randbedingung. Unten gibt es hier zwet unabhdngige Randbedingun-
gen. Wir werden spiter zeigen, dass dieses Problem nur v = 0 als Losung hat, jedenfalls
nachdem wir Losungen verninftig definiert haben.
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Abbildung 1.3: Links die Funktion aus ((1.9)) als auch noch drei andere Losungen von (|1.8). Raten
Sie welche!

o Anscheinend sind bei partiellen Differentialgleichungen die Randbedingungen, die
Eindeutigkeit garantieren, abhdngig von einer Klassifizierung der betreffenden Dif-
ferentialgleichung.

Ubrigens erscheint die Differentialgleichung aus den letzten beiden Beispielen bei einer
schwingenden Saite. Dass man sich erstmal die partiellen Differentialgleichungen anschaut,
die eine Anwendung haben, ist nicht nur, weil man nur an Anwendungen interessiert sein
soll. Der eigentliche Grund fiir eine solche Einschriankung ist die Tatsache, dass jeder Typ
seine Eigenarten hat. Man kann beliebig wilde Kombinationen von partiellen Ableitungen
aufschreiben und versuchen dazu etwas zu sagen. Die Theorie von ,,Allem* gibt es aber
nicht.

Wir enden dieses Kapitel mit einer Bemerkung von Jacques-Louis Lionsﬂ, der Alan
Turing]] wie folgt zitiert haben soll:

PDE’s are made by God, the boundary conditions by the Devil!

3 Jacques-Louis Lions, 1928-2001, franzosicher Mathematiker mit wesentlichen Beitréige zu Randbedin-
gungen fiir partiellen Differentialgleichungen

4Alan Mathison Turing, 1912-1954, englischer Mathematiker, der auf vielen Gebiete der Mathematik
gearbeitet hat.
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 2

Wiederholung und Neuanfang

2.1 Differentialgleichungen und klassische Lsungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine Funktion, nennen wir sie
u: Q) CR" — R, der Form

F(z,u(z),Vu(z),Vu(z),...,V™u(z)) = 0 mit z € Q. (2.1)

Hier ist 2 ein Gebiet, das heifit, eine offene zusammenhéngende Teilmenge von R", und

Vku:{a 0 au} .
Ox;, Oy, Oy, i1, in€{L,..,n}

77777

Fir k£ = 1 bekommt man den Gradienten und fiir £k = 2 schreibt man

9?2 9?2
81’% u 0x10Ty, u
Viu = : :
9?2 9?2
0z10Tn u o2 u

Man bemerke, dass V2 nicht dasselbe ist wie V - V. Die hochste Ableitung, die in (2.1))
erscheint, nennt man die Ordnung der Differentialgleichung.

Oft hat eine Variable eine besondere Rolle, ndmlich diejenige, die in dem Modell die
Zeit darstellen soll, und diese wird iiblicherweise mit ¢ notiert. Fiir die Ableitung verwendet

man neben % auch 0;,. Auch verwendet man manchmal den Multiinde und schreibt
(8%)&, % oder 02.

Die Frage, ob und wenn ja, welche Losungen eine solche Differentialgleichung hat, 1asst
sich meistens nur sinnvoll beantworten, wenn passende Rand- oder Anfangswerte gegeben
werden. Ein Theorem wie das von Picard-Lindelof fiir Anfangswertprobleme bei gew6hnli-
chen Differentialgleichungen, gibt es nicht allgemein fiir partielle Differentialgleichungen.
In einer Vorlesung zu partiellen Differentialgleichungen wird man dann auch nicht ver-
suchen, die Theorie fiir alles zu bringen, sondern man wird sich mit den Typen, die in

'Wir haben hier die Multiindez-Notation verwendet: o € N bedeutet a = (g, ..., ) mit a; € N

und man setzt
DN (D)D" (o)
dr ) — \ oz Oz '\ 0z, '

Man schreibt aufilerdem || = o + g + -+ + .
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den Anwendungen auftauchen, beschéftigen. Wir werden dann auch, bevor wir néher auf
die verschiedenen Typen eingehen, im néchsten Kapitel erst einige dieser Anwendungen
vorstellen.

Bevor wir mit einigen Modellen anfangen, sollte man etwas zum Begriff | Losung”
sagen.

Definition 2.1 Man nennt eine Funktion u : 2 — R eine klassische Losung wvon der
Differentialgleichung m-ter Ordnung in , wenn folgendes gilt:

o u € C™(Q), das heifit alle Ableitungen bis Ordnung m existieren und sind stetig auf
Q, und

e u erfillt die Gleichung fiir alle x € €.

Bemerkung 2.1.1 Soll die Losung zusdtzlich Randbedingungen erfiillen, dann reicht die
Menge C™(Q2) nicht. Um Randwerte zu betrachten wird Stetigkeit oder sogar Differenzier-
barkeit auf Q, also inklusive des Randes, notwendig sein. Mehr dazu findet man in dem
ndchsten Abschnitt.

2.2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

2.2.1 Stetigkeit

Wie war das noch mit gleichmdfig und gleichgradig?

e Eine Funktion u : A — R heifit stetig in z € A, wenn:

Fir alle ¢ > 0 gibt es 6., > 0 derart, dass

fir alle y € A mit |z —y| < dc. gilt |f(z) — f(y)| <e.

e Eine Funktion u : A — R heifit stetig auf A, wenn sie stetig ist in jedem x € A.

e Eine Funktion u : A — R heifit gleichméBig stetig auf A, wenn:

Fiir alle € > 0 gibt es 6. > 0 derart, dass

fir alle x,y € A mit |x —y| < 6. gilt |f (z)— f(y)] <e.

Wenn A kompakt ist, dann ist jede stetige Funktion auf A gleichméfBig stetig. Eine
Menge A C R” ist kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist. Beschrankt
bedeutet: es gibt M € RT mit A C {z € R™;|z| < M}.

e Sei A kompakt. Dann nennt man eine Familie von Funktionen F = {f; : A — R}
gleichgradig stetig, wenn

iel
Fiir alle € > 0 gibt es 6. > 0 derart, dass

fir alle f; € F und fir alle v,y € A mit |x —y| < 0. gilt |fi (x) — fi (y)| <e.
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2.2.2 Ra&aume stetiger und differenzierbarer Funktionen

Wir wiederholen die Definitionen von C™(2) und die einiger verwandter Funktionenriu-
me.

Definition 2.2 Sei Q ein Gebiet in R*. C™(Q)) ist der Vektorraum aller Funktionen
u: Q — R, die m-mal differenzierbar sind und alle zugehorigen Ableitungen, das heif$t
alle Ableitungen von Ordnung kleiner gleich m, sind stetig.

Bemerkung 2.2.1 Man definiert C=(§2) := [ C™(Q).

meN

Wenn u : Q — R m-mal differenzierbar ist, sagt man auch v € C™(£2). Nur wenn
man explizit zeigen mochte, dass man Funktionen mit Werten in R* hat, wird C™(); R¥)
geschrieben.

Auch begegnet man C™(Q). Die Definitionen dieser Riume sind etwas weniger gera-
deaus.

Definition 2.3 Sei ) ein Gebiet in R™.

1. Man definiert C°(Q2) = C(Q) als den Vektorraum aller stetigen Funktionen u :
Q—R.

2. Firm > 1 wird C™(2) idterativ definiert als der Vektorraum aller stetigen Funk-
tionen u : 2 — R mit:

o u, € C"™(Q), (u, ist die Binschrinkung von u auf Q) und
e es gibt gi,...,g, € C" Y Q) mit g; (z) = a%iu (x) fir x € Q.

Bemerkung 2.3.1 Durch diese Definition haben wir das Problem vom Differenzieren am
Rande vermieden. Im Nachhinein, wenn u € C'(Q) gilt, schreiben wir wieder a%iu (x) ==

gi () auf Q. Ahnliches machen wir mit héheren Ableitungen.

Wenn ) C R" beschriinkt ist, ist Q kompakt und fiir u € C°(Q) existiert sup,cq, [u(z)|.

Fiir beschrinkte Gebiete €2 und u € C™(Q) ist [|[|om g, durch

NE

H“ch(ﬁ) Slelg ‘Vku(ﬂf)‘ ) (2.2)

e
Il

0

also wohldefiniert. So ist (C’m( Q), H'HCM(§)> ein normierter Vektorraum.
Bemerkung 2.3.2 Wenn klar ist, welches Gebiet gemeint ist, schreibt man auch

sup |u(z)| = [[uf| -
€

Ubrigens ist ||-||, auch eine Norm fiir den Raum L>(S2) der beschrinkten Funktionen auf
Q.

Bemerkung 2.3.3 Auf nicht abgeschlossenen oder unbeschrdnkten Gebieten gibt es un-
beschrinkte stetige Funktionen. So wie C™(§2) hier definiert ist, kann man also nicht

als Norm fir C™(QY) verwenden. Das gleiche trifft zu fir C™( Q) mit Q unbeschrankt.
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2.2.3 Vollstiandigkeit bei C (Q)
Theorem 2.4 (Arzela-Ascoli) Sei QO C R™ beschrinkt und sei {f, € C (Q)} eine

neN
gleichmdf$ig beschrinkte, gleichgradig stetige Folge von Funktionen. Dann gibt es eine

gleichmdf$ig konvergente Teilfolge.

Bemerkung 2.4.1 Die Folge {fn eC (Q) }nGN heifit gleichmdf$ig beschrinkt, wenn es
M € RT gibt mit
|fr ()| < M fiir alle z € Q und n € N.

Proposition 2.5 Set m € N und sei Q@ C R" ein beschrinktes Gebiet. Dann ist
<C’m(ﬁ), ||'||cm(ﬁ)> ein Banachraum.

Bemerkung 2.5.1 Fin normierter Vektorraum heifit Banachraum, wenn jede Cauchy-
Folgd| konvergent ist.

Beweis. Wir betrachten vorerst den Fall m = 0. Sei {u},y eine Cauchy-Folge in

(CO(Q), ||.||CO(§)>. Dann gilt:

1. Der Grenzwert @(x) := limy o0 ug () existiert fiir jedes z € Q, denn {uy(z)},oy ist
eine Cauchy-Folge in R und R ist vollstdndig.

2. GleichmiBige Konvergenz: Sei N. > 0 derart, dass ||uy — ||, < 3¢ fiir k, £ > N,.
Fiir jedes z gibt es N, . derart, dass |u,(z) — @(z)| < 3¢ fiir £ > N, .. Man nehme
nun ¢, = max (N, ., N¢) + 1 und finde

ug(z) — w(@)] < |u(@) — e, (2)] + |ug, (2) — W(@)] <e.

Weil dies fiir beliebiges « gilt, folgt & > N, impliziert ||u, — @] < €. Also konver-
giert {ux} nicht nur punktweise, sondern sogar gleichméfig nach a.

3. Der Limes @ ist stetig: Sei ¢ > 0, nehme k geniigend gro, so dass [|a — u, < 3¢
und nehme 4. j, > 0 derart, dass |z — y| < 0. impliziert |ug(z) — up(y)| < z¢. Es
folgt

() —aly)] < fa(z) = u(@)] + |uk(z) — u(y)] + lur(y) —aly)] <e.

Es gibt also @ € C°(Q) derart, dass |Ju, — @, — 0 fiir & — oo. Die Aussage fiir
m = 0 ist bewiesen.

Sei nun m > 1 und {uy }, o eine Cauchy-Folge in (Cm(ﬁ “Hcm(ﬁ)) Aus dem ersten

) |
Teil dieses Beweises wissen wir, dass es fiir jede Ableitung %)a mit |a] < m eine stetige

Funktion g, € C°(Q) gibt mit

li AN
oo [\ gz ) 1T e

?Sei (V,[|-]|) ein normierter Vektorraum. {uy},cy C V ist eine Cauchy-Folge, wenn:

= 0.
co(Q)

Ve>03meN:kL>m = |ur —uwl <e.
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Sei nun a € 2 und nehme h > 0 derart, dass [a — he;, a + he;] C Q. Weil

0

8:151-

Uk — G

lim ‘

Jim =0 und klgglo Jur — 90”00@) =0,

co(Q)
gilt, folgt gleichméBig fiir ¢t € [—h, h], dass
uy (a +te;) —ug (a) = go (a+te;) — go (a) und

uy (a + te;) — ug (a) = /[ 0 uy, (z) de; — gi (x) dx;.

a,a+tte;] 81‘1 [a,a+te;]

Also gilt
go (a+te;) = go(a) + / g (x) dx; fir t € [—h,h].

[a,a+te;]

Man findet, dass

0 0
(o) = (goto+ee))  =ate)
Ahnliches gilt fiir jede Ableitung und die Kombination ergibt g, = (8%)& U, das heifit
Jim [ = @] gy = O,
oder anders gesagt, {uy},.y ist eine konvergente Folge in C™(1). |

Bemerkung 2.5.2 Man begegnet auch C™(Q) mit m € N und v € (0,1]:
Cm™(Q) = {u cCo™(Q); [(aa—z)&u}7 < oo fir |al = m},
wobei [ eine Seminorm ist, definiert durch

[u]v = sup ‘u(x) — u(y)|

TAYEQ |z — y|’y

Man nennt C®7(Q) mit v € (0,1) die zum Ezponenten Hi)’ldestetige Funktionen.

Die Vektorrdaume C™7( Q) werden Holder-Raume genannt. Die Norm fiir diese Rdaume
wird wie folgt definiert:

[ ul cm(q) T Sup [(%)au]'y'

cm (D) = I e

Im Fall, dass m = 0 und v = 1, also COY(Q), bekommt man die Lipschitstetigen
Funktionen auf €.

Schlussendlich gibt es noch einige Funktionsmengen, die sich mit besonderem Verhal-
ten am Rand beschéftigen.

Definition 2.6 Man definiert Ci"(Q) als die Teilmenge von C™(Q) der Funktionen u
mit VFu(z) = 0 fir v € 0Q und k < m.

Bemerkung 2.6.1 Sei Q beschrdinkt. Dann ist CJ*(€)), als eine abgeschlossene Teilmen-

ge von C"™(Y), beziiglich der ||| q,-Norm ein Banachraum.
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Abbildung 2.1: Darstellung der Funktion aus Beispiel

Definition 2.7 Man definiert C§°(2) als die Teilmenge der Funktionen u € C*°(Q) mit
kompaktem Trageif] innerhalb von Q.

Beispiel 2.8 Man kann sich fragen, ob die Menge C§°(S2) nicht leer ist. Hier ist ein
Beispiel einer solchen Funktion. Die Funktion

f(x y): (1—|—x2—|—2x—3y)exp (ﬁ) fdrm2+2y2<1,
| 0 fiir 2% + 242 > 1,

hat einen kompakten Trdger, ist beliebig oft stetig differenzierbar und liegt also in C§°(R™).
Dass sie beliebig oft differenzierbar ist, findet man mit den Standardableitungsregeln, wenn
2%+ 2% # 1. Weil tEr—noo t"e! = 0 fiir jedes n € N, folgt a%i (x) = 0 fiir x* + 2y* = 1.

Durch Induktion findet man, dass
AN a2 2
Ep f(x)=0 firaz=+2y" =1
0
ox

und dass die Ableitungen ( )a f alle stetig sind.

Gelegentlich findet man auch C7*(Q) und C°(Q). Mit C*(€2) meint man die Teil-
menge der Funktionen v € C™(2), beziehungsweise C2°( 2 ), mit kompaktem Trager.

2.3 Intermezzo zu glatten Rindern

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen hat man neben dieser Differentialgleichung oft
Anfangs- oder Randwerte, aber die sollen nur an einigen Punkten erfiillt sein. Bei partiellen
Differentialgleichungen in n Dimensionen werden Anfangs- oder Randwertbedingungen
typischerweise auf (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten definiert. Hiufig hat man zu
tun mit Gebieten, die Ecken oder Kanten haben. Solche Gebiete sorgen fiir spezifische
Probleme, die kaum in einer Anfingervorlesung angesprochen werden kénnen.

30tto Ludwig Holder, Stuttgart 1859 - Leipzig 1937
4Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, Bonkein 1832 - Bonn 1905
°Sei A C R™ und u € C(A). Der Triiger von u ist die abgeschlossene Teilmenge von R™ definiert durch:

support(u) = {z € A;u(z) # 0}.
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Beispiel 2.9 Wir definieren die Funktion u, fir o € (0,27) mit Hilfe von Polarkoordi-
naten x =rcosy, y =rsing

Ug (7 cos @, 7 sin ) = ra sin (lp) firr €0,1] und ¢ € [0,q].
a

Der Differentialoperator A = 92 + 85 in Polarkoordinaten wird A = %&T@T + r%@f, und es
folgt

(Aug) (rcos g, rsing) =

1 1 7'r
= (—&r@r + —283)> re sin (zgp> =
r r a
1 us us
= —8,27“3 sin <z<p> + ZTE_QQP cos (Eg0> =
roa « a

2 T 2 us
= <z) rea2sin (zgp) — (E> re2sin (Eg0> =0.
«Q o «Q «Q

Auflerdem gilt

. . ™
Uq (COS @, sin ) = sin (—(p) ,
«

Ue (2,0) = ugy (rcosa, rsina) = 0.
War haben eine Losung des Randwertproblems

Auy, =0 in gy,
Uy = Sin (ggo) auf 0€,,.

Hier ist Q, = {(rcosp,rsing);0 <r <1 und 0 < ¢ < a} und 0, der Rand des Gebie-
tes.

Trotz der Tatsache, dass der Sinus eine unendlich oft differenzierbare Funktion ist, ist
die Losung nicht unbedingt differenzierbar. Die Differenzierbarkeit in O hdngt ab von der

Offnung o
T x4

(Oruq) (rcos(p), rsin(p)) = ETE sin (ggza)

und nur fir a < ezistiert (0,uq)(0), wenn v = (cos () ,sin (3a)).

Skizzen zu diesen Funktionen u, findet man in Abbildung [2.3,

Abbildung 2.2: Funktionen u, mit « =1,2,...,6.

Das Beispiel zeigt, dass in den Ecken des Gebietes eine Losung nicht unbedingt diffe-
renzierbar sein muss. Es bedeutet auch, dass man, um Ergebnisse genau formulieren zu
konnen, die Regularitit des Randes genau klassifizieren soll.

Fiir den Rand des Gebietes 2 C R"™ schreibt man 0f2. Dieser Rand ist definiert durch

00 = {x € R™; fiir alle € > 0 gilt B-(z) N Q # 0 und B.(x) N Q° #£ 0}
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Definition 2.10 Sei 2 C R"™ ein beschrdnktes Gebiet. Man sagt 02 € C™, wenn es end-

L N
lich viele (lokale) kartesische Koordinatensysteme {yy),yg), e ,yT(«f)} und Funktionen

. i=1
Y& e ™ (R™1Y) hat, die derartig sind, dass

e cs offene Bliocke B = {y € R“;ag) < y,(:) < b,(j) mitl <k < n} mit 1l <¢< M
gibt, die ON) iiberdecken, und

e ONBW = {yy(f) > (ygi),yg), e ,yﬁﬁl) Y € B(i)} N B gilt.

Bemerkung 2.10.1 Wenn Q unbeschrinkt ist, soll dies gelten mit lokal endlich vielen
offenen Blicken. Das heifst, es darf abzihlbar unendlich viele Blicke geben (M = o0),
jedoch soll man auf jedem Kompaktum nur endlich viele verwenden miissen.

Die Blocke kénnen also rotiert sein beziiglich der Standardbasis. Man nimmt sie offen,
damit diese Blocke sich notwendigerweise iiberlappen miissen und sich keine Singularitédten
bei der Verkniipfung verstecken konnen. Aus der zweiten Bedingung folgt aulerdem, dass
das Gebiet Q mit 9 € C° lokal immer an einer Seite des Randes liegt. Ein typisches Bild
findet man in Abbildung [2.3]

Abbildung 2.3: Mit Hilfe von lokalen Koordinaten auf Blocke

BY und Funktionen ™
wird die Regularitdt von 0S) definiert.
Beispiel 2.11 Flir einen (Hyper)Kubus Q = (0,1)" in R" mit n > 2 gilt 90Q € C*!.

Beispiel 2.12 Fir eine (Hyper)Kugel Q = B1(0) in R™ mit n > 2 gilt 0Q € C*. Man
braucht mindestens n + 1 Blocke B,

Beispiel 2.13 Nicht jedes Gebiet hat einen C°-Rand. Siehe Abbildung[2.4).

Noch etwas miisste man festlegen. Wenn man eine Funktion hat, die nur auf dem Rand
definiert ist, wann kann man eine solche Funktion differenzierbar nennen?
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Abbildung 2.4: Zwei Gebiete, die nicht unsere C°-Bedingung erfiillen. Beim ,,Doppelspitz” links
liegt €2 nicht an einer Seite vom Rand. Rechts reichen nicht endlich viele Blocke.

Definition 2.14 Sei Q C R” ein Gebiet mit Q2 € C* und sei m < k. Sei {w(i)} eine
Menge endlich vieler Funktionen wie in Definition [2.10. Dann nennt man u € C™(02),

(7, ) e (2w (7)) e o,
fiir jedes dieser @,
Bemerkung 2.14.1 Man kann zeigen, dass diese Definition nicht abhdngt von den ge-

wdhlten Parametrisierungen {w(i) } :

Bemerkung 2.14.2 Die Definition wird angepasst, wenn man u nur auf einen Teil des
Randes T' C 02 als C™ (I") beschreiben mdchte..

2.4 Integration in R”

Wenn 2 C R” ein beschrinktes Gebiet ist und u : Q — R eine stetige Funktion, dann
sollte man seit der Vorlesung Analysis 2 wissen wie

/Qu(x)dx

definiert ist. Spatestens weifl man nach dem Satz von Fubini-Tonelli, dass man ein solches
Integral vor dem Berechnen als wiederholtes Integral schreiben kann, jedenfalls, wenn
man {2 schon zerlegen kann. Schon heifit hier zum Beispiel, dass man die Menge wie folgt
schreiben kann:

0 = {J,’ e R" ; Xl,u << Xl,oa
Xou (1) < 22 < Xoo (21),

X3 (1,22) < 23 < X3, (21, 22),

Xn,u (.CEl, . ,.QTn_l) < Ty < Xn,o (.231, .. ,l’n_l) } ,

fiir irgendwelche geniigend nette Funktionen X ,, X, ,.
Mit dem Satz von Fubini-Tonelli folgt

Xl,o X2,0($1) Xn,o(mlr--amnfl)
/u(x)dx: / / u(x)dx, ... dx;.
Q Xl,u XQ,U(Il) Xn,u(xlwﬂvxn—l)
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Ob man ein solches Integral tatsdchlich explizit berechnen kann, ist jedoch wieder eine
ganz andere Frage.

Beispiel 2.15 Gefragt wird

2 —
xie dz.
w%+m§<2

Das Gebiet kann man wie folgt umschreiben:

{x€R2;xf—|—x§<2}:{xERQ;—ﬂ<x1<ﬂund —\/2—x%<x2<\/2—x%}.

Fubini-Tonelli ergibt

/ rie dy =
z%+a¢§<2

S

2—x%
/ x e 2dredry
o

\/_
[ < ] ™
< e m+e 2*x%>d:c1

&E

H

Il

— — —
5%
=,

N

und dann hort der Spaf$ auf.

2.5 Integration iiber einen Rand

In der Analysis Vorlesung lernt man

/ f (@) g (@) de = [f (2) g (2)]" - / [ (@) g (2)da

Eine dhnliche Formel gibt es fiir mehrdimensionale Integrale. Bevor wir da etwas zu sagen
konnen, folgt eine kurze Beschreibung zu Integralen iiber Mannigfaltigkeiten.

2.5.1 Kurvenlinge

Die Lénge einer Geraden zwischen x und y in R™ findet man mittels

o= ol = /S0 s =30

Wenn die Kurve & : [a,b] — R" in C* ([a,b]; R™) ist, kann man deren Lénge berechnen
durch eine Approximation mit Polygonziigen:

k(a+l+1(b—a)> —k<a+%(b—a))H
¥ (a+l+1(b—a)>Hb;a:/ab]k’(tﬂdt.

Fiir eine Kurve, die parametrisiert wird durch x +— (z,y (x)), findet man

n—00 4
K3

n—00 <
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Abbildung 2.5: Bogenldnge wird approximiert mittels Polygonzug

2.5.2 Flacheninhalt

Den (n — 1)-dimensionalen Flidcheninhalt von dem Teil der Hyperfliche in R™, der be-
schrieben wird durch

F = {911)1 + 92’02 + 93?]3 + -+ Hn_lvn_l; 0 S 91 S 1}

mit v; € R”, kann man wie folgt finden. Man soll sich erinneren, dass das Volumen des
Parallelepipeds P in R", aufgespannt durch die Vektoren {vq,vs,...,v,_1,w}, das heifit
also

P=A{01v1 + 009+ -+ 0, 10, 1+ 0,w; 0<6; <1},

durch die Determinante gegeben wird:
Vol (P) = |det (vy, v, ..., Up—1,w)|.
Nehmen wir fiir w einen Normalenvektor beziiglich vy, ..., v,_1, so haben wir

Vol (P)

Flacheninhalt (F') = Tl
w

Im Fall, dass

(/1 0 0 0\ )
0 1 0 0
0 0 1 0
{U17U27"'avn—1}: : 9 : 9 : gty
0 0 0 1
L 21 29 23 21 )
nehmen wir
21
)
Z3
w =
Zn—1
—1
Wir finden direkt, dass w L v;, und es folgt, dass
det ey Up_1,
Flacheninhalt (F) = det (v, U2|” ” 2 Un-1, )| =
w

142+ +22_
VIt 4+ 42




20 Kapitel 2, Wiederholung und Neuanfang

Wenn die (n — 1)-dimensionale Oberflache in R™ parametrisiert wird durch
P:GCR"'—R"
mit
P(xy,...,xn 1) = (21, ..., Tpo1, 0 (T1, .-, Tn—1)) (2.3)

und es gilt p € C! (Q), dann kann man auch hier approximieren mittels einer Verteilung

von G in Hyperquadern {Q5};", mit Eckpunkten 2%’ und einer Linearisierung ¢ von p

auf diese Hyperquader:

Flacheninhalt (p (Q)) = hﬁ)l Flacheninhalt (¢ (Q5))
el &
— 1 1 - £,1 P £,
51&)1 : + (8901 (x )) + ot <8xn_1 (x=7)

:/G\/mdx.

Bemerkung 2.15.1 Fiir v, vs, w € R? gilt
det (vy, v, w) = (v1 X va) - w.

Wenn w = v ein Normalenvektor zu vy, vy ist, folgt

det
|det (vy,v9, )| [(v1 X V) - V| o1 % ]
[l ]|
und man findet
Flacheninhalt ({6101 + 03v2;0 < 60; < 1}) = ||vg X vo]| . (2.4)

Abbildung 2.6: In drei Dimensionen die Flidche aus 1D und v = v1 X vg.
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2.5.3 Randintegrale

Fiir ein n-dimensionales Gebiet €2, bei dem man den Rand 0f2 in endlich viele Teile {Fi}le
auseinandernehmen kann, die einzeln, wie oben beschrieben, auf C'-Art parametrisiert
werden konnen, definiert man das Randintegral wie folgt:

Definition 2.16 Sei 092 = Ule Ly mit T N TS = 0 und nehme an Ty = P*(G;) mit
P et (@) wie in . Dann setzt man

/asz =) dos = Z/ (P \/1+|sz [y (2.5)

Das rechte Integral in ist ein (n — 1)-dimensionales Integral und y* = (yi, e ,yfl_l)
sind die Koordinaten in einem zu (; passenden lokalen kartesischen Koordinatensystem
mit z = P’ (y’). Man sollte zeigen, dass die Definition dieses Randintegrals unabhiingig
ist von der gewéhlten Zerlegung des Randes und der Parametrisierung dieser Teile. Ein
solcher Beweis fiithrt hier zu weit und wir verweisen auf die Analysis 3 Vorlesung. Mehr all-
gemeine Parametrisierungen und die Anwendung beim Integrieren finden Sie in Definition
222

2.6 Partielle Integration in R"

Lemma 2.17 Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R mit C' Rand 09Q). Seien f,g € C* (Q)

Dann gilt
of (x) _
[, o stvta= [ 10060 vdoc— [[g) 8

Hier ist v; die i-te Komponente des auswendig zeigenden Einheitsnormalenvektors v an
der Stelle x € 0S2.

Beweis. Dieser Beweis wird in zwei Dimensionen skizziert. In hoheren Dimensionen funk-
tioniert es dhnlich.

1) Wir nehmen an, dass wir die Integrale iiber 02 und 2 mit Integralen iiber einen oder
mehrere Polygonziige beziehungsweise iiber das Innere dieser Polygonziige approximieren
diirfen.

2) Das Innere eines Polygonzugs kann man auffiillen mit Dreiecken. Dann reicht es, um
die Aussage zu beweisen fiir Dreiecke, denn fiir Q = (J;~, Dy, mit Dj, paarweise disjunkte
offene Dreiecke, gilt

/Qh(a:)da::i:/jjkh(x)d:c (2.6)

und
m

hiz) vido, =Y | h(z) vido,. (2.7)
/{m —1 /8D;c
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Die Aussage in (2.6) folgt direkt; fiir die zweite muss man bemerken, dass alle inneren
Randintegrale gegeneinander wegfallen durch das gegengesetzte Vorzeichen des dufleren

Normalenvektors v.

—

3) Jedes Dreieck, das nicht eine Seite parallel an der i-Achse hat, kann man in zwei
Dreiecke zerlegen, die beide eine Seite parallel an der i-Achse haben. Einfachheitshalber

nehmen wir an 7 = 1.

4)Sei D = {(z,y) ;4 (x2) < 21 <, (23) und xg, < T2 < T2, } mit £, und ¢, zwei affine

Abbildungen.

Mit Fubini-Tonelli finden wir

af (z) B T2, Lr(z2) of (z)
/D 0z, g (z)dx = /m:m’u (/m:&(m) 01, g (z)dzy | dxy

2,0 21—t (s lr(z2) 89 T
x T1=£1(T2

Z2 0
= / (f (br (22) ,22) g (Uy (w2) ,22) — f (Lr (72) ,22) g (£r (22)
T2=T2 v
99 (z)
— x dx
; f(z) A
dg (z
~ [ 1@ vin~ [ 1@ %D
aD D T
Man soll bemerken, dass folgendes gilt:
links: "vqido, = —dxy”,
rechts:  "vido, = dxy”,
unten: "vido, =07

Theorem 2.18 (GauB3) Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™ mit C' Rand 0. Seien

Fec(! (Q;R") und g € C* (Q) Dann gilt

/Q(VF)(JC) g(ar)dx—/mF(x)~Vg(:v) daz—/F(x)~Vg(J:) dx.

Q

Beweis. Man wende Lemma [2.17] an mit f = F; fiir : = 1,...,n und addiere die Ergeb-

nisse.
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2.7 Integrale und Transformationen

Mochte man die Symmetrie eines Modells ausnutzen, dann kann es bequem sein, dass man
die passenden Koordinaten verwendet. Zum Beispiel bei rotationssymmetrischen Proble-
men kénnen Polar- und Kugelkoordinaten niitzlich sein.

Definition 2.19 1. Polarkoordinaten: r > 0 und ¢ € [0, 27)

T\ [ rcose
<x2 ) =F(ryp) = ( rsin @ )

2. Zylinderkoordinaten: r > 0, ¢ € [0,27) und h € R

) T COS
xo | =F(r,p,0)=| rsing
XT3 h

3. Kugelkoordinaten in 3D: r >0, ¢ € [0,27) und 0 € [0, 7|

1 7 cos psin §
zo | =F(r,p,h)=| rsinpsing
T3 rcosf

Méchte man ein Integral mit Hilfe dieser neuen Koordinaten berechnen, dann braucht
man die folgende Transformationsregel:

Theorem 2.20 (Transformationssatz) Sei F' : A C R" — Q ein Diffeomorphismus
und g eine integrierbare Funktion auf A. Dann gilt

/ g (z)de = / (g0 F)(y) |det (VF ()] dy.
Q A

Bemerkung 2.20.1 Hier gilt

of(y) .. On(y)
Ay1 OYn
VF (y) = : . :
OFn(y) .. OFn(y)
oyt OYn

Man nennt |det (VF (y))| die zu der Transformation F gehdrenden Jacobi-Determinante.
Ein Beweis wird Thnen in der Analysis 3 Vorlesung vorgefiihrt.

Beispiel 2.21 FirQ = B, (0) CR3> und A = {(r,¢,0);r € (0,1),¢ € (0,27), 0 € (0,7)}
finden wir

cospsin® —rsinpsind rcospcosd
det (VF (r,p,0)) = det| sinpsinf rcospsinf rsingcosf
cos 6 0 —rsinf
= —r’sind.

Es folgt, dass

1 2m ™
/ g (z)dx = / / / (go F)(r,¢,0) r?sinf dfdpdr.
B1(0) r=0 J =0 J 6=0
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Auch fiir Mannigfaltigkeiten gibt es einen Transformationssatz.

Definition 2.22 Sei M Teil einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit in R™, die man mit
der C*-Funktion

F:DCcR"™—- MCcCR"

eindeutig parametrisiert. Dann setzt man fir g € C (M) :

[ s@ @)= [ tgor)w) dt((gj <y>-§—i<y>)i7j>dy

Bemerkung 2.22.1 1. (g—; (y) - £ (y)) ist eine m x m-Matriz mit an der Stelle
1 i,j

dy;
i,7 das R™-Skalarprodukt von den Vektoren 3_5 (y) und g—j (y). Im Fall, dass m = n,
finden wir

det ((25 5 <y>)m) = \ et ((VF ) (VF ()"

— \/det (VF (y))det ((VF (y))T> = |det (VF (y))]

und es folgt das FErgebnis des Transformationssatzes.

2. Das Ergebnis der Definition ist unabhdngig von der Parametrisierung F. Das ist
nicht selbstverstindlich, sondern man sollte es beweisen.

3. Fiir Hyperflachen stimmt dieses Integral tiberein mit dem standard m-dimensionalen
Integral, wenn man ein passendes kartesisches Koordinatensystem nimmd.

Beispiel 2.23 Die Finheitssphire in R3 konnen wir parametrisieren durch

1 cos ¢ sin 6
zy | = F(p,0) = | singsiné
T3 cos
Dann gilt
r —sin psinf I cos p cos 6
a:g—(go,ﬁ): cos psin § undﬁ—%e( ,0) = | sinpcosf
v 0 —sinf
und
OF a-f )
d t pum
¢ ((8@;1 () - 6y] Zj) BB
B (sind)* 0
= det ( 0 ] = (sinf)>.

Fiir den Flacheninhalt finden wir

x)dos ( / / 14/( sm@ )" dpdf = 4.
/]\/[ 2 0=0 J =0
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Beispiel 2.24 Fir Q = Br(0) C R™ kann man Koordinaten (r,w) € [0,00) x S"!
nehmen und man findet

R
/ g(z)de = / / g (rw) r" tdwdr.
Bgr(0) r=0 JweSn—1

Ist g radialsymmetrisch, i.e. g (x) = g (|x|) dann findet man

R
/ g(z)dx = sn/ g (r)yr"tdr
Br(0) 0

mit s, = Flacheninhalt (S*~1).

Beispiel 2.25 Fiir Q = Bg(0)\ B. (0) C R" und u € C*(Q), v € C*(Q;R") findet man
mit Gaufs

/Qu(x) (V-v)(x) dx:/a u(z) v(x)-l/daz—/Q(Vu)(x)-v(x) dzx.

Q

Fiir das Randintegral gilt
/ u(z) v(x) vdo,
o0

= / u(x)v(x)-idax—/ u@)v(x)-idax
8BR(0) |z 8B:(0) ||

= / (R 'u (Rw) v(Rw) — " 'u(ew) v (ew)) - w dw.
wesn—1
Wenn |u(z) v(z)] < C |z|* auf By (0) und a > 1 —n, dann findet man

lim
el0

/ "M (ew) v (ew) - w dw
wesn—1

IN

" 1C |ew|® dw <lims, C *™ 1 =0.
wesn—1 0
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 3

Losungen bei partiellen
Differentialgleichungen

3.1 Lineare und nicht-lineare Differentialgleichungen

Wir nehmen an, dass die Differentialgleichungen in den folgenden Definitionen alle von
Ordnung m sind.

Definition 3.1 Partielle Differentialgleichungen der Form

5 o) () wlo) = 1 (5.0

aeN"™
|| <m

mit a, und f gegeben und u gesucht, nennt man linear.

Diese Differentialgleichung heifit linear, weil der Differentialoperator

a «
L= Zn o () (%>
(o <m

linear ist: Wenn Lu; = f; und Lus = fo, dann gilt fiir beliebige ¢, co € R, dass
L (cius + coug) = c1f1 + 2 fo.

Die einfachste Anderung, die uns eine nicht-lineare Differentialgleichung liefert, ist die
folgende:

Definition 3.2 Partielle Differentialgleichungen der Form

5 o) (3) wlo) = slew (3:2)

aeN"™
lo|<m

mit a, und f gegeben und u gesucht, nennt man semilinear.

Es ist das Recht des Buchhalters, wenn er sagt, dass linear ja auch semilinear sei. Eine
folgende Erweiterung ist:

27
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Definition 3.3 Partielle Differentialgleichungen der Form

Z (g (ZE, u, Vu,. .. melu) (5%) u(z) = f(z,u, Vu,... V™ ) (3.3)
aeN?
la)l=m

mit a, und f gegeben und u gesucht, nennt man quasilinear.

Die restlichen partiellen Differentialgleichungen nennt man wvéllig nichtlinear.

3.2 Klassische Losungen

Wenn man an Losungen einer Differentialgleichung denkt, dann denkt man an Funktio-
nen, die mit ihren Ableitungen punktweise die Gleichung erfiillen. Solche Losungen nennt
man klassisch. Es ist oft jedoch einfacher, statt punktweise, einen anderen Losungstyp zu
verwenden. Bevor wir solche nicht-klassischen Losungen definieren, beschreiben wir die
klassische Losung.

Definition 3.4 Se: () C R" ein Gebiet und betrachte die partielle Differentialgleichung
von Ordnung m:

f(x,u,Vu,...,V"u) =0 (3.4)
Eine Funktion u : Q — R heiffit eine klassische Ldsung von , wenn u € C™ () gilt
und die Gleichung in fiir alle x € Q erfillt ist.

Bemerkung 3.4.1 Wenn wir zusdtzlich auch eine Randbedingung festlegen wollen, dann
reicht C™ (Q) nicht. Eine klassische Losung vom Randwertproblem

Oz

CI:) o o ., _ :
8—ma—mu+a—m—u—f wn €,
u=0 auf 082,

braucht u 6_02 () N C°Q). Die Randbedingung kann man sogar angeben durch u €
C*(Q)NCYQ).

3.3 Nicht-klassische Losungen

3.3.1 Schwache Ableitungen

Fiir eine punktweise definierte Funktion ist die Definition einer partiellen Ableitung ein-
deutig. Gelegentlich wird man aber eine Definition brauchen fiir die Ableitung einer Funk-
tion, die nur als Aquivalenzklasse festgelegt ist. Wir erinnern an die L?(€2)-Réume.

Definition 3.5 Seip € [1,00]. Dann ist LP(Q2) der Raum der Lebesque-messbaren Funk-
tionen f, fir die gilt: || f|| b < 00 mit

o Ualf@Pde)™  firpe(oo,
e esssup{|f (z)|;x € Q}  fir p = oc.

Bemerkung 3.5.1 Wenn man ,Lebesque-messbar® nicht kennt, dann lese man ,inte-
grierbar®.
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Bemerkung 3.5.2 Weil fir uy () =0 und

[ n fdr’xe{%;nel\ﬁ},
uz (¥) = { 0 sonst,

gilt, dass |lur — us| 1101y = 0, kann man in L' (0,1) beide Funktionen nicht unterscheiden.
Man sagt uy = uy im L' (0,1)-Sinn. Genaueres findet man in der Vorlesung Analysis 3.

Definition 3.6 Sei f eine Lebesque-messbare Funktion. Man sagt O, f existiert als schwa-
che Ableitung in L}, . (Q), wenn es g € L}, ,(Q) gibt mit

/Q (f (2) B (x) + g (x) 0 () dz = O fiir alle o € C(S).

Wenn f auf Q eine stetige klassische Ableitung nach z; hat, dann folgt aus einer
partiellen Integration, dass

/Q (f (2) Drnip (2) + 0u. f (2) i (2)) di = 0 fir alle o € C52(9).

Also sind stetige klassische Ableitungen auch immer schwache Ableitungen. Und wenn auf
eine offene Menge A C () sowohl die klassische Ableitung als stetige Funktion, als auch
die schwache Ableitung existieren, dann sind sie fast iiberall gleich auf A.

Beispiel 3.7 Die Funktion f (x) = |z| hat g (x) = sign (x) als schwache Ableitung. Man
definiert

1 firxz >0,
sign (z) = 0 firz=0,
-1 firz <O.

Sei support(p) C [a,b] mit 0 € (a,b). Dann gilt mit Hilfe der partiellen Integration, dass

(I ¢ () + sign (z) ¢ (x)) da

0 b

(—z¢’ (2) — ¢ (x)) do + i (z () + ¢ (2)) d

= [—zp (@)]) + [ve (2)]g = ag (a) + by (b) =0,

weil ¢ (a) = ¢ (b) = 0.

/
-/ (el (2) + sign () (&) do + / (el (2) + sign () (2)
/

Beispiel 3.8 Die Funktion g (x) = sign (z) hat keine schwache Ableitung auf R. Wenn h
eine solche schwache Ableitung wdre, dann miisste sie aufserhalb von O mit der klassischen
Ableitung tibereinstimmen in L*-Sinne und dies bedeutet h(x) = ¢’ (z) = 0 fast tiberall.
FEs folgt fiir ¢ mit support(y) C [a,b] und 0 € (a,b), dass

o:—/Rh(wu)dx:Asign<x>¢'<x>dx:—/aoso’<x>dx+/0b¢<x>d:c:2¢<o>7

und dies ist ein Widerspruch, wenn man ¢ (0) # 0 nimmt.
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Definition 3.9 Sei k € N und p € [1,00]. Man definiert den Soboley} Raum W ? (Q)
als die Menge (der Aquivalenzklassen) der Funktionen u :  — R derart, dass u und deren
schwache Ableitungen der Ordnung o mit |a] < k in LP(QY) liegen.

Bemerkung 3.9.1 (W’“’p (), ||-||Wk,p(9)> mit Norm

oy = | 3 [ '(83)()

o] <k

1/p
p

dx

st ein vollstandiger Banach-Raum.

Bemerkung 3.9.2 Wie kann man herausfinden, ob eine Funktion u in W*P (Q) liegt?
Wenn Q beschrinkt ist und fiir diese Funktion gilt, dass w € C*(Q), dann ist man fertig,
weil alle Ableitungen von Ordnung kleiner gleich k stetig sind, und dann auch messbar,
und sogar integrierbar, weil

1/p 1/p 1y
ol = ([ lerac) " < ([ 10) " ol mio) = VoL@ el

Wenn u € C*(Q\ Nullmengen), und Nullmengen in R™ sind zum Beispiel alles von Di-
mension n.— 1 oder niedriger, dann soll man schauen, dass die Ableitungen von Ordnung
kleiner gleich k noch integrierbar sind als Funktion in LP ().

Beispiel 3.10 Betrachte die Funktion f : By (0) C R* — R definiert durch f (z) = |z|™".
In welchen Sobolev-Réumen W#P (B; (0)) liegt diese Funktion?

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar auf R™ \ {0} und nur bei 0 macht sie
,Probleme®. Fir diejenige, die Ana8 gehort haben: ,Weil ein Punkt eine Nullmenge ist,
sind f und auch alle ihre Ableitungen messbar auf By(0)“ Es bleibt zu kontrollieren, ob

die Integrale beschrinkt sind. Weil fir o, = fw R mit |w|=1 dw qult

1
[Lr”_p] < oo flirn>p,

1 1 p
/ |f (2)]P do = Un/ (—) " ldr = o, [log r]é =00 firn=np,
B1(0) r=0 \T 1

_1 n-p| _ i
[nfpr ]0 =00 firn <p,

folgt fiir f (x) = |z|”", dass
felr(Bi(0) «<=pelln).
Weil man zeigen kann, dass es ¢y, Cnx € RY gibt mit
Cne |2 S|V F ()] < gl T,
folgt fiir f (x) = \:U]_l auf dhnliche Art, dass
feWH (B (0) <= p € [1 ),

denn nur fir (14 k)p <n gilt

1 1 p
/ <m) r"ldr < 0.
r=0 \T

1Sergei Lwowitsch Sobolew, 1908-1989, war ein Russischer Mathematiker. Er arbeitete an Partiellen
Differentialgleichungen, Funktionalanalysis, Numerischer Mathematik und ... Uranisotopenanreicherung.
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Beispiel 3.11 Dass die Sache mit den schwachen Ableitungen nicht ganz trivial ist, zeigt
die Cantor-Funktion. Diese monoton wachsende stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] wird
iterativ definiert durch am Anfang fo(0) = 0 und fo (1) = 1 zu setzen, and anschlieflend
das dazwischenliegende Interval zu dritteln und auf dem mittleren Teilintervall die Funk-
tion den Durchschnittswert der Funktionswerte in beiden Intervallrandpunkten zu geben.
Dieses Dritteln und Mittelwert setzen, wird wiederholt. Also

( f1(0) =0 firx =0,
fo(0) =0 fir z =0, 3 furxe[% %},
fi(x) = 1 firze [t 2], uwnd fo(zx)=1Q fi(z)=13 firze [} 2], et
fo() =1 firxz=1, % furxe[g g},
L A () =1 firz =1,

Fiir jedes x € [0,1] findet man eine Folge x, — x derart, dass f, (x,) definiert ist, und
setzt f(x) =lim, o0 fn (). In Abbildung ﬁndet man ein Bild dieser Funktion.

0.8

0.6 -

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.1: Die monotone Cantorfunktion und eine geschickt gewéhlte Testfunktion.

Es gilt, dass ' (z) =0 auf (3, 3) (%, %) U (g, %) U.... Wenn wir die gesamte Ldnge
dieser Intervalle berechnen, finden wir

11 1S oo
(=—-+29 4— B — - —1
39T 3}2() 312

und dies bedeutet, dass f fast iberall differenzierbar ist auf [0, 1] mit klassischer Ableitung
gleich 0. Also f' =0 in L' (0,1). Um zu zeigen, dass trotzdem f keine schwache Ableitung
hat, nehmen wir eine besondere Testfunktion ¢ € C° (0,1), namlich
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Dann gilt
1 % %
| r@e@an= [T @i [M 4 @
9 9
2 8
=@+ lv@] =i -3=—3
wahrend

und dies ist ein Widerspruch.

3.3.2 Schwache und distributionelle Lésungen

Wie man bei gewohnlichen Differentialgleichungen schon gesehen hat, kommt man mit
klassischen Losungen nicht immer aus. Man erinnere sich an das Reibungsproblem bei
zum Beispiel einem bremsenden Fahrzeug. Man konnte da nur eine Losung definieren,
wenn man an einzelnen Stellen zulief3, dass da die Differentialgleichung nicht erfiillt ist.

Beispiel 3.12 Die Reibungskraft fiir zwei sich tibereinander bewegende feste Korper ist
anndherungsweise nur abhdingig vom Vorzeichen der relativen Geschwindigkeit:

—c fiirv >0,
F(v) = 0 firv=0,
¢ firv<DO.

Sei v die Geschwindigkeit des Fahrzeugs und m die Masse, so gilt fir die Beschleunigung

v

mv' = F (v).

Es gibt keine klassische Liosung. Wenn man jedoch die Integralform der Gleichung be-
trachtet:

MW@—WM=AF@®M&

dann findet man die folgende Losung, wenn v(0) > 0:

[ v(0) = £t firt €[0,t],
u(t) = { 0 fiirt >t :; ¢ tmw(0).

Fiir t =ty ist v nicht differenzierbar und deswegen ist v keine klassische Ldsunyg.

v(0)

tl t—

Abbildung 3.2: Skizze zu einer Geschwindigkeit t — v(t) aus Beispiel .
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Beispiel 3.13 Die Wellengleichung in einer Raumdimension ist die folgende:
g (2,1) — Pttge (z,1) = 0.
Fiir u(z,0) = sin (x) findet man zum Beispiel die Losungen

uy (z,t) = sin(x —ct),

up (x,t) = 3sin(z —ct)+ 3sin(z + ct).

Durch direktes Differenzieren sieht man, dass die Differentialgleichung erfillt ist. Sogar
fiir jede C*-Funktion ug : R — R bekommt man eine Lisung, die u (z,0) = ug (z) erfillt,
wie folgt

u(z,t) =wug(x—ct). (3.5)
Was passiert jedoch, wenn ug nicht zweimal differenzierbar ist? Die Funktion in
kann nun keine klassische Ldsung darstellen.

Bei gewthnlichen Differentialgleichungen hat man also gelegentlich den Losungsbegriff
erweitern miissen und das hat man gemacht, indem man einzelne Stellen herausgenommen
hat oder die Differentialgleichung ersetzte durch eine Integralgleichung. Bei partiellen
Differentialgleichungen ist die Sache etwas schwieriger, denn in welche Richtung soll man
integrieren? Wie soll man von einer partiellen Differentialgleichung hoherer Ordnung zu
einem System erster Ordnung kommen?

Auch hier gibt es kein Losungsmittel, das ,alle Flecken rausbringt* und wir miissen
uns einschranken auf bestimmte Typen von partiellen Differentialgleichungen. Fiir (se-
mi)lineare partielle Differentialgleichungen kann man, wenn die Koeffizienten a,, geniigend
glatt sind, den Losungsbegriff jedoch relativ leicht erweitern.

Definition 3.14 Man nennt u € C(Q) eine distributionelle Losung der Gleichung (5.9),
wenn

/Q > u@ (-2) (1 @) @) - flawe @) | =0 (36)

a€eN", |a|<m
fiir alle ¢ € C§°(Q).

Bemerke, dass diese Definition nur Sinn macht, wenn a, geniigend glatt ist, a, €

C™(€2). Wenn dies gilt, dann ist (—2) (aq (z) ¢ ()) und das Integral wohldefiniert.

Es ist iibrigens nicht notwendig, dass v € C(2). Es reicht, wenn mit dieser Funktion
das Integral definiert ist. Wenn jedoch u € C™ (Q) gilt, findet man mittels partieller
Integration die klassische Gleichung (3.2) im Integral zuriick.

Es gibt auch den Begriff schwache Losung. Dabei werden nicht alle partiellen Ablei-
tungen zur Testfunktion ¢ gebracht, sondern nur die Hélfte.

Definition 3.15 Man nennt u € C™(Q) eine schwache Lisung der Gleichung

> (@) (ter @) (2) u@) = flaw),

a,BENT |al,|B|<m

wenn

/Q > () @) aas @) (-2) ¢ @) = fzw)e @) | de =0 (37)

a,BeN”, |af,|B|<m

fiir alle ¢ € C§°(Q).
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Bemerkung 3.15.1 Die Spaltung zwischen den Ableitungen o« und 3 ist nicht eindeu-
tig. Fiir einzelne Probleme soll man genau definieren, was mit einer schwachen Lédsung
gemeint ist.

Um zu zeigen, dass klassische Losungen auch schwache oder distributionelle Lésungen
sind, brauchen wir eine Version des Hauptlemmas der Variationsrechnung:

Lemma 3.16 Sei u € C(§2). Wenn

/ u(z)p(x)de =0 fir alle p € C5°(R),
Q
dann gilt uw = 0.

Beweis. Wenn u # 0, dann gibt es 29 € Q mit u (xo) # 0. Nehmen wir an, dass u(zg) > 0,
dann folgt aus der Stetigkeit von w, dass es eine Umgebung B.(x) gibt derart, dass
u(x) > ¢ = gu(xo) > 0 fiir x € Be(x0). Nehmen wir ¢ € C§° (B:(z0)) mit ¢ > 0 in
B.(xg) und ¢ > ¢; > 0 in B, 9(x0), so folgt

/Q w(@)p(x)dz > 0,

ein Widerspruch. ]

Dass es eine solche Funktion ¢ in dem letzten Beweis gibt, moge das Beispiel

1
_ ) el=i’==2 fiir [jz|| <e
x) = ’ 3.8
#(2) { 0 fiir [|z]| > <, &8)
deutlich machen. Man kann zeigen, dass auf dem Kreisrand ||z|| = € diese Funktion nicht

nur stetig ist sondern auch, dass da alle Ableitungen existieren. Man verwende dazu, dass

lim p (t) e~" = 0 fiir jedes Polynom p.

t—o00

Abbildung 3.3: Skizze zu der Testfunktion ¢, aus |D mit € = 1.

Das folgende Ergebnis zeigt die Verbindung zwischen klassischen und schwachen Lo6-
sungen.

Proposition 3.17 Fiir semilineare Gleichungen gilt:

o Klassische Liosungen sind distributionelle Losungen.

o Wennue C™(Q) eine distributionelle Losung der Gleichung 1st, so 1st u eine
klassische Lésung.
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Bemerkung 3.17.1 Schwache Lésungen liegen zwischen distributionell und klassisch und
ein dahnliches Ergebnis gilt.

Beweis. Durch partielle Integration findet man, wenn der auswértige Normalenvektor v =
(v1,...,v,) auf 02 wohldefininiert ist und wenn die Ableitungen von f und g beziiglich
x; stetig sind, dass

JREE

Wenn g(x) = 0 oder f(x) =0 fiir x € 052, dann entféllt der mittlere Term und es folgt

/ £ () g()dr = / (2 7(@)) o)z (3.9)

So kann man (3.6), wenn u € C™(2) und ¢ € C§°(f2) angenommen worden ist, auch
schreiben als

e = [ flgte) vide, — [ (5@) st

/Q Y aa(@) (&) u(@) - fla,u) | ¢ (z)dz=0. (3.10)

a€eN", |a|<m

Im Fall, dass 0f) nicht geniigend glatt ist um / zu definieren, soll man bemerken, dass ¢
einen kompakten Triger K C €2 hat. Man kann zeigen dass es Q* gibt mit

K cQf, QfC Qund 090 € C™.

Im Integral kann man dann 2 durch 2* ersetzen und 6fters anwenden auf 2*.
Randintegrale auf 02* sind wohldefiniert. Weil der Tréager von ¢ innerhalb von Q* liegt,
sind die Randintegrale identisch 0.

Das bedeutet, dass wenn u eine klassische Losung ist, dquivalent ist zu (3.0).
Das bedeutet, dass u auch eine distributionelle Losung ist. Umgekehrt, wenn u € C™(Q2)
eine distributionelle Losung ist, dann gilt und man findet mit Hilfe des obigen Lem-
mas, dass die Differentialgleichung fiir jedes x € Q erfiillt ist. Das heifit, distributionelle
Losungen in C™(€2) sind klassisch. n

3.4 Kriterien von Hadamard

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung braucht n unabhéngige Bedingun-
gen um hochstens eine Losung zu haben. War es bei einem Anfangswertproblem einer
gewohnlichen Differentialgleichung noch relativ einfach Bedingungen anzugeben, wo es
genau eine Losung gibt, ndmlich die Bedingungen aus dem Satz von Picard-Lindelof,
war es bei Randwertproblemen schon schwieriger. Und bei Randwertproblemen war die
Existenz bei linearen wiederum einfacher als bei nicht-linearen.

Fiir partielle Differentialgleichungen wird es sehr vom Typ abhéngen, welche Art von
Anfangs- oder Randwerten genau eine Losung geben werden. Aber auch hier wird das
Ziel sein, Bedingungen zu suchen derart, dass die Differentialgleichung mit festgelegten
Anfangs- oder Randwerten die Kriterien von Hadamard?| erfiillt:

e Findeutigkeit: Das Problem hat héchstens eine Losung.

2Jacques Salomon Hadamard, 1865 — 1963, Franzosischer Mathematiker, hat seine Spuren hinterlassen
in vielen Teilgebieten der Mathematik.
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Abbildung 3.4: Jacques Hadamard

e Fuxistenz: Das Problem hat mindestens eine Losung.

e Robustheit: Wenn man das Problem ein wenig dndert, dndert sich die Losung auch
nur wenig.

Die dritte Eigenschaft wird auch als Stabilitdt oder stetige Abhdngigkeit der Fingangs-
daten benannt.

Wenn ein Problem diese drei Eigenschaften hat, nennt man es wohlgestellt. Manchmal
sagt man auch wohldefiniert.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 4

Modelle und erste Ergebnisse

Dieses Kapitel versucht eine Verbindung herzustellen zwischen physikalischen Voraus-
setzungen und mathematisch formulierten Problemstellungen. Solche Modellierungsvor-
giange sind eine Kunst an sich und bewegen sich auflerhalb der iiblichen Mathematik,
bei der man versucht, aus einigen Axiomen eine zweifelsfreie Theorie aufzubauen. Model-
lierung fingt an mit Beobachtungen, Experimenten und Vermutungen, wie der Zusam-
menhang zwischen Ursache und Ergebnis erkliart werden kann. Modellierung ist oft keine
angewandte sondern nur eine unreine Mathematik. Die Mathematik an sich kann auch
nicht erkléren, wieso ein solches Modell korrekt wére. Wenn jedoch das hergeleitete, ma-
thematisch formulierte Modell durch mathematische Schlussfolgerungen zu unerwarteten
Ergebnissen oder sogar zu einem Widerspruch fithren wiirde, miisste man sich ernsthaft
Sorgen machen iiber die Richtigkeit des Modells. Wenn die Ergebnisse iibereinstimmen
mit den Erwartungen, dann kann man nur hoffen, dass das Modell richtig ist.

Neben der Vorstellung einiger Modelle, werden auch ein paar einfache mathematische
Ergebnisse gebracht.

4.1 Transportgleichung

Man stelle sich vor, dass sich eine Fliissigkeit oder ein Gas unter dem Einfluss einer
Stromung bewegt. Diese Stromung ist gegeben durch ein Vektorfeld, das die lokale Ge-
schwindigkeit @' (x,t) der Teilchen beschreibt. Die Variable 2 € R? oder R? beschreibt die
Stelle und t die Zeit. Man méchte wissen, wie die Dichte p = p (z,y,t) ist. Sei Q (¢) eine
beschrinkte Menge dieser Fliissigkeit. Wenn man einen Schritt At weiter in der Zeit ist,
hat diese Menge sich etwas deformiert zu 2 (¢ + At) unter Einfluss des Vektorfeldes. Siehe

Figur
WEeil die Masse erhalten bleibt, gilt

/ p(x,t—l—At)dx:/ p(z,t)d.
Q(t+At) Q(t)

Diese Identitdt benutzt man wie folgt fiir die Ableitung der Differentialgleichung:

():i(/ p(x,t—i—At)dm—/ p(a:,t)dx):
At Q(t+At) Q(t)

t+ At) — t 1
Q) At At \Jourannow  Jowauran

37
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Abbildung 4.1: Von
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t zu t+ At hat Q(t) sich bewegt nach

=
_l’_
e

Es gilt
p(x,t+ At) — p(z,t)

y
2110 o At

der = / Op (z,t) dx (4.1)
Q)
und fiir das Ein- und Ausstromen:

1
lim—(/ —/ )p(x,t+At)dx:/ p(z,t) U(x,t)-Udo,.
A0 At \ Jogramew  Jow\eeran a0(t)

Hier ist 0€2(¢) der Rand von € (¢) und © der auswirtige Normalenvektor. Wegen des
Integralsatzes von Gaufl (Theorem [2.18]) gilt

/ p(x,t) U(zx,t)-Vdo,. = / V-(p(z,t) U(x,t)) du. (4.2)
oQ(t)

Q(t)

Aus und folgt
/ <2p (,t) + V- (p(x,1) U(:C,t))) dx = 0. (4.3)

Weil diese letzte Gleichung fiir jedes Teilgebiet €(t) gilt, haben wir eine Differentialglei-
chung fiir die Erhaltung der Masse gefunden:

Gesetz (I) Sei p die Dichte und U die Stromungsgeschwindigkeit einer Flissigkeit oder
eines Gases. Dann gilt:

Op (z,t) +V - (p(x,t) U(x,t)) =0. (4.4)
Mit Gesetz ist hier ein physikalisches Geset] gemeint.

Bemerkung 4.0.1 Wenn @ gegeben ist, ist eine Differentialgleichung erster Ord-
nung fir die unbekannte Dichte p. Man nennt eine solche Differentialgleichung eine Trans-
portgleichung.

'Ein physikalisches Gesetz beruht auf Wahrnehmungen, Messungen und auch schon mal auf einer
mathematischen Herleitung einer physikalischen Wahrnehmung. Man sollte Gesetz jedoch nicht mit dem
mathematischen Begriff ,,Satz“ vergleichen.
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4.2 Wairmeleitungsgleichung

In vielen Fillen wird ¢ in (4.4) bestimmt durch die Dichte p. Wenn es sich um eine
Fliissigkeit in einem pordsen Medium handelt, gilt das folgende:

Gesetz (II) (Gesetz von Darcy) Sei p die Dichte, v die Stromungsgeschwindigkeit
und P der Druck einer Flissigkeit. Durch Messungen hat man den folgenden Zusam-
menhang gefunden:

p(z,t) U(x,t) =—cVP(z,t).

Die Konstante ¢ wird durch das pordse Material und die Flissigkeit bestimmd.

Wenn Druck und Dichte proportional sind, P = ¢;p, findet man mit (4.4]) und ¢s = ¢;¢,
dass
Op(x,t) = =V - (p(x,t) U(x,t)) = —cV - VP (x,t) = —c2Ap(x,t).

Ahnliches gilt fiir die Wérmeleitung.

Gesetz (ITII) (Wiarmeleitungsgesetz oder Gesetz von Fourier) Sei T die absolute
Temperatur und v die Stromungsgeschwindigkeit der Warme, dann gilt

T(x,t)v (x,t) = —cVT(2,1).
Die Konstante ¢ wird durch das Material bestimmdt.
Fiir die Energiedichte gilt iiblicherweise p = ¢;T. Auch hier folgt dann mit :
oT (x,t) = =V (T (z,t)V(x,t)) = cV - VT (x,t) = cAT(x,t).
Bemerkung 4.0.2 Die Differentialgleichung
T (x,t) —c AT (z,t) =0

heifst die Warmeleitungsgleichung. Physikalisch gesehen ist ¢ die Wérmekapazitit. Durch
Zeitskalierung, das heifit t durch t = ct ersetzen, kann man c = 1 setzen.

Sorgt zusétzlich eine Warmequelle f (z,¢) im Innern fiir eine extra Zufuhr, dann be-
kommt man die inhomogene Wirmeleitungsgleichung

OT (z,t) — k AT (z,t) = f (z,1). (4.5)

Wenn wir die Warmeverteilung in einem isolierten Korper () betrachten, dann soll
keine Warme herein- oder hinausstrémen. Das bedeutet, dass am Rande gilt

VT (z,t)- v =0 fiir x € 9Q und ¢ > 0. (4.6)

e Die Randwertbedingung in (4.6) ist nach Neumann benannt worden. Man kann sie
auch schreiben als

aﬁT(;z:,t):OﬁirxeaQ und £ > 0.
v

e Wenn man die Temperatur 77 am Rande vorschreibt, heiit das eine Dirichlet Rand-

wertbedingung:
T (xz,t) =T fir z € 90Q und t > 0.
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Das Rand-Anfangswertproblem fiir die Temperaturverteilung eines isolierten Koérpers
ist so das folgende Problem:
ST (x,t) — k AT (z,t) =0 fiir (z,t) € Q@ x RY,
2T (z,t)=0 fiir (z,t) € 00 x RT, (4.7)
T (z,0) = Ty(z) fir x € Q.
Die Warmeleitungsgleichung ist verwandt mit der Gleichung fiir die Stromung durch
ein pordses Medium. Weil der Druck da als Funktion der Dichte schneller als linear zu-

nimmt, ndmlich zum Beispiel als P = cu™ mit m > 1, wird die dazugehorige Differential-
gleichung

%u (,t) — k A(u(z,t)™ = 0. (4.8)
Bemerkung 4.0.3 Man nennt ({.8) die Porése-Medien-Gleichung.

Fiir m # 1 ist diese Gleichung nicht-linear und das sorgt fiir erhebliche Schwierigkei-
ten. Diese Differentialgleichung werden wir in dieser Vorlesung dann auch nicht weiter
anschauen.

4.2.1 Einfache Ergebnisse fiir die Wirmeleitungsgleichung auf
beschrinkte Gebiete

Lemma 4.1 Sei T € C? (ﬁ X ]R(J{) eine Losung von , so gilt

AT@QM:AT@@M.

Bemerkung 4.1.1 Dies ist ein Erhaltungssatz. B%T (x,t) = 0 bedeutet, dass keine Wir-
me herausfliefit und die gesamte gespeicherte Wérme erhalten bleibt.

Beweis. Betrachtet man

so folgt

I't) = %/QT(x,t)dx: Q%T(x,t)dx:k AT (z,t) dx

= k VT(:c,t)J/dam—k/ 2T(J;,t) do, =0
o) a0 OV

und /(t) ist konstant. |

Statt zu isolieren, kann man auch das Problem betrachten, bei dem die Temperatur
am Rand festgehalten wird, sagen wir auf 77 = 0:

ST (x,t) — k AT (z,t) =0 fiir (z,t) € Q x RT,
T (z,t) =0 fir (z,t) € 002 x RY, (4.9)
T (z,0) = To(z) fir x € Q.

Lemma 4.2 Sei T € C? (ﬁ X Rar) eine Lésung von oder , so gilt

Aﬁu@mg/ﬁ@mm

Q
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Beweis. Betrachtet man

E(t):/T2 (z,t)dz,
Q
so folgt
/ 9 2 9
E'(t) = =T (x,t)de =2 | T (x,t) =T (x,t)de =2k | T (z,t) AT (z,t)dx
o Ot Q ot O
_ Zk:/ T(x,t)VT(q:,t)~udax—2k/VT(:c,t)-VT(x,t) da
o0 0
= —Qk/ VT (z,t))* da <O0.
Q

Man bemerke, dass
0
T (z,t) VT (x,t) - v do, = T (z,t) =T (x,t) do, =0
Gi9) o0 ov
gilt sowohl fiir (4.7)), als auch fiir (4.9). [

Korollar 4.3 FEs gibt hochstens eine Lisung T € C? (ﬁ X Rg) fiir das Anfangs/Randwert-
problem ([4.7). Dies trifft auch zu fiir Problem .

Beweis. Wenn (4.7) (oder auch (4.9)) zwei verschiedene Losungen 77 und 75 haben,
betrachte man 7" = T} — T,. Die Funktion 7" erfiillt das Anfangs/Randwertproblem mit
T =0 am Anfang und am Rand. Aus Lemma [4.2] folgt

O§/Tz(:c,t)d:vngQ(x,O)dx:O
Q Q

und dann auch 7' (z,t) = 0 fir (z,t) € Q@ x R. Das heiit 71 = T5. |

4.3 Die Laplace Gleichung

Die Differentialgleichung
—k Au(z) = f(z)

nennt man die stationdre Wdrmeleitungsgleichung oder Poisson Gleichung. Fiir einen
Potentialfluss hat man die Gleichung

Au = 0. (4.10)

Hier ist v das Potential und v = Vu die Geschwindigkeit. Diese Gleichung beschreibt
eine Stromung, bei der die Dichte/Wéirme nicht zeitabhéngig ist.

Bemerkung 4.3.1 Die Differentialgleichung Au = 0 heif§t die Laplace Gleichung.
Eine Funktion u € C?*(Q), die Au =0 auf Q erfillt, nennt man harmonisch auf 2.
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4.3.1 Ein Ergebnis fiir harmonische Funktionen

Aus der Vorlesung Funktionentheorie soll man sich an einige schéne Ergebnisse fiir harmo-
nische Funktionen in 2 Dimensionen erinnern. Eine solche Eigenschaft von harmonischen
Funktionen lésst sich auch in hoheren Dimensionen zeigen:

Proposition 4.4 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen) Wenn u € C?(f2)
und Au =0 in Q, dann gilt fir jede Kugel B.(xo) = {z € R"; ||z|| < r} mit B,(xy) C Q,
dass

/ (u(z) —u(xp))do, = 0. (4.11)
9B (z0)

Bemerkung 4.4.1 Setzt man

W, :/ 1 do,, (4.12)
2B1(0)

dann ist w, der (Hyper)Flicheninhalt der Kugeloberfiiche einer Kugel mit Radius 1. Der
Flicheninhalt der Kugeloberfidche einer Kugel mit Radius r ist dann gleich v ‘w,. Die
Gleichung ldsst sich dann wie folgt schreiben:

/ u(x) do, = / u(xg) doy =u (aco)/ 1 do, =" twau (o),
OBr(x0) OBr(x0) OBy (x0)

und das heifst
1

u(x) doy =u(xg).
rlw, /83T(x0)

Anders gesagt, u (xg) nimmt den Durchschnittswert auf dem Kugelrand 0B, (xq) an.

Bemerkung 4.4.2 Die Gleichung in kann man auch wie folgt formulieren:

=3
u(z) = u(y) doy,. 4.13
= (113)
Wenn qilt fiir alle r < R, so gilt auch
n
u(xr) = u (y) dy 4.14
W)= [, v (4.14)

fiir alle r < R und umgekehrt. Von 2 kommt man durch foﬁ r"tu(x)dr
mit u aus zu integrieren. Die umgekehrte Richtung folgt aus O, (r"u(x)) mit u aus

7.17).

Beweis. Wir werden den Satz beweisen fiir xqg = 0. Fiir n > 3 und x # 0 gilt folgendes

Al =7 Vlaf " = 2= )V - = 2 =) (T —n ) =0

|x|n -n |x|n+2

So finden wir mit partieller Integration einerseits

/ \% (|x|2_" —r*") - Vu(z) do =
Br(0)\B:(0)

0 _ _
:/ a_(’l,|2 n_r2—n) U(ZE) dO’x_/ A(|I|2 n_r2—n) U(ZE) dr
8(Br(0)\B:(0)) YV Br(0)\B:(0)

=(2—n) (rl_”/ u(x) do, — 51_"/ u () dUJ;) ,
2B,(0) 9B:(0)
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und andererseits

/ V(2" — 2 - Va(
Br<o>\Bs<o>
:/ (2™ = =) ) doy — / () Au) s
OB+ (0)\B-(0) 3
= / 0 2u( dO’z - 8 / dam
dB,-(0) ov 685(0)

Zusammen folgt

2—n
7’1"/ u(x) do, —61"/ u(x) do, = 8—/ L Vu (x) do,. (4.15)
9B,(0) 9B.(0) 2—n Jop.(0) |7

Wir betrachten die einzelnen Terme aus (4.15)).
Well z - Vu (x) beschrénkt ist, sagen wir der Betrag ist kleiner ¢;, so findet man

/ z. Vu(x) dog| < crwne™ .
dB.(0) ||
Also gilt
gt T .
lim — - Vu(z) do, =limO (¢) =
el0 2—mn 9B, (0) |.I’| el0

Auch gilt, weil u € C*(B, (0)), dass

/‘ (u () — u(0) do,
0B:(0)

g/ﬁ u(2) = u (0)] do,
0B:(0)
< 02/ lz| doy < cpe et wy,

0Bc(0)

und es folgt, dass

lim 51”/ u(z) do, =lim (61"/ u (0) do, +O (8)) = w, u(0).
l0 8B.(0) 0 dB.(0)

Mit (4.15]) findet man nun fiir € | 0, dass

rl_”/ u(z) doy = w, u(0),
9B,(0)

und somit das gewiinschte Ergebnis fiir n > 2. Fiir n = 2 ist das Ergebnis in der Vorlesung
Funktionentheorie bewiesen. Man kann auch den obigen Beweis wiederholen mit |z|>™"
ersetzt durch In |z|. u

Aus Proposition folgt, dass, wenn man auf dem Rand 0B, (z¢) eine harmonische
Funktion u vergrofiert, beziehungsweise verkleinert, auch wu (zg) grofler, beziehungsweise,
kleiner wird. Man findet sogar das folgende starke Ergebnis.

Korollar 4.5 Wenn u € C*(Q) harmonisch ist auf Q und ein Extremum innerhalb von
Q hat, so ist u eine Konstante.
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Beweis. Nehmen wir an, u hat ein Maximum in zy € €2. Weil 2 offen ist, gibt es ry > 0
mit B,,(z) C Q und fiir jedes r € (0,rp) gilt

1 1
— / u(x)do, < 7/ u(zo)do, = u(xg) .
T " Wn JoB,(x0) " Wn J OB, (z0)

Diese Ungleichung ist streng und gibt einen Widerspruch, wenn w nicht identisch u ()
ist auf 0B,(xp). Es folgt also, dass u konstant ist auf B,, (x¢). Man wiederholt diese
Argumente fir jedes zy € B, (z9), 2 € B, (21) usw.. Die Annahme, dass 2 offen und
zusammenhéngend ist, erlaubt es uns ganz (2 mit Kugeln zu iiberdecken. Auf jede Kugel
in  ist u konstant, also ist u auch konstant auf €. [

u (zg) =

Korollar 4.6 Sei Q) C R™ ein Gebiet. Seien f: Q — R und u, : 9Q — R gegeben. Dann
hat das Randwertproblem

{ —Au=f nQQ, (4.16)

u=u, auf o,
fiir uw € C? (Q) N C(Q) hdchstens eine Lisung.

Beweis. Wenn zwei solche Losungen hat, sagen wir u; und wy, dann erfiillt u =
u; — ug das Randwertproblem in (4.16)) mit f = 0 und w, = 0. Wenn uy # uq, dann hat u
ein Extremum in 2 ungleich 0. Korollar [4.5] sagt dann, dass u konstant ist. Weil u = 0 auf
dem Rand und weil u stetig ist auf €2, folgt u = 0 auf . Dies widerspricht der Annahme,
dass u; und wuy verschieden sind. [ |

4.4 Die schwingende Saite

Nehmen wir zur Modellierung an, dass diese Saite aus einer Reihe kleiner Massen besteht,
die elastisch verbunden sind. Wir nehmen an, dass die Spannung S in der Saite konstant
ist. Sei u (z,t) die vertikale Auslenkung an der Stelle x zur Zeit ¢. Betrachten wir den Teil
zwischen x; — %Aw und x1 + %A:L‘, dann wirken die folgenden Kréfte auf diesen Teil:

Fiinks = — 2 ! 1 )
\/12+uz(:p17%Ax,t) Uy (171 - §Ax7 t)

Frochts = g :
rechts — \/124_“1(%14_%&%02 Uy (371 + %Al’, t) .

Abbildung 4.2: Krifte bei einer schwingenden Saite.

Wir betrachten nur die vertikalen Kréafte. Addiert man diese beiden Komponenten, so
findet man

Uy (ZEl + %A$, t) B Uy (931 - %Am,t)
\/1—|—ux ($1—|—%A$,t)2 \/1—|—ux (xl—%Ax,t)z

(4.17)

(ﬁrechts + ﬁinks>2 =9
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Entwickelt man mit Taylor nach Az, so folgt mit fiir die gesamte vertikale Komponente

in (4.17)), dass

Uz (3:17 t)

F_:rechts + Fiinks =95 Ax+ O ((Al’)Q) . (418)
( )2 (1 + u, (I17t)2)3/2
Aus dem zweiten Gesetz von Newtor[],

F =0, (mv) (4.19)

mit v die vertikale Geschwindigkeit und m die Masse, folgt fiir den Teil der Saite zwischen
T — %Ax und z; + %AJ; mit Dichte p, dass

xﬁ—%Az
mu = / 1+ Uy (z,6)p O () de. (4.20)

1—%A$

Also folgt fiir F' = (ﬁrechts + F’lm@) dann aus (4.1844.20)):
2

$1+%Aw 2 Uz (mlat) 2
O / A/ 1+ ug (2,t)°p O (x,t) da :SAx( 3/2—|—(’)((Azp)).

1—302 1+ u, (xl,t)z)

Dividiert man durch Az und nimmt den Grenzwert fiir Ax | 0, dann folgt

) <\/1 +uy (21, 8)%p O (:cl,t)) _ g e (T1D) et (4.21)

(1 + Uy (331, t)2)

Angenommen, dass |u, (z1,t)] < 1 und dass |u. (x1,t)| beschrankt ist, approximiert

man in (4.21]) durch

Uy (1,1) Uy (21, 1)

14 uy (21,6)° = 1 und 9/ 1 + uy (21,1)° = ~ 0.
1+ Uy (.171, t)z
Setzt man ¢? = S/p, dann wird (4.21)) approximiert durch
U (7,1) — gy (2,1) = 0. (4.22)

Bemerkung 4.6.1 Die Differentialgleichung in heifst die eindimensionale Wellen-
gleichung.

4.5 Die Wellengleichung

Wenn man eine kompressible Fliissigkeit oder Gas betrachtet, hat man erstens den Er-

haltssatz aus :
Oup (2.0) + V- (p (a,1) T (1)) = 0. (4.23)

2LEX II. MUTATIONEM MOTUS PROPORTIONALEM ESSE VI MOTRICI IMPRESSAE, ET FIERI SECUNDUM
LINEAM RECTAM QUA VIS ILLA IMPRIMITUR.

Gesetz II. Die Anderung einer Bewegungsgrofie ist der eingepriigten Bewegungskraft proportional und
sie folgt der Geraden, entlang welcher diese Kraft eingepriagt wird.
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Wir betrachten nun den Fall, bei dem der Druck p proportional zur Dichte p ist:

p(x,t)=cp(x,t) (4.24)

und verwenden wieder das zweite Gesetz von Newton: F' = % (mwv) mit der Kraft F' und
dem Impuls mwv. Die zugehorige Kriftegleichung fiir ein beliebiges Gebiet U C :

0
oImpulsénderung von U“ = — (mwv), ; ; = Fautv = ,,Gesamtdruck auf oU*,

ot
wird

8t/U,0(:)3,t)27(93,t) dx = —/aUp(x,t) vdo,. (4.25)

Mit wohldefiniertem auswiértigem Normalenvektor folgt aus dieser letzten Gleichung:

/ O (p(z,t)V(x,t))de = —/ Vp(z,t) dx.
U U
Weil U beliebig ist, gilt:
Kombiniert man (4.26)), (4.23]) und (4.24]), dann folgt
o . 1
Ap=—-V -0 (p0)=—0V-(p¥)=00p = Eafp.

Bemerkung 4.6.2 Die Differentialgleichung
Op (t,x) — cAp(t,z) =0 (4.27)

nennt man die Wellengleichung. Auch hier kann man durch Zeitskalierung ¢ = 1 setzen.

4.6 Die Membran

Ahnlich wie bei der Saite ist bei einer elastischen Membran die Kraft gleich der Spannung
multipliziert mit der Kriitmmung. Nur ist nicht so ganz klar, welche Kriimmung wir nehmen
miissen, denn Funktionen (x,y) +— u (x,y) kénnen sich in zwei Richtungen ,kriimmen”.
Ein etwas einfacherer Ansatz ist folgender. Statt das Kréftegleichgewicht darzustellen,
betrachten wir die Energie. Wir nehmen an, dass bei einer eingespannten Membran die
Energie proportional zum Flacheninhalt ist.

Abbildung 4.3: Ohne Krifte von aufien, hat eine eingespannte Membran oder Seifenblase die
Form mit dem kleinsten Flécheninhalt.
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Wenn wir die Membran parametrisieren durch
(z,y) € Q> (z,y,u(z,y) € A xR,

dann wird diese Energie als Funktional der Funktion u wie folgt:

Eelastisch (U) = / \/ 1 + ug% + U/%,d (LC, fl/) . (428>
Q

Lésst man auBlerdem Kréfte zu, die mit Dichte f (z,y) an der Stelle (z,y) vertikal eine
Kraft ausiiben, hat man zusétzlich einen Potentialterm durch Kraft mal Weg:

Epotentiel (U) = /g;f ud (I‘, y) .

Die totale Energie ist

Frogat (1) ;:/Q( a2 bk~ fu)d(ry)

Das Prinzip der kleinsten Wirkung, auch Hamiltonisches Pm’nzz’pﬂ genannt, wird ange-
wendet. Dieses Prinzip sagt, dass die Funktion, die das passende physikalische Verhalten
représentiert, dieses Funktional (Die Physiker wiirden sagen: diese Wirkung) minimiert.
Mathematisch heifit das, dass das Funktional grofler wird, wenn wir die Losung u storen
mit e¢:

Eiotal (4 + €¢) > Eiorar (u) fiir alle e € R und ¢ € C*(Q).

Wenn die Funktion € — Fio (u + £¢) differenzierbar ist, dann gilt

(QEM1 (u+ sqs)) = 0 fiir alle ¢ € C*(Q). (4.29)
e le=0

Fiir u, ¢ € C1(Q) ist (4.29) gleich

Vu-Vo¢
_yuve d(z,y) = 0.
/Q <\/1+u§+u§ ! ¢) (@9)
Wenn auBerdem gilt, dass u € C%(), dann kénnen wir fiir ¢ € C}(Q) partiell integrieren

(9} A/ ]_ Ux Uy ’ y ’

Weil dieses Integral gleich 0 ist fiir alle solche ¢, findet man

Vu
V. <—1 —— UZ) _ (4.30)

Auch hier vereinfacht man fiir u? + ui < 1 die Gleichung zu —Au = f.

3Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865)
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Beispiel 4.7 Fiir konstante f € [0,2], Q@ = By (0) und h > 0, so dass fv/1+ h? =2 gilt,
kann man zeigen, dass

w(z,y) = 1+h?—a?—y>—h

die Differentialgleichung lost. Fiir f > 2 kann man zeigen, dass es keine Ldisungen
gibt! Es gibt auch Membrane, die sich nicht durch (x,y,u(z,y)) parametrisieren lassen.
Zum Beispiel kann man zeigen, dass

(p,0) — (Rcosgpsin@,Rsingpsin@,RcosH—l— VR? — 1)

mit (p,0) € [0,2n] x [0,arcsin (1/R)] eine Oberfliche parametrisiert, die man auch als
Lésung zulassen sollte. Diese Losung ldsst sich nicht als Funktion von (x,y) schreiben.

Abbildung 4.4: Einige Losungen zu Beispiel [1.7/mit f gleich .4, .8, 1.2 und 1.4.

Abbildung 4.5: Einige Membrane, die sich nicht durch (x,y, u(z,y)) parametrisieren lassen; f ist
gleich 1.4, 1.2, .8 und .6. Wie man erwarten sollte: Kugeloberflichen.

Die Skizzen in Abbildung lassen sich nicht durch (z,y,u (z,y)) parametrisieren.
Stattdessen kann man (r (¢, 0) cos psinf,r (p,0) sin psin @, r (¢, §) cos ) versuchen. Man
kann das Funktional nach r, ¢ und # umschreiben und kann sogar zeigen, dass die Bilder in
Abbildung Losungen einer Differentialgleichung wie in erfiillen. Diese Losungen
sind jedoch keine Minima. Sie sind zwar stationdre Punkte fiir dieses Funktional, sind
jedoch kein Minimum, sondern ein Sattelpunkt.

Seifenblasen versuchen ihren Flacheninhalt zu minimieren und haben darum die in
(4.28) genannte Energie. Sie haben aber nicht die oben genannte potentielle Energie. Sie
minimieren (4.28) unter der Nebenbedingung, dass ihr Volumen konstant ist.
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4.7 Der schwingende Balken

Die Energie einer aufgespannten Saite zwischen (0,0) und (¢,0) ist proportional zu der
Zunahme der Lange durch die Auslenkung:

£ 14
Eelastisch,S (u) = 3/ (\/ 1+ U/% - 1) dr =~ / %S U,i dx.
0 0

Wenn man statt einer Saite einen Balken betrachtet, der an beiden Enden in die verti-
kale Richtung zuriickgehalten wird, wird die elastische Energie durch das Quadrat der
Kriimmung verursacht:

14 u2 14
1 TT ~ 1 2
Eelastisch, B (0) = 50/ — o dr~ / 50 Uy, dr
o (1+u2) 0

fiir kleine Auslenkungen. Hat man zusétzlich eine Kraft, welche die Saite oder den Balken
lokal seitwérts biegt, findet man

l
Etotal,S (u) = / (%S ui - f U) dill',
0

¢
Etotal,B (U) — / (%0' Uim - f u) dzx.
0

Testen mit ¢ unter Anwendung des Hamiltonischen Prinzips und durch partielle Integra-
tion folgt

fir S: —sug, = f,

fir B: oUgper = f.

Bemerkung 4.7.1 Wenn wir das zeitabhdingige Problem betrachten und die Kraftdichte
durch die vertikale Beschleunigung verursacht wird, finden wir die linearisierte Gleichung
eines schwingenden Balkens:

U (2, 1) — OUggz(x, 1) = 0. (4.31)
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 5

Erster Ordnung:
Transportgleichungen

5.1 Lineare und semilineare Transportgleichungen

5.1.1 Picard-Lindelof

Transportgleichungen kann man zuriickfithren auf Systeme gewohnlicher Differential-
gleichungen. Wir wiederholen eines der wichtigsten Ergebnisse fiir das Anfangswertpro-

blem:
P (#) = f (b () firt €R,
{ (0) = 7o € R, (5-1)

Hier ist zp € R” und f : R x R® — R" gegeben und man sucht ein Interval I C R, mit
0 € I, und eine Funktion x € C* (I;R"). Fiir f nimmt man an, sie erfiillt die Lipschitz-
Bedingung;:

Definition 5.1 Die Funktion f : R x R" — R" erfillt die Lipschitz-Bedingung, wenn
1. (t,x) — f(t,x) stetig ist, und

2. es L € RT gibt derart, dass |f (t,x) — f(t,y)] < L|x—y| fir alle t € R und
z,y € R"

Eine einfache Version des Hauptsatzes zu gewthnlichen Differentialgleichungen ist wie
folgt:

Theorem 5.2 (Picard-Lindel6f) Wenn f : R x R" — R™ die Lipschitz-Bedingung
erfillt, dann

1. hat das Anfangswertproblem eine Losung t — z (t) € C* (R;R™), und
2. wenn x () und y () Losungen der Differentialgleichung in sind, dann gilt

|z (t) —y (t)] < |z (0) — y (0)] fiir alle t € R. (5.2)
Bemerkung 5.2.1 Die Ungleichung in liefert die Findeutigkeit bei dem Anfqngs—
wertproblem und auch, dass kleine Storungen beim Anfangswert auch nur kleine Ande-

rungen, jedenfalls in beschrinkter Zeit, in den Lésungen verursachen. Hadamard wiirde
sich freuen.

ol
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Bemerkung 5.2.2 Bei vielen Funktionen ist die zweite Bedingung in Definition[5.1) nicht
global erfiillt, sondern nur lokal: Fiir K C R x R"™ mit g € K° qibt es Lx € RT derart,
dass

[f () = f (ty)l < L v —y| fir alle (t,2),(t,y) € K.

Es gibt dann eine angepasste Version von Theorem die besagt, dass die Ergebnisse
nur gelten, bis der Rand OK durch (t,z (t)) erreicht wird.

Wenn die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, heifit die gewohnliche Differentialgleichung
autonom. Sie hat dann also die Form

Wenn t — z (t) : I — R™ eine Losung von (5.1)) ist, dann nennt man {z (t);t € I} C
R™ manchmal die Losungskurve.

Korollar 5.3 Bei autonomen Differentialgleichungen mit f Lipschitz schneiden unter-
schiedliche Ldsungskurven sich micht.

Beweis. Wenn z, (-) und z;, (-) beide die Differentialgleichung in (5.1 erfiillen und sich
schneiden, dann gibt es t,,t, € R mit

Tq (ta) = Tp (tb) = 29.

Weil t — y, (t + t) und t — z, (t + t,) das gleiche Anfangswertproblem 16st, ndmlich

o (t) = f(z(t) fur t € R,
{ z(0) =z € R™, ) (5-3)

folgt xp (t +ty) = x4 (t +t,) fiir alle t € R. Losungskurven sind dann entweder identisch
oder sie schneiden sich nicht. ]

5.1.2 Transportgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Eine sehr einfache Differentialgleichung aus dieser Klasse ist
- Vu(z) = f(x) fir x € R™. (5.4)

Hier sind 7 € R™\ {0} und f : R®™ — R gegeben und u ist gesucht. Wir betrachten eine
Kurve

Dann gilt
gu(z () =0 Vu(z(t))

und wenn wir uns auf eine solche Kurve beschrénken, kann man (5.4)) leicht l6sen. Fiir

U(t) :=wu(z(t)) und F(t) := f (z(t)) wird die Differentialgleichung

Also hat man
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Zuriickgefiihrt auf (5.4) folgt

u(:v0+t17):u(xo)+/0f(xo+sz7)ds (5.5)

und diese Funktion erfiillt die Differentialgleichung auf der Geraden durch z( in der Rich-
tung v. Kennt man u (z) auf einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, die mit
jeder Geraden {z( +t U;t € R} hochstens einen Punkt gemeinsam hat, dann hat man
eine Losung der Differentialgleichung auf Q = {xq +t ¥; 290 € M und t € R}.

Etwas haben wir nicht beachtet. Wenn x € M +— u(x)|y; nicht differenzierbar ist, kann
man auch nicht erwarten, dass Vu fiir u in definiert ist. Im schwachen Sinne ist es
trotzdem eine Losung.

Abbildung 5.1: Die Werte, vorgeschrieben auf der griinen Kurve, geben eine Losung auf dem
hellgriinen Gebiet. Man kann w nicht beliebig vorschreiben auf der Fortsetzung (die rote Kurve).

Beispiel 5.4 Wir suchen eine Lisung von

{ Ug (l’,y) +uy (.I,y) - 17
u(z,0) = 22

Die Differentialgleichung kann man schreiben als

(})-vu(az,y):L

Schritt 1. Wir suchen die charakteristischen Kurven durch {(zo,0);x¢ € R} und die sind
z(t) \ _ [ xo 1
(i )= () (1)
Schritt 2. Wir setzen U (t) = u (z(t), y(t)) und finden die gewéhnliche Differentialgleichung

0(0) = 0 (w000 = ( 1 ) - Tt ) = 1

mit der Anfangsbedingung U(0) = u ((0),y(0)) = u (zg,0) = 2. Es folgt

U(t) =U(0) +t =z + 1.
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Schritt 3. Transformieren zu den alten Koordinaten verwendet
u ((), Y1) = U(t) = 22 + 1
z(t) = xo+t und y(t) =
Es folgt u (zo + t,t) = z2 +t und man findet eine Lisung auf ganz R? fiir u, nimlich

u(z,y) = (z—y)° +y.

5.1.3 Allgemeine (semi)lineare Transportgleichungen
Die Differentialgleichung, die gemeint ist, ist die folgende:

U(z)-Vu(z) = f(z,u(x)) fir z € R". (5.6)
Hier ist ¥ und f gegeben und wir nehmen an, dass 7 € C! (R"; R") und f € C! (R x R; R).
Zusétzlich soll eine Randwertbedingung erfiillt sein:

u(x) = up(x) fiir x € M (5.7)

mit M eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Das Problem (/5.6)-(5.7)) 16st man in zwei Schritten.

e Man lose erstens z’ (t) = ¢/ (x (t)). Wenn = — v (x) die Lipschitzbedingung erfiillt,
gibt es fiir jedes xg € M genau eine Losung des Anfangswertproblems

{ o' (t) =7 (x (1)), (5.8)

Dies folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof. Die Losung t — x (t;x0) ist stetig
differenzierbar.

Die Losungen von ((5.8) nennt man die charakteristischen Kurven fiir (5.6)). Aus der
Eindeutigkeit und der Tatsache, dass 2’ (t) = ¢/ (x (t)) autonom ist, folgt:

Lemma 5.5 Seiv € C' (R™;R™). Wenn sich zwei charakteristische Kurvent — x,(t) und
t > xy(t) zu der (semi)linearen Transportgleichung (5.6) schneiden, sind sie identisch”
es gibt T € R mit x, (t) = xp(t +T) fiir alle t € R.

e Seit — x(t;x0) eine Losung von (5.8) und schreibe U (t) = u (z (¢; x¢)). Definiere
F(t,u) = f (z (t;x9) ,u). Wenn u (j5.6) erfiillt, dann gilt

U' (t) =2’ (t;w0) - Vu (x (t;20)) = ¥ (x (t;20)) - Vuu (2 (£ 20)) =
= f(z (o), ulz(t;20)) = F (U ().

Wenn (z,u) — f(x,u) die Lipschitz-Bedingung erfiillt, erfillt (¢,u) — F(t,u) die
Lipschitz-Bedingung. Auch hier kann man den Satz von Picard-Lindel6f anwenden,
um genau eine Losung zu finden zu

()= F(LU (1))
{ U (0) = uo (z0) (5.9)

Schreibe fiir diese Losung t — U (; x).
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Fiir die Funktion wu, die (5.6))-(5.7]) 16sen soll, findet man
u(x (t;@0)) = U (t; o) -

Es ist noch nicht klar, ob w so tatséchlich wohldefiniert ist in einer Umgebung von M. Die
Funktion kénnte mehrfach oder sogar iiberhaupt nicht definiert sein. Wir brauchen dafiir
die folgende Bedingung.

Bedingung 5.6 Sei M eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ und sei v €
C! (R™;R"™) ein Vektorfeld. Wir schreiben U (z) fiir einen Normalenvektor an M inx € M.
Man sagt die Transversalitdatsbedingung ist erfillt, wenn

U(x)-U(x)#0 fir alle x € M. (5.10)

Proposition 5.7 Sei M cine (n — 1)-dimensionale C?*-Mannigfaltigkeit in R™ und sei
7 € CH(R"™) derart, dass die Transversalititsbedingung erfillt ist. Sei auflerdem
feCH(R" xR) und ug € C' (M). Dann gibt es lokal genau eine Lisung x — u (x) von

v(z) - Vu(z) = f(z,u(2)),
{ u((l’) = us (z) fiir x € M. (5.11)

Bemerkung 5.7.1 Die Léisungen lassen sich sogar definieren auf dem ganzen Gebiet,
welches von diesen charakteristischen Kurven tberdeckt wird. Bei diesen Kurven kann
mehreres passieren: sie hauen ab nach oo; sie hdufen sich in einem Punkt; sie kommen
zuriick zu der Mannigfaltigkeit und auch Kombinationen sind maglich. Genaueres erfahren
Sie in einer Vorlesung Dynamische Systeme.

Beweis. Weil M eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ ist, gibt es in der
Néhe von xj; ein lokales Koordinatensystem fiir M

U:B (0)cR*™ - M cCR"
Durch die Bedingung in (5.10)) gibt
Wiy Y1) = W (YY) H (W (Y1, Y1)

ein lokales Koordinatensystem fiir R in der Nédhe von xj,;. Nun betrachten wir

(ylv"'uynfbt) = x(t7‘11(y177yn71)) (512)
Weil
vyx(t;qj(yla"wynfl))ko """ 0,0) = Vy\II (yl,...,yn,1>|(0 ..... 0
0
&x(t;qj(yl""’yn_l))ko ..... 0,0) = U(‘Tm)v

und diese Ableitungen stetig sind, ist auch (5.12)) lokal ein wohldefiniertes Koordinaten-
system. Anders gesagt, die Funktion u mit

u(z (W (y) = Ut (y)

ist wohldefiniert. Wegen Lemma [5.5] und der Transversalitidtsbedingung ist u sogar ein-
deutig definiert auf Q = {z (t; ¥ (y));t € [0,Ty(,)) und y € M }. Hier ist Ty, € (0, oc]
entweder definiert durch das maximale Existenzinterval oder durch die Bedingung
z (Tw(y): ¥ (y)) € M.

Die Konstruktion zeigt uns, dass die Differentialgleichung erfiillt ist und weil jeder
Punkt in einer kleinen Umgebung eindeutig iiber eine charakteristische Kurve zuriickzu-
fithren ist auf ein Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung, ist diese
klassische Losung lokal eindeutig. [ ]
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Beispiel 5.8 Finde die Losung von

{ ue (2, ) +y uy (2,y) = u(r,y),
u(z,1)=x+1.

Die Differentialgleichung kann man schreiben als
1
( y ) Vu(z,y) =u(z,y).

Die Transversalititsbedingung ist erfillt, weil

mﬁnz<}>

nicht in der Tangentialrichtung von I' = {(x,1) ;2 € R} liegt.
Schritt 1: Wir suchen erst die charakteristischen Kurven, die durch {(zo,1);zo € R}

gehen:
(v )= (ot ) me (ot )= ()

Die Losungen sind

Schritt 2: Wir suchen die Losungen U (-) = U (+;z0) von

{ U'(t)=U(t),

U (0) =Xy + 1,
und finden
U (t;z0) = (xo + 1) €.
u(x.y)

X

-5

Abbildung 5.2: Skizzen zu Beispiel Links oben die charakteristischen Kurven und rechts
die Losung oberhalb der charakteristischen Kurven. In rot ist die Bedingung u(x,1) = = + 1
dargestellt.
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Schritt 3: Wir missen noch zuriickrechnen zu (x,y)-Koordinaten. Es gilt
t=In(y) undzo=x—t=x—In(y)
und man findet fir (z,y) € R x R*:
u(z,y) =U(tz0) =U(n(y);z—In(y)) = (x—In(y) +1)y.

Fiiry <0 ist die Losung nicht bestimmt.

5.2 Quasilineare Transportgleichungen

Gemeint sind Differentialgleichungen der Form

U(z,u) - Vu(x) = f(x,u(z)).

Wenn versucht wird, hier diese Methode mit den charakteristischen Kurven anzuwenden,
bemerkt man, dass diese Kurven abhéngig sind von der Losung u. Das bedeutet, dass
man das Finden dieser Kurven nicht mehr trennen kann von dem Losen entlang dieser
Kurven. Trotzdem gibt es die Moglichkeit beides gleichzeitig zu tun! Man betrachte das
folgende System von n + 1 Gleichungen

{l"(t)zﬁ(() U(t)),
= f(z(t),U()).

Hat man Anfangswertbedingungen u (z) = ug(x) fiir € M, eine (n — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit, bekommt man fiir jedes o € M das folgende Anfangswertproblem:

2'(t) = v (x(t), U (1)),
U (t) f( (1), U (1)),
z(0) = xo und U (0) = ug (20) .

Wenn ¢ und f differenzierbar sind, kann man den Satz von Picard-Lindel6f anwenden,
um eine eindeutige Losung zu finden bei jedem oy € M. Schreiben wir fiir die Losung

t— <3c (t; xo,up), U (t;xo,u0)>
Wenn u (x) wohldefiniert ist durch
u (@ (t; o, ug)) := U (¢; o, uo) ,
das heifit, wenn es genau ein (¢, x9) € R x M gibt mit x = x (¢; 2o, up), dann gilt
' (t; w0, up) - Vu (x (t; 20, u0)) = U’ (520, u0) = f (x (t; 20, u0) , U (¢; 20, u0)) ,
und fiir solche x = z (t; xg, ug) folgt
v(z) Vu(z) = f(z,u(z)).

Auch hier gilt ein dhnliches Ergebnis wie in Proposition [5.7}
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Proposition 5.9 Sei M cine (n — 1)-dimensionale C?-Mannigfaltigkeit in R™. Sei v €
CHR"LR™), fe CHR" X R) und ug € C (M). Wenn v und uy derart sind, dass

U(z,up (x)) -V (x) #0 fir alle x € M, (5.13)

dann gibt es lokal genau eine Losung x — u(x) von
u(x) =ug (x) firxe M. '

Beweis. Dieser ist dhnlich wie der fiir Proposition [5.7] [

Beispiel 5.10 Wir betrachten

u (CU)y) Uy (ZL‘, y) + uy (l‘a y) = Oa
{ u(z,0) = im — arctan z. (5.15)
Um dieses System mit dem obigen Ansatz zu losen, betrachtet man
o (t)=U(t) mitz(0)=s,
y(t) =1 mity(0) =0,
U'(t)=0  mit U(0) = 37 — arctan s.

Es folgt, wenn wir nach t integrieren und anschlieffend die Anfangswerte einsetzen, dass
U(t) = U(0) = im — arctans,
y(t) = yO)+t=t
x(t) = z(0)+ /0 U(r)dr =s+t (%7‘(‘ — arctan s) ,
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Abbildung 5.3: Skizzen zu Beispiel Links die teilweise sich iiberschneidenden charakteristi-
schen Kurven und rechts eine Skizze zu den Parametrisierungen (s,t) — (x(¢; s),y(t; s), U(t; s)).
In rot ist die Bedingung u(z,0) = %7‘(’ — arctanz dargestellt. Die Mannigfaltigkeit (s,t) —
(x(t;s),y(t;s), U(t;s)) lasst sich nur bedingt als Graph einer Funktion (z,y) — u (z,y) darstel-

len.

Wenn wir versuchen die Losung in x und y darzustellen, dann folgt t = y und s sollen

wir losen aus
v =s+y(ir—arctans). (5.17)

Das ist maglich, wenn y < 1, denn dann st die Funktion s — s — yarctans monoton.
Fiiry > 1 st diese Funktion nicht monoton und st dann nicht eindeutig losbar in

S.
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5.2.1 Stoflwellen

Bei quasilinearen Transportgleichungen gibt es also Probleme, weil charakteristische Kur-
ven abhéngen von der Losung selber. Das bedeutet, dass die Differentialgleichung fiir
die charakteristischen Kurven nicht autonom ist und die Losungen zu den verschiede-
nen Anfangswerten sich schneiden konnen. Bei einer autonomen Differentialgleichung mit
Lipschitz-Bedingung ist solches nicht moglich. In diesem Abschnitt werden wir erkléren,
wie man bei einem solchen Fall vorgeht. Wir werden uns beschréinken auf zwei Dimensio-
nen und sogar auf Anfangswertprobleme der Gestalt:

(e rio, <o firt>0mdr ek (515)

u(z,0) =ug(z) firzeR.

Kommen wir zuriick zu Beispiel [5.10] Die Differentialgleichung v u, + u, = 0 nennt
man die nicht-viskose Burgersgleichung'l Ublicherweise wird sie geschrieben als

u + 3 (u?) =0, (5.19)
wobei t die Zeit- und x die Raumvariable ist. Sie wird als ein einfaches Modell fiir eine
eindimensionale Strémung gesehen wie zum Beispiel fiir die Verkehrsdichte im Strafien-
verkehr. Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass sich dieses Modell an bestimmten
Stellen nicht mehr eindeutig fortsetzen ldsst. Man hat nun zwei Moglichkeiten: Entweder
verwirft man dieses Modell als nicht tauglich oder man erweitert den Losungsbegriff, das
heiflt, man lédsst allgemeinere Losungstypen zu.

Eine erste Moglichkeit, die man fiir in Betracht zieht, ist wenn man statt

die viskose Burgersgleichung betrachtet:
Uy + % (uQ)z = ElUgy, (5.20)

mit 0 < ¢ < 1. Diese Gleichung ist zweiter Ordnung und passt nicht in dieses Kapitel.

Eine zweite Moglichkeit wire zum Beispiel distributionelle Losungen zu betrachten.
Wir passen die Definition von distributioneller Losung an fiir beschrinkte Funktionen und
nehmen zusétzlich die Anfangswertbedingung mit hinein:

Definition 5.11 Wir nennen u € L™ (R X R+) ewne Integrallésung von , wenn

/ (u g, + F (u) @,) dedt + / up () @ (2,0) dx =0 fir alle p € CF° (Rx [0,00)).
R+ xR R (5.21)

Dieses Integral ist so gewahlt, dass die Integralgleichung fiir klassische Losungen erfiillt
ist. Denn fiir u € C' (Rx [0,00)) und ¢ € C° (Rx [0, 00)) gilt mit partieller Integration
nach ¢ beziehungsweise nach z, dass

/ u p, dedt = — / up (x) ¢ (x,0) doe — / u p dxdt,
R+ xR R R+ xR

/ F (u) ¢, dxdt = —/ F (u), pdzdt,
Rt xR

R+ xR

und ((5.18)) liefert (5.21)). Und umgekehrt, wenn u € C! (Rx [0, 00)) ist und ((5.21]) erfiillt,

dann folgt sowohl die Differentialgleichung im klassischen Sinne als auch die Anfangswert-
bedingung.

! Johannes Martinus Burgers (1895-1981), Technische Hogeschool Delft, 1940.
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Die Frage ist nun, ob diese Definition auch reicht, um eine Losung auszuwéhlen, die
fast iiberall eindeutig definiert ist. Oder, anders gesagt, welchen charakteristischen Kurven
sollen wir in dem mehrfach belegten Gebiet folgen? Eine verniinftige Losung scheint zu
sein, dass wir annehmen, dass es eine trennende Kurve gibt. An dieser trennenden Kurve
wird die Losung einen Sprung haben.

7 7 3 7 7 77
Abbildung 5.4: Welche Unstetigkeitskurve ist die richtige?

Nennen wir das Gebiet links von der Stofiwelle €2, und rechts €2,.. Die Trennkurve
nennen wir S und wir nehmen an, dass sie C! ist. Links und rechts haben wir klassische
Losungen uy, und u,.. Es folgt

O:/W/R(u o, + F (u) p,) dedt =
= (we o + F (ug) ) dedt + (uy @, + F (u,) @) ddt
Qp Q,

_/Scp (Ff;;e))-ﬁgda—i—/sgo (Ff;:’")>-ﬁrda

z/so <F(“5):5(“’”) ) - Tydor.

Weil dies fiir alle Testfunktionen ¢ gilt, folgt

(F(u«)—mu» ) o

Uy — Up

Wir kennen so die Richtung von S, denn senkrecht auf den Normalenvektor zeigt genau
die Richtung der Trennkurve. Eine Parametrisierung von S findet man, weil u, > u,., also

durch e . . .
- ue ((7))) — F (u, (F(7 -
o= (P L ) ma s
wenn Sy der Anfang der Unstetigkeitskurve ist. Statt (5.22) kann man auch wie folgt
parametrisieren

$/(7_) F(ue(3(1))) = F(ur (3(1))) . T (O)
— e (F(7))—ur (3(7)) —
( () ) ( R mit\ o) ) =00 (5:23)

und man findet die Kurve (z(t),¢) durch

ity = Pl ol0).8) = P (ur 0(0).1)
wg (z(t),t) — u, (z(t), 1) .

Die Geschwindigkeit der Unstetigkeit an der Stelle S = z (¢) ist vg = z’ (). Anders gesagt,
es gilt:
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Bedingung 5.12 (Die Rankine-Hugoniot-Bedingung) E|E|

(ug —u,) vs = (F(u) — F (u,)). (5.24)

¥ 7 /]

Abbildung 5.5: Die Unstetigkeitskurve, die die Rankine-Hugoniot-Bedingung erfiillt. Vergleichen
Sie mit Abbildung [5.3

Diese Bedingung soll wie folgt gelesen werden. Das Teilgebiet, in dem die Unstetigkeits-
kurve liegen sollte, also das Gebiet in dem mehrere charakteristische Kurven aufeinander
treffen, wird sowohl durch charakteristische Kurven von rechts als auch durch charakteris-
tische Kurven von links beschrieben (und sogar auch noch durch charakteristische Kurven
dazwischen). Man definiert in diesem Teilgebiet u, durch die charakteristischen Kurven
von links und u, durch die charakteristischen Kurven von rechts. Auf dem Teilgebiet ist
nun sowohl u, als u, definiert und so auch die Bedingung in (}5.24]).

Beispiel 5.13 Wir kommen zuriick zu Beispiel [5.10, Welche Unstetigkeitskurve erfillt
die Rankine-Hugoniot-Bedingung? Fiir das Randwertproblem gilt F (u) = %uQ und
es folgt

1,2 1,2
Us_iug—iur_ugjtur
Uy — Uy 2

Wir konnen zeigen, dass die Unstetigkeitskurve durch (x (t),t) mit x (t) = $mt parame-
trisiert wird. Denn an der Stelle (%mf,t) mit t > 1 treffen sich die linke und die rechte
charakteristische Kurve fiir

M)
wobei p (t) die positive Losung von p = tarctan u sei. Es gilt, dass

Up + Uy
2

Die passenden Bilder stehen in Abbildung (5.8 Die Kurve {(x (t),t);t > 1} ist eine Stof-
welle.

z' (1) = = %w — % (arctan s, 4 arctan s,.) = %71

2Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887), Franzosischer Mathematiker und Artillerieoffizier.
3William John Macquorn Rankine (1820-1872), Schottischer Physiker, Bauingenieur und Dichter:

The Three Foot Rule

When I was bound apprentice and learnt to use my hands

Folk never talked of measures that came from foreign lands

Now I'm a British Workman, too old to go to school

So whether the chisel or file I hold, I'll stick to my three-foot rule.

Some talk of millimetres and some of kilograms
And some of decilitres to measure beer and drams
But I'm a British Workman, too old to go to school

So by pounds I'll eat, and by quarts I'll drink, and I’ll work by my three-foot rule.

A party of astronomers went measuring the Earth

And 40 million metres they took to be its girth

Five hundred million inches though, go through from pole to pole

So let’s stick to inches, feet and yards and the good old three-foot rule.

The great Egyptian pyramid’s a thousand yards about

And when the masons finished it they raised a joyful shout

The chap that planned that building, I'm bound he was no fool

And now ’tis proved beyond a doubt he used a three-foot rule.

Here’s health to every learned man that goes by common sense

And would not plague the workman by any vain pretence

But as for those philanthropists who’d send us back to school

Oh! bless their eyes, if ever they tries to put down the three-foot rule.

J. M. RANKINE
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5.2.2 Verdiinnungswellen

Losungen, wie sie in Definition definiert sind, erlauben es, Anfangswerte ug in L™ (R)
zu nehmen. Betrachten wir das Problem

{rm (e s ulen =0 525)

0 firz <0,
uo (z) = { 1 fiir z > 0. (5.26)

Die Losung mit Hilfe der charakteristischen Kurven findet man durch
2 () =U(t) mit z(0)=s,
T'(t)=1 mit T(0) =0,
Ut)=0 mit U(0) = ug (s),

ndmlich
U(t) = uo(s),
z(t) = s+tu(s),
T(t) = t.

Fiir s < 0 finden wir z(t) = s und so folgt u(z,t) = 0 fiir x < 0 und ¢ > 0. Fr s > 0 gilt
x(t) = s+ t, und es folgt u(z,t) =1 fir > ¢ > 0. Also

(2,1) = 0 firz<Oundt>0
ity = 1 firz>tundt>0

Diese Methode gibt uns aber keine Losung auf der Menge
{(z,t);t>0und x € [0,8)}.

Mathematisch gibt es viele Moglichkeiten, dieses Dreieck zu fiillen. Wir geben mal drei
an:

0 firz<tundt>0,

1 u( ’t)_{ 1 furz>tundt >0, (5.27)
/0 fﬁrx<%tundt20,

2) u(x,t)—{ 1 fﬁer%t und t > 0, (5.28)

0 firz<Oundt >0,
3) u(x,t)=4q x/t firz e (0,¢t) undt >0 (5.29)
1 firz>tundt>0.

Keine dieser drei Funktionen ist eine klassische Losung. Die erste hat ein Problem auf der
Geraden x = t; die zweite auf x = %t; die dritte sowohl auf x = 0 als auch auf x = t. Die
Funktionen in 2) und 3) sind beide Integrallosungen. Welche wiirde physikalisch passen?

In der Physik gibt es die sogenannte Entropie-Bedingung. Grob kann man diese Be-
dingung wie folgt beschreiben: Man meide Unstetigkeitskurven, wenn sie nicht notwendig
sind. Wenn die Geschwindigkeit 2/(¢) einer charakteristischen Kurve (z(t), ) rechts von ei-
ner Unstetigkeit grofler wére als die Geschwindigkeit einer charakteristischen Kurve links
von dieser Unstetigkeit, brduchte man keine Unstetigkeit, sondern hétte es durch eine
Funktion, wie in (5.29)), 1osen kénnen. Wenn fiir

die Funktion F' (u), eine Unstetigkeit in S hat, sagt man:
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%

-2 -1 1 2 3

Abbildung 5.6: Wie fiillt man das leere Dreieck?

W22 7, w222,

1 2 3 1 2 3 ‘ 1 2 3

Abbildung 5.7: Einige Moglichkeiten: die in der Mitte und rechts wiaren mathematisch vertretbar;
physikalisch sinnvoll ist wegen der Entropie-Bedingung nur die rechte Lésung.

Bedingung 5.14 Die Entropie-Bedingung ist erfillt fir eine Losung von , wenn
an einer Unstetigkeitsstelle S gilt

F'(ug) > F'(u,). (5.30)
Wenn S = {(o(t),t);t € (t1,t2)}, dann ist mit (5.30) gemeint, dass

F'(lim w(z,t)) > F'( lim u(x,t)) fir alle t € (¢1,t2).
(lim u(2,0)) > F'(m v (z,0) (1.2

Die Geschwindigkeit der charakteristischen Kurve an der Stelle (x, ) ist iibrigens F'(u (x, 1)),
denn wenn (z (7),t (7)) eine charakteristische Kurve ist, gilt

2 (r)\ _ ( Fu(z(r),t(1)))
(v )= ()
und es folgt ¢t = 7 und 2/(7) = F' (u (z (1), 7)).

Fiir eine streng konvexe Funktion F' ist F” eine streng wachsende Funktion und be-
deutet ug > u,. Man sieht nun auch sofort, dass diese Entropie-Bedingung fiir
einen Unterschied sorgt beziiglich der ,,Zeit“-Richtung. Bei charakteristischen Kurven war
es nicht wesentlich, in welche Richtung man entlanggeht; die Rankine-Hugoniot und die
Entropie-Bedingung sind richtungsabhéngig.

Definition 5.15 Die Funktion u ist eine physikalische relevante Losung von ,

1. wenn u konstant ist entlang charakteristischen Kurven mit Ausnahme von Unste-
tigkeitskurve(n) S, und
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2. wenn es eine Unstetigkeitskurve S gibt, ist da die Rankine-Hugoniot Bedingung und
die Entropie-Bedingung erfillt.

Bemerkung 5.15.1 Diese Bedingungen liefern das folgende:

o Wenn die anfinglichen charakteristischen Kurven ein Teilgebiet eindeutig beschrei-
ben, ist die Losung konstant entlang jeder dieser Kurven.

o Wenn ein Teilgebiet mehrfach durch charakteristische Kurven beschrieben wird, ist
dieses Teilgebiet derart aufgeteilt, dass bei der Grenzkurve die Rankine-Hugoniot-
Bedingung und die Entropie-Bedingung erfillt sind. Das heifit, die Grenzkurve wird
bestimmt von und man darf bei dieser Kurve nur eine Unstetigkeit in der
von festgelegten Richtung haben. Unstetigkeitskurven, die diese Bedingungen
erfiillen, nennt man Stofwellerf)

e Wenn ein Teilgebiet nicht durch die anfinglichen charakteristischen Kurven be-
schrieben wird, sind da neue charakteristische Kurven zu definieren. Die Entropie-
Bedingung erlaubt nur Unstetigkeiten in eine Richtung und verhindert so das Entste-
hen von Unstetigkeitskurven am unteren Rand dieses Teilgebiets. Das bedeutet, dass
man an der Stelle, wo dieses Gebiet sich auftut, nur eine stetige Verdimnungswelld]
als Losung zulassen kann.

Bemerkung 5.15.2 Man kann zeigen, dass die Rankine-Hugoniot-Bedingung und die
Entropie-Bedingung derartig sind, dass die Ldsungen von in Abhdngigkeit vom
Anfangswert robust sind. Die genaue Beschreibung in welchem Sinne geben wir hier nicht.

Die physikalische relevante Losung zu ((5.25))-(5.26]) hat eine Verdiinnungswelle. Diese
Losung ist die dritte Moglichkeit (5.29). Eine Skizze findet man in Abbildung[5.8

10
|
05 ||

00 . / . / . | . . | . \\‘
-2 0 2

Abbildung 5.8: Eine physikalisch relevante Losung zu 1’1}

5.3 Ubersicht

Wir gehen davon aus, dass die Transversalititsbedingung im Folgenden erfiillt ist. Ubri-
gens, wenn man hier Losen schreibt, bedeutet es, dass man den Satz von Picard-Lindelof
verwenden kann fiir das zugehorige Anfangswertproblem der gewohnlichen Differential-
gleichung. In konkreten Féllen kann man nur selten eine explizite Losung finden.

4Shock wave.
5Als Ubersetzung von rarefaction wave.
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Linear und semilinear mit konstanten Koeflizienten

{ - Vu(x) = f(z,u(x)),
u(m):uo(x) fir x € M.

1. Die charakteristischen Kurven sind ¢ — xg + tv.
2. Man lose U (t; xg) aus

{ U'(t) = f(zo+t0,U (1)),
U (0) = ug (x) fiir xzy € M.
3. Setze

u (o + t0) := U (t;20)

und transformiere nach Standardkoordinaten mittels x = xy + tv.

Linear und semilinear mit variablen Koeffizienten:

{ v (x)-Vu(z) = f(z,u(x)),
u(z) =ug (x) fir x € M.

1. Man lose die charakteristischen Kurven ¥ (¢; o) aus
T (t) =v(Z(1)),
f(O) = T fiir Tg € M.
2. Man lose U (t; zo) aus

{ U'(t) = f(Z(t),U (1),
U (0) = ug

(l’o) fir o € M.

3. Setze
u(Z(t)) = U (t; x0)
und transformiere nach Standardkoordinaten mittels z = & (¢). Diese Transfor-
mation ist eindeutig; die Existenz ist nur lokal garantiert.

Quasilinear:
{ U(z,u(z)) - Vu(z) = f(z,u(z)),
u(z) =up (x) fir z € M.

1. & 2. Man lose gleichzeitig die charakteristischen Kurven & (¢; zo, ug) und die Funk-
tionen U (t; zo, up) entlang dieser Kurven aus

(20) = (FER )
( 5(%)) ) B ( UO?;O) ) fiir 20 € M.

u(Z(t)) :== U (t; o, up)
und transformiere nach Standardkoordinaten mittels z = 7 (¢; zg, ug). Fiir C'-
Funktionen ¢ und u existiert diese Transformation lokal und ist lokal eindeutig.

3. Setze

Man definiert physikalisch begriindete Stofiwellen mithilfe des schwachen Lo-
sungsbegriffs, wenn die Eindeutigkeit der Transformation fehlt. Bei unstetigen
Anfangsbedingungen kénnen auch Verdiinnungswellen physikalisch Sinn ma-
chen.
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 6

Klassifizierung zweiter Ordnung

6.1 Die einfachsten Fille als Begriindung

6.1.1 Das Symbol

Wir betrachten in diesem Abschnitt partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
in zwei Dimensionen und mit konstanten Koeffizienten. Das heifit, diese Differential-
gleichungen sind wie folgt:

AUy + 2DUgy + Cliyy + du, + euy + fu = o, (6.1)

mit a,b,c,d,e, f € R. Eine solche Differentialgleichung ist rein zweiter Ordnung, wenn
d=e=f=0:
AUy + 20Ugy + Clyy = @ (6.2)

Definition 6.1 Sei L (0., 0,) ein linearer partieller Differentialoperator. Dann nennt man
L (&,m) das Symbol des Operators.

Bemerkung 6.1.1 Man ersetzt 0, durch  und 0, durch n. Das Symbol ist ein Polynom
in (&n).

Bemerkung 6.1.2 Auch bei linearen partiellen Differentialoperatoren L (Oy,,...,0z,) in
hoheren Dimensionen und bei hoherer Ordnung definiert man das Symbol durch L (§) mit
¢ € R*. Der Grad des Polynoms ist dann genau die Ordnung des Differentialoperators.

Fiir (6.1]) bezichungsweise (6.2]) wird dieses Symbol

L(&n) =a&® +2bén+cn® +dé+en+ f,
Lo (€,n) = a&® + 2bn + cn?.

Die Gleichungen (6.1}}6.2)) kann man schreiben als

L (aﬂm ay) U = ()07
LO (8wa ay) U= @.

Wenn a # 0 gilt, kann man ohne Verlust der Allgemeinheit a = 1 setzen in (6.1]). Auf
den Fall, dass a = 0, kommen wir noch zuriick.

67
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6.1.2 Zerlegung des Symbols in Linearterme

Fiir a = 1 versuchen wir das Symbol in Linearterme zu zerlegen:

L(&n) =E—7in+o1)(§—T1m+02),
Lo (§m) = (€ —7m) (€ — Tam) -

Die Idee, die dahintersteckt, ist, dass man dann vielleicht die Differentialgleichung als zwei
Gleichungen erster Ordnung l6sen kann:

L() ((%, ﬁy) u = (@z — Tlay) (c% - Tgay) u.

Wenn es eine solche Zerlegung gibt, dann sind 71,79 die Losungen der algebraischen Glei-

Chundﬂ

7% 4 2b7 + ¢ = 0. (6.3)
Es gibt grundsétzlich drei Moglichkeiten:

I. wenn b? > c folgt 71 # 75 € R.
II. wenn b? = ¢ folgt 71 = 79 € R.
ITI. wenn b? < ¢ folgt 71,70 € C\ R und 7, = 7.
Dies sieht man sofort, indem man 16st:
Tio=—b=% Vb2 — ¢ oder Tie=—b=* ive— b2,
Wir werden nun diese drei Fille detaillierter anschauen.
zu I. Ly: Wenn 7 # 79 € R gilt, so folgt
(€ = Tum) (€ — Tom) = € + 2660 + crp’.
Man kann (6.2)) (mit @ = 1) umschreiben als

e s 00

ein System erster Ordnung. Dieses System kann man in zwei Schritten als zwei
Transportgleichungen l6sen mit zwei unabhéngigen charakteristischen Richtungen

()= ()

L: Wenn 71 # 79, dann kann man fiir (6.1) 01,02 € R finden derart, dass
(€ —Tin+01) (E = Tan+ 02) = £ 4+ 26&n + e + dE + en + 0109,

Dann kann man (6.1)) (mit @ = 1) umschreiben als

(%%, () (o, 2 ()= (). oo

Dieses System lasst sich nicht mehr als zwei aufeinanderfolgende Transportgleichun-
gen l6sen aber man kann es trotzdem mit dhnlichen Methoden angehen.

IMan kann Lg (€, 7) in ein Produkt von Lineartermen (£ — 71n) (€ — 721) zerlegen, wenn Lq (£,7) = 0
fiir £ = 7;7. Also findet man diese 7; als Nullstellen von 7 +— Lo (t1,77) = (72 + 2b7 + ¢) n°.



6.1 Die einfachsten Félle als Begriindung 69

Wir kommen nun zuriick auf ¢ = 0. Fiir ¢ = 0 hat man
0£2 + 2b&n + en® = (20€ 4 cn) n.

Fiir b # 0 hat man eine Zerlegung mit zwei unabhéngigen charakteristischen Richtun-
gen wie vorher. Wenn b = 0 gilt, wird L eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung in y.

zu II. Lg: Wenn 71 = 79, dann funktioniert diese Aufspaltung nicht unbedingt. Fiir (6.2])
findet man (0, — Tlﬁy)Q u = @ und dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung.

L: Fir findet man
(0 — 710y + 01)* u+ (N0 — pdy + p)u = .

Wenn p # A1y gilt, kann man diese letzte Differentialgleichung nicht als System
erster Ordnung schreiben. Ein typisches Beispiel einer solchen Differentialgleichung
ist
Ugy — Uy = .
zu III. Wenn die Wurzeln von (/6.3]) nicht reell sind, scheint es zuerst hoffnungslos, die

Differentialgleichung fiir Ly oder L zu spalten, denn wie soll man mit komplexen
Termen umgehen? Ein typisches Beispiel ist

Uz + Uyy = 0. (6.6)

Das zugehérige Symbol ist L (€, 1) = €2 +4+n? = (£ — in) (¢ + in). Lisst man komplexe
Zahlen zu, dann kann man mit ¢ = 0 auch schreiben als

(0p —i0y) (0 +10,) u =10
und man findet die folgenden Losungen
u(x,y) =uy (v +y) + us (x — 1y), (6.7)

wobei u; und us beliebige differenzierbare Funktionen sind. Fiir komplexe Funktio-
nen macht dies Sinnfl

Bemerkung 6.1.3 Man kann sogar reelle Losungen finden, wenn man fiir uy eine
komplex-analytische Funktion nimmt mit reellen Koeffizienten und fiir uy den anti-
analytischen Partner. Analytisch heif$t, dass die Funktion lokal als Potenzreihe zu
schreiben ist: Es gibt R > 0 derart, dass

uy (2) = Zan (z —20)" fiir |z — z0| < R.

n=0

2Eine Funktion, die (6.6) erfiillt, nennt man harmonisch. In einer Vorlesung Funktionentheorie lernt
man, dass der Realteil einer analytischen Funktion harmonisch ist. Das gleiche gilt fiir den Realteil einer
anti-analytischen Funktion. Eine Funktion f ist analytisch auf Q¢ = {x + iy € C; (z,y) € Q}, wenn f
komplex differenzierbar ist auf Q¢. Eine Funktion f ist anti-analytisch, wenn f komplex differenzierbar
ist. Man findet auch so Lésungen wie in (6.7), nédmlich durch

u(z,y) = Re (f (z +1iy)) + Re (g (v — iy)),

wobei f und g (komplex) differenzierbare Funktionen sind.
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Wenn man a,, € R nimmt und us wie folgt definiert

uy () = Zan (z—20)",

so hat uy den gleichen Konvergenzradius wie uy, ist eine anti-analytische Funkti-
on (bedeutet ‘analytisch’ in x — iy) und man findet, dass (x,y) — uy (x +1y) +
ug (x — iy) reell ist.

6.2 Standardbeispiele zu diesen Fillen

Wir werden einige typische Gleichungen zu diesen unterschiedlichen Féllen betrachten.

6.2.1 Der Differentialoperator L = 9> — 85

Betrachten wir u,, — u,, = f. Diese Gleichung kann man auch schreiben als
(0 +0,) (0 —0y)u=f (6.8)

und man konnte sie losen, indem man nacheinander den charakteristischen Kurven in
Richtung (1, —1) und in Richtung (1, 1) folgt. In dem neuen Koordinatensystem

r=s+tundy=s—t

wird dies etwas leichter. Setzen wir U (s,t) = u(s+t,s —t) und F (s,t) = f(s+1t,s — 1),
so dndert sich die Differentialgleichung iiber

@-8)0 (5L E5) = (W + 400+ 40) = (40— $0a+ 4000
in

Welche Art von Randwertbedingungen wiirde eindeutig eine Lésung bestimmen?
Betrachten wir den Fall Q = By (0). Fiir finden wir

QU (s,t) = U (Y(t),t) + /w ; F(o,t)do (6.10)

und als nachstes

Ul(s,t) =U(s,¢(s)) + /( )@U(@D(T),T) dr + /( )/wj )F(U,T) dodr. (6.11)

Hier beschreibt ¢ = ¢(s) einen Randteil fiir ¢ als Funktion von s und s = 9 (t) beschreibt
einen Randteil fiir s als Funktion von ¢. Um die Integrale in durch eine Bedingung
am Rande festzulegen, hat man die Moglichkeit , rechts unten” und ,links oben”; &hnlich
fiir wird es ,links unten” oder ,rechts oben”. Betrachten wir den Fall ,unten”, dann

hat man ¢ (s) = —y/2 — s? und ¢ (t) = —y/1 — ¢>. Fiir ein Paar (z,y) werden die Inte-

gralkurven in Abbildung skizziert. Schreiben wir I'i, g = {(cos ¢,sin ) ;a < ¢ < B}
Wenn man v auf der ganzen Kreisscheibe festlegen will, braucht man

0, U auf F[%m%ﬂ und U auf F[_%m%ﬁ].



6.2 Standardbeispiele zu diesen Féllen 71
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Abbildung 6.1: Links: Um in (x,y) den Wert u (x, y) zu bestimmen, braucht man zum Beispiel u;
auf dem roten Randteil und « im griinen Randpunkt. Rechts: Um w auf der ganzen Kreisscheibe
festzulegen, passt es u; auf dem roten Randteil und u auf dem griinen Randteil vorzugeben.

Aus Symmetriegriinden, man vertausche s und ¢, passt auch

U auf F[ und 0,U auf F[ 3

%71’,%7‘(’] -7 7r]'
Auf einem Rand, auf dem U und 0,U bekannt sind und wobei v eine nicht-tangentiale
Richtung hat, und wenn U € C! gilt, kennt man alle Richtungsableitungen. So kann man

sich sogar davon iiberzeugen, dass auch folgendes passt:

N

U auf F[ . und 0,U auf F[

5. 7]
4”74”]

N[}

im
Wenn man sich dieses Beispiel genau anschaut, kann man folgendes Ergebnis bekom-
men:

Proposition 6.2 Sei Q ein Gebiet in R? mit 90 € C'. Man setzt

IFr = {x€09Q; es gibt zwei aufwirts gerichtete charakteristische Kurven in x},

I'e = {z€9Q; es gibt nur eine aufwdrts gerichtete charakteristische Kurve in x} .

Wenn die Randwerte es erlauben (stetig sind und magliche Kompatibilititsbedingungen er-
fillen), kann man mit Hilfe der charakteristischen Kurven, eine (distributionelle) Lisung

in C(Q) von
Uyy — Ugy = [ in €,
U = Ug auf 'r UTg,
d,u = vy auf I'g,
konstruiteren. Wenn die Randwerte zweimal differenzierbar sind und mégliche zusdtzliche
Kompatibilititsbedingungen erfiillen, ist diese Funktion u sogar in C*(Q).

Bemerkung 6.2.1 Kompatibilititsbedingungen miissen erfillt sein, wenn I'r oder I'g
nicht zusammenhdngend sind oder tangential an charakteristischen Kurven verlaufen.

Beweis. Die Konstruktion einer Losung entlang charakteristischer Kurven liefert die Exis-
tenz einer schwachen Losung. Ist diese Losung eindeutig? Ja, ein direkter Beweis ist sehr
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Abbildung 6.2: Auf dem roten Rand I'p gibt man v und d,u an, auf dem griinen I'¢ nur « und
auf dem blauen nichts, und man hat hochstens eine Losung.

geometrisch. Er geht zuriick auf Uy, = F'. Man sucht eine Zick-Zack-Kurve, entlang welcher
s konstant oder t konstant ist und die auf dem roten Rand anféngt.

Und wieso liegt die Losung in C?(€2), wenn die Randwerte es erlauben? Erstens soll
up und vy geniigend glatt sein. Zweitens, wie man in Abbildung [6.2] sehen kann, ist I'g
und auch I'¢ nicht unbedingt zusammenhingend. Um eine C2( Q )-Lésung zu finden, soll
jeder ,,Sprung” von einer Komponente I'r U T'¢ zu 0I'g und 0I'g kompatibel sein. [

Wir kénnen noch einen Schritt weiter gehen:

Proposition 6.3 Sei L,T € R™ und sei (0, L) x (0,T) das Gebiet in R%. Sei f, ug, u,,
ug und vy gegeben. Wenn

uyy (may) — Ugg (l',y) = f(l',y) ffiT’ (33,3/) € (OaL) X (0?M)7
u(0,y) = ue (y) firy € (0, M),
U(Lay>:ur (y) fﬁrye (07M)7 (612)
u(z,0) = ug () fir x €0, L],
Uy (x,0) = vy () firz e [0,L],,

eine Losung u € C? ([0, L] x [0, M]) hat, dann kann man diese Lisung berechnen mit Hilfe
der charakteristischen Kurven. Dieses Randwertproblem hat also héchstens eine klassische
Lésung.

Beweis. Man soll bemerken, dass wenn ug (x) gegeben ist und u (x,0) = ug (x) gilt, man
auch u, (x,0) kennt, ndmlich u, (x,0) = uj (). Weil auch u, (x,0) = vy (z) auf [0, L] x {0}
gegeben ist, findet man auf [0, L] x {0} alle Richtungsableitungen durch

et =v (o))

und also auch U; und U,. Fiir die vertikalen Rénder braucht man nur U = u = uy/,. Man
findet da u, und U, oder U; and so auch wieder alle Richtungableitungen. Wenn M > L,
dann kann man schrittweise hochklettern. [
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Abbildung 6.3: Unten zwei, links und rechts eine und oben keine. So kann man die passenden
Randbedingungen fiir (6.12) beschreiben.

6.2.2 Der Differentialoperator L = 9 + 0.

Statt (z,y) € R? werden wir wechseln zu (1, z2) € R?. Betrachten wir also die partielle
Differentialgleichung wu,,,, + %z,2, = f. Wir nehmen auch ein spezielles Gebiet, ndmlich
die Einheitskugel By (0) und dndern auch noch ein Vorzeichen. Das heifit, wir betrachten

— Au = f auf By (0). (6.13)

Wir betrachten eine besondere Funktion:

Definition 6.4 Die Greensche Funktion G : B; (0) x By (0) — [0,00] fiir wird

deﬁm’ert durch
G( ) = L lo
T,y | g

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

xllyll - ||7

y
|

) —log (||lz — y||2)> : (6.14)

Lemma 6.5 Die Funktion x — G (x,y) aus ist

1. symmetrisch: G (z,y) = G (y,x) fir alle z,y € By (0);

2. G ist unendlich oft differenzierbar in x,y € By (0) mit x # y, und
x +— G (x,y) ist harmonisch auf By (0) \ {y}, das heifit, A, G (x,y) = 0 fir alle

z € By (0)\ {y};
3. erfillt G (x,y) =0 fir ||z|| =1 und y € By (0)..

2
Y Yy )
_ <x||y||,x||y||>—2<x||y||,—>+<—,—>:
i) Tl T
=l 2l — 2 (v y) + 1

Beweis. Weil

Y
x|yl —m

sieht man, dass G (z,y) = G (y, z).

Man findet, dass G unendlich oft differenzierbar ist sowohl in x als auch in y, wenn
z & {y, ||y||_2y} Auf By (0) x By (0) trifft dies zu, wenn = # y. Fir z,y € B; (0) mit
x #y gilt

Aglog (Jlz — y|*) = Vo - Valog (Jlz — y?) =
2(x—y) 2 d(x—y) (x—y)
’ 2 — 2 2 4
|z =yl |z =yl |z =yl

=0.

= T
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2
ist auch die Funktion = — log <Hx |yl — HZ_IIH ) harmonisch auf By (0), diesmal sogar fiir

alle y € By (0).
Fiir |ly]] = 1 findet man G (z,y) = 0 und dies gilt wegen der Symmetrie auch wenn
] = 1. m

Weil

z ||yl =

j+mamm7

Sei u eine Losung von —Au = f € C(B;(0)). Dann gilt, mit v dem auswéirtigen
Normalenvektor und Gauf3, dass

/ G(z,y) f(y)dy = —/ G (z,y) Au(y) dy = —lim G (7,y) Au(y) dy
B1(0) B1(0) 10 JB1(0)\Be(2)

——tm ([ (G (@) Buu () — Dy G (2, ) w () o +
9(B1(0)\Be(z))

el0
+ / AG (z,9)u (1) dy)
B1(0)\Be(x)

= /63 o 0y, G (z,y) u(y) doy + lim (G (z,y) dyu(y) — 0,,G (z,y) u(y)) doy,.

&0 JoB. ()

Fir y € 0B.(x) gilt
G (2,y) = O (loge)

und mit v, = —p=" auf 9B. (x), dass
0, Gy ==Y om =L Lo
W o ey TR

Es folgt fir € | 0, weil ||Vu|| beschrénkt ist, dass
/ G (z,y)0u(y)do, = 2meO (loge) — 0,
9B:(x)

/ —0,,G (z,y)u(y)do, = 2me (L +0(1 )) (u(z) +0 () = ul(x).
OB (z)

2me

Zusammen wird es:

w@) =— [ Gloy) duly)dy - /OB(D)aVme,y)u(wday. (6.15)

B1(0)

Diese Formel liefert uns eine Eigenschaft einer Losung zu

),
u=mwuy auf 0B (0). (6.16)

Wir fassen dieses Ergebnis zusammen in:

Proposition 6.6 Sei G die Funktion in und seien f € C(B1(0)) und uy €
ﬂ)

C(0B; (0)). Wenn u € C*(B; (0)) eine Lisung ist von , dann gilt
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Die interessante Frage wire, ob man, wenn ug und f gegeben sind, eine Losung u von
(6.16) mit Hilfe von

u(x) = / G Wy / o P 0) 0 1) (6.17)

finden wiirde. Das ist tatsdchlich so, aber eine solche Aussage braucht noch einen Beweis.
Dann hétte man die Existenzfrage geklart.

Abbildung 6.4: Rundherum u vorschreiben g¢ibt eine eindeutige Losung bei —Au = f. Siehe

Proposition [6.6,

Nehmen wir an, diese Existenz-Frage sei geklédrt. Die néchste Frage nach Hadamard ist
dann, ob (6.17)) die einzige Losung ist zu (6.16)). Diese Frage lasst sich sofort beantworten:

Proposition 6.7 Es gibt hichstens eine Lisung u € C*(By (0)) zu .

Beweis. Nehmen wir an, es gibt zwei Losungen, die wir u; und wus nennen. Dann ist
w = u; — Uy eine harmonische Funktion und es gilt w = 0 auf 9B; (0). Wegen Korollar
hat w kein Extremum innerhalb von B; (0). Es folgt, dass w < 0 auf B, (0). Ahnliches
gilt fiir —w. Dann gilt also w = 0 auf By (0) und u; und uy wéren identisch. ]

Bemerkung 6.7.1 Diesen letzten Beweis kann man ibrigens verwenden fiir beliebige
Gebiete.

6.2.3 Der Differentialoperator L = 92 — 9,

Diese Gleichung erscheint bei der Warmeleitung. Weil y die Zeit darstellt, werden wir ¢
statt y benutzen. Ein einfaches, physikalisches Problem wire die Temperaturverteilung
in einem Stab. Wir nehmen an, dieser Stab ist isoliert, aufler an den beiden Enden. Als
Anfangstemperatur nehmen wir 20 und beide Enden halten wir auf 0. Das Problem wird:

(0 —0*)u=0 in (0,¢) x (0,7T),

u(z,0) =20 auf (0,7),
u(0,t) = u(l,t) =0 auf (0,7).

Wenn man u (z,0) = sin (22z) statt 20 hétte, findet man als Lésung

=

u(z,t) = e_<7ﬂ)2t sin (&) .
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Man kontrolliert direkt, dass sowohl die Differentialgleichung als auch die Rand- und

Anfangsbedingungen erfiillt sind. Hat man u (z,0) = 3., ¢;sin (iz) folgt, weil die
Differentialgleichung linear ist, als Losung

- 4 . (2k+1)7
1 E (2k+1>7rsm( 7 x> fir0<z<

u(x,t) = 202.0: (21{;#6_((%;1)”)% sin <Mm> . (6.18)

Abbildung 6.5: Eine Skizze der Funktion in 1)

Konvergiert die Reihe in ? Erfiillt sie die Differentialgleichung? Erfiillt sie die
Rand- und Anfangsbedingungen? Die Antworten lauten: ja, ja und fast iiberall. Fiir die
Beweise dieser Aussagen braucht man Kenntnisse von Fourierreihen.

Das Bild in Abbildung gibt uns Hoffnung, dass man tatséchlich mit einer konver-
genten Reihe zu tun hat. In Abbildung finden Sie die Approximationen fiir / = 1 und
kleine ¢ mit endlich vielen Termen an.

Schreibt man

u(x,t) =20 i ﬁ (B_Z_Q”Zt)(%H)Q sin <Mw> : (6.19)

dann folgt e ™t < 1 fiirt > 0 und man zeigt, dass die Reihe in {} absolut konvergent
ist. Innerhalb des Konvergenzradius ist das Ableiten nach z := e"_e— ™t wohldefiniert und
mit Hilfe der Kettenregel existiert auch die Ableitung nach ¢. Ahnliches gilt fiir héhere
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Abbildung 6.6: Skizzen einiger Funktionen die (6.18) approximieren, wo oo ersetzt ist durch n, fiir
n € {1,3,6,15,25} und fiir fest gewihlte t € {0,0.005,0.01,0.015}. Nach rechts ist n zunehmend;
nach unten wird ¢ grofler.

Ableitungen und Ableitungen nach x. Weil man so den Limes in den Ableitungen und den
Limes in der Summe vertauschen kann fiir ¢ > 0, folgt aus

(at _ ai) 6_((2k;1)7r)2t sin (Mx> — 07

dass die Differentialgleichung erfiillt ist fiir £ > 0. Diese absolute Konvergenz liefert auch
uw(0,t) =0=wu(lt) furt > 0.

Die Stetigkeit von u bei t = 0 ist nur erfiillt fir z € (0,¢). Um dies zu zeigen, kann man
eine Version des Konvergenztests von Abel verwenden.

6.2.4 Intermezzo zum Lemma von Abel

Lemma 6.8 (Abel) Sei {a,},.y C C. Wenn Y7 a, konvergiert, dann konvergiert
Yo ganr™ firr € [0,1] und es gilt

o0

oo
: n
lim a,r" = g Gy
11

n=0 n=0
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Beweis. Wenn Y °  a,, konvergiert, hat >~ >° ;a,z" einen Konvergenzradius R > 1. Also
> g anr™ konvergiert fiir |r| < 1. Wenn Y °  a, konvergiert, gibt es zu jedem € > 0
einen N. € N derart, dass |> .~ \ a,| < ¢ fiir alle N > N.. Dann folgt fiir m > N > N,
dass

m [o¢] o0
> an| < an— Y an| < 2e. (6.20)
n=N n=N n=m+1
AuBlerdem gilt fiir m > N, dass a,r™ = a,r™ + a, ka;nl (7””1 — rk) und
m m m m—1
Z apr” = Z anr™ + Z n Z (r =)
n=N n=N n=N k=n
m m—1 k
= Z anpr™ + Z an, (rk“ Tk)
n=N k=N n=N
Es folgt
m m m—1 k
Z anr"| < Z anr™| + Z a, (r* =)
n=N n=N k=N n=N
m m—1 k
< Zan r’ 4+ Qn, ‘rk+1—rk‘
n=N k=N |[n=N
m—1
< 2y 2 [P ok = 20PN <26
k=N
und dhnlich wie in (6.20]) hat man
oo
> anr"| < de. (6.21)
n=N

Die Konvergenz von Y~ \ a,r™ ist also gleichméBig beziiglich r € [0, 1].
Betrachte das Polynom p(r) = S a,r". Nehme § > 0 derartig, dass |r — 1| < 8

n=0
impliziert
Ip(1) —p(r)| <e, (6.22)
so folgt aus (6.20)), (6.21) und (6.22)), dass
Zan - Zanrn < Te
n=0 n=0
u

und somit das Ergebnis im Lemma.

6.2.5 Der Differentialoperator L = 9> + 9,

Wenn wir versuchen auf dhnliche Art das folgende Problem zu l6sen

(0 +0*)u=0
u(z,0) =20
u(0,t) =u(l,t) =0

in (0,€) x (0,T),
auf (0,7),
auf (0,7),
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(1,0, (3,0, (6, 0.) {15, 0. {25,0.)
20 20 20 20 207
10 10 10 10 10
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1, 0.005} (3, 0.005} {6, 0.005) {15, 0.005} (25, 0.005)
20 20 20 20 20
10 10 10 10 10
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
{1,001} {3,001} {6, 0.01) {15, 0.01} (25, 0.01)
20 20 20 20 20
10 10 10 10 10
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
{1, 0.015} (3, 0.015} {6, 0.015} {15, 0.015} (25, 0.015)
20 20 20 20 20
10 10 10 10 10
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

(2k+1)m
{1,3,6,15,25} und t € {0,0.005,0.01,0.015}. Man vergleiche mit den Bildern in Fig.

Abbildung 6.7: Skizzen der Funktionen z — 20 Y e(2k+1)*m%t sin ((2k + 1) mz) fir n €
k=0

erhalt man die Formel

> 4 @k+D)my2, 2k+1)m
u (Z‘, t) =20 Z me( ¢ ) t S (%ZL’) . (623)
k=0

Auch hier miissen wir uns fragen, ob diese Reihe konvergiert?
In Abbildung [6.6] stehen Skizzen zu den ersten Termen aus (6.18)) und in Abbildung

ahnliche aus :6.23|):

- 4 @ktD)m)2, 2k+ 1)
Unp (.’L', t) =20 Z me( ¢ ) t Sin (%1}) (624)
k=0

Es hat den Anschein, dass die Formel aus (6.24]) nicht konvergiert fiir ¢ = .01. Kann
man sich mit analytischen Mitteln iiberzeugen?
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6.2.6 Welche Randbedingungen passen?

Wir haben keineswegs jetzt schon den kompletten Beweis gegeben, welche Randbedingun-
gen zu einem wohldefinierten Randwertproblem im Sinne von Hadamard fithren werden.
Die Vermutungen kann man jedoch schon mal bildlich darstellen.

y Y Y

Uyx —Uyy=0

Unx —Uyy =0

v

X

Uy +yy =0

v

Uy +1yy =0

X

Uy +tyy =0

X

X

Uyx—Uy,=0

v

Uxx+u,=0

v

Usx—u,=0

X

X

Abbildung 6.8: Ein roter Strich bedeutet, dass man einen Randwert vorschreibt. Bei zwei Strichen
braucht es einen zweiten unabhingigen Randwert. Es gibt wohl-definierte (v') und nicht-wohl-
definierte Probleme (x) im Sinne von Hadamard. Zu der Aussage in fast jedem dieser Beispiele
gehort ein nicht-trivialer Beweis.
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6.3 Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

6.3.1 In zweili Dimensionen

Die allgemeine Form einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung sahen wir
schon in (6.1):
AUy + 2DUgy + Cliyy + dug, + euy + fu = o, (6.25)

mit (a,b,c) # (0,0,0). Das Symbol ist
L(€,n) =a® +2bén+cn* +dé+en+ f. (6.26)
Definition 6.9 Sei das Symbol wie in . Dann heifit

e clliptisch, wenn es A € R gibt derart, dass L (&,n) = X\ die Gleichung einer Ellipse
darstellt;

e hyperbolisch, wenn es A € R gibt derart, dass L(&,nm) = X die Gleichung einer
Hyperbel darstellt,

e parabolisch, wenn es A € R gibt derart, dass L (§,m) = A die Gleichung einer Parabel
darstellt.

Bemerkung 6.9.1 Wenna,...,e von x und y abhdingt, dann kann es sein, dass der Typ
verschieden ist an verschiedenen Stellen. Hyperbolisch und elliptisch wird bestimmt durch
a,b,c.

Lemma 6.10 Se: A € R.

o i Wenn L(&,m) =\ eine Ellipse darstellt, dann gilt b* < ac.

ii. Wenn b? < ac gilt, dann beschreibt L (&,n) = X mit (§,n) € R? entweder eine
Ellipse oder einen Punkt oder die leere Menge.

o i Wenn L(&,m) =\ eine Hyperbel darstellt, dann gilt b* > ac.

ii. Wenn b? > ac gilt, dann beschreibt L (&,n) = X mit (&,n) € R? entweder eine
(doppelte) Hyperbel oder zwei sich schneidende Geraden.

e i Wenn L(&,n) =\ eine Parabel darstellt, dann gilt b* = ac und’|

(esef(3)()) e

ii. Wenn b* = ac und gilt, beschreibt L (£,m) = \ eine Parabel.

Fiir konstante Koeffizienten kann man ([6.25) auch schreiben als

(v.(g g)v+(g).v+f)u:so.

Lemma 6.11 Seien puq, py die Figenwerte von ( Z [; )

3Span{d, ..., v} = {> p_; ekl cx € R}.
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o [y >0 & ist elliptisch.
o Ly <0 & st hyperbolisch.
® [ty =0 und qilt & st parabolisch.

Beispiel 6.12 Die Tricomi-Gleichung ug, + xuy, = 0 ist elliptisch fiir x > 0 und hyper-
bolisch fiir x < 0.

Beispiel 6.13 Die Differentialgleichung uyy + 2Ugy + Uyy + Uy + uy = @ gehdrt nicht zu
einem dieser drei Typen, denn ist nicht erfillt. Mit der Koordinatentransformation
s=x+4+y undt =x —y wird die Differentialgleichung 4uss + 2us = @ und die ist eine
gewdhnliche Differentialgleichung.

6.3.2 In hoheren Dimensionen

Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in n Dimensionen kann man wie folgt
schreiben:
(V-MV+7-V+c)u=Ff, (6.28)

mit M eine symmetrische und reelle n x n Matrix, ¥ € R” und ¢ € R und f eine
vorgeschriebene Funktion.

Definition 6.14 Seien {\;}]_, die Eigenwerte von M. Man nennt die partielle Differen-

tialgleichung in
o clliptisch, wenn die Eigenwerte entweder alle positiv oder alle negativ sind;

e hyperbolisch, wenn n —1 Figenwerte entweder alle positiv oder alle negativ sind und
der letzte Figenwert ein entgegengesetztes Vorzeichen hat;

e parabolisch, wenn n — 1 FEigenwerte das gleiche Vorzeichen haben, der letzte Eigen-
wert gleich 0 ist und es auflerdem gilt, dass U & Spaltenraum (M ).

Bemerkung 6.14.1 Man erinnere sich aus der Vorlesung Lineare Algebra, dass eine
symmetrische und reelle n x n Matriz M eine Basis aus Figenvektoren besitzt. Man sollte
sich auch erinnern, dass fir eine n x n Matriz M die Determinante dem Produkt seiner
Eigenwerte {\;};_, (mit algebraischer Multiplizitit) gleicht:

n

det (M) = ][ M

i=1
Es gilt ibrigens auch, dass Y ., My =:spur (M) =37 | A

Bemerkung 6.14.2 Lemma zeigt, dass diese Klassifizierung auch gilt fiir Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Dimensionen.

Bemerkung 6.14.3 Diese Aufteilung umfasst nicht alle Mdéglichkeiten. Die wichtigsten
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus physikalischen Modellen sind aber
erfasst.
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Theorem 6.15 Sei A € M™ ™ (R) eine invertierbare Matriz. Unter der Koordinaten-
transformation x = Ay dndert sich der Typ der partiellen Differentialgleichung in
aus Definition [0.1/]] nicht.

Beweis. Setze U (y) = u (Ay). Weil

J

0 0 a ou
)= ) =3, (5 ) can
findet man V,U (y) = A (V,u) (Ay) und A~ V,U (y) = (V,u) (Ay). Setzen wir B =
A~ so dndert sich mit F' (y) = f (Ay) in

(BV, - MBV, +#- BV, +¢)U = F,

und dies gleicht
(Vy-B"MBV,+7-BV,+c)U=F.

Hier ist BT der Transponierte von B. Weil M symmetrisch ist, ist auch BT M B symme-
trisch:

(B"MB)" = BTMT (BT)" = B"MB.
Man soll zeigen, dass die Zahl der positiven, beziehungsweise negativen und Null-Eigenwerte
von M und BT M B identisch sind. Dies wire einfach, wenn B orthogonal wire, aber das
diirfen wir nicht voraussetzen. Fiir eine allgemeine invertierbare Matrix B € M™*" (R)
braucht man mehrere Schritte, die u.a. Ergebnisse aus der Matrixrechnung verwenden:

(B BT) ist eine symmetrische positiv definite Matrix.

e Es gibt eine orthogonale Matrix S € M™ " (R), also ST = S~!, und eine Diagonal-
matrix D € M™*" (R) mit D; > 0 derart, dass (BBT) = SDS7.

e Fiir # € R und D;; # 0 ist die reelle Zahl (D;;)” wohldefiniert. Dann ist auch die
Diagonalmatrix mit (De)u' = (Dy)? und die Matrix (BBT)9 = SD?ST wohldefi-
niert.

e BTMB und (BBT)l/2 M (BBT)l/2 haben die gleichen Eigenwerte.
e Die Dimension von {v € R"; (BBT)G M (BBT)G v = 0} ist konstant beziiglich 6.

e Die Nullstellen {Aq,...,\,} € C" vom Polynom
p(Na@) =N+ N a1\ + a,

kann man lokal so anordnen, dass sie stetig abhéngig sind von @ € C". Diese Ste-
tigkeit ist bewiesen von Ostrowski in einer Arbeit aus 1939. Um dies genau zu
formulieren ist jedoch weniger die Stetigkeit ein Problem, sondern welchen Eigen-
wert man zum Beispiel A\; nennt, weil man diese Eigenwerte in C nicht global durch
eine verniinftige Ordnung festlegen kann. Siehe Abbildung [6.9]

e Das charakteristische Polynom det ((BBT)H M (BBT)e — )\I> hat fiir alle 8 € R
gleich viel positive, beziechungsweise negative Nullstellen.

Kombiniert man diese Ergebnisse, dann folgt, dass die Zahl der positiven, beziehungs-
weise negativen und Null-Eigenwerte von M und BT M B identisch sind. Die zusétzliche
Bedingung fiir die Parabolizitét lasst sich direkt kontrollieren. ]
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Abbildung 6.9: Die vier Nullstellen ¢ — A(t) : R — C von A* + 2tA% + 1 = 0 als Funktion von t.
Ordnet man die Nullstellen links von vorne nach hinten, kann man diese Ordnung nicht stetig
tiberfithren in eine Ordnung rechts von oben nach unten oder umgekehrt.

6.3.3 Bei variablen Koeffizienten

Wenn die Differentialgleichung Koeffizienten hat, die nicht konstant sind, kann die Klas-
sifizierung ortsabhéngig sein. Dann wird klassifiziert, indem man den Parameter einfriert.
Das heiflt, man nennt eine semilineare Differentialgleichung

Z aij () Op, 0z, u () + Z bj () Op,u(z) = f (z,u) (6.29)

1,j=1

elliptisch (beziehungsweise parabolisch, hyperbolisch) an der Stelle z(, wenn

n

L:= Z aij (20) Oz, 0r; + Z bj (o) Ou,

,j=1 Jj=1

elliptisch (beziehungsweise parabolisch, hyperbolisch) ist. Bei einer quasilinearen Diffe-
rentialgleichung

Z aij (z,u(r), Vu(z)) 0p,0p,u () = f (2, u(z), Vu(z)) (6.30)

i,j=1

wird dieses Einfrieren sogar von der Losung selber abhéngen. Man nennt ((6.30)) elliptisch
(beziehungsweise hyperbolisch) an der Stelle xy, wenn gilt:

n

I = Z aij (zo, u(z0), V(o)) Op, 0n,

3,j=1

ist elliptisch.

Beispiel 6.16 Fine einfache Differentialgleichung fiir eine stationdre Potentialstromung
von einem Gas in zwei Dimensionen ist

(02 - ui) Ugy — 2UzUylUygy + (02 — ui) Uyy = 0. (6.31)
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Hier ist u das Potential und Vu die Geschwindigkeit. Weil
dot ([ © 71 U ) (@ o 2) (¢ - ) — ()’ = ¢ (¢ |VaP)
—ugu, — uzz; x y aUy

qgilt, folgt, dass elliptisch ist fiir \Vu|2 < ¢ und hyperbolisch ist fiir ]Vu]2 > 2.
Bei einer solchen Potentialstrémung ist ¢ die Schallgeschwindigkeit in dem Gas. Diese
Gleichung trifft auch zu, wenn das Gas zum Beispiel Luft ist und ein Flugzeug sich durch
dieses Gas bewegt. Wenn sich das Flugzeug schneller als die Schallgeschwindigkeit bewegt,
gibt es Stellen an denen |Vu| > ¢ gilt. Das bedeutet, dass man dann fir die Gleichung
sowohl ,elliptische® Gebiete als auch ,hyperbolische” Gebiete hat. Die Modellierung
fiir Uberschall- und fiir Unterschallflug sind dann auch wesentlich verschieden.
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 7

Die 1d Wellengleichung

Eine typische hyperbolische partielle Differentialgleichung ist die Wellengleichung;:
Uy — *Au = 0. (7.1)

Die Variable ¢ représentiert meistens die Zeit; der Differentialoperator A = "7 | 8;_ ist
die Summe der zweiten Ableitungen beziiglich der Raumvariablen. In Raumdimension 1
beschreibt diese Gleichung zum Beispiel die Schwingungen einer Saite, in Dimension 2 die
Wellen in einem Teich und in Dimension 3 beschreibt sie, wie die Stimme eines Séngers
sein Publikum erreicht.

7.1 Die Wellengleichung in Raumdimension 1

Die Wellengleichung in einer Dimension haben wir schon betrachtet in Paragraph [6.2.1]
Die folgende partielle Differentialgleichung ist gemeint:

U (7, 1) — gy (z,t) = f(2,1).

Diese Differentialgleichung ist hyperbolisch. Man kann durch Skalierung ¢ = 1 erhalten,
so wie es in Paragraph gemacht wird. Weil ¢ genau die Geschwindigkeit ist, mit der
die Wellen sich seitwérts bewegen, ldasst man der Anschaulichkeit halber ¢ oft auch stehen.

Die Funktion f ist gegeben und man versucht, bei geschickt gewdhlten Anfangs- und
Randwerten, die Existenz einer eindeutigen Losung zu zeigen. Das Anfangswertproblem

g (2, 1) — Pugy(x,t) = f(x,t) fiir z € Rund t > 0,
u(z,0) = ug(x) fir x € R, (7.2)
u(z,0) = vo(x) fir z € R,

ist ein solches Problem.

Proposition 7.1 (Die Formel von d’Alembert) Sei f = 0, ug € C?(R) und vy €
C' (R). Dann hat genau eine Losung in C* (R x [0,00)), ndmlich

x+ct

u(z,t) = tup(z — ct) + suo(x + ct) + i/ vo(y)dy. (7.3)

xr—ct

Bemerkung 7.1.1 Wenn ug € C*'(R) und vg € C (R), dann liefert immer noch
eine schwache Lisung u € C' (R x [0, 00)).
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-10 0 X 10

Abbildung 7.1: Skizze der Losung nach d’Alembert von li mit ¢ = 1 und ugp(z) = e *

blau) und vy(x) = m (in rot).

Beweis. Wenn f, ug und vy diesen obengenannten Funktionenrdumen angehoren, ist u
zweimal stetig differenzierbar. Die erste Anfangsbedingung folgt direkt:

u(z,0) = Jug(z — 0) + suo(z + 0) + o / vo(y)dy = uo(x).
Man findet

ug (w,t) = —scug(z — ct) + seug(z + ct) + svo(x + ct) + vo(x — ct),

und es folgt
e (2,0) = ().
Nochmals nach t ableiten ergibt

uy (z,t) = 3uy(x — ct) + sPug(z + ct) + sevp(z + ct) — Levy(x — ct).

Die Ableitungen nach x sind

uy (z,t) = tug(z — ct) + sup(z + ct) + 5-vo(z + ct) — -vo(z — ct),
Upe (x,8) = Fug(z — ct) + up(z + ct) + vh(x + ct) — 5vg(z — ct).

Die Differentialgleichung ist erfiillt und w in ([7.3) ist eine Losung.

Dass diese Losung die einzige ist, findet man durch Verfolgung der charakteristischen
Kurven anfangend auf t = 0. Wenn es namlich zwei Losungen gébe, sagen wir u; und us,
dann erfiillt u = u; — uy das folgende Anfangswertproblem:

(0p — cOz) (Op + cOz)u=0 auf R x RT,
(O + cOy)u=0 auf R x {0}, (7.4)
u=0 auf R x {0} .

Entlang der charakteristischen Kurven fiir 9, — c0,, also entlang x = xq — ct, folgt dass
(O + c0,) u konstant ist:

(0 + cOz) u) (xg — ct,t) = ((Or + cOy) u) (z0,0) = 0.

Also gilt (0; + ¢0;) u (z,t) = 0 auf R x RT. AnschlieBend finden wir entlang x = zo + ct,
dass
u(xg + ct, t) = u(x0,0) = 0.

Also gilt u (z,t) = 0 auf R x RY und u; = us. n
Der Beweis der Eindeutigkeit der Losung von(7.2)) gilt auch fir f # 0.
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Proposition 7.2 (Prinzip von Duhamel) Sei f € C?(R x [0,00)), ug = vy = 0.
Dann hat genau eine Lisung in C? (R x [0,00)), nimlich

¢
u(z,t) :/ Ulx,t;s)ds (7.5)

0

wobei U (-, s) fir s > 0 die Lisung ist von

Us(x,t;8) — Upe(x,t;5) =0 fiirz € R und t > s,
Uz, t;s) =0 firx € R und t = s, (7.6)
U(z,t;s) = f(x,s) firx € R und t = s.

Abbildung 7.2: Links: Jean Le Rond d’Alembert, 1717 - 1783. Rechts: Jean Marie Constant
Duhamel, 1797 - 1872.

Bemerkung 7.2.1 Die Funktionen (x,t) — U (x,t;s) sind wohldefiniert firt > s. Dies
bedeutet auch, dass u in wohldefiniert ist.

Bemerkung 7.2.2 Die Differentialgleichung ist linear. Das bedeutet, dass die Summe
von und eine Losung liefert fiir mit ug, vy und f ungleich 0.

Beweis. Aus Proposition [7.1] folgt

z+c(t—s)
Uz, t;s) = 210/ f(y.s)dy.
z—c(t—s)
Wenn f € C? (R x [0,00)), dann ist auch (z,t,s) — U (x,t; s) zweimal stetig differenzier-
bar. Man findet]

t t
u (x,t) =U (x,t;t) +/ U (z,t;5)ds = / U (z,t;8)ds
0 0

IFiir g(t fo f (t, ) ds mit stetig differenzierbarem f gilt

t+h t
g’(t)z%%%(/o f(t—i—h,s)ds—/f(t,s)ds):

h
= lim (%/H— ft+h,s) ds+/ ft+hs)—f(t, S)ds>:
t

h
f(t,t) /ftts
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und
t
uy (x,t) = U(z,t;s),_, + / U (z,t;8)ds =
0
t
= f(z,t)+ / Uy (1,1 5) ds =
0
= f(z,t) + Cugy (7,1) .
Weil
0 0
u(x,0) :/ U (x,0;8)ds =0 und u (x,0) :/ Ui (2,0;8)ds =0,
0 0
sind auch die Anfangsbedingungen erfiillt. [ ]

Noch eine Bemerkung zu (7.3|) und ist zu machen: In steht, wie sich der
Einfluss der Anfangswerte ug und vy auswirkt. In sieht man, wo f an der Stelle (z,t)
seinen Einfluss hat. Umgekehrt kann man sehen, wie der Wert von u (z, t) abhéngt von wy,
vp und f. Man nennt diese Teilgebiete Einflussbereich und Abhéngigkeitsbereich. Fiir wug
sind es Kegelfliichen. Fiir vy und f sind es Einflusskegel’] und Abhdingigkeitskegel’l Siehe

Abbildung [7.3]

(x—ct,t) (x+ct,b) (X0

(x,0) (x—ct,0) (x+ct,0)

(x—ct,t) (x+ct,b) (x;0)

x,0) (x—ct,0) (x+ct,0)

D

(x—ct,0) (x+ct,0)

Abbildung 7.3: Oben: Das Einflussgebiet und das Abhéngigkeitsgebiet zu ug. Mitte: Der Einfluss-
kegel und der Abhéngigkeitskegel zu vg. Unten: Der Einflusskegel und der Abh#ngigkeitskegel

zu f.

2Cone of influence
3Cone of dependance
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7.2 Die 1d-Wellengleichung auf einem Intervall

Die Formeln von D’Alembert und Duhamel sind fiir x € R und ¢ > 0 gemacht. Man kann
sie jedoch manchmal verwenden, wenn x in einem Intervall I liegt. Wie man in Paragraph
schon gesehen hat, braucht man fiur (x,t) € 0I x R dann eine Randbedingung.
Wenn diese Randbedingung sehr einfach ist, wie zum Beispiel u (z,t) = 0 fir (z,t) €
0I x RT dann kann man fiir ein solches beschrinktes Gebiet eine Losung finden, wenn
man die Funktionen ug, v und f geschickt fortsetzt. Wir betrachten dies in den néchsten
Beispielen.

Beispiel 7.3 Fir I = Rt und u(z,t) = 0 fir (z,t) € 0I x RT wird das Anfangs-
Randwertproblem wie folgt:

u(T,t) — Puge(z,t) = f(x,t) firz >0 undt >0,
)

u(z,0) = uo(z fir x >0, o
uy(,0) = vo(x) fiir x >0, (7.7)
u(0,1) = fiir t > 0.
Man definiere
£ _ f(l‘,t) fd""x > 0,
flet) = { —f(==x,t) firz <0,

—x) firx <0,

B B vo(z)  firx >0,
U(w) = { —vz(—x) fir z <0,

o(x) — {_UOEJU) fiir © > 0,

und betrachte mit diesen erweiterten rechten Seiten. Wenn f(0,t), uo(0) und vy(0)
nicht tdentisch O sind, sind diese erweiterten Funktionen nicht ldnger stetig. Und sogar
wenn diese Kompatibilitdtsbedingung erfillt ist, reicht es noch nicht fir die Differenzier-
barkeit. Sei u (z,t) nun definiert durch und . Dann folgt aus der antisymme-
trischen Fortsetzung von f, uy und vy, dass auch x +— u(z,t) antisymmetrisch ist, das
heifst

u(z,t) = —u(—xz,t).

Ist also die Kompatibilitatsbedingung erfillt, findet man durch
u(x,t) = u(x,t)z0
eine distributionelle Lisung u € C ([0, 00) x [0,00)).
Beispiel 7.4 Fiir das Anfangs-Randwertproblem
g (2, 1) — Puge(x,t) = f(a,t) fiirz >0 undt >0,

u(@,0) = up(x) fiir z > 0, -
u(,0) = vo(w) fir x>0, (7.8)
uz(0,1) =0 fiir t > 0,

findet man eine Losung durch symmetrische Fortsetzung:

- B f(z,t)  firz >0,
flat) = { f(=z,t) firz <O,
B B uo(x)  firx >0,
to(r) = { uo(é—$) fiir x <0,
_ B vo(x)  fiir x >0,
T(w) = { vo(()—x) fiir x < 0.
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Auch hier gibt es Kompatibilititsbedingungen, wenn die Losung u (x,t) klassisch sein soll-
te.

Beispiel 7.5 Fir das Anfangs-Randwertproblem

U (2,1) — Puge(z,t) = fa,t) fiirz € (0,£) undt >0,
u(z,0) = ug(x) fir x € (0,0), (7.9)
u(z,0) = vg(x) fir x € (0,0), '
u(0,t) =u(l,t) =0 firt >0,

findet man eine Losung durch periodische Fortsetzung. Man definiert

_ up() fir x €10,4),
—ug(20 — x)  fiir x € [¢,20),

do(z) = (e — [%} 20).

Hier ist [s] = max {k € N; k < s}. Auf dhnliche Weise werden f(-,t) und vy fortgesetzt.
FEine solche Fortsetzung findet man in Abbildung[7.4.

A R A WA N A WA A
AV VRV AV VRV AV,

Abbildung 7.4: Periodische Fortsetzung einer auf [0, L] definierten Funktion, die auflerdem anti-
symmetrisch ist beziiglich 0 und L.

Fiir das Problem ([7.9) kann man auch eine Losung finden mit Hilfe von Fouriertheorie.
Fiir (7.9) ware das eine Losung der Form

oo

u(z,t) = e (1) o, () \/2/Csin (k’%x)

k=1
mit -
&, () = \/2/Csin (kzx) (7.10)
und ¢ (+) eine geschickt gewéahlte Losung von

™

() + (k‘z)z cr (t) = 0.

Die Funktionen {¢;}, .+, definiert in ((7.10)), nennt man ein vollstandiges Orthonor-
malsystem fiir L? (0, £), das heiBt, fiir jede Funktion ug € L? (0, £) gibt es eine Folge v, € ¢*
derart, dass

)= > 76 (a). (7.11)

Genauer gesagt, bedeutet ((7.11)), dass

ug () — Z’Vkﬁbk (x)

Das hier gewéhlte Orthonormalsystem sind die Eigenfunktionen von

{ ¢o(T) = Ap(z) fiir x € (0,7),
¢(0) = ¢(¢) = 0.

= 0.
L2(0,0)

lim
m—00




Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 8

Intermezzo zu Distributionen

Die Physik hat der Mathematik die Dirac-d-Funktion[[] gebracht. Diese d-Funktion soll
folgende Eigenschaften haben:

/n d ()¢ (x)dr = ¢ (0) fir jedes p € Cp (R™).

Wenn 0 eine integrierbare Funktion ware, folgt aus dem Satz von Lusin, dass d stetig
ist auf jedem beschréankten Gebiet mit Ausnahme einer beliebig kleinen Menge. Wenn ¢
stetig ist in = # 0, folgt mit dem Hauptlemma der Variationsrechnung (Lemma [3.16)),
dass 0(x) = 0. Es gilt also § = 0 fast iiberall. Dann folgt aber, dass [;, 0 (z) ¢ (z) dz = 0,
und das ist ein Widerspruch.

Das bedeutet nicht, dass es diese Dirac-d-Funktion nicht gibt, sondern, dass wir et-
was mehr Sorgfalt walten lassen miissen, wenn wir dieses ¢ definieren. Dazu brauchen
wir Objekte, die den Begriff der Funktion erweitern. Diese Erweiterung hat den Namen
Distribution bekommen.

8.1 Testfunktionen

Die Dirac-¢-Funktion ist etwas, das sich nur definieren ldasst durch seine Wirkung auf
Testfunktionen . Man betrachtet im Wesentlichen nur zwei Sorten von Testfunktionen:

Definition 8.1 Man nennt

C(R") :={ue C®R");3IR >0 mit u(x) =0 fir |x| > R}
den Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trdger.
Bemerkung 8.1.1 Manchmal schreibt man auch C° (R™) statt Cg° (R™).

Beispiel 8.2 Die Funktion ¢ : R" — R, definiert durch

90<$) :{ 6‘“2%1 fﬁ?’ ’SL’| <1 (81)

0  fir |z >1

ist eine Funktion in C§° (R™).

!Paul Adrien Maurice Dirac, 1902 Bristol (GB) — 1984 Tallahassee (USA), Nobel Preis in Physik 1933
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Notation 8.3 Fiir o, € N* und x € R" setzt man

o . o \" 9\ 9 \’»
% =225 . % und DP = (8_$1) (8_182) (axn> .

Definition 8.4 Man nennt

or R") = {u € C* (R"); lim z*Du(x) =0 fiir alle Multiindizes o, ﬁ}

|z|—o0
den Vektorraum der schnell fallenden, beliebig oft differenzierbaren Funktionen.

Beispiel 8.5 Die Funktion ¢ : R™ — R, definiert durch

~ef®

p(z) =e

ist eine Funktion in C75 (R™).

8.2 Konvergenz fiir Testfunktionen

Sowohl fiir C§° (R") als auch fiir C2¢ (R™) wollen wir Folgenkonvergenz festlegen. Wenn
eine passende Norm zur Verfiigung steht, wére das einfach. Man kénnte zwar zum Bei-
spiel die ||-]|-Norm verwenden, doch die gibt nicht gentigend Struktur. Wir mdchten,
dass der Limes einer Folge von Testfunktionen auch wieder eine Testfunktion aus der glei-
chen Menge ist. Dazu brauchen wir, dass die bei einer konvergenten Folge im Limes der
Trager beschrénkt bleibt. Um beim Limes wieder eine C*° (R™)-Funktion zu bekommen,
brauchen wir Konvergenz in jeder C* (R")-Norm. Dies fiihrt zu der folgenden Definition
der Konvergenz bei Testfunktionen aus C§° (R™):

Definition 8.6 Sei {¢,},.y eine Folge in C3° (R") und ¢ € C§° (R™). Dann sagen wir
Y= in D,
wenn:
1. es eine kompakte Menge K C R™ gibt derart, dass fiir die Tréager supp (p,) gilt

supp (¢,) C K fir alle ¢ € N,

2. und fiir alle B € N™ gilt HD’BQOZ — DﬁgOHOO — 0, wenn ¢ — oo.

Bemerkung 8.6.1 Schwartz nannte den Vektorraum C§° (R™) versehen mit dieser Kon-
vergenz 9 (R™) oder nur 9. Der Buchstabe D wurde von Schwartz verwendet wegen Dif-
ferenzieren.

Auf dhnliche Art geht man vor bei der zweiten Klasse von Testfunktionen. Um beim
Limes in C$% (R™) wieder eine CS% (R"™)-Funktion zu bekommen, definiert man fiir u €
C2% (R™) die folgenden Normen:

lully, = > sup |2 D% (z)| . (8.2)
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Abbildung 8.1: Laurent Schwartz, 1915 - 2002, Franzosischer Mathematiker.

Definition 8.7 Sei {¢,},cy eine Folge in C55 (R™) und sei ¢ € CF5 (R™). Dann sagen
wir
o, = p in S,

wenn fir alle m, k € N gilt

llor — <,0||;k — 0 wenn ¢ — co.

Bemerkung 8.7.1 Um Schwartz zu ehren nannte man den Vektorraum C3%5 (R"), ver-
sehen mit dieser Konvergenz, . (R™) oder nur 7.

Bemerkung 8.7.2 Um die Konvergenz in . zu definieren, verwendet man (abzdihlbar)
unendlich viele Normen. Wenn man endlich viele Normen hdtte, dann wirde man . (R™)
als einen normierten Vektorraum darstellen konnen. Dies gelingt hier leider nicht.

Man sieht direkt, dass C§° (R") C C2% (R™) und dass C2% (R™) echt groer als C§° (R™)
ist. Wie verhalten sich die beiden Konvergenzdefinitionen?

Lemma 8.8 Sei {¢,},oy eine Folge in C3° (R™) und ¢ € C§° (R™).

1. Wenn ¢, — ¢ in 9, dann gilt auch ¢, — ¢ in 7.

2. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass supp (¢,) C Bg (0) mit R > 1. Dann gilt

el s < BE llgll gom sy — O fiir £ — oc.

m,k —

Fiir die Umkehrung nehmen wir ein nichttriviales ¢ € C§° (R™) und betrachten
o, () =071p (E_l.iv) )

Dann gilt ¢, — 0 in . aber die Folge konvergiert nicht in 2, denn die Trager supp (¢,)
liegen nicht innerhalb eines gemeinsamen Kompaktums. Wenn man nicht mag, dass die
Folge gegen 0 konvergiert, dann kann man stattdessen auch o, (z) = (1o (¢(712) + @ (x)
betrachten. ]
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8.3 Distributionen

Fiir einen normierten Raum X definiert man den Dualraum X' als den Raum der stetigen
linearen Abbildungen. Um den Dualraum zu definieren, muss der Raum nicht unbedingt
eine Norm haben, sondern es reicht, die Konvergenz definiert zu haben.

Definition 8.9 (Schwartz-Distributionen) FEine Schwartz-Distribution ist eine steti-
ge lineare Abbildung von 2 (R"™) nach R. Fir die Menge dieser Distributionen schreibt
man 2" (R™).

Bemerkung 8.9.1 Also qilt F € ' (R"™), wenn
1. Fistlinear: F (c1¢1 + capy) = 1 F (1) +coF (p,) fiir alle ¢; € R und p, € C§° (R™);
2. F ist stetig: v, — ¢ in 2 (R") impliziert |F (¢,) — F (¢)| — 0 in R.

Bemerkung 8.9.2 Wie immer bei linearen Abbildungen impliziert die Stetigkeit in O die
Stetigkeit auf dem ganzen Raum, denn p, — ¢ in & impliziert @, —p — 0 in I und die
Linearitdt liefert |F (p,) — F ()| = |F (¢, — )|

Definition 8.10 (Temperierte Distributionen) FEine temperierte Distribution ist ei-
ne stetige lineare Abbildung von . (R™) nach R. Fir die Menge dieser Distributionen
schreibt man . (R™).

Bemerkung 8.10.1 Linearitit und Stetigkeit sind dhnlich wie in Bemerkung[8.9.1]
Weil Cg° (R") € C2% (R") gilt und wegen Lemma kann man sagen
7 (R") c & (R").

Stetigkeit in . (R") ist also etwas, das fiir eine groere Menge Funktionen gelten soll als
die Stetigkeit in & (R™). Dies bedeutet, dass

S (R") € 7' (R").

Jede lokal Lebesgue-integrierbare Funktion f auf R” liefert durch

File) = | Fa)ola)ds 53)

eine Abbildung Fy € 2’ (R"). Eine solche Distribution nennt man regulér. Die Linearitét
von FY folgt sofort. Fiir Stetigkeit betrachte man fiir ¢ € C§° (R") mit Tréger in K die
folgende Abschétzung:

[Fr ()] < /K\f(x)\ |p(@)] do < HSOHLoom)/K [F@) de = {1 Fll Ly 0]l oo sy -

Wenn ¢, — 0 in Z (R"), findet man ein K O (o suppy,, und [|¢,,[| oo gy — 0. Es folgt,
dass

[ ()| < M1 b ey 10l oo gy — 0 fiir n— oo
Wenn die Funktion f hochstens polynomiales Wachstum hat, dann definiert (8.3)) auch

ein Fy € . (R"). Nimmt man jedoch eine Funktion wie f (z) = el dann findet man,

dass Fy € ' (R") jedoch auch, dass Fy ¢ .7 (R").
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Lemma 8.11 Wenn F € 2’ (R"), dann ist F' definiert durch

auch in 2' (R™). Das dhnliche Ergebnis gilt fir F € %" (R™).
Bemerkung 8.11.1 Ahnliches gilt in héheren Dimensionen mit partiellen Ableitungen.
Beweis. Die Linearitat von F” folgt aus der Linearitdt von F. Fiir die Stetigkeit von F”
verwendet man die von F. Denn, wenn ¢, — ¢ in Z (R") oder . (R") gilt, dann gilt
auch ¢!, — ¢’ in 2 (R") oder .7 (R"). Weil

F'(p,) = =F (¢) = —F(¢) = F' (¢)

folgt das Ergebnis. [ ]

Beispiel 8.12 Betrachtet man f : R — R, definiert durch f(x) = isign (z), dann ist die
zugehorige Abbildung F auf Cy[—1,1] definiert als

Fio) = [ 1@e@de =4 [ s@ar+} [ plaar

-1

Es gilt fir F' auf C* [-1,1] N Cy[—1,1], dass

Bemerkung 8.12.1 Die Dirac-6-Funktion liegt sowohl in .#' (R™) als auch in 2" (R™),
denn fiir ¢ € Cg° (R™) U CF5 (R™) gilt

160 (D)] = 2 ()] < 1@l cogny = llellgo-

Abbildung 8.2: Darstellung einer Funktion aus D(R). Eine solche Funktion ist unendlich oft
differenzierbar und hat einen kompakten Tréager.

/

T~

T

Abbildung 8.3: Darstellung einer Funktion aus S(R). Eine solche Funktion ist unendlich oft
differenzierbar und schnell fallend.

Reguldre Distributionen sind Distributionen aus 2’ (R"™) oder .’ (R™), welche sich wie
in (8.3)) mit Hilfe einer Funktion definieren lassen.
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Wir betrachten nochmals ¢, aus (3.8)):

1
_ ) el fiir |z] <e, Q.4
e () { 0 fiir |x] > e, (8.4)
und setzen
v ()
== - 8.5
o) = R (85

Ein Bild zu diesen Funktionen findet man in Abbildung Setze
U, (u) (y) = Y. (y —x)u(x)de fur u € Cp (R"). (8.6)
Rn

Fiir € > 0 ist die Abbildung V. : Cp (R") — Cp (R") wohldefiniert, und es gilt

ue Cp(R") = V. (u) e C*R")NCp (R").

Definition 8.13 Den Operator V. : Cg (R") — Cg (R™) aus nennt man den Fried-
richs cherf)| Glitter oder Mollifier.

Lemma 8.14 Seiu € Cp (R"). Es gilt

lim @ (u) (y) = u(y)- (8.7)
Fiir u € C (R") gilt sogar
Ve (u) (y) = dyul < [lulley @n & (8:8)

Bemerkung 8.14.1 Man kann dieses Ergebnis wie folgt lesen: {V. (-) (y)}.oo sind regu-
lire Distributionen, die die Dirac-0-Funktion an der Stelle y approximieren, wenn € | 0.

Bemerkung 8.14.2 Weil gilt, sind V. (u) fir e > 0 unendlich oft differenzierbare
Funktionen, die u € Cg(R™) punktweise approxvimieren. Wenn u € Ch (R™) ist diese
Approzimation wegen sogar gleichmdfSig.

Beweis. Da [, 1. (z)dz =1 gilt und u stetig ist, folgt

[P (u) (y) — u(y)| =

e Y. (y — ) (u(r) —u(y))de| <

< | Y.(y—x) sup [u(z)—u(y)der= sup [u(z)—wu(y)|—0firel0.
R” 2€B:(y) 2€Bc(y)

Wenn v € Cj (R™), hat man |u(2) — u(y)| < ||u|]C]13(Rn) |z — y|, und es folgt die letzte
Ungleichung. m

2Kurt Otto Friedrichs, (1901 Kiel — 1982 New Rochelle, New York) war ein deutsch-amerikanischer
Mathematiker
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8.4 Distributionen und Differentialgleichungen

Beispiel 8.15 Man kénnte versuchen Distributionen als Anfangswerte zuzulassen. Wir
betrachten
up(, t) — Pug,(z,t) = f(x,t) firt>0 und x € R,
u(z,0) = ug(x) fir x € R, (8.9)
ur(z,0) = vo(x) fir x € R,

und nehmen hier statt der Funktion uy die 6-Distribution 6, und setzen vo = f = 0.
Man bekime formell eine distributionelle Losung u(-,t) = 36, + 20,10 € 2’ (R)
(auch in /' (R)). Hdtte man uy = ), 0,,, wirde man durch die Linearitdt wu(-,t) =
23 (8y—ct + Oyyer) als Losung haben. Fir eine allgemeine Anfangsbedingung uo(-) kann
man formell schreiben (wir tun mal so, als ob &, eine Funktion wdre):

up(z) = /y . 8, () ug (y) dy.
Die Lisung wire
) = [ B o)+ B () o )
- /yeR (36, (v +ct) + 16, (x — ct)) uo (y) dy = Sug (v + ct) + Sug (x —ct).  (8.10)

Wenn auch dies alles mathematisch erst noch mal zwielichtig ist, kann man leicht kon-
trollieren, dass das Endergebnis verniinftig ist. Fiir ug € C*(R) ist tatsichlich die
klassische Lésung, die wir schon vorher sahen.

Beispiel 8.16 Man betrachte f (x) = 3 |z|. Dann ist ' und f” nicht dberall definiert.

Definiert man Fy € ' (R) oder ' (R) durch

Fy(p) = / f (@) () dr.

dann folgt

Fi(g) = / Lign (z) o () dz,
Fi(g) = o(0).

Man bemerke, dass
[ (z) = 3sign (z) fir z #0.

Man zeigt diese Behauptungen durch partielle Integration:

F o) =)= [ Sl @ o= [ e @o— [ e (@) o=
= i (e @]”, -~ [ towar) = tm (Lol - [ dow)ar) -

:_/0 %gp(m)dw+/om%go(x)dx: [ sign (@) o (&)

— 00
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und

Fi (o) = —F4 () = — / Lign (o) p () du = | 1¢f (x)dz— / 1/ (o) de =

= lim [Lp(2)]" — lim [Sp(@)]" = 0(0) =5 (p).

m—00 m m—00

Im Sinne von Distributionen gilt also:

(3 )" = gsign () und (sign () =3 ().

Beispiel 8.17 Sei f € L, (R™) mit n > 3 definiert durch
fla)=la".

Dann ist
Fr(p)= [ |2 ¢(z)da

R’!’L

wohldefiniert fir p € 2' (R) oder .7 (R). Es folgt

(AF) () = Fy () = [ a7 Ap(yde =tim [ (o Mg (o) do =

0 |z|>e

= lim </|gg6 (|2 " Ve () = V ]z (2)) - vdo, + / Alal" e (@) dm) B

|z|>e

= lim (52”(9 (") - Ajg 2—n) || "z () —do, + ()> =

|

= —lim 2—n)|z| ™"z ¢ () - %xd% = (2 —n)wnp(0).

jo|=e ||

Wir nehmen w,, = faBl(o) 1 do wie auf Seite . Dann gilt im Sinne von Distributionen:

~A (m |.|2”) —5(). (8.11)

Hier ist & das n-dimensionale Dirac-Funktional in 0:

d(p) =(0) fir o € 2 (R) oder . (R).

s L (1)) 500 612

Beispiel 8.18 FEbenso kann man zeigen, dass fir y € R™ mit n > 3 gilt:

Fiir n = 2 findet man

A (ﬁ - yﬁ—") 5, (). (8.13)

n— 2

Hier ist y also nur ein Parameter und heifst

| gl A @) de = o )

n—2)wy,
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fir alle ¢ € Z(R) oder .7 (R). Diese letzte Formel gibt uns jedoch die Mdaglichkeit, ¢
zurickzufinden maittels —Ap. Also, wenn —Au = f fiir eine gegebene Testfunktion f auch
eine Testfunktion u als Losung hat, dann gilt

ww= [ el @) (5.14)

Man kann zeigen, dass die Formel in nicht nur fir Testfunktionen gilt. Zum Beispiel
findet man fir f € C* (R™) mit kompaktem Tréiger durch eine Losung u von

{ —Au = f in R,

lim|z|ﬁoo u (33) =0.

(8.15)

Beispiel 8.19 Fiir y € R? gilt:

A (% log (ﬁ)) 5, () (8.16)

und auch hier folgt, dass wenn —Au = [ fiir eine gegebene Testfunktion f auch eine
Testfunktion u als Losung hat, dass

w(y) = / . %log (ﬁ) f () da. (8.17)

Ebenso wie im letzten Beispiel gilt diese letzte Formel nicht nur fir Testfunktionen. Fiir
f € C*(R?) mit kompaktem Triger findet man durch eine Losung u von —Au = f
in R?. Wenn jedoch f > 0 gilt und f nicht trivial ist, dann folgt limyy e u (z) = —o0.
Die zweite Bedingung in st in dem Fall nicht erfillt.

\_

1 1 1
Abbildung 8.4: Skizzen zu den Funktionen R? > z — —log | — ] in (8.12) und R? > o > ——
27 || 4|z

in (8.11)) mit n = 3. Die Funktionen in (8.11)) fiir n > 3 zeigen ein &hnliches Bild wie das rechte.
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 9

Die Wellengleichung in mehr
Dimensionen

9.1 Kirchhoff fiir Raumdimension 3

Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung auf dem ganzen Raum R? ist

g (x,t) — Au(x,t) = f(x,t) fiir t >0 und x € R3,
u(x,0) = up(x) fiir z € R?, (9.1)
ug(x,0) = vo(x) fiir z € R3.

Bemerkung 9.0.1 Wir versuchen anzugeben, wie man zu einer Losungsformel kommd.
Dies ist erstmal kein Beweis, sondern ein Versuch die kreativen Schritte anzugeben. Spdter
muss das Ergebnis dann noch bewiesen werden.

1) Man betrachte erst den radialsymmetrischen Fall: u (xq, x9,x3,t) = U (x|, t). Weil
in 3 Raumdimensionen Au (|x]) = r=20,720,u(r) =z gilt, wird die Differentialgleichung
wie folgt:

1
(83 — CQE&J’Q@T) U(r,t)=0.

Setzen wir V (r,t) =r U (r,t) so folgt mit Hilfe von
1, 5.1 1. ,(1 1
ﬁaﬂ” &;V (T, t) = ﬁaﬂﬁ <;‘/7~ (T, t) — ﬁV(T, t)> =
1 1
= ﬁar (rVy (r,t) = V(r,t)) = ;VW (r,t),

dass

(07 —02) V (r,t) = 0.

2) Diese Gleichung ist die Wellengleichung in einer Raumdimension und die Losungen
dieser Gleichung haben die Form

Virt)=®((r—ct)+ VU (r+ct).
Man findet

1 1
U(T,t):;@(T—Ct)-f—;\lf(T—l—Ct).

103
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und radialsymmetrische Liosungen der Wellengleichung in 3 Raumdimensionen durch

mﬁw:i@@ﬂ—m+éﬁnm+®.

|
Fine Funktion u (z,t) = ﬁ@ (|x| — ct) ware eine radialsymmetrische Welle, die sich mit
Geschwindigkeit ¢ nach auflen bewegt. Die sich nach innen bewegende Wellen geben Pro-
bleme bei |x| = 0 und daher lassen wir sie aufler Betracht.

3) Analog einer Raumdimension konnte man eine Distribution formal als generalisierte
Lésung ansetzen:

m@wziﬁmwww:éﬁm—dy

]
Die letzte Gleichung folgt, weil |x| = ct gilt auf dem Trager von x — 0§ (x| —ct). Als
Distribution in R® mit t als Parameter wére das:

3 ct

o(r)do, = ct/

|2=1

ammmzﬁ;lum—dmmwx:
1

== o (ctz)do, =: ct/ ¢ (ctw) dw.

|z|=ct wes?

Fiir w € §* schreiben wir weiter |w| = 1. Es gilt
lim F. =
im Fo.) (9) =0

und

ltiﬁ)l OrFup (@) = lgﬁ)l (c ¢ (ctw) + Pt w- Vo (ctw)) dw = 4mc ©(0).

|w|=1

Formal scheint Fy. ;) das ndchste Anfangswertproblem als Distribution zu erfiillen

83Fu(.,t) — C2AFu(.7t) =0 fd’l“ t> 0,
Fu(-,t) =0 fd?” t= 0, (92)
3,5Fu(.’t) = 4’/TC(50 fUT’ t=0.

4) Ahnlich wére u(z,t) = ﬁméﬂx —y| —ct) so, dass die Distribution F,., eine
Lésung ist von
8152Fu(.7t) — C2AFu(.7t) =0 fd’l“ t> 0,
Fu.p =0 firt =20, (9.3)
(9,5Fu(.7t) = (Sy fUT’ t=0.

Welle, die in y startet. Wie in einer Dimension kann man vermuten, dass, wenn man
die Delta-Funktionen durch eine Dichte vy ersetzt, dies eine Ldsung von wdre mat
f = Uy = 0:

wawt) = [ paile—sl-—aud =z [ wd,

L Jrs 4mcit T dmct
5) Hat man eine gentigend oft differenzierbare Losung u (z,t) von
up(x, t) — Au(z,t) =0 firt >0 und z € R3,

u(z,0) =0 fir v € R3, (9.4)
u(z,0) = vo(x) fiir v € R3,
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dann erfillt w (z,t) := Oy (z,t) formal
Wit = Ut = CQAUt = CQA'U)

und
w (x,0) = u(z,0) = vo(x),
und

wy (2,0) = uy (,0) = Aug, (2,0) = 0.

Das folgende Theorem sagt, dass diese Uberlegungen tétsichlich eine Losung zu den
Anfangswerten ug und vg liefern.

Theorem 9.1 (Die Formel von Kirchhoff)) Sei f =0, uo € C* (R?) und vy € C? (R?).
Dann hat eine Losung in C* (R3 x [0,00)), ndmlich

1 1
t) = d — d .
! (x7 ) et /|yz|=ct UO(y) oy " at (47T62t Lw=ct UO(CU) 0?/) (9 5)

Bemerkung 9.1.1 Betrachtet man wiederum das Einflussgebiet und das Abhdngigkeits-
gebiet wie auch in einer Dimension, dann bekommt man zwei Kegelrinder, die schematisch
(die Bodenplatte soll R® darstellen) in Abbildung dargestellt sind.

Bemerkung 9.1.2 Die Formel in kann man auch wie folgt schreiben:

drc2? / =t (tvo(y) + uo(y) + Vuo(y) - (y — x)) do,

Abbildung 9.1: Finfluss- und Abhé#ngigkeitsgebiet in 3 Dimensionen. Nach oben die Zeit; in blau
das dreidimensionale(!) R? fiir ¢+ = 0. Nur der Rand des Kegels zihlt.

Der Beweis, dass die Anfangsbedingungen durch (9.5)) erfiillt sind. Weil v,
stetig differenzierbar und wug zweimal stetig differenzierbar ist, folgt fiir die erste Rand-
wertbedingung:

: 1 .t
ltlilgl e /|ya;:ct vo(y)do, = ltlfél o /|w|=1 vo(z + ctw)dw = 0,

: 1 : t
ltlfél at (m /|;Uq;:ct uO(y)de) B ltlirél at (E /w|=l UO('T " th)dw) a

1
= lgfgl o /|w|1 (uo(z + ctw) + ctw - Vug(z + ctw)) dw = ug(z).

LGustav Robert Kirchhoff, Kénigsberg 1824 — Berlin 1887.
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Fiir die zweite Randwertbedingung finden wir

) 1
ltlfgl O (471’62t /|yz|:ct Ug(y)day) = vg()

und

1
lim o2 [ —— -
tlﬂ)lat <47T02t A/—:dct uo(y)d0y>

3
1
= lim — 2cw -V t t W0y, Oy, i dw =
im -~ /w|:1 ( cw - Vug(x + ctw) + ¢ i]§:1w w;0y, Luo(:v%—cw)) w

2c

= lim —/ w - Vug(z + ctw)dw w - Vug(z)dw = 0.
|w]=1

tl0 47 47 |w]=1

Beim letzten Schritt haben wir benutzt, dass fiir 7 € R? gilt

/ w - Udw = 0.
|w|=1

Also sind die Anfangsbedingungen erfiillt. ]

Bevor wir zeigen konnen, dass die Differentialgleichung erfiillt ist, brauchen wir das
folgende Lemma.

Lemma 9.2 Seiu € C? (BR (O)) mit Br (0) C R™ und n > 2. Dann gilt

1 ~A
(n—=2)wn Jy<r |y|

1 1

=u(0) — Vu(y) - v do, — u(y) do,.
( ) (TL—2> wan_g =R ( ) Y wan_l W= ( ) Y
Bemerkung 9.2.1 Fiir n = 3 folgt
—Au (y) 1 1
——dy = u(0) — — Vuy-l/da——/ u(y) do,.
/|y<R A |y| O~ &r W= ) Y 4nR? g (v) do

Beweis. Man braucht Gau#f,

/ vAudx = / (v Vu— Vv u)do, +/ (Av) u dz,
Q o0 Q

die Tatsache, dass y — |y|>~" harmonisch auBerhalb 0 ist,
Alf™ = V-V "=V (2-n)ly "y)
= @2-n)(=nly "y -y+nlyl ) =0

und, dass y — |y|°~" integrierbar ist bei 0:

/ —Au(y) dy = lim —Au (y)dy _
|

w<r |y["° €0 Jecpyiern y[*"

- <</|y|=R_A;|=a) (=l Vu ) +u) V™) - vdo, +
+/s<|y|<R —Aly[*" u(y) dy)

~ 1 ( [ .- |) (~ P Vo) v+ ut) @ - ol "y L) do,)
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= /| . (—RQ_"VU (y) - v+u(y)(2—n) Rl_") do, +

+ lim ("Vu(y) - v+u(y) (n—2)e'"") do, =
A0 Jlyl=e
= =5 [ Ve o, = [ ) doy im0 () + (1= 2) a0
= oy, uly) - vdoy — e oy + lim n wn(0).
Beim letzten Schritt ist verwendet worden, dass der Flidcheninhalt von 0B.(0) gleich
wpe™ b ist. n

Fortsetzung des Beweises von Theorem .
Wir zeigen nun, dass die Differentialgleichung erfiillt ist und fangen an mit dem Teil,
der zu vy gehort:

1 At
2Ax—/ do, = A,— / 1) dow =
Do e vo(y)doy, o " vo(z + ctw)dw
L Ao+ ctw)dw = S [ (M) (@ 4 cte)d
= — Vo\T Clw v xr Clw |dw =
AT Jpr ar |w\—1 ’
1
= — A d z = A d z —
) vo(x + z)do /|Z By 47r|z| vo(z + 2)do

ct 1 1
:(9/ / —Awv a:+zdrdaZ:8/ ——Avy(z + 2)dz = (%
A e P e B0l M=),

Durch Verwendung des Lemmas folgt

1 1
(*) = 8,5 (—Uo( )—Fm e Ctvvo($+z)-I/dO’z—i—m/Z'_ctvo(.I—FZ) dO’z>
1

1
= —0 / Vug(x + 2 I/daz+/ vo(x + 2 daz>: *k).
4ﬂ(|dk|a ). [l (4)

Z

Es folgt weiter mit v = % = w und ‘do. = |2|* dw’, dass

(xx) = %at (/|w|1 (rwo(:c +rw) -w + vz + m)) dw)
= ([ o (o))
- ﬁaf /:) (/w_1 0, <rv0(:c + m)) dw) dr = (% % %),

wiederum wegen des Hauptsatzes der Integralrechnung. Die Fortsetzung liefert durch Ver-
tauschung der Integrale,

(kx%) = O (%C /w } / Cto o, <rv0(:c+7’w)) drdw)

ct
rvo(x + rw)] . dw>

r=

(e
= ( — ‘: ctug(z +ctw)dw>
(s

A (y)d0y>

r=ct

4re |w|=1




108 Kapitel 9, Die Wellengleichung in mehr Dimensionen

und es folgt, dass dieser Teil die Differentialgleichung erfiillt. Fiir den zweiten Teil kénnen
wir uns nun kurz fassen:

1 1
2 - — 2 -
‘ Al"at <47T02t /y—x|—ct uo<y>d0y) atc Aw <47T62t /y—x|—ct uo<y)d0y)
1
_ 92
= 0 <47cht /y—x|:ct uo(y)day) ’

und der Beweis ist komplett. ]

Auch hier kann man fiir f das Prinzip von Duhamel verwenden. Da dieses Prinzip in
jeder Dimension gilt, betrachten wir gleich die allgemeine Version.

9.2 Ergebnisse fiir beliebige Dimensionen

Proposition 9.3 (Prinzip von Duhamel) Sei f € C*(R" x [0,00)), ug = vg = 0.
Wenn fiir jedes s > 0 die Funktion
(z,t) = U(z,t;8) € C*({(w,t,8) ;2 €R" und 0 < s <t < o0})
eine Losung ist von
Up(x,t;8) — AU (x,t;8) =0 fiirx € R™ und t > s,
Uz, t;s) =0 firx € R™ und t = s, (9.6)
Ui(z,t;s) = f (2, 5) firx € R" und t = s,
dann ist .
u(x,t) :/ U (z,t;s)ds. (9.7)
0
eine Losung von
ug(z,t) — AAu(x,t) = f(x,t) firz e R” undt >0,
u(z,0) =0 fir x € R, (9.8)
u(z,0) =0 fir x € R™.

Beweis. Ahnlich wie in einer Dimension zeigt man:

¢
83/U(x,t;s)ds:8t( (@, t;8),_, + /8t (x,t;5) )—E)t/@t (x,t;8)d
0

= (0U (z,t;5)),_, +/0 O (z,t;8)ds = f (x,5) + / AU (z,t; 5) ds.

0
|

Die Ableitung der Kirchhoffschen Formel mag rétselhaft erscheinen. Wenn man hinter-
her zeigen kann, dass das Ergebnis stimmt, soll uns das eigentlich keine Sorgen bereiten.
Trotzdem ist es verniinftig, dieser Ableitung etwas Beachtung zu geben. Die Idee ist wie
folgt gekommen. Der A-Differentialoperator ist drehungsinvariant:

A(uo R) = (Au) o R fur beliebige Drehungen R,

denn sei M eine orthogonale Matrix, so findet man M M7 = I und

A (u(M Z Z M j; My; (0x05u) (Mz) = Z (Z MJZM;%> (Op0;u) (Mz) =

= (MMT) ., (9xdju) (M) = Z(agu) (Mz) = (Au) (Mz).

J,k=1
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Proposition 9.4 (Euler - Poisson - Darbouxf) Wenn (t,z) ~ u(t,x) eine Lisung
ist in C* (R™ x [0,00)) von

ug(z,t) — Au(z,t) =0 fir x € R™ und t > 0, (9.9)
u(z,t) = g(x) und wy(x,t) = h(x) fir z € R, '
dann ist I wy
oWy, t)do
Ulr,t) = ~22) i (9.10)
faBT(x) ldo,
" Jo 90 d Jo o (5)
2 9\Yy)ao o v (y)do
G(r) = 222 L und H(r) = 222 ! (9.11)
f@Br(m) ldo, f@Br(ac) ldo,
eine Lisung in C* ((0,00) x [0,00)) von
Ug(r,t) — Ari=0,r"=10,U(r,t) =0 fiirr >0 und t > 0, (9.12)
U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr >0, '

mit liﬁ)l U(r,t) =u(z,t), hﬁ)l U, (r,t) =0 und liﬂ)l Upy (r,t) = 2Au ().

Bemerkung 9.4.1 Die Differentialgleichung in nennt man die Euler-Poisson-
Darboux Gleichung.

Beweis. Man hat

su(yt)do st (@+rw ) rde g
Job, @ v _ S L e trwt)de

fBBT(:c) ldo, f|w|:1 rn=1dw Wn Jjwj=1
und so folgt mit Gaufl

1
o0.U(r,t) = w_/ Vu (x4 rw,t) - wdw
n J|wl=1
T,l—n 7’1_”
= Vu(z+ z,t) - vdo, = / Au(x + z,t) dz. (9.13)
Wn J)z|=r Wn o J)zl<r
Aus (9.13) folgt
Au(x + z,t)dz
@U(r, t) _ f-[iz|<'r ( )

n fM _, ldz
und anschlieend lim, o U, (r,¢t) = 0 und lim, o U,, (r,t) = %Au (x,t). Weiter folgt aus

(9.13), dass

028TT71—13TU(T, t) - a,,‘ (i / utt (.ZU + Z, t) dZ)
|2|<r

wn
1 T Ut (ya t) do
= — uy (z+ 2,t)do, =™t faB’”( ) - "YUy (r,t) .
W Jzl=r JoB, @) 1doy
Die Anfangsbedingungen fiir U zeigt man direkt. ]

Diese letzte Proposition liefert uns auch die Eindeutigkeit der Losung in Raumdimen-
sion 3.

2 o Leonhard Euler, Basel 1707 — St. Petersburg 1783. e Siméon Denis Poisson, 1781 — 1840, hat sich
nie weit von Paris entfernt. Die folgende Aussage wird ihm zugeschrieben: La vie n’est bonne qu’a deux

choses: d faire des mathématiques et a les professer. Siehe Seite [L10] fiir ein Bild. @ Jean Gaston Darboux,
Nimes 1842 — Paris 1917.
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Theorem 9.5 Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung in hat héchstens
eine Lisung in C* (R3 x [0, 00)).

Beweis. Wenn (9.1 zwei Losungen hat, sagen wir u; und wus, dann 16st w = u; — uy das

Randwertproblem mit f = uy = vy = 0. Nehmen wir an, es gibt w (57, ﬂ # 0. Ohne Verlust

der Allgemeinheit nehmen wir z = 0. Weil A invariant unter orthogonalen Abbildungen

ist, folgt fiir

Ui, = oz 20000
f 9B.(0) ldo,

’

dass Uy — c*r=20,7%20,U = 0. Setzen wir
V(r,t) =rU(rt)

so folgt
r20,r°0,U = r20,r20,r 'V = r720, (=V +710,V) = r10?V

und weiter, dass V (r,t) eine Losung der Wellengleichung in einer Dimension ist mit
V (r,0) = Vi(r,0) = 0 fiir r > 0 und V (0,¢) = 0. Diese Losung ist eindeutig und da-
her gilt V (r,t) = 0 fir alle r,¢ > 0 und auch U(r,t) = 0 fiir alle 7, > 0. Dann findet
man

.1 L N
w (O,i) = lrlﬁ)lﬂ /|w|=1 w (rw,i) dw = lrg(r)l U(r,t) =0,

und dies ist ein Widerspruch. ]

9.3 Poisson fiir Raumdimension 2

Eine Losungsformel wie die von Kirchhoff lésst sich in 2
Dimensionen nicht direkt herleiten. Wenn man die Formel
in drei Dimensionen verwendet fiir Funktionen, die in einer
Richtung konstant sind, bekommt man eine Formel fiir das
zweidimensionale Problem. Anders gesagt, statt

ug(z,t) — Au(z,t) =0 fiir v € R? und ¢ > 0, (9.14)
u(z,0) = up(z) und w(z,0) = vo(x) fiir x € R? '
betrachten wir das #hnliche Problem in R® mit dg(x1,z2,73) = wug(wy,z2) und

Oo(x1, 22, 23) = vo(21, x2). Die Kirchhoffsche Formel gibt uns eine Losung @(zy, e, 3, t),
namlich

(1, xe, 3, 1) L / Oo(y)doy, + Oy (% / ao(y)day).

4drc?t w2t
ly—z|=ct ly—z|=ct
yeR3 yEeR3

Weil 4y und vy jedoch nicht von x3 abhéngen, und die Losung @ eindeutig ist, hdngt auch
u nicht von z3 ab. Denn wenn @ von x3 abhéngen wiirde, wéren

(21, T2, x3) > U (21,22, x3) und (x1,z9,x3) — U (21, T2, 23 + 1)
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zwei verschiedene Losungen. Es folgt auflerdem, dass

/ to(y1, Y2, y3)do, = / Uo(y1, Y2, y3)do, =
|ly—z|=ct, yeR3

ly—(z1,22,0)|=ct, yeR3

_ 2/ wo(z + 21\ /1 + [Vw(z)2dz. (9.15)
|z|<ct, z€R?

Hier beschreibt w die dritte Koordinate y3 auf der Sphire {y € R3; |y — (z1, 2,0)| = ct}
als Funktion von (21, z2), das heifit

(y1,Y2,y3) = 7 (21, 22) := (21 + 21,1 + 22, w (21, 22)) Mit w (21, 20) = £/ 22 — 2§ — 22.

Abbildung 9.2: Statt iiber die Sphiire OB (r1,22,0) in R3 integriert man iiber eine Scheibe
Bet(21, 22) in R2.

Die 2 in (9.15) folgt, weil man zwei Hélften hat. Der Faktor /1 4 |[Vw(z)|* folgt aus
der Parametrisierung + durch

0z1 0z1 0z 0Oz _ 8z 0z1 8z1 0z . 2
det | 50 o0 oy or | =9 owow 1 4 owow =1+ [Vuz)[".

Ozo 0Oz 0Oz 0Ozo Ozg 021 Ozo Ozo
Mit
2 |2)? ct
V14 |Vw(z)|]" =4/1+ 5 =
C2t2 — |Z| 02t2 . |Z|2
findet man:

Theorem 9.6 (Die Formel von Poisson) Sei ug € C?(R?) und vy € C*(R?). Die
Lésung von ist fiir v € R? und t > 0

v 1 U
0(y) dy+ 0, 2_/ o(y) dy
22— |y — x|2 TC J|y—z|<ct \/02t2 — |y — m|2

1
u(x,t) = — /
2mc ly—z|<ct \/
(9.16)
Bemerkung 9.6.1 Betrachtet man wiederum das Einflussgebiet und das Abhdngigkeits-

gebiet wie auch in einer Dimension, dann bekommt man in Dimension 2 zwei gefiillte
Kegel, die in Abbildung[9.3 dargestellt sind.

Bemerkung 9.6.2 Wenn man auch fir eine rechte Seite f (x,t) losen mdchte, kann man
wiederum das Prinzip von Duhamel verwenden.
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Bemerkung 9.6.3 Diese Idee, mit der Dimension abzusteigen, wird Hadamard zuge-
schrieben.

Lemma 9.7 Man kann die Formel in wie folgt umschreiben:

1 / fuo(y) +uoly) + Vuoly) -y =)
27TCt ly—z|<ct \/CQtZ _ |y o $|2
Beweis. Wir brauchen nur die zweite Hélfte von (9.16)) zu betrachten und benutzen da

die Substitution y = z + ctrw mit r € (0,1) und w € R? mit |w| = 1. Mit dy = *t*rdrdw
folgt

1 1 bt t
o5 toly) dy | =0 (—/ / uo(x——i— < rw)rdrdw)
27TC |y7w|§0t \/Cth - |y -_ x‘|2 27T |w|:1 7’:0 1 - 712

1 ! t terw-V t
__/ / uo(x + ctrw) +t crw uo(x—kcrw)rdrdw
2m |w|=1 Jr=0
1

u(z,t) =

V=12
/ uo(y) + (y — =) - Vuo(y) dy.
ly—z|<ct

- 2t

Ve —ly —af

Abbildung 9.3: Einfluss- und Abh#ngigkeitsgebiet in 2 Dimensionen; die Zeit nach oben und in
blau (z,t) € R? x {0}. Im Gegensatz zu 3 Dimensionen ist der Kegel nun gefiillt.

Die Eindeutigkeit der Losung in zwei Raumdimensionen folgt aus der Eindeutigkeit in
drei Raumdimensionen.

9.4 Raumdimensionen 4 und hoher

Wir betrachten erst die ungeraden Raumdimensionen. Wenn wir da Existenz, Eindeutig-
keit oder sogar eine explizite Formel fiir eine Losung gefunden haben, konnen wir mit dem
Absteigetrick von Hadamard auch die geraden Raumdimensionen angehen.

Wir definieren fiir eine Funktion (z,t) — w(x,t) die erfiillt, wie in die
Funktion (r,¢) + U (r,t). Ahnlich werden auch G' und H wie in definiert.

Lemma 9.8 Sei n > 3 ungerade. Wenn (r,t) — U (r,t) eine 5 (n+ 1)-mal differenzier-
bare Losung ist von

{ Up(r,t) — ri="0,r"10,U(r,t) =0 fiirr >0 und t > 0,

U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr >0, (9.17)

dann, ist (r,t) — U (r,t), definiert durch

U (r,t) = (7"_167«)%3 (r" 72U (r,1))
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eine Ldsung von
(7tt(7”,~t) - 282(7( t)=0 firr >0 undt >0, (9.18)
Ul(r, G(r) und Uy(r,t) = H(r) fiirr >0, '

n—

t) =Gl(r)
fiir G (r) = (r~19,) = > (r” 2G(r)) und H (r) = (7’_18,4)”7_3 (r"=2H (r)).

Beweis. Schreibe k£ = 5 (n — 3). Man zeigt mit vollstdandiger Induktion nach k, dass

1
2
o2 (r! ) r T (r) = (r7'0,) L p2kt2g g (r).
Daraus folgt
202U (r,t) = 2P () (7 (1) =

n

i W ) -
= (r_lﬁ) (Ao o, U (1)) =
=0? (r_l&) (r”_QU (r,t)) = U (r,t).
Die zugehorigen Anfangsbedingungen kontrolliert man sofort. ]
Man kann nun wieder raten, wie die Losungsformel in ungeraden Dimensionen sein
wird fiir die Wellengleichung;:
uy(x, t) — Au(z,t) =0 fiir t >0 und x € R",
u(z,0) = ug(x) fir x € R™, (9.19)
u(z,0) = vo(x) fir x € R™.
Verwendet man den Absteigetrick von Hadamard, dann findet man auch eine Formel

fiir gerade Raumdimensionen.
Die Eindeutigkeit einer solchen Losung kann man mit Hilfe von Lemma wie in

Theorem [9.5] beweisen.
Theorem 9.9 Sein € N, m = [2], f =0, up € C"™"?(R") und vy € C™™ (R).
o Wenn n ungerade ist, hat die folgende Losung:

n=3 ] n=3 1
u(z,t) =C, (t—lat) 2 1 / vo(y)doy, + Oy (t—lat) 2 =y / uo(y)doy,

ly—ax|=ct ly—z|=ct

: _ 1
Es gilt C, = on(n—2)(n—4). 531"
o Wenn n gerade ist, hat die folgende Losung:

u(z,t) =D, | (¢ 18t / day—i-
\/02?52 !y

\y z|<ct

n-2 ]
+ at (t—lat) 3 — / UO(y) dO'y
-
y—x|<ct \/62t2 - |y - I’|2

. _ 1
Es gilt Dn = sy a2
Wie vorher w,, = faBl(o) ldo

Die Beweise dieser Formeln sind dhnlich wie die fiir die Formeln von Kirchhoff (9.5))
und Poisson ((9.16)).
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9.5 Gebiete mit Rand

Eine natiirliche Frage ist, was passiert, wenn man die Wellengleichung nicht auf ganz R"
sondern nur auf ein Gebiet 2 C R" losen mochte. Man kann zeigen, dass das folgende
Anfangs/Randwertproblem sinnvoll ist im Sinne von Hadamard:

ug(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) fiirt >0und z € Q,
(

u(z,0) = ug(x) fir x € Q,
u(z,0) = vo(x) fir x € Q, (9-20)
u(z,t) = ¢ (x,t) fir ¢t > 0 und = € 09.

Nur in einigen einfachen Féllen, wie zum Beispiel beim Halbraum Q = R"~! x R*, kann
man eine explizite Formel fiir die Losung herleiten. Fiir allgemeinere Gebiete gibt es kaum
derartige explizite Formeln und wir miissen andere mathematische Werkzeuge anwenden.
Aber auch ohne solche Formeln kann man die Fragen von Hadamard zu einem solchen
Problem angehen und fiir Existenz, Eindeutigkeit und Robustheit zeigen.

Theorem 9.10 Sei (2 ein beschrinktes Gebiet in R". Dann hat héchstens eine
Lésung in C? (Q x [0, 00)).

Beweis. Wenn es zwei Losungen gébe, sagen wir u; und us, dann wére u = u; — us eine
Losung von (9.20) mit f = ug = vg = ¢ = 0. Betrachte die Funktion

E(t) = %/Q (uy (z,1)* + |V (z, t)|2) dx.
Man nennt diese Funktion die Energie. Es gilt
E'(t) = /Q (we (z,t) ug (z,t) + Vu (z,t) - Vg (2,1)) do =
= /Q (we (z,t) ug (2, t) + Vu (2,t) - Vg (2,1)) do =

= Ovu (z,t) ug (x,t) do, + / wg (z,t) (uy (z,t) — Au(z,t)) de = 0.
o0 Q

Im letzten Schritt verwenden wir, dass uy (z,t) — c2Au (z,t) = 0 und dass aus u (z,t) = 0
fir (z,t) € 9Q x RT folgt u; = 0 auf 90 x R*. Also gilt

E(t) = E(0) = %/Q (s (2,0)2 + & [V (2, 0)]%) dz = 0.

Hier verwendet man u (z,0) = u; (x,0) = 0. Weil in E (t) die Summe zweier Quadrate ist,
folgt u; (x,t) = 0 = Vu (x,t) fir alle (z,t) € Q x RT. Wenn alle Ableitungen 0 sind, ist
die Funktion konstant. Weil u am Rand 0 ist, gilt u = 0 auf Q x R*. Es gibt also nur eine
Losung. [



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 10

Die Wirmeleitungsgleichung 1

Eine typische Frage bei der parabolischen Differentialgleichung (0; — A) u = 0 betrifft
die Losung des Anfangswertproblems
{ Owu(x,t) — Au(z,t) =0 fir (x,t) € Q x R,

u(z,0) = up(x) fiir = € O. (10.1)

Der Wert u (t, x) stellt die Temperatur an der Stelle z zur Zeit ¢ dar bei durch ug gegebenen
Anfangswerten. Wenn €2 = R" braucht man keine Randwerte. Wenn es einen Rand 0
gibt, kann man aus physikalischen Griinden vermuten, dass ein solcher Rand die Losung
mitbestimmt. Es wire moglich den Fall zu betrachten, dass der Rand isoliert ist und dies
wiirde bedeuten, dass keine Warme herausflieit: d,u (x,t) = 0 fiir x € 0. Statt eines
isolierten Randes konnte man am Rand die Temperatur festlegen: u (x,t) = ¢ (z,t) fir
x € 0. Im Gegensatz zu der Wellengleichung werden wir bei der Wérmeleitungsgleichung
sehen, dass dieser Einfluss vom Randverhalten sich mit unendlicher Geschwindigkeit im
Gebiet verbreitet. Physikalisch widerspricht es der Annahme, dass sich nichts schneller als
die Lichtgeschwindigkeit verbreiten kann.

10.1 Diffusionskern

Die Warmeleitungsgleichung in Raumdimension 1
(0, — ) u(z,t) =0 (10.2)

hat die folgende Skalierungseigenschaft. Wenn (x,t) + u (x,t) eine Losung ist, dann ist
(z,t) = u(cx,c?t) fiir jede ¢ € RT auch eine Losung. Wenn wir nun eine Lésung suchen,
die fiir jedes ¢ € RT die gleiche Funktion liefert, dann findet man fiir ¢ = ¢~%/2, dass

u(cx,c*t) =u <\/%, 1). Versuchen wir dies und betrachten eine Losung in der Form

(:U,L‘)HU(%J).

Dann hétte man eine Funktion, die nur von einer Variablen abhé&ngt, ndmlich £ := \/%
Setzt man

v(§) =u(&1)
so folgt fiir v die folgende Differentialgleichung;:
I _ 2 T — ! T —T o i x
o=@ =)o () =v (%) 5z~ (30)
1
= (v O+ (),

1
t

115
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und diese gewohnliche Differentialgleichung kann man 16sen:

360 (€) +0" () =0,
v" (§) — _% (oder v’ (§) = 0),

In|v' (§)] = =16 + a1,
1.2
o (€) = epe i
und man findet N
71
u@t) =v(5)=a [V eiCa e

Wenn wir ¢, = -~ und c3 = 0 setze folgt

Viar
0 fiirz<O,
U(z) :=limu(z,t) =4 35 firz=0,
o 1 fir x> 0.

Im Sinne von Distributionen gilt 9,U = § und mit einer Verschiebung
9.U (- —y) =4,

Dies lafit uns vermuten, dass man eine Losung von

. _ ) +
{ Owu(z,t) — Ogu(x,t) =0 fiir (2,1) € R xRT, (10.3)

u(x,0) = up(z) fir z € R,

bekommen konnte durch
t )
wwt) = [wor | A [ i) ay
R —00

Es gilt

(z—y)*

=y
1
oo\ [ | e

und das folgende Theorem.

Theorem 10.1 Wenn uy € Cy, (R) (beschrinkt und stetig), dann ist u : R x Rt — R
wohldefiniert durch

(z—y)*

u(x,t) = \/%M/Re it ug(y)dy firt > 0. (10.4)

Es gilt:

!Die Standardrechnung mit Polarkoordinaten:

0o Lo 0o poo . ) m/2 poo -
/ e 18 de = 2\// / e~ 1%%e" 1V dady = 2\// / re” 1" drdyp = V4.
—0 o Jo 0 0
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hd ||u||Loo(RxR+) = ”uO“Loo(]R);
e u erfillt die Differentialgleichung in ,
e ue(C®(R xR,

o ltli(x)lu(x t) = uo(x) und

e fiir u, fortgesetzt durch ug firt =0, gilt u € Cy (R x [0, 00)).
22
Bemerkung 10.1.1 Die Funktion p(z,t) = (47t)""? e~ % nennt man die Fundamen-

tallosung oder der Diffusionskern fiir die Wirmeleitungsgleichung in Raumdimension 1.
FEine Skizze findet man in Abbildung|10. 1.

Abbildung 10.1: Eine Skizze des Diffusionskerns

Bemerkung 10.1.2 FEs gibt zwei wesentliche Unterschiede zu der Wellengleichunyg.

1. Die Liosung der Wirmeleitungsgleichung hat eine unendliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit.

2. Auch wenn uy nur stetig ist, ist w(-,t) firt > 0 in unendlich oft differen-
zierbar. Bei der Wellengleichung auf R x RT ist der Lisungsteil von u (-,t), der von
ug abhdngt, genauso oft differenzierbar wie uyg.

Beweis. Die erste Abschiatzung folgt aus

2

‘ _(@-y)?

Vint 1t gy d?/‘ Vi ol dy = lluoll

Stetigkeit und Differenzierbarkeit jeder Ordnung folgt fiir £ > 0 und z € R aus den
Eigenschaften von exp (—1 (z — y)? /t) und aus dem Satz zu dominierter Konvergen.

2Der Satz zu dominierter Konvergenz besagt, dass wenn

1. g: I — R eine positive Funktion ist mit [, g (x) dz < oo,

2. die Funktionen {f,}, .y derart sind, dass |fn ()] < g (z) fiir x € I, und

neN
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Man kann also die Folge von Differenzieren und Integrieren vertauschen und findet u €
C>® (R x RY).
Die Differentialgleichung folgt aus

2 N = "
—02) \/E y)dy = /R (0, — 2) e up(y)dy = 0 fiir ¢ > 0.
Fiir ltlfél u(z, t) uo(z) bemerkt man, dass
1,
ltlfélm/ dy_l}f?ﬁ/ﬂ%e 1 ug(a — V1)

1
Aus der dominierten Konvergenz, der Stetigkeit von uy und %m fR efifzdf =1 folgt

hmf/Re 46 UO(-T_S\/_ df r/llme 4§ U’O(m_g\/_)

tiO a7
= \/LE 67‘_15 up(z)dé = up(z).
R

Es gilt also ltifgl u(z,t) = uo(z) und diese Konvergenz ist gleichméBig auf beschréankten

Intervallen und sogar gleichméflig auf R, wenn u( gleichméfig stetig ist. Weil

Ju (2, 8) = uo(y)| < u(z,t) = uo(x)] + |uo () = uo(y)]

folgt wiederum mit der lokal gleichméfigen Stetigkeit von ug, dass

lim wu(x,t) =u
A ) U@ 8] = uo(y)

t>0

und so auch die Stetigkeit der Erweiterung von w (-, ) bei ¢t = 0 mit wuo. ]

Beispiel 10.2 Man bekommt eine Lisung
ue 0™ (RxRY)NCY (R x [0,00)\ {(=1,0),(0,0),(2,0)})
von mit

0 firxze (—oco,—1),
) 2 firze]-1,0),
() =9 4 fiir z €0,2),
0 firz € |[2,00),
durch . . . 5
T + x T —
) —erf (25 2) — Zert (2 ) — Zert
ulmt) = (M) 2" (M) 2" (M)
mit

5 2
erf(§) = %/o e T ds.

Obwohl diese Funktion nicht-stetige Anfangswerte hat, ist sie fir t > 0 sogar unendlich
oft differenzierbar. Eine Skizze zu dieser Funktion findet man in Abbildung[10.9

3. lim f, (z) konvergiert fiir fast alle z € I,

n— 00

dann gilt
n11_>11010 fn( )dx = /Inh—>H;o fn (z) da.
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Abbildung 10.2: Darstellung der Funktion aus Beispiel

Fiir die Warmeleitungsgleichung in mehr Dimensionen

_ _ . n +
{atu(x,t) Au(x,t) =0 fir (z,1) € R" x R, (10.5)

u(z,0) = up(zx) fir x € R,
hat man:

Theorem 10.3 Wenn ug € C, (R") (beschrinkt und stetig), dann ist u : R" x RT — R
wohldefiniert durch

|lz—yl®

u(x,t) = W /Rn e 4t wg(y)dy firt > 0. (10.6)
Es gilt:

® ||U||L00(Ran+) = ”uOHLOO(R")f

u erfillt die Differentialgleichung in ;
u € C™(R" x RY);

lg(r)l u(z,t) = uo(x) und

e fiir u, fortgesetzt durch ug firt =0, gilt u € C, (R™ x [0, 00)).
Bemerkung 10.3.1 Die Funktion p, definiert durch
Pu (2, 1) = (drt) M2 eilel’ /1 (10.7)

nennt man die Fundamentallosung oder Diffusionskern fir die Warmeleitungsgleichung
in Raumdimension n.

Beweis. Wir zeigen, dass (z,t) — (47t) "? e~ 11"/t fiir ¢t > 0 die Differentialgleichung
erfiillt:

O (t7"/2e*i|‘”‘2/t> — 2 (L L g el

A <t_”/26_i‘$|2/t) =V- —%x /2= 1p=glel*/t _ 4-n/2-1 (—%n + %x - T t_l) e~ilal’/t,
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Der Rest des Beweises ist ahnlich wie in einer Dimension. ]

Wir betrachten anschliefend die Warmeleitungsgleichung mit einer Warmequelle f:

Owu (z,t) — Au (z,t) = f(x,t) fur (z,t) € R" x R, (10.8)
u(z,0) =0 fiir x € R™. '
Dazu nehmen wir die Losungen U (-, -; ) von
U (x,t;8) — AU (x,t;8) =0 fiir x € R" und t > s, (10.9)
U(z,s;s) = f(z,s) fir x € R™. '
Man bekommt eine Losung von (10.9)) durch eine Zeitverschiebung in ((10.6)):
|z—y[®
. — 1 T A(t—s
U (xa ta 3) - (47T(t—$))n/2 /n € (t )f(y7 S)dy (10]‘0)

Ahnlich wie fiir die Wellengleichung hat man:

Theorem 10.4 (Duhamel) Sei f € CZ(R" x [0,00)). Fiir die Funktion u : R" x Rt —
R, definiert durch

t
u(x,t) :/ U(x,t;s)ds, (10.11)
0
mit U wie in , gilt
e u erfillt die Differentialgleichung in ;

o l;fonu(x,t) =0;

e ue C?(R" x[0,00)).
Beweis. Weil f € C? (R" x [0, 00)) findet man U (-, +;s) € CZ (R™ x [s,00)) und es folgtf]

t ¢ t
Gt/ Uz, t;s)ds =U (z,t;5),,, —l—/ U (x,t;8)ds = f (z,1) +/ U (x,t;8) ds.
0 0 0
Man bekommt
t t
(O — A)/ Ul(z,t;s)ds = U (z,t;5) +/ (O — AU (z,t;5)ds = f (x,1)
0 0

und aus der Beschrianktheit von f, die zur Beschranktheit von U fiihrt, dass
t
lim | U (z,t;8)ds=0.
o0 J,
Die letzte Aussage folgt aus U (-, -;s) € CF (R™ X [s,00)). u

Kombiniert man (10.6)), (10.10) und ((10.11]), so folgt:

3Sei v € C1 ({(s,t);0 < s <t < o0}). Dann gilt fiir die rechte Ableitung von fotv(&t)ds, dass:

o < /Otv(s,@ds) _ hm( (st 4 h)}jls - f5v<s,t)d5> )

h10

1 [ith t t+h)—v(s,t
=lim | — / ’U(S, t+ h)dS + / U(S’ + ) U(S, )dS =
rlo \ h J, 0 h

¢
=w(t,t) —|—/ 0; v (s,t) ds.
0

Ahnliches gilt auch fiir die linke Ableitung.
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Korollar 10.5 Sei ug € Cy, (R") und f € C? (R" x [0,00)). Dann ist die Funktion

exp (-l ¢ exp (-l
uwt) = [ %uo(y)dy [ | Hﬂy $)dyds

eine Losung von

{ O (x,t) — Au (z,t) = f(x,t) fir (x,t) € R® x RY,
u(x,0) = ug () fiir x € R™.

10.2 Mittelwert und Maximum

Fiir harmonische Funktionen ist in Proposition [4.4] gezeigt, dass im Zentrum einer Kugel
der Mittelwert iiber der Kugeloberflache angenommen wird. Ein Ergebnis dhnlicher Art
gilt fiir die Warmeleitungsgleichung. Weil ¢ und x sich nicht gleich verhalten, ist das
Ergebnis komplizierter.

Definition 10.6 Wir definieren eine Wirmeleitungskugel” W (z,t;7) C R™ x R durch

lz—y|”

W (x,t;r) = {(y,s) ER" X R; s <t und (47 (t — 5))"? edl—9) < r"} . (10.12)

Bemerkung 10.6.1 Sei p,, der Diffusionskern. Dann gilt:

lz—y|”

(4 (t—s))"? i) <" o py(w—yt—s)>r "

Abbildung 10.3: Links eine Wirmeleitungskugel W (x,t,7) in R? x R mit dem Punkt (z,t) in rot.
Rechts mehrere solcher Kugeln in R x R.

Bemerkung 10.6.2 Einige Eigenschaften von W (z,t;r). In der Beschreibung nimmt
man die x-Richtungen horizontal und t > 0 zeigt nach oben.

o OW (z,t;r) € C™ fiir r > 0. Eine Warmeleitungskugel ist ein konvexes Gebiet, bei
dem (x,t) der hoechste Punkt ist. Anders gesagt, (z,t) liegt in der Mitte oben auf
W (x,t;r).

o Fir (y,s) € W(x,t;r) gilt

1
t——r?<s<tund |x—y| <cpr
4m
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mit ¢, = (2%6)”/2. Das letztere folgt aus

o Weiter gilt
(y,s) € W (z,t;¢) & (ry,rQS) eWw (rx,er;rc) )

Lemma 10.7 Sei W (0,0,r) wie in . Es gilt

Beweis. Der Ausdruck hiangt nicht von r ab, denn es gilt

1
™ J Jw,0ir) 452 W (0,0;1) W (0,0:1) 452
Wir substituieren o = —s und y = 24/0z. Es folgt:
// |y] dyds-/ / ( \/_) dodz =
W (0,0;1) z€R"

ontl 1 47r e=21z?/n 2w, o,
:/ [05"} |z\ dz = —2, et tldr =
z€R™ n 0 r=0

_ Wn /Ooe_t tn/g dt = :Jn F(n_+2) — 1
t=0

/20

—2|z \ /n |

Fiir den Flicheninhalt w,, der Einheitssphére in R” gilt némlich w,, = nx"/? /T ("T“) [

Theorem 10.8 (Mittelwerteigenschaft fiir die Warmeleitungsgleichung) Se: U C
R"™ x RT ein Gebiet. Wenn die Funktion u € C?* (U) die Wirmeleitungsgleichung

Owu (x,t) — Au(z,t) =0 auf U (10.13)

1 jz — yl*
) = — "I dyd
u(r,t) yP //W(z’t;T)U(y,S) TR yds

fiir jede Wirmeleitungskugel W (z,t;7) mit W (x,t;r) C U.

erfillt, dann gilt

Beweis. Ohne Verlust der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass x = 0 und ¢ = 0.

Wir betrachten
1
=—// u(y,s) |y| —5-dyds =
4rm W (0,0;r)

1 // 2y 19 o 1 // 2 1yl
= — u (ry,r°s) ——=r""“dyds = - u (ry,rs) —dyds.
A J Jwon ( ) (r2s)* 4 w0 ( )5
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Es gilt

¢ (r) = 1// oo ( - (Vu) (ry, 7’23) + 2rs (Opu) (Ty, 7’23)) |:Z—Lalyds =

= // o0 (’y‘zy Vu (y,s) + %(@U) (y, S)> dyds = (x)

Schreiben wir

2
¥ (y,537) = log (r"p, (y, —s)) = nlogr — = 5 log (—4ms) + %
so folgt V4 (y,s;7) = & und 0.9 (y,5;7) = —5- — 5 \y|2 ~2. Bemerkung [10.6.1| besagt,

dass
¥ (y,s;r) =0 auf OW (0,0;7) und ¢ (y,s;7) > 01in W (0,0;7).

Wir finden, wenn wir nach y, nach s und wieder nach y partiell integrieren, dass

_ ! 9] . _
~ [l (M Vu(y,5) +y - Vo (g, 5:7) @u(y,s)) dyds =

1
= //W(OM ('yl y-Vu(y,s) =¥ (y,sr) (ndsul(y, 8)+y~VasU(y,S))> dyds =

452

:Tn+ // _— <<|y| + 059 (y, s; 7’)) y-Vu(y,s) —nt(y,sr) 3SU(y,8)>dyd8=

= il //W(O o) <_£ y-Vu(y,s) —n(y,sr) dsuly, $)> dyds = (xx)

2s

und wenn wir die Differentialgleichung verwenden folgt

rnJrl // W(0.0:r) T 9. y VU(?J, )—TH,D(y,S,T) AU(y,s)) dde:

**

- / / o (T 50V 09) & 0 (5i7) Auy5) dys

i // Y (y,s,7)Vu(y,s) - vy sdoy, s = 0.
o oW (0,05

Hier ist v, s der auswértige Normalenvektor auf W (0,0;r). Also gilt

|y|
- . 8) “Ldyds = u (0,0
¢ (r) ;{g@b pw v // oo u(y,s yds = (0,0)

wegen der Stetigkeit von w. [ ]

Bemerkung 10.8.1 Wenn man statt die inhomogene Gleichung
O (x,t) — Au(x,t) = f(x,t) auf U (10.14)

anschaut mit f (x,t) > 0 auf U, dann folgt im Beweis oben bei (xx) eine Ungleichung und

via ¢' (r) < 0 schlieflich
—yl’
> ——dyds.
4T //I/V(:r t;r) - 3)2
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10.3 Maximumprinzip und Eindeutigkeit

Fiir harmonische Funktionen folgt aus Korollar [1.5] dass eine harmonische Funktion ihr
Maximum nur auf dem Rand annehmen kann. Auch fiir Loésungen der Warmeleitungsglei-
chung gilt ein &hnliches Ergebnis.

Definition 10.9 Sei Q2 C R"™ offen. Man definiert den parabolischen Rand von Q x (0,T)

durch
Op (2 x(0,7)) = (ﬁ X {0}) U (09 x [0,T]).

Abbildung 10.4: € x (0,T) und sein parabolischer Rand dp(£2 x (0,7))

Theorem 10.10 (Das starke Maximumprinzip fiir die Wiarmeleitungsgleichung
auf beschrinkten Gebiieten) Sei Q) C R™ offen, beschrdankt und zusammenhdngend. Sei
ue C*(Qx(0,T)NC (Qx[0,T]) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung

Ou — Au =0 auf Q x (0,7). (10.15)
Dann gilt:
1. Das Maximum wird auf dem parabolischen Rand angenommen:

max {u (z,t); (z,t) € Q x [0,T]} = max {u(z,t); (z,t) € Op (2 x (0,T))}.

2. Wenn das Mazimum in (xg,to) € Q x (0,T] angenommen wird, also
u (2o, to) = max {u(z,t); (z,t) € A x [0,T]},
dann ist u konstant auf Q x [0, to].

Bemerkung 10.10.1 Wenn u eine Ldsung von ist, dann lost auch —u diese
Gleichung. Das bedeutet, dass man in Theorem [10.10 statt Mazimum auch Minimum

lesen kann.
Bemerkung 10.10.2 Betrachtet man die inhomogene Version von , also
Ou— Au= f auf Q x (0,7T). (10.16)
und die Funktion f hat ein Vorzeichen, dann folgt:
o Wenn f >0, dann nimmt u sein Minimum an auf dem parabolischen Rand.

o Wenn f <0, dann nimmt u sein Maximum an auf dem parabolischen Rand.
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Fiir einen Beweis verwendet man Bemerkung|10.8.1|.

Bemerkung 10.10.3 Im Full, dass [ eine strikte Ungleichung erfillt, kann man das
Ergebnis sehr leicht bekommen. Nehme an, dass u in (x*,t*) € Q x (0,T) ein Maximum
hat und dass f (z*,t*) < 0 gilt. Weil es ein inneres Mazimum ist, folgt u; (z*,t*) = 0 und
—Ug,q; (2%, ") > 0. Dann findet man, dass

0> f(a*t") = Qwu (z",t") — Au (z",t%) > 0,

einen Widerspruch. Wenn fir x* € Q und t* = T das Maximum angenommen wird, so
folgt uy (x*,t*) > 0 und —ug,,, (x*,t*) > 0, und ebenfalls einen Widerspruch.

Beweis. Wir setzen M = max {u(z,t);(z,t) € 2% [0,7]} und nehmen an, dass es
(x0,t0) € Q x (0, 7] gibt, mit u (xg,ty) = M.
Dann gilt fiir jede Wirmeleitungskugel W (zo, to;7) C  x [0, T], dass

1 _
M = u(xo,to):m//w( )u(y,s)%d ds <
x0,to;T 0~

< // ‘xo ‘ ————dyds = M.
4rn W (xo,to;r) 0 - S)

Gleichheit tritt nur auf, wenn u (y, s) = M fiir (y,s) € W (xg, to; ). Wir kénnen r so groB3
nehmen, dass Op (2 x (0,7")) von W (zg,to;r) beriihrt wird. In dieser Beriihrungsstelle
(i, ﬂ gilt u (92‘, ﬂ = M und die erste Aussage ist bewiesen.

—— 7

\ o (ot) T
\ . / \ < (‘p(/tl)? tl) >
o @
/ \ = = /
Y \\ / - 7\7;
/ : g
y Q A Y
‘ < u=M 4 u<M

Abbildung 10.5: Die Verwendung von Wéarmeleitungskugeln fiir das Maximumprinzip

Fiir die zweite Behauptung nehmen wir an, dass es (x,,t,) € Q x [0,ty) gibt mit
U (Xuy ti) < M. Seix(+) : [t, to] = Q die Gerade, die z, mit xy verbindet. Dann verbindet
t— (z(t),t) den Punkt (x,,t.) mit (xg,to). Setze

ty =sup{t € [t., to];u(x(t),t) < M}. (10.17)

Es gibt W (2 (t;),t1;7) € Q x [0,T] mit » > 0 und ¢ > 0 derart, dass (z (t),t) €
W (x(t),t;r) fiir t € (t; —e,t1). Weil u(x(ty),t;) = M gilt, folgt aus dem ersten
Teil des Beweises, dass u (z,t) = M auf W (x (¢1),t1;r) und dies ist ein Widerspruch zu

(1017, .
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Korollar 10.11 (Eindeutigkeit auf beschrinkten Gebieten) Sei 2 ein offenes und
beschrinktes Gebiet in R™ und sei T > 0. Das Anfangs-/ Randwertproblem

(0 — A)u(z,t) = f(x,t) fir (z,t) € Q2 x(0,T),
u(z,0) = up(z) fir x € €,
u(z,t) = p(x,t) fir (x,t) € 02 x (0,7,
hat héchstens eine Losung u in C* (Q x (0,7)) N C (Q x [0,77).

Beweis. Wenn es zwei Losungen u; und up gibt, wendet man Theorem [10.10] an auf
w = u; — ug und auf —w fiir jede Zusammenhangskomponente von € x [0, 7. [ ]
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Die Wiarmeleitungsgleichung 11

11.1 Eindeutigkeit unter einer Wachstumsbedingung
Theorem 11.1 (Ein starkes Maximumprinzip fiir die Wiarmeleitungsgleichung
auf R" unter einer Wachstumsbedingung) Sei T' > 0 und sei u € C* (R" x (0,7)) N
C (R™ x [0,T]) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung
Ou — Au =0 auf R" x (0,7),
die die folgende Bedingung erfillt:
o Es gibt C & A derart, dass u (z,t) < Cel® fir alle (z,t) € R" x [0, 7).
Wenn M = sup{u(x,0);x € R"} € R, dann gilt
sup {u (z,t); (x,t) € R" x [0,T]} = M. (11.1)
Beweis. Nehme an, dass es (y,t1) € R" x (0,7") gibt mit
u(y,t;) > M =sup{u(z,0);z € R"}.

Wir fangen an mit dem Fall, dass t; so klein ist, dass 4At; < 1. Dann gibt es ¢ > 0
mit 4A (t; +¢) < 1. Man definiere fiir § > 0 die Funktion

0 jz — y*
t) = - — S A —
v (@, 8) = u(@1) (t; + ¢ —t)"/? P <4(t1+5—t)

und man nehme ¢§ so klein, dass

J
v (y ) =uly,t) — 5 > M.
Es gilt (0; — A)vs (x,t) =0 fiir (x,t) € R” x (0,t; + ¢). Nehme 2, = B, (y).
Wir haben
vs (2,0) < wu(x,0) < M fir x € Q,,

127
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und fiir (x,t) € 08, x (0,t1) gilt

) r
o (28 = u (@ 8) = Z e P (4(751 Teo t))

) r?
< Alzl’) —
< Coxp (Al (t1+5—t)"/2eXp(4(t1+6—t)>

2 0 L 2
< Cexp (A(lyl +7)7) _mexp (mr >

IA

IA

Weil A < m, folgt vs (x,t) — —oo fiir (z,t) € 9B, (y) x (0,t1), wenn r — oo. Wir

kénnen dann r derart grof§ nehmen, dass
vs (x,t) < M fir x € 09,..

Mit Theorem [10.10] gilt
M < sup {us (5,8)5 (5,8) € 2 x (0,11)} =
sup {vs (z,t); (z,t) € Op (- x (0,t1))} < M,
ein Widerspruch.
Wenn die Annahme 4A¢; < 1 nicht erfiillt ist, teilt man das Intervall (0,¢;) auf in

kleinere Intervalle und zeigt das Maximumprinzip nacheinander auf (0, %tl), (%tl, %tl),
USW. [

Korollar 11.2 (Eindeutigkeit auf R" bei einer Wachstumsbedingung) SeiT > 0.
Betrachte das Randwertproblem

(O — A)u(z,t) = f(x,t) fir (x,t) e R" x (0,7T),
{ u(x,0) = up(z) fir x € R™, (11.2)
mit der folgenden Wachstumsbedingung:
o s gibt C und A derart, dass
u(z,t)| < Ce fir (z,t) € R x [0,T7. (11.3)

Dann gilt, dass héchstens eine Funktion u € C*(R" x (0,T)) N C (R™ x [0,T)]) ewis-
tiert, die sowohl als auch erfillt.

Beweis. Man wende Theorem an auf die Differenz zweier Losungen. [ ]

11.2 Eindeutigkeit mit Hilfe der Energiefunktion

Die Eindeutigkeit fiir das Anfangs-/ Randwertproblem lésst sich bei beschréinkten Ge-
bieten  mit 9Q € C* einfacher zeigen. Wenn uy und uy Losungen in C2 (Q x (0,77) N
C (2 x [0,T7) sind von

{ (O — A)u(z,t) = f(z,t) fir (z,t) € Qx (()(,T)

w(wt)=p(et) i (2t) €92 x (0,T), (114)

definiert man fiir w = u; — uy die Energiefunktion E durch

E(t):/gw(:r,tfdx. (11.5)
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Lemma 11.3 Sei Q, uy, up, w und E wie oben. Dann gilt E'(t) < 0.

Korollar 11.4 Sei Q beschrinkt mit 0Q € C* _und sei ug € C (9) Dann hat mit
u(z,0) =g (z) héchstens eine Losung in C* (2 x (0,T]) NC (Q x [0,T7).

Beweis. Man findet, dass
E'(t) = / 2w (z,t) Oyw (x,t) dx
Q

:/Qw (z,t) Aw (z,t) dx
Q
:2/ w(x,t)gw(:v,t)dx—Q/|Vw(x,t)|2dx
0 on Q
_ _2/ Voo (2, ) dar < 0.
Q

Wir haben die Differentialgleichung und partielle Integration verwendet, und auflerdem
dass w (x,t) = 0 fiir x € 052. Das Lemma ist so bewiesen.

Fiir das Korollar bemerkt man, dass aus der Definition folgt, dass £ (t) > 0. Also
wenn £ (0) = 0 gilt, dann folgt, dass F (t) = 0 fiir alle ¢ > 0. Weil w (z,0) = 0, hat man
E (0) = 0 und so findet man

0<E(t)<E(0)=0.

Wenn F (t) = 0 folgt w (x,t) = 0 und die Eindeutigkeit. n

Diese Energiefunktion FE konnen wir auch verwenden, um Eindeutigkeit der Anfangs-
werte zu zeigen. Dieses Problem ist wesentlich anders, denn eine Losung riickwéarts zu
finden, ist im Allgemeinen nicht moglich.

Theorem 11.5 (Klassische Lésungen sind auch riickwirts eindeutig!) Wir betrach-
ten mit [ und ¢ gegeben und uo unbekannt. Das Gebiet € sei beschrinkt und
00 € C'. Wenn uy,uz € C? (Q x [0,T]) Ldsungen von

{ (O — A)u(z,t) = f(x,t) fir (x,t) € Qx ((E,T)

w(e,t) = let)  fir (5,t) €00 x (0,T), (11.6)

sind (ohne ug vorzuschreiben!) und
uy (x,T) = ug (2,T),
dann gilt u; = uy auf Q x [0, 7).

Beweis. Wir betrachten F (¢) aus (11.5). Es gilt
E"(t) = —4/ Vuw (z,t) - Vouw (z,t) de =
Q
—4/Aw (x,t) Oww (z,1) dx—4/ |Aw (z, 1)) da.
Q Q

Wir haben hier verwendet, dass w (z,t) = 0 auf 9 x [0, 7] und daher auch dyw (z,t) =0
auf 0Q x [0, T]. Mit Cauchy-Schwarz gilt dann, dass

E’(t):2/ﬂw(x,t) Aw (z,t) dxﬁQ(/ﬂw(x,t)de)é </§2Aw(x,t)2dx)é,
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X X

Abbildung 11.1: Schematische Darstellung vorgeschriebener Randwerte bei der Wirmeleitungs-
gleichung. Obwohl die Eindeutigkeit fiir beide Fille gilt, heiflt das noch nicht, dass beide Rand-
wertprobleme wohldefiniert sind im Sinne von Hadamard. Mit Anfangswert u (x,0) = ug (z) und

ug € C(2) kann man Existenz und Robustheit zeigen. Fiir v (z,T) = u; (x) und u; € C(Q) gilt
dies nicht.

anders gesagt, dass
E't)) < E{)E"(t).

Wegen unserer Annahme gilt £ (7') = 0. Wenn E (t) = 0 auf [0,7] wiren wir fertig.
Nehmen wir also an, es gibt ein Intervall [ty,t5] C [0,7] mit E (t) > 0 fiir ¢ € [t1,t2) und
E (t3) = 0. Weil E (t) > 0 auf diesem Intervall gilt, ist log (£ (¢)) wohldefiniert. Es folgt,

dass
d\? d (E'®)\  E'(t)E@R) - E'(t)
(E> bg(E“”‘%(E(t)) - Bor ="

Dann ist ¢ — log (E (t)) convex auf [t1,t2) und fiir ¢ € [t;,t5) gilt

log (E((1—s)t; +st)) < (1—s)log(F (t1)) + slog (E (t)) fiir s € [0,1].
Anders geschrieben wird dies
E((1—s)t,+st) < E(t) " E(t)° fir s € [0,1],
und weil E stetig ist, folgt
E((1—8)t, +sty) < E(t1)""° E(ty)* = 0 fiir s € (0,1].

So findet man E (t) = 0 fiir t € (¢1,t2] und das widerspricht der Annahme. |

11.3 Regularitit

Wir haben gesehen, dass die Losung der Wérmeleitungsgleichung in R™ x (0,7") (mit
f = 0) unendlich oft differenzierbar ist, sogar wenn x — wu (x,0) nur stetig ist. Dies
gilt auch fiir die Warmeleitungsgleichung in € x (0,7) mit  C R"™. Obwohl wir keine
explizite Losung zur Verfiigung haben und sogar noch nicht einmal die Existenz einer
Losung gezeigt haben, konnen wir doch diese Regularitéit zeigen.

Theorem 11.6 Sei u € C*(Qx (0,7)) N C(Q x [0,T]) eine Lésung von mit
f(xz,t) =0. Dann gilt we C>* (2 x (0,7)).
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Abbildung 11.2: Die Zylinder Zy D Zs D Zs aus dem Beweis zu Theorem m

Beweis. Sei (xg,t9) € 2 x (0,T). Wir definieren die Zylinder
Z (o, to,r) = {(z,t); ]z —xo| <7 und tog —r* <t <to}
und betrachten
Zy = Z (0, to,10) , Zo = Z (20,0, 3r0) und Zz = Z (o, to, 370) -

Nehme an, dass 9 > 0 so ist, dass Z (xg,tp,79) C 2 x (0,7). Wir zeigen die Regularitét
innerhalb Zs.
Sei x € O (R™ x R) so definiert, dass

1 fir (%,t) € ZQ,
X (l‘,t) = ... fir ($,t> S Z1 \ ZQ, (117)
0 fir (x,t) &€ 7,

und definiere

(x,t)u(z,t) fir (z,t) € 2,
U(Lt):{ ' 0 fir (x,t) & Z;.

Bemerke, dass v € C* (R" x (0,7)) N C (R" x [0,T]) gilt, dass
v(z,0)=0 (11.8)
und auflerdem, dass
(0, — A)w(z,t) = (0 — A) x (z, ) u(z,t) — 2Vx (2,1) - Vu (z,t) = f(z,t) (11.9)
Weil x (z,t) =1 auf Zy und x (z,t) = 0 auf Z; gilt, folgt
[z, t) =0 fir (z,t) € Z,UZ¢

und es gilt, dass f € C'(R" x [0,T]). Mit Duhamel findet man eine Losung von (11.8
11.9) und weil diese beschrinkte Losung eindeutig ist wegen Theorem (11.2] folgt

= —1 ex —_|$_y|2 F S S
U(Qi,t> - //(y7s)621\Z2 (47T (t— s))"/2 P < 4<t _ S) > f<y7 )dyd .

Fiir (x,t) € Z3 gilt x (z,t) = 1 und also auch

— — 2 -
Yot ://( o | e exp< 4|é_g)| )f(y, s) dyds fiir (z,t) € Zs.
Y,8)EL1\42 -
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Es sei bemerkt, dass (z,t) € Z3 und (y,s) € Z; \ Z» bedeutet, dass man der singuléren
Stelle im Integral, ndmlich (y, s) = (z,t), fern bleibt. Es gilt also, dass

1 — |z —y’ 0
(x,t) — (i 3))"/2 exp (4(75—_?;)> e C™(Zs).

Mit dem Satz zu Majorisierter Konvergenz lisst sich Differenzieren und Integrieren ver-
tauschen und es folgt, dass auch u € C* (Z3). u

11.4 Technisches Intermezzo

In (11.7) wurde eine C*°-Funktion verwendet, die aulerhalb Z; identisch 0 ist und in-
nerhalb Z5 identisch 1. Die Mengen waren derartig, dass das Komplement von Z; eine
positive Entfernung zu Z, hat:

d(Z1, Zy) = inf {|(x,s) = (y,1)|; (x,5) & Z1 und (y,t) € Za}.
Wie bekommt man eine solche Funktion?

Lemma 11.7 Seien A,B C R™ mit 6 := inf{|lz —y|;2 € Aundy € B} > 0. Dann
ezistiert eine Funktion x € C* (R™) derart, dass

1. 0 < x(x) <1 fiir alle z € R™;
2. x(z) =1 fir alle x € A;
3. x(z) =0 fir alle x € B.

Beweis. Wir erinnern uns an den Friedrichschen Glitter ¢, € Cg° (R™):

e (2) = cme " (|2] /€)

-1
[ exp (r2171) firr <1 B
o(r)= { fiir > 1 und ¢, = o o (|x]) dz )

Die Funktion ¢, hat B. (0) als Triager und fxeBg(O) o, (x)dr = 1.
Man definiert die Entfernung einer Stelle z € R™ zu A durch

mit

d(z, 4) = inf {|z — y|;y € B}
Weil d (2, A) < d(x,A) + |x — Z| gilt, ist diese Funktion stetig auf R™. Dann folgt, dass
Asjp i={x e R™;d(x, A) <6/2}

eine offene Menge ist, die A umfasst und noch mindestens §/2 von B entfernt ist. Weil
As o offen ist, ist x : R™ — R durch

¥ (@) = / o5/ (& — ) dy (11.10)
As )2

wohldefiniert. Diese Funktion hat die gewiinschten Eigenschaften:
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Weil 5/, > 0 gilt, folgt

0<x@ < [ paplo—g)dy=1,

m

Das Theorem zu majorisierter Konvergenz impliziert

ox , .\ .. @52 (T + he; —y) — 50 (T —y)
ox; (z) = }lll—)né /m h dy
_ s (@the —y)—psp@—y) Opspp
- /Rm i 3 dy = . on (z—y)dy

und durch wiederholte Anwendung folgt y € C* (R™).
Weil der Tréager von y — @45 (z —y) genau Bs () ist und fiir v € A gilt, dass
Bsja (x) C Asjo, folgt weiter, dass

X(x):/ %/z(x—y)dy:/ sog/g(x—y)dyzlfﬁrxeA.
As )2 By ()
Fiir € B folgt Bs/s () N As/2 = 0 und man findet

X@):/ %(x—y)dy:/gpg(x—y)dy:()fiierB.
As )2 0

11.5 Existenz auf beschrankten Gebieten

Wir werden hier skizzieren, wie man die Existenz einer Losung zu

(O —A)u(z,t) =0 fir (z,t) € 2x(0,7),
u(x,0) =up(x) firx e Q, (11.11)
u(x,t) =0 fir (x,t) € 02 x (0,7,

bekommen kann. Man versucht Losungen zu finden fiir

(0 — A)u(x,t) =0 fir (x,t) e Qx(0,7), (11.12)
u(x,t) =0 fir (z,t) € 02 x (0,7), '
die man wie folgt schreiben kann:
u(x,t) = X(2)T(t). (11.13)

Fiir eine solche Losung gilt
X(2)T'(t) — AX (2)T(t) =0

und wenn u nicht trivial ist, findet man

()  AX(x)
()  X(z)
Das bedeutet wiederum, dass
()  AX(z)
T~ X@

Man findet eine passende Funktion w wie in dem Separationsansatz (11.13), wenn man
eine Losung hat vom zugehorigen Eigenwertproblem.
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Definition 11.8 Sei (0 C R™ ein beschrinktes und zusammenhdingendes Gebiet. Man

nennt
{ —AX () = XX (z) firz € Q,

X(@)=0  firzeoQ, (11.14)

wo sowohl die Funktion X € C? (Q) N Cy(Y), als auch die Konstante X € R gesucht wird,
ein Eigenwertproblem. Fir ein Paar (X, \), das dieses Problem erfillt, nennt man X
eine Eigenfunktion und A den zugehorigen Eigenwert.

Bemerkung 11.8.1 Meistens reicht es, wenn die Eigenfunktion nur im schwachen Sinne
das Figenwertproblem (11.14) erfillt. Das heifit, man sucht X € WOI’Q(Q) derart, dass

/QVX(I‘) -Vo(x) — AX (z)p(z)dx = 0 fir alle ¢ € C3°(£2).

Wenn das Gebiet keinen glatten Rand hat kann es sein, dass es nur schwache Ldsungen
qibt.

Definition 11.9 Der Raum W, (Q) ist definiert als der Abschluss von C$° () in der
||'||W1»2(Q)_N0rm'.

Wi (@) = Cr (@) e,
mit || fllwrz) = 1l 2@y + IVl 220 -

Bemerkung 11.9.1 Man hat C*(Q) N Cy () C Wy? (Q). Wenn Q mehrdimensional
ist, sind Funktionen in Wy* (Q) im Allgemeinen nicht mal stetig.

Wie bei Eigenvektoren kann man auch eine Eigenfunktion mit einer Zahl multiplizieren
und es bleibt eine Eigenfunktion mit dem gleichen Eigenwert. Es ist auch hier iiblich, diese
(abhéngigen) Eigenfunktionen als eine Eigenfunktion zu benennen.

Beispiel 11.10 Das Eigenwertproblem

—X"(x)=AX () fir0<z <1,
{ X(x)=0 fir x € {0,1},

hat als Losungen {(Xg, \x); k € Nt} mit
Xy, (z) = sin (knz) und A\, = k*7%

Man kann folgendes zeigen: {\/§Xk; k e N+} ist ein vollstéandiges orthonormales System
in L?(0,1). Orthonormal in L? (0,1) bedeutet

(vaxovaxy={ g iy

fir (f,q) = folf(:z;)g(:c)d:c. Vollstindig bedeutet, dass es fir jede ug € L*(0,1) eine
Approzimation im L? (0,1)-Sinne gibt:

lim Huo - Z: <\/§Xk,uo> \/§Xk()‘

n—00 =1

= 0.
L2(0,1)
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Abbildung 11.8: Darstellung der ersten 5 Eigenfunktionen aus Beispiel [11.10

Wenn X, eine Eigenfunktion mit Eigenwert A, fiir (11.14)) ist, dann hat man auch eine
Losung von ((11.11)) mit u (z,0) = Xg(z), ndmlich

u(x,t) = e M X (2).
Man sieht sofort, dass

(0 — A)u(x,t) = =M ¥ X3 (2) + Mpe M X (2) = 0,
u (SL’, 0) = e_AkOXk<x> = Xk(‘r)a

u(x, t)‘ze{o,l} = e M X (z) 0.

Ize{O,l} =

Fir u (z,0) = > ;_, cx Xy () findet man als Losung dieser linearen Differentialgleichung

u(x,t) = Z cre X ().
k=1

Ohne Beweis beschreiben wir, wie man allgemeine Anfangswerte mit einem solchen
Ansatz angehen kann.

Behauptung 11.11 st folgendes erfiillt:

1. { X}y 18t ein vollstindiges orthonormales System von Eigenfunktionen in L* (Q),

die (11.14) im schwachen Sinne erfiillen;

2. { M} pen hat hochstens endlich viele negative Eigenwerte;

3. up € L*(Q),

dann gilt:

e Die Funktion u (-, t) € L* () ist fiir t > 0 wohldefiniert durch

w(a,t) = Tim S e (X ) Xi(w);

ot —u(,t)e L™ ((0,T);L*(Q));

o limyy [Ju (- ) — ol 291y = 0:

Wenn zusitzlich gilt, dass ug € Wy* (), dann folgt
ot u(-t)€L®((0,T);Wy*(Q));

e u ist eine schwache Lisung der Differentialgleichung (0y — A)u = 0.
Das bedeutet, dass fir alle p € C§° (Q x (0,T)) gilt

/0 /Q(u (x,t) Opp (z,t) — Vu(x,t) - Vo (z,t)) dedt = 0.
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Ohne nihere Bedingungen am Rand 952, wie zum Beispiel 992 € C?7, kann man nicht
die Existenz einer klassischen Losung zeigen. Auch wenn ug € C? (ﬁ) kann es sein, dass
u (-, t) fir ¢ > 0 nicht stetig bis auf 0 ist. Im Inneren von €2 x (0,7") wird die Losung wie
vorher unendlich oft differenzierbar sein.

Einen Separationsansatz, der zu explizit berechenbaren Losungsformeln fiihrt, gibt es
meistens nur, wenn geniigend Symmetrie vorhanden ist und man keine wilden Randwerte
hat. Fiir

(0 — A)u(z,t) =0 fir (z,t) € Q x R,
u(x,0) =up(x) fiirx e Q, (11.15)
u(x,t) =0 fur (z,t) € 002 x R,

findet man so eigentlich nur eine Losung, wenn €2 ein Rechteck, Quader, Kreis, Halbkreis,
Kugel usw. ist.

Beispiel 11.12 Fiir ein Rechteck 2, sagen wir Q = (0,a) x (0,b), braucht man die Ei-
genwerte und Figenfunktionen zu

—Ap () = Xp(x) firzeQ,
{ (@) =0  fireeo. (11.16)

Die Eigenwerte und Figenfunktionen sind

22N,
Ao = (E‘Fﬁ)W,

2 7T (T
Or (11, 72) = —sin (kaaq) sin (ﬁg@) )

und {‘Pk,ﬂ}zoeﬂ ist ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir L* (Q). Fiir ug € L* (Q) kann
man die Losung zu wie folgt schreiben:

e}

u(z,t) = Z (w0, ore) € oy ()

k=1

Abbildung 11.4: Darstellung der ersten 5 Eigenfunktionen aus Beispiel [11.12

Beispiel 11.13 Fir einen Kreis ), sagen wir Q@ = By (0), braucht man die Eigenwerte
und Figenfunktionen zu , die man mit einem zweiten Separationsansatz, namlich

¢ (rcosf,rsinf) = R(r)O (0),
—r Y (rR (1)) ©(0) —r 2R (r)@" (§) = AR (1) © ()

tberfihrt in

{ —r (PR (r) = (A= ) R(r) firr € (0,1), (1L.17)

R(1) = R (0) =0,
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und

{ @_@N @) =pn0O(0) firde(0,2n), (11.18)

(0) =0 (0+2n).
Die Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir sind
p, = n?mitnéeN,
Ono(0) = cos(nb) firneN,
O,1(0) = sin(n) firn e NT.

Mit Hilfe der Besselfunktionen und ihrer Nullstellen findet man Ldsungen fiir mit

i =n? und so die Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir das Eigenwertproblem auf
dem Kreis By (0):

)\n,m = jn,m?
Opmo (rcos0,rsinb) = cos (nb) J,, (jumr) firn € N und m € N*,
Opmi (rcosd,rsind) = sin (nb) J, (jamr) fir n € Nt und m € N*.

Hier ist J,, die n-te Besselfunktion erster Gattung und j, ., die m-te positive Nullstelle von
Jn. Nach Normierung bilden diese Eigenfunktionen ein vollstindiges Orthogonalsystem.
Dass dieses System vollstindig ist, haben wir hier jedoch nicht bewiesen.

\\
\
A ) )

NN
@i

Abbildung 11.5: Darstellung von 5 Eigenfunktionen aus Beispiel |L11.13} g 1 o, ¥1.1.0) ¥1.1.1> P2.1.0
und ©0,2,0-
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Abbildung 11.6: Friedrich Wilhelm Bessel und die nach ihm benannten Funktionen.

11.6 Zwei Gegenbeispiele

Beispiel 11.14 Wir haben geschen, dass wenn u € C*(R™ x (0,T)) N C (R" x [0,T])
eine Losung ist von

{(&EA)( t)y=0 fir (z,t) e R"x (0,7),

u(x,0) = ug( ; fiir x € R™, (11.19)
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sogar gilt, dass u € C*> (R™ x (0,T)). Dies bedeutet, dass das Riickwdrtsproblem

(11.20)

{ (O —A)u(z,t) =0 fir (z,t) € R x (=1,0),
u(z,0) =wuo(z)  firxeR™,

nur mdglicherweise losbar ist, wenn uy € C* (R™).
Aber wenn es der Zufall sogar will, dass (11.20) losbar ist, zeigt folgendes Beispiel von
Hadamard, dass die Robustheit verletzt ist. Sei

ue (z,t) = ce V= sin (z/e) .

Man berechnet sofort, dass (0; — 02) u. (x,t) = 0 fiir (z,t) € R x R und dass
|us (x,0)| = |esin (x/e)] < e.

Auch gilt fiir beliebige t < 0, dass

—t/e?

li&l e (2, ) || oo (r) = liﬁ]l Hae_t/EQ sin (a:/a)H = limee = 00.
& &

Lo(R)  €l0

Das heifst, man kann kleine Storungen beim Anfangswert angeben mit beliebig grofien
Anderungen in der Losung.

i
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Abbildung 11.7: Links eine Skizze zu dem Gegenbeispiel von Hadamard mit € = % Rechts die
Funktion von Tychonov aus Beispiel [11.15

Beispiel 11.15 Wir haben die Eindeutigkeit gezeigt fiir die Lésung zu

{ (0 = A)u(z,t) = f (x,t) fir (z,t) € R" x RY, (11.21)

u(x,0) = ug(x) fir x € R™,
wenn die Losung zusdtzlich eine Wachstumsbedingung erfillt: Fs gibt C'¢9A mit
lu(x,t)| < el fiir alle (xz,t) € Rx[0,00).

Tychonov hat sich folgendes Beispiel tiberlegt. Man definiere

[eS)
x2n

u(z,t) = Z@fgb (t) o) fir x,t € R

n=0
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mat e 7&
eV firt #£0,
¢(t>_{ 0 firt=0.

Man kann zeigen, dass die Reihe gleichmdfsig konvergiert auf kompakten Teilmengen von
R x R und sogar dass

oré (1) zn - 2mn! (2 \" -1\ _ 1 r2\" -1
— | exp|— —(—) exp|—= ).

K (2n)!] = (2n)! \ ¢ Pla ) = ¢ P e
Es folgt

x? —1 472t — 1

lu (z,t)] < exp <7> exp (@) = exp <—4t2 > (11.22)

und

limu (z,t) = 0.

t—0

Dieser Grenzwert gilt fiir jedes x, aber die Konvergenz ist nicht gleichmdfsig!
Auch gilt

[eS) _
x?n 2n—2

@) oo i = >0 oy — RO gy <O

Die Funktion u ist also eine nicht-triviale Losung von

{ (O = A)u(w,t) =0 fir (z,t) € R xR, (11.23)

u(x,0)=0 fir z € R.

Es folgt selbstverstindlich nicht aus , dass die C'&A-Bedingung nicht erfillt ist.
Man kann jedoch zeigen, dass die Abschdtzung in fast optimal ist und dass u
tatsdchlich die C'éA-Bedingung nicht erfillt.

Mehr Details zu diesen Beispielen findet man im Buch von DiBenedetto [2].
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 12

Die Laplace- und Poisson-
Gleichungen

Die Struktur bei elliptischen Gleichungen zweiter Ordnung ist nicht wesentlich ver-
schieden bei Operatoren mit konstanten oder nicht-konstanten Koeffizienten. Technische
Aspekte konnen leider unverhéltnisméfig kompliziert werden bei allgemeinen elliptischen
Randwertproblemen. Wir werden uns deshalb oft beschrinken auf einen Prototyp ellipti-
scher Differentialgleichungen, namlich die Poisson-Gleichung]]

Au = f. (12.1)
Den Differentialoperator]
A=) "0
i=1

nennt man Laplace-Operator. Setzt man f = 0 in (12.1)), wird sie Laplace-Gleichung
genannt. Meistens sucht man Losungen von (12.1)) auf einem Gebiet 2 C R"™ mit vorge-
gebenen Randwerten auf 0f2.

12.1 Fundamentallésung
Definition 12.1 Sein € {2,3,4,...}. Die Funktion F,, : R™ — [0, 00] definiert durch

Fy(z) = 37 In |,
Fn(x) = m |I|2_n fm“ n Z 3,

nennt man die Fundamentallosung zu —A.

Bemerkung 12.1.1 Man findet eine Fundamentallosung fiir einen rotationsinvarianten
Operator wie —A wenn man eine passende Losung von —Af (|x|) =0 fir |z| > 0 nimmt.
Das heifit, man sucht f: Rt — R derart, dass

PO, f (r) = 0.

1Siméon Denis Poisson (1781-1840) bekam 1802 eine Professur an der L’Ecole Polytechnique in Paris.
Er war ein Schiiler von Pierre-Simon Marquis de Laplace.
?Stochastiker nehmen oft A = 33" | 92 und fiir Potentialtheoretiker gilt A = —>"" | 62 .

141
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Es gilt namlich

Af ()= V- (f' (12 —) =@t (2 T+ £ () V- =

)% E E
- i ’ / 1" —1 /
= e () ) (= g ) = )+ s e
i=1
und via )
I () + == () = ' 00, f (1)

folgt f(r) = c;7*™ + ¢o, wenn n > 2 und f(r) = c;logr + c3 wenn n = 2. Die zweite
Konstante spielt keine Rolle und ¢y sollte man derart wdhlen, dass folgendes gilt:

Lemma 12.2 Im Sinne von Distributionen gilt —AF,, = dq.

Beweis. Man soll zeigen, dass fiir alle ¢ € Z (R") (oder . (R™)) gilt

[ Fa@) (=80 @) ds = o(0)

Wie bei Proposition 4.4 verwendet man, dass F,, € L}, (R") N C> (R™\ {0}) und dass

loc
—AF,(z) =0 fur « # 0.
Nehmen wir ¢ € Z (R"), so gibt es eine Kugel Bg(0), die den Trager von ¢ umfasst, und
es gilt

/ F.(x) (—Ap(z))dr =—1lim F.(x) Ap (z)dx =
" 40 JBR(0)\B-(0)

=lim | — F,(z) Vo(x) — VE,(z z)) - vdo,
(/a(BR@\BE(o»( (v) Vo (2) - VE() o (2)) - vido, +

el0
—/ AF,(x) ¢ () dw) =
Br(0)\Be(0)

= lim F.(z) Vo (x) - vdo, — lim VE,(x) ¢(x)- vdo,.
=10 Jop. (0) 0 JaB.(0)

Man findet fiir n > 2, dass

2—n
/ F.(x) Vo (z) -vdo,| < M/ ldo, = %6
8B-(0) 5.0

(n—2)wy, n—2 "

e,:.l—n Vgo
[ R - vin] < S | e, < v e
9B (0) Wn 9B (0)
Es folgt
/ F.(z) (—Ap(z))dr = —lim VF,(z) ¢(0)-vdo, =
n 0 JaB.(0)

1 - 8l—n
= lim — |z| " ¢(0) do, =lim ") (0)/ ldo, = ¢ (0).
=10 JaB.(0) Wn el0 Wy 9B, (0)
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Fiir ¢ € % (R") benutzt man, dass ¢ und V¢ schneller als jedes Polynom nach 0 konver-
giert fiir |z| — oo. n

Wenn —AF,, = §y im Sinne von Distributionen, dann gilt im gleichen Sinne auch
—AF (- —y) =00 (- —y) =0, ().
Anders gesagt

| Fue—9) (8¢ @)de = oly).

Wenn —Ayp = f gilt, so hat man, wenn man = und y vertauscht und F,(z) = F,(—=2)
bemerkt, dass

o@= [ Fl-y iy (122)

Man nennt ((12.2)) eine Darstellungsformel fir —A¢ = f. Das heifit, wenn fiir ¢ und f
gilt, dass —Ap = f, dann gilt auch ([12.2)). Sie ist noch keine Losungsformel. Das werden
wir nun zeigen:

Proposition 12.3 Sei f € Cj (R") und setze

w@) = [ Fie-y) £ ) dy (123)

Dann gilt u € C* (R") und —Au = f in R".

Bevor wir den Beweis geben, eine Bemerkung, wie man es nicht beweisen kann. Man
konnte naiverweise versuchen den Laplace-Operator durch das Integral zu schieben:

A [ Fio ) (EASERIR @ -0 s ) dy

Wenn man jedoch bedenkt, dass

F@) = —Au(z) - —A/

dann kann man anscheinend Integral und A-Operator nicht vertauschen, denn dann wére
die Proposition falsch. Der Grund, dass sich Integral und A nicht vertauschen lassen, ist,
dass die zweiten Ableitungen von = +— F,(z — y) nicht integrierbar sind und die Sétze
iiber majorisierte oder monotone Konvergenz, die eine Vertauschung von der Integration
und vom Limes beim Differenzquotienten erlauben, nicht anwendbar sind.

n n

Fo(x —y) f(y)dy und / AF,(x —y) f(y)dy =0,

Beweis. Die ersten Ableitungen von z +— F,(x — y) sind aber lokal integrierbar, und es
folgt

On, | Fulw—y) f(y)dy=lim [ FlHResg=nb=i f () dy =

(wegen majorisierter Konvergenz)

= / lim elthe ) Faey) g (4) gy = / Ou, Fn(x —y) [ (y) dy.
R n

n h—0

Dann gilt mit einer partiellen Integration, dass
Val@) = V[ Rle-) f@idy= [ ViFa =) fw)dy=
Rn n

= - VyFn(:v—y)f(y)dyz/nFn(a:—y) V1 (y)dy. (12.4)

R
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Also ist u differenzierbar und weil V f stetig ist und
| Faa-0) Vs = [ B Vot - 2)dy

gilt, findet man, dass Vu stetig ist, also gilt u € C*! (R™).
Auch gilt, dass

000 (@) = 0u [ Fuo—) 08 )y = [ DuFuo =) 0 () dy -
~ [ @R @y
existiert und sogar stetig ist. Also gilt u € C? (R").
Weiter folgt
du@) = =V [ Re-p) Vi@ == [ V.Ee-y)- T w)dy -

= VyFou(z —y) - Vf(y)dy.

Rn

Wir bohren wieder ein kleines Loch, diesmal um z herum und finden

VyFu(z —y)-Vf(y)dy = lim VyEo(r—y)-Vf(y)dy =
R 0 JRrn\ B, (z)

—iy (- [ TR f@vin, - [ ARG 1) ) -

=10 R"\ B (z)

. 1 -
= lim — -y " fly) do, = f ().
i [ el ) dn = 1

Nicht nur der letzte Schritt ist &hnlich wie im Beweis von Lemma [12.2] n

Diese Proposition hat als Voraussetzung, dass f stetig differenzierbar ist und einen
kompakten Tréager hat. Beide Bedingungen kann man abschwéchen. Es reicht, wenn f
integrierbar ist und wenn die rechte Seite in wohldefiniert ist. Wir werden dieser
Behauptung hier nicht weiter nachgehen. Wir mochten die Annahmen nur in einer Rich-
tung etwas abschwéichen. Um zu zeigen, dass u definiert durch in zy zweimal stetig
differenzierbar ist reicht es, wenn f in einer Umgebung von x, stetig differenzierbar ist.

Sei zy € R™. Man nehme x € C5° (R") derart, dass

1 fiir |z — 29| <e,
x(x) =< ... fire<|z—xzo < 2¢,
0 fiir |x — x| > 2e.

Dann gilt
u(z) =/ Fo(r—y) x(y) f(y) dy+/ Fur—y) (1=x()) f(y)dy.
Bac(z0) R™\ Be (o)

Nehmen wir z € Bi, (20), so gilt fiir y € R™\B.(20), dass |z —y| > ie. Dies bedeutet,
dass die singulére Stelle im rechten Integral mindestens %5 vom Integrationsgebiet entfernt
liegt und somit folgt sogar fiir f € L' (R"), dass

T Lo )Fn(w —y) (1=x®) f(y)dy € C= (B.jz (w0)) -
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Fiir das linke Integral kénnen wir Proposition [12.3 verwenden. Fiir f € C* (BQE(J:O))
folgt

oy )Fn(x—y)x(y)f(y)dyeCZ(R”)-

Ubrigens gilt fiir f € L (R") mit kompaktem Triiger, dass u in (12.3) wohldefiniert
ist und sogar dass

T F.(z—vy) f(y)dy € C(R"). (12.5)

Rn

Es gilt ndmlich, dass wenn der Tréiger von f in Bg(0) liegt, dass

[ e rwa -

/ Fa(z—y) f(y)dy| <
Br(0)
<l /  Fule =0y < Calf ey

R

Fir f > 0 kann man den Satz zur majorisierten Konvergenz verwenden um zu zeigen,
dass

i [ Fuz =) f)dy = [ Fue—v) f@)dy

zZ2—T R™ n

Wenn f kein festes Vorzeichen hat, betrachtet man getrennt f* = 3 (|f|+ f) und f- =
s (|f] = f). Das liefert die Stetigkeit der Abbildung (12.5)). Wir fassen zusammen:

Lemma 12.4 Sei f € L™ (R™) und nehme an, f hat einen kompakten Trager. Dann ist

w@) = [ Fie-y) £ ) dy

wohldefiniert und es gilt u € C' (R™).
Wenn aufSerdem f| et <B25(ZL‘0)>, dann gilt

Bae (z0)

u____eC? (m) (12.6)

BS/Q(CCO)
und —Au(x) = f(x) fir x € B. /(o).

Bemerkung 12.4.1 Statt anzunehmen, dass f einen kompakten Trdger hat, reicht es,
wenn f gentigend schnell fallend ist:

lim (14 [a)" £ (2) =0

|z|—o00

fiir k € RT geniigend grofs.

12.2 Randwertprobleme

Das eigentliche Problem, an dem man interessiert ist, ist

—Au=f in €,
{ u=¢ auf 9. (12.7)
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Wir werden grob einige Moglichkeiten beschreiben, wie man dieses Problem angehen kann.
Vorher geben wir zwei Moglichkeiten an, wie man dieses Problem vereinfachen kann.
Es sei bemerkt, dass wenn man

{ —Av=f in{, and { —Aw =0 in Q, (12.8)

v=0 auf 09, w=¢ auf 0L,

fiir allgemeine f und ¢ l6sen kann, man auch (12.7) l6sen kann. Denn seien v und w
Losungen von ((12.8)), dann ist u = v 4+ w eine Losung von ((12.7). Manchmal braucht man
fiir eine Losung von (12.7)) jedoch nur eine der beiden Randwertprobleme aus (12.8]) zu

losen:

e Wenn man das rechte Randwertproblem in ((12.8)) l6sen kann, dann kann man auch
(12.7)) 16sen: Setze

wie) = [ Fuo =) £ ) dy (12.9)
und sei w eine Losung von

—Aw =0 in (2,
w=p—u; aufdf,

so findet man, dass u = u; + w eine Losung ist von ((12.7]).

e Wenn man das linke Randwertproblem in (12.8]) 16sen kann L und die Funktion ¢ lisst
sich schreiben mittels ¢ = ®),, fiir eine Funktion ® € C*(Q), dann kann man auch
(12.7) 16sen. Denn sei v eine Lésung von

—Av=f+A® inQ,
v=20 auf 09,

so ist u = v + P eine Losung von ((12.7)).

In diesen Ansiitzen sind ein paar Probleme an dem Rand des Gebietes versteckt. Die
Formel in 1) folgt aus Proposition , wenn man die Funktion f einsetzt, die wie
folgt definiert ist:

f(x):{ f(z) firzeqQ,

0 sonst.

Dann bekommt man namlich
/ Fu(z—y) [ (y) dy = /Q Fu(z—y) f (4) dy.

Wenn f € C! (Q) gilt, folgt jedoch nicht, dass f € C* (R™). Um a-priori eine klassische
Losung zu bekommen, miisste man f € C! (Q) erweitern zu einer Funktion f € C* (R™).

Fiir eine solche Erweiterung braucht man jedoch, dass der Rand 02 geniigend glatt ist.
Verwendet man statt Proposition [12.3] nun Lemma [12.4] dann folgt fiir die Funktion u;

aus (12.9) nur C? (Q).
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12.2.1 Die Methode von Perron
Fiir harmonische Funktionen w auf €, also Au = 0 in Q, sagt Proposition [4.4] dass

1
u(xg) = / u(z) do, fir jede Sphére 0B, (z9) mit B, (xy) C .
wnrnil OBy (x0)

Diese Aussage ist gleichwertig zu

u (zo) = n / u(x) dx fiir jede Kugel B, (x¢) mit B, (z) C .
Wy ™ By (z0)

Den (Hyper)Fldcheninhalt der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphére in R™ nennen wir
wy; das Volumen der Einheitskugel in R™ ist dann %wn.

Definition 12.5 FEine Funktion u € C (§2) nennt man superharmonisch auf Q, wenn

u (o) > n

/ u(z) dz fiir jede Kugel B, (x9) C Q.
By (zo)

WpT™
Eine Funktion u € C (2) nennt man subharmonisch auf Q, wenn

n

u(xg) < / u(z) dx fir jede Kugel B, (xy) C .
Br(xo)

wWpTr™

—Au=0 in Q,
{ u=¢ auf 09, (12.10)

kann man wie folgt verfahren.
Ansatz 12.1 (Mit Hilfe des Maximum Prinzips) Perroif| definiert
Se(Q) = {ue C(Q); u superharmonisch in Q und u > ¢ auf 0N}

und setzt

u(z) = inf {u(z);ue S,(Q)}.
Bemerkung 12.5.1 Selbstverstindlich kann man auch
u(z) = sup {u(z);u € s,(Q)}
mat - -
5,(82) = {u eC (Q) ; u subharmonisch in Q und u < ¢ auf 89}
betrachten. Mit Hilfe des Mazimumprinzips findet man, dass u > wu. Aber sogar wenn
u = wu gilt, folgt nicht unbedingt, dass die Randbedingung erfillt ist.

Man kann zeigen, dass @ harmonisch ist auf 2 und dass u > ¢ auf 9€2. Wenn man
zusétzlich annimmt, dass €2 einen ,netten” Rand hat und ¢ stetig ist, kann man sogar
zeigen, dass u € C (ﬁ) und u = ¢ auf 0{2. Was genau nett ist, soll noch erkléirt werden.
Das Maximum Prinzip sagt aus, dass eine subharmonische Funktion ein Maximum nur am
Rand des Gebietes annehmen kann. Fiir eine superharmonische Funktion folgt, dass sie
ein Minimum nur am Rande annehmen kann und so auch dass @ > min {¢(x);z € 9Q}.
Genaueres folgt spéater.

30skar Perron, 1880 Frankenthal in der Pfalz — 1975 Miinchen
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12.2.2 Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Riesz

Das Argument von Riesz ist funktionalanalytischer Natur und braucht passende Funktio-
nenrdume. Fiir das Randwertproblem

—Au=f in (),
{ w=0  auf o0, (12.11)

braucht man Sobolev-Réume, die auch noch den Randwert einschlieen. Dazu schriankt
man die iiblichen Sobolev-Réume aus Definition [3.9] wie folgt ein:

Definition 12.6 Firk € N und p € (1,00) definiert man
Whv(Q) = Ceo(qy) were, (12.12)

Mit C’go(Q)H'”Wk’p(Q) ist gemeint, dass Wer(Q) der Abschluss ist von CS°(Q) beziiglich der
I lwp () -Norm.

Bemerkung 12.6.1 W,?(Q) nennt man auch Sobolev-Raum und ist Teilrawm vom Sobolev-
Raum W*»(Q) und [l q) @st eine Norm fiir WEP(Q). Als Erinnerung:

1/p

memfzijém%m%m

jmI<k
WEP(Q) ist vollstindig beziglich dieser Norm.
Theorem 12.7 (Ungleichung von Poincaré-Friedrichs ) Nehme an
sup {z1;z € Q} —inf{z;2 € Q} < dq.
Dann gilt fiir alle u € Wy ()
[l 20y < da [[[Vulll 2 - (12.13)

Beweis. Weil C°(Q) dicht in Wy?(Q) gilt, reicht es, wenn wir die Ungleichung fiir
u € Cg° (2) beweisen. In einer Dimension kénnen wir annehmen, dass Q = (0,d). Fiir

u € Cg°((0,d)) gilt

und mit Cauchy-Schwarz, dass

/Omu'(w)dx S/jlu’(xﬂdmg\//ozldx /Owlu/(:):)ﬁdx

d
= \/5\//0 [ (@) de = Ve[l 2,0 -

ju ()] =

Integriert man, so folgt

d d
2 2 2 2
il = [ @) < [ VEde 00 = 3 10
0 0
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und folgt . In hoheren Dimensionen kénnen wir annehmen, dass
QCc{zreR"0<x <d}

und wir erweitern u auf R" \ € durch u = 0. Fiir diese erweiterte Funktion gilt
ue Cy((0,dy) x R™H).

Mit Fubini-Tonelli und dem ein-dimensionalen Ergebnis finden wir

/]u )P dx—/ )| dx—/ / u(z1, )| doyda’
0,d) xR~ Rr=1J (0,d1)

/ / e’ :§d2/ Ou

Rr=1 J(0,d1) Q

2, @)
< %dQ/Q]Vu ()|? da.

Weil 1 <1 folgt (12.13). n

Wir kommen nun zu einer zweiter Losungmoglichkeit, jedenfalls wenn man die schwa-
che Version vom Randwertproblem ((12.11]) betrachtet. Die schwache Formulierung einer
Losung u ist wie folgt:

8x1 (w1, 2") dx

l\')lH

o Es gibt u € Wy*(Q) derart, dass / (Vu - Vv — f v)dz =0 fir alle v € Wy (Q).
Q

Wir verwenden das folgende:

1. Der Sobolev-Raum W,*(Q) mit dem Skalarprodukt

(u,v) = /QVU (x) - Vo (z) dx

2. Fiir Q ein beschriinktes Gebiet in R™ und f € L?(2) definiert man das Funktional
F (v) : Wy(Q) — R durch
- [ v
Q

Dieses F'ist linear und stetig. Die Stetigkeit folgt aus:

g/9|f<as>\ o ()] da

< HfHL?(Q) HUHLQ(Q) <d HfHLQ(Q) H’UHWOLQ(Q) :

ist ein Hilbert-Raumld

x) dx

Theorem 12.8 (Der Darstellungssatz von Riesz) [|Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und
sei F': H— R linear und stetig. Dann gibt es w € H derart, dass

(u,v) = F (v) fir allev € H.

“Ein Hilbertraum (H, ||-||;;) ist ein vollstindiger normierter Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -,

fiir das gilt (u,u) = Hu||§{ fiir alle u € H.
5Frigyes Riesz, 1880 — 1956, war ein Ungarischer Mathematiker.
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Wir werden diesen Satz nicht beweisen.

Korollar 12.9 Sei (2 C R" ein beschrinktes Gebiet. Dann existiert fiir jede Funktion
f e L?(Q) eine Funktion u € W, (Q) derart, dass

/Vu(:p)-Vv(a:) dx:/f(x) v (z) do fir alle v e Wy (Q).
Q Q

Bemerkung 12.9.1 Dies ist genau die Definition einer schwachen Losung von (12.11)).
Bemerkung 12.9.2 Das Lax-Milgram Theorem verallgemeinert dieses Theorem.

Ein Vorteil dieses Verfahrens ist, dass wir kaum Bedingungen an 2 haben, ndmlich
nur die Beschranktheit. Es ist aber nicht klar und meistens auch nicht richtig, dass diese
schwache Losung u eine klassische Losung ist. Die schwache Losung liegt meistens nur

dann in C? (Q), wenn es a > 0 gibt mit f € C*(Q) und 9Q € C**.

12.2.3 Durch Variationsrechnung
Hilbertf] betrachtete das Funktional

J: W2 () =R

definiert durch

1w = [ GIVu@)l = 1) u(w) da

und konnte folgendes zeigen:

Ansatz 12.2 (Mit Hilfe der direkten Methoden der Variationsrechnung) Fiir ()
ein beschrinktes Gebiet in R" und f € L*(Q) gibt es ug € Wy (Q) derart, dass

Weil es Cg > 0 gibt derart, dass
/ lu (z)|? do < CQ/ (Vo ()] de fiir all w € Wy? ()
Q Q
findet man mit Hilfe von Cauchy-Schwarz, dass fiir ¢ = %Cg ! gilt

W) = [ GIVu@ - 1) ule) da
> 3 [ Fu@P ds = 1o Il
> L V@) dr = o [ - 5
= 2/ i) ar =52 (@) ~ 5 1%lrz )

2 1 2
> i/Q\VU(SE)\ dr = o [ fllza) - (12.14)

6David Hilbert, 1862 Kénigsberg — 1943 Géttingen, war wahrscheinlich der einflussreichste Mathema-
tiker seiner Zeit.




12.2 Randwertprobleme 151

o Alsoist J (u) fiir u € Wy (Q) nach unten beschrinkt und es folgt, dass das Infimum
existiert.

Um zu zeigen, dass dieses Infimum auch angenommen wird, das heifit, ein Minimum
. . . . 1.2 . . L.
ist, nimmt man eine minimierende Folge. {u, }, .y C Wy'” (2) ist eine minimierende Folge,
wenn

J (up) = inf {J (u) ;u € Wy Q)}.
e Die Koerzitivitit. Man bemerkt, dass aus (12.14]) folgt:

||u||W(},2(Q) — oo impliziert J (u) — oo.

Also sind minimierende Folgen beschrinkt: Es gilt Hun||W01,z(Q) < R fiir irgendeinen
ReR".

o Aus Funktionalanalysis: Beschrinkte Folgen in W, (Q) haben schwach konvergente
Teilfolgen.

Es gibt {un, }cn und us € Wy? (Q) mit fiir k — oo, dass
/ Vuy,, - Vv dr — / Ve - Vv dz fiir alle v € Wy? (Q).
Q Q

Man schreibt: u,, — uq in Wy (Q).
Leider haben wir im Allgemeinen nicht, dass u,, nach wu, konvergiert in Norm. Was
uns rettet, ist Folgendes:

o J ist schwach unterhalb stetig:

v — v in W2 (Q) impliziert klim J (vg) > J (v).
—00

Fiir eine solche Funktion us, € Wy (Q) gilt also
J (use) < J (u) fiir alle u € Wy? (Q),
und dann auch, dass
J (tog) < J (Uoo + 1) fiir alle ¢ € W2 (Q) und € € R.
Es folgt fiir die erste Variation
0. (o, 0) = lim 2 (s + 0.
dass

0= 0J (Uos, V) = / (Vs () - VO () — f () 1 (x)) de fiir alle ¢ € W, 2(Q)

Q

und damit, dass die Funktion u., die J minimalisiert in VVO1 2 (€2), eine schwache Losung
ist.
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12.2.4 Ein Beispiel

Die verschiedenen Losungstypen geben auch tatséchlich
unterschiedliche Ergebnisse. Man betrachte fiir n > 2

Q={reR"0< |z] <1}

und das Problem
{ u(z)
u(z) =

Behauptung 12.10 Problem hat keine Léosung in C (Q) NC?(Q).

1 fir x € Q,

0 fir z € 90, (12.15)

Wenn es eine solche Losung ug gibt, ist auch die rotierte Funktion u, = ug o R, eine
Loésung mit R, irgendeine Rotation um 0. Sogar t,qq := i f@ coB,(0) U0 (R,x) dyp wére eine
Losung. Weil u,44 radialsymmetrisch ist, findet man fiir U (|x|) = tyqq (z) die gewShnliche
Differentialgleichung

—rTm0," 1 0,U (r) =

Man hat 9,r"~19,U (r) = —r"! und via r"19,U (r) = ¢ — %r" und 0,U (r) = crlt™" — %r
folgt
U(r)=c+cr*™™ — 5=r? fiirn > 2,
U(r)=c1+clogr — 3r? fiir n = 2.
Es gibt aber keine derartige Funktion, die U (0) = 0 = U (1) erfiillt. Es gibt also keine

Losung u € C () N C* ().

Behauptung 12.11 Die Funktion u(z) = 5= (1 — |a:|2) ist eine schwache Ldsung von

i WE(0),

Eine schwache Liosung ist hier eine Funktion u € Wy*(Q), also im [[*[[yy1.2(0-Sinne
durch u,, € C§° (2) approximierbar, die die folgende Gleichung erfiillt:

/Vu-Vv dxz/lvdx fitr alle v € W, ().
Q Q

Wir werden diese Behauptung nicht bis ins Detail beweisen. Wir zeigen nur, dass der
Funktionswert in einem Punkt nicht wahrgenommen wird im Raum VVO1 2(Q) mit Q ¢ R”
und n > 2.

Dies sieht man am folgenden Beispiel. Wir werden zeigen, dass die Funktionenfolge

log (1 + k |z|) (1- |a:|2)

o) = S a T R

in Wy?(B1(0)) gegen ¢, (r) = 1 — |z|* konvergiert, wenn n > 2. Trotzdem gilt

0 (0)=0#1=¢,(0).
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‘0.2‘ | ‘0.4‘ | ‘0.6‘ | ‘0.8‘ | ‘1.0
|z —

Abbildung 12.1: o, konvergiert gegen 1 — |-|* in W01’2(B1 (0)) und nicht in C(B1(0)).
Es gilt

o) = (1= ) ooy = [

B1(0)

2

dr =

"((eeasn ) 0-k0)

! k(1 —1?) log (1 + kr) 2
= w, — —1)2r| " ar <
< / (1+ Fr) log (1 + k) (1og<1+k> ) =
1 k(1 —1?) 2 log (1 + kr) 2
<w, [ 2 ST 1) 2 n=1gp —
= /7»0 '(1+k7’)10g(1+k) +‘(10g(1+k) ) " " "

:...:0(%) :O(logl(k;)> — 0 fir k — oc.

Zu den Piinktchen bemerken wir folgendes: Fiir n > 2 und auch nur dann gilt, dass

( k(1—r?) )27’"1 < 2 k2r
(14 kr)log (1+ k) ~ (log (1+ k))2 1+ k22
und

Loop2y
0

Der Rest des Integrals ldsst sich einfacher abschétzen.
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 13

Ordnung und Existenz bei Laplace

13.1 Greensche Funktionen auf Halbraum und Kugel

Bevor wir die oben genannten Losungsmethoden anschauen, werden ein paar Félle vorge-
stellt, bei denen man eine fast explizite Losung geben kann.

Beispiel 13.1 Fiir einige f ist es moglich eine Formel fir eine Losung auf dem Halbraum

2u geben:
—Au=f inRt xR
u=0 auf {0} x R"L

Man definiert
3 f(z1,29,...,20,)  fiirx € RY x R*™1
f(xr, 2. .. 2,) = fiir x € {0} x R* 1,
—f (=2, m9,...,2,) fiirz € R x R*1,

und setzt

u@) = [ Ful@-y)F)dy (13.1)

Wenn f € C' ([0,00) x R™), dann gilt f € C* (R\ {0} x R*)NL> (R"). Hat f auch noch
einen kompakten Trager oder fallt die Funktion f genigend schnell fir |x| — oo, dann
folgt mit Proposition dass

—Au=f=fauyf R" x R* .
Man findet aus Symmetriegrinden, dass
U(—=x1, Ty &) = —u(T1, T, ..., Ty) .
Wenn f die Bedingungen von Lemma[12.4] erfillt, ist u stetig und es folgt, dass
u(0,29,...,2,) =0.

Das heifit, u in liefert eine Losung.
Man kann die Funktion in noch anders schreiben. Wir setzen

(.CCl,.fEQ, Ce ,.’En)* = (—331,1'2, Ce ,.Cljn)

155
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und finden

w@ = [ Ra-ni)dy-

mit
G(xvy):Fn(x_y)_Fn(x_y*) f’lZ?“:E,yE]R"'XR".

Man bemerke, dass nur x — F, (x —y) eine Singularitit innerhalb RT x R™ hat, weil
y € Rt x R,

Definition 13.2 Sei ) C R" ein Gebiet und betrachte

—Au=f nQQ,
{ u=0  auf 0, (13.2)

fiir gentigend nette Funktionen f wie zum Beispiel f € C (ﬁ)
Fine Funktion Gg : Q x Q — RU {oco} derart, dass

M@=AGM%wﬂw@

fiir jede solche Funktion f eine Lésung von gibt, nennt man eine Greenscheﬂ Funk-
tion.

Formell hat eine Greensche Funktion folgende Eigenschaften:

o —A,G(x,y) =0,(z) fir z,y €

e G(z,y) =0 fir x € 9Q und y € Q.

Beispiel 13.3 Betrachte das Gebiet Q2 = Br (0) C R"™. Definiere die Kelvin-Spiegelung
von Bgr(0) \ {0} zu R™\ Bg(0) durch

RQ
Tt = ——u
|z
Dann st "
Yy *
Gr) (2,y) = F (v —y) — F, <E (z—y )) (13.3)
eine Greensche Funktion fiir
—Au=f in Bg(0),
{ u=0  auf Bg(0). (13.4)

LGeorg Green, 1793 — 1841, Britischer Mathematiker.
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Abbildung 13.1: Halbraum und Kugel haben explizite Greensche Funktionen.

Fiiry € Br(0) folgt |y*| > R und man sieht, dass x — F, (% (x — y*)) keine Singularitdt
fiir x € Br(0) hat. Man sollte sich fragen was passiert, wenn y = 0. Weil

2 2 2 2
:‘@ _ﬁ‘:\y! B

|y .
R |yl R?

&

(z —y") —2r-y+ R? (13.5)

sieht man, dass F, <%| (x — y*)) fir y = 0 sogar unendlich glatt fortsetzbar ist durch
F.(R).
Formell folgt, mit y als Parameter, dass
AG PR P 13.6
- BR(O)('a?/)— y_ﬁy*_y ( )
fiir Funktionen mait Trdager innerhalb €.

Weil gilt, kann man x und y vertauschen, es folgt

Gpro (,y) = Fu(z —y) — F, <m (y — x*)> :

R
und wegen
—.ry
lim — (y—2") =y —
i 2 (y =) =y -,
findet man
GBro) (2,y) =0 fir x € 0Bg(0) und y € Br(0). (13.7)

Die Gleichungen und (13.7) lassen vermuten, dass (x,y) — Gppo) (%, y) tatsdchlich
eine Greensche Funktion ist fir (13.4). Man verwende dazu die Ergebnisse aus Abschnitt
(721

13.2 Greensche Funktionen auf beliebigen Gebieten
In Sektion haben wir eine Losungsformel fiir

—Au=f in Bg(0),
u=0 auf OBg(0).
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gefunden:
ww) = [ Gugo (5.) Sy (1339
Br(0)
mit
lel? 2
ﬁ In (1 + (A L%L&E]:g o) fiir n = 2,
Gpro (z,y) = (13.9)

2—n
li'x—‘%ly‘ ) fiir n > 3.

2—n
wn(’rlz—Q) (|$ -y =R

Die erste Formel in ([13.9) ergibt sich iibrigens direkt durch (13.5) und die Eigenschaften
vom Logarithmus.
Eine Greensche Funktion existiert fiir allgemeinere Gebiete. Sucht man eine solche

Funktion fiir
—Au=f in €,
{ u=0 auf 09, (13.10)

das heif3t
u(z) = / Ga (2,9) F(y)dy

ist eine Losung ([13.10]), dann kann man sagen, dass
GQ (CC,Z/> = Fn (.Qﬁ—y) —h<£li',y)

mit A (-, y) eine Losung von

—Ah(hy)=0  inQ,
{ h(-y)=F,(-—y) aufdQ. (13.11)

Im Moment fithren diese Uberlegungen uns nicht weiter. Fiir die Existenz einer Green-
schen Funktion auf {2 miisste man erst mal 16sen konnen. Nur im Fall einer Kugel
hatten wir eine explizite Funktion. Fiir diesen Fall kann man die folgenden Eigenschaften
zeigen. Auch fiir andere beschriinkte Gebiete Q2 C R™ mit 9Q € C! gibt es eine Greensche
Funktion mit diesen Eigenschaften. Das werden wir hier nicht zeigen.

Behauptung 13.4 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C. Fine Greensche

Funktion fiir
—Au=f inQQ,
{ u=0  auf 09, (13.12)

hat die folgenden Figenschaften:
1. G —F, € C*(Q xQ), also folgt Go € C> (2 x Q\ Dg);
Go e C (2 xQ\ Dg);
A,Gq (z,y) =0 fir (z,y) € Q x Q\ Dg;
Ga(x,y) =0 firx € 0Q und y € Q.

Ga (z,y) = Ga (y,) fir (z,y) € 2 x Q\ Dq.
Hier ist Dy = {(z,x);x € A} die Diagonale von A x A.

Bemerkung 13.4.1 Die Figenschaften 1, 3 und 4 legen die Funktion fest.
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Bemerkung 13.4.2 Flir beschrinkte Gebiete 2 C R™ gibt es hdchstens eine Greensche
Funktion fir (15.19). Wenn es zwei solcher Funktionen geben wiirde, sagen wir G1 und
Gy, dann gibt es ein f derart, dass uy = [, G1(-,y) [ (y) dy und uy = [, G1(-,y) f (y) dy
unterschiedlich sind. Die Differenz dieser bezden Funktwnen 15t harmonisch aqu und fir
beschrdnkte Gebiete wird das Maximum und das Minimum von harmonischen Funktionen
auf dem Rand angenommen. Also folgt uy — uy = 0 in Q und der Widerspruch.

Nehmen wir an, ) hat eine solche Greensche Funktion G und dass auflerdem gilt

y > G(z,y) € CH(Q\ {z}) fiir alle z € Q. (13.13)
Verwenden wir die Greensche Formel
/ (uAv — vAu) dx = / (ud,v — vo,u) do (13.14)
Q a0

fiir u € C?() mit —Au = f und v = Gq (z,-) auf Q\ B.(z) statt , so finden wir
| @) a,Ga o)~ Go o) du(w)) dy -
Q\B:(2)

= / (u(y)0,,Ga (z,y) — Ga (z,y) du(y)) doy,. (13.15)
O(S0\Be ()
Aus Eigenschaften 3 und 4 folgt

/ u(y) AyGo (z,y) dy = 0 und / Ga (z,y) Oyu(y)do, = 0.
Q\Be(z)

onN

Aus Eigenschaft 1 folgt

lim u(y) 0,,Ga (x,y) doy, = lim u(y) Ov, b (2 — y) doy = u(x),
el0 Jop.(z) 0 JoB. (x)
lim Ga (z,y) Ou(y)do, = lim F,(z—y)0,u(y)do, =0.
&0 JaB. () &0 JaB.(z)
Kombinieren wir diese Gleichungen mit ({13.15]) so folgt mit € | 0, dass
/ Ga (z,y) [ (y)dy = u(z) + / u(y) 0,,Ga (v,y) doy,. (13.16)
Q o9
Dies bedeutet, wir haben eine Darstellungsformel fiir
—Au=f in €,
{ u=¢@ auf 0Q, (13.17)
bekommen.

Proposition 13.5 Sei G eine Greensche Funktion fir Q0 mit Figenschaften wie in Be-
hauptung und sei erfillt. Dann ist der Poisson-Kern

Ko (z,y) = =0,,Ga (1,y) (13.18)
wohldefiniert fir y € 0Q und x € Q\ {y}. Wenn eine Losung hat, wird sie
dargestellt durch

/Gn ,y) f(y)dy + Ksz (z,y) (y)doy. (13.19)

Bemerkung 13.5.1 Fiir viele Gebiete (2 ist (13.19) sogar eine Losungsformel fiir .
Die Formel in folgt aus :
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13.3 Tricks fiir Greensche Funktionen auf speziellen
Gebieten

Durch (Kelvin-)Spiegelungen kann man auf einigen Gebieten explizite Greensche Funk-
tionen konstruieren. Wir geben ein paar Beispiele.

Beispiel 13.6 Die Halbkugel D = {x € R"; 21 > 0 und |x| < 1} hat als Greensche Funk-
tion

Gp(z,y) = Fo(x —y) = Fu (jyl (v = ")) — Fu (2 —9) + Fu (Jyl (2 = 57))

mit y* =yl 2y und § = (—y1, Y2, - -, Yn)-

Abbildung 15.2: Konstruktion der Greenschen Funktion auf der Halbkugel.

Beispiel 13.7 Der Schlitz S = {x € R™";0 < &1 < £} hat als Greensche Funktion

Gp(z,y) =Y (Fu(z—y+2kl &) — F, (v — g+ 2kl ey))

kEZ

mit § = (—y1,Y2, -, Yn) und e; = (1,0,...,0).

Abbildung 13.3: Konstruktion der Greenschen Funktion auf einem Schlitz.
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Beispiel 13.8 Das Tortenstiick T = {(r cosp,rsing) € R%r >0 und 0 < ¢ < %7‘(‘} hat
als Greensche Funktion
5

Gp(zy) = Y, (F2 (z — Ry jqy) — Fo (x — REj50) +
k=0

# Fa (o = Bear) = Fa (] (2 = Br) )

: [ cos(n/3) sin(n/3)
wobei Frjs = ( —sin (w/3) cos(m/3) )

Abbildung 13.4: Konstruktion der Greenschen Funktion auf einem Tortenstiick.

Fiir einfach zusammenhingende Gebiete in R? kann man den Riemannschen Abbil-
dungssatz verwenden. Dieser Satz besagt, dass es fiir so ein Gebiet €2 eine bikonforme
Abbildung h : Q@ — B; (0) gibt, das heifit, h ist konform auf  und hat eine konforme
Inverse auf B; (0). Konform oder winkeltreu bedeutet fiir (z,y) € €, dass

0 0 0 0

—h =—h d —h =——n . 13.20

o 1($7y) ay Z(xvy) un ox 2($7y) ay 1(1’,y) ( )
Hat man Funktionentheorie gehort, erkennt man hier die Cauchy-Riemann-Differential-
gleichungen. Wenn der Rand von € eine Jordan-Kurve ist, dann kann man h erweitern zu

einer bijektiven stetigen Funktion h: Q — By (0).

Lemma 13.9 Sei Q C R? mit 9Q eine Jordan-Kurve und h : Q — By (0) eine bijektive
stetige Abbildung, die bikonform von Q0 auf By (0) ist. Dann gilt

GQ (ZL’, y) = GBl(O) (h (ZE) 7h (y)) fUT’ T,y € Q.
Bemerkung 13.9.1 Eine Jordan-Kurve ist eine injektive Kurve v : 9By (0) C R? — R2.

Bemerkung 13.9.2 Der Riemannsche Abbildungssatz besagt zwar, dass es immer so ei-
ne bikonforme Abbildung gibt, aber nicht gerade, ob und wie man diese Abbildung berech-
nen kann. Schwarz und Christoffel waren zwei Mathematiker, die sich beschdftigt haben
mit expliziten Konstruktionen solcher Abbildungen, die heute dann auch bekannt sind als

Schwarz-Christoffel Abbildungen.
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Beweis. Man findet mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen in (|13.20)),
dass fiir (z,y) € Q und u € C? (B, (0)) und h € C?(Q; By (0)) folgendes gilt:

0 (0h oh 0 (0h oh
:%(a—;uloh—l—a—;WOh +8_y(8_y1uloh+8_y2u20h)
~(0h\? Ohy Ohsy Ohs\* 8?hy 82hy
—(%> U110h+2%%’l£120h+ % U220h+axaxUIOh+—axaxUQOh
ohi\? Ohy Ohy ohy\ 0%h, 92hy
— h+2——= h — h h+—— h
+(0y) R gy ay 2etT By ) E0  ayay O T By 2°
C((om\® [Oh® Ohs\*  [0h2\?
—((%) +<8_y) uyp o h + % + 8_3/ U O h
Ohy Oh Ohq Oh
2 ( a:[jl 8; + 83/1 a:;) U12 © h -+ (Ahl) Uy © h + (Ahg) Ug © h. (1321)
Aus den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen folgt
hy 2+ O \®  OhiOhy  Ohy Ohy
Ox oy Oz Oy Oy Oz’
Oha\* , (Oha\* _ OhiOhy Oy Oho
Ox oy ~ Ox Oy Oy Oz’
Ohy Ohy N Ohy Ohsy -
Or Ox oy Oy
und Ah; = 0 = Ahy. Kombinieren wir dies mit ({13.21]) so folgt
Ohy Ohy  Ohq Oho
A = — A = A : 13.22
(uoh) (31: 3y By ax>(( u)oh)=J, (Au)oh (13.22)

Hier ist J), genau die Jacobi-Matrix zu der Abbildung &, die man bei der Integraltrans-
formation durch h finden wiirde.

Im oberen Abschnitt waren (x,y) € R* Koordinaten innerhalb von 2. Nichstens wer-
den wir wieder mit x = (x1,x2) und y = (y1,y2) Koordinatenpaare in S0 beschreiben.

Setzt man

v@) = [ Gao (h(e) hw) ) dy fir o € 0,
ye
so folgt mit # = h () und der Substitution § = h (y), unter Verwendung von (13.22)), dass
00 =2, ([ G (@) h ) £ )y
yeN
=5 @) 8 ([ Guw @) F )
ye

(@) (—A) ( / o G0 E0) 1 (57 0) i () c@)
= (@) f (W (@) Ty (3) = f ().



13.4 Folgen der Greenschen Funktion auf der Kugel 163

In der vorletzten Zeile haben wir
A / oo (2.9) 9(5) dj = g (3)
§€B1(0)

benutzt, und fiir die letzte Zeile erinnert man sich, dass Jj, () = (Jyine (h (2))) ™"
Weil z € 092 durch h auf 9B; (0) abgebildet wird, ist auch die Randbedingung erfiillt:

G, ) (h(z),h(y)) =0 fir x € 02 und y € Q.

Anders gesagt, es gilt G, (o) (R (z),h (y)) = Ga (z,y). |

Es folgt, dass wenn man eine bikonforme Abbildung A : Q@ — B (0) kennt, man die
Randwertprobleme

—Av=f inQQ, —Au=f in B (0),
{ v=0 auf 09, und { u=0 auf 9B (0), (13.23)

ineinander iiberfithren kann durch
u=uvoh™ und f = Jymn () (foh™) (),

beziehungsweise

v=wuohund f=J,() (foh)(-).

Bemerkung 13.9.3 In hoheren Dimensionen gibt es nur sehr wenige konforme Abbil-
dungen, ndmlich nur die Abbildungen sind konform, die sich zusammensetzen lassen aus
Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen (orthogonale Abbildungen), Skalierungen
und Inversionen. Inversionen sind genau die Kelvin-Spiegelungen. AufSerdem gilt dies in

hoheren Dimensionen so nicht.

13.4 Folgen der Greenschen Funktion auf der Kugel

Lemma 13.10 Sei u harmonisch auf Q C R™, dann gilt fir jede Kugel Bg(xq) mit
Bpg (x9) C Q, dass

2 . 2
u(z) = T 1o = ol L) (13.24)
Rw, 9Bg(wo) 1T — Yl

Bemerkung 13.10.1 Fir x = xq finden wir den Mittelwertsatz fiir harmonische Funk-
tionen, Proposition [{.4):

1
= . 13.2
u(z) o /<93R(x)U(y) do, (13.25)

Bemerkung 13.10.2 Man sieht, dass G g0 (x,y) > 0 fiir (z,y) € Br(0) x Br(0) und
auch, dass
Kpgo) (z,y) > 0 fir (z,y) € Br(0) x 0Bg(0).

Beweis. Weil

2
|
—1 y—x (E) y—x
vyGBR(O) (l',y) - w_n |$ — y|n - R n
|

z|
|

xT

RY
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folgt fiir |[y| = R und v = R™1y, dass

10_Q%jyy R? — |of?

~0,,G )= — " "R Runjz—y|"
,GBr(0) (2, 9) we |z —y R Rw, |z —vy|

Die Greensche Funktion fiir B () folgt aus ((13.9)), wenn man sie um x, verschiebt, das

heift
R? — |z — x|

an |ZE - y|n ’
und mit Proposition folgt das Lemma. [ ]

KBp(a) =

13.4.1 Das starke Maximum-Prinzip

Theorem 13.11 (Das starke Maximum-Prizip fiir harmonische Funktionen) Sei
u harmonisch auf einem Gebiet Q0 C R™. Wenn u ein Mazximum oder Minimum innerhalb
hat, dann ist u konstant.

Beweis. Nehmen wir an, u hat ein Maximum in xq € €). Aus dem Mittelwertsatz, Lemma
13.10| mit © = =z folgt, dass u = wu(zo) gilt auf jeder Sphére innerhalb © mit x als
Zentrum. Weil ) zusammenhéngend ist, kann man fiir jedes x* einen Weg innerhalb

Q) finden, der xy mit x* verbindet, und das Ergebnis folgt, wenn man diesen Weg mit
passenden Kugeln iiberdeckt. [ ]

G

Abbildung 13.5: Man argumentiert von Kugel zu Kugel.

Korollar 13.12 Sei Q2 C R"™ ein beschrdnktes Gebiet und sei u € C(Q) harmonisch
innerhalb Q. Dann nimmt u sein Mazimum und sein Minimum an auf OS).

Beweis. Eine stetige Funktion auf der kompakten Menge (2 hat ein Maximum (und ein
Minimum) und wegen des letzten Theorems kann es nicht im Innern liegen. [ ]

Korollar 13.13 Sei Q C R"™ ein beschrdnktes Gebiet. Dann hat

—Au=f nQQ,
{ w=y  auf 00, (13.26)

hichstens eine Losung u € C% () N C(L).
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Beweis. Wenn es zwei Losungen gébe, verwende man das letzte Korollar fiir die Differenz
beider Losungen. m

Theorem 13.14 (Die Ungleichung von Harnackﬂ auf einer Kugel) Sei u harmo-
nisch und positiv auf Bg (0) C R™. Dann gilt:

(R — |z) B2 (B + |2]) B2

——u (0) < u(zr) < ——u (0).
(R+ [z)" (R— [a)"
Beweis. Man verwendet fiir den Integralkern in ((13.24) mit 2o = 0, dass fiir |y| = R
folgendes gilt:
R— R —|z|°  R*—|z]°  R®—|z R
2l _ ol 2" ol REle] (13.27)
(R+ |z|) (RA+[z))" = Jo—yl" = (R=|z])" (R—|x[)
Kombiniert man ([13.24)) mit xq = 0, (13.27) und
O = s [ uln)d
u(0) = — u(y) do
wn R ly|=R !
so folgt das Ergebnis. [ ]

Theorem 13.15 (Die Ungleichung von Harnack) Sei Q2 C R" ein beschrinktes Ge-
biet und sei u positiv und harmonisch innerhalb 2. Dann gibt es fir jede zusammenhdn-
gende offene Teilmenge A mit A C Q) eine Konstante c5 derart, dass

supu(z) < ¢y inf u(z).
z€A zeA

Beweis. Weil A kompakt ist und u stetig ist in , gibt es o, 2* € A mit

u(zo) = inf u(z) und u (z*) = sup u(x).
zeA z€A

Weil A zusammenhéngend ist, gibt es eine Kurve, die xy mit * innerhalb von A verbindet.
Man nehme auf diese Kurve Punkte xy,..., 2, = z* derart, dass |z; — x;41| < r fiir

k
i=1,...,k und derart, dass |J Bs, (z;) C Q fiir ein 7 > 0. Dass so etwas geht, folgt aus
i=0

der Kompaktheit. Durch Anwendung von Theorem [13.14] auf By, (x;) findet man, dass

(7’ + %7’) rorn2

U (xi41) < u(z;) =32" % u(x).

Nach k Schritte folgt u (z*) < (3 2"2)* wu (x0) und das gewiinschte Ergebnis. n

2Carl Gustav Azel Harnack, Tartu (damals Russland, heute Estland) 1851 — Dresden 1888.
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13.4.2 Harmonisch auf Kugeln

Lemma 13.16 Sei ) C R" ein Gebiet und seiu harmonisch auf Q). Dann gilt u € C* ()
und fiir jedes k € N gibt es Cy,, derart, dass

Ckn
D% (ao)] < —2E / ()| dy
wnrn+k By (o)

fir jede Kugel B,(zg) C Q und k = |a| mit o € N™.

Beweis. Fiir |a| = 0 folgt diese Aussage aus dem Mittelwertsatz. Durch Lemma [13.10
gilt

u(z) = (37) 1— |z — 2| u(y) i

irwn 837«/2(:60) |fL' - yln !
1,.\2 2
Doatey) = 5| (L) e
Do) = X |z (W

B<a /aBr/z(fCO)

1
1-¢ e
<Y r / )l do, < Ol [l o, iy - (1329

£<2 OB, 3 (w0) T

und wenn man x € B, /4(x) nimmt, gilt

D () [ lu )l dory <

Aus (4.14) folgt fiir z € 0B, 2(x0), dass B,/2(2) C B, (o) und

n n
ol = | [ @< o [l 329
Wn (r/2> BT/Z(Z) Wn (T/Q) Br(x())
Kombiniert man ([13.28)) und ((13.29)) so folgt das Ergebnis. [ ]

Theorem 13.17 (Liouville) Wenn u harmonisch und beschrinkt ist auf R™, dann ist
u konstant.

Beweis. Aus dem letzten Lemma folgt

&
d
s el

und wenn u beschrénkt ist, folgt |[Vu (z)] < Ciw, |lul|, R~ fiir alle R > 0 und = € R™
Das bedeutet |Vu (z)| = 0 und u ist konstant. |

[V (2)] <

Proposition 13.18 Sei G, o) die Greensche Funktion fiir Br(0) wie in und sei
Kpu0) (z,y) = —0,,GBr(0) (x,y). Dann ist

() fir x € 0Bg(0),

u(@) = / Koo (@) o()do,  fir & € Br(0),
OBR(0)

die eindeutige Losung in C'(Br(0)) N C*> (Bg(0)) von
{ —Au = in Br(0), (13.30)

fiir ¢ € C (0Bg(0)).

3Joseph Liouville, Franzosischer Mathematiker, 1809 — 1882
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip. Die Tatsache, dass
AKp, ) (x,y) = 0 fiir © € Bp(0)

kontrolliert man direkt; singulére Stellen von & — Kp, (o (z,y) findet man nur fiir x €
0Br(0). Man soll nur noch beweisen, dass u stetig ist beim Rand. Dazu bemerkt man
erst, dass

/ KBR(O) (Z‘, y) day =1
0BR(0)

Diese Identitét folgt aus der Darstellungsformel, weil u(x) = 1 eine Losung ist von ((13.30)
mit ¢ = 1. Sei nun z, € 0Bg(0) und sei § > 0 derart, dass

y € 9BR(0) und |z, —y[ <0 = |p(z.) —p(y)| <e.

Dann folgt

u(z) = u(z.)] = |u(z) = p(z.)] = /aB o Kp) (2,y) (p(y) — p(a.)) do| <

<€ 9Br(0) K (2,y) doy + 219l < 0,(0)) 9B (0) Ky (z,y) doy <

|zs—y[<d [z« —y|>6

R — Jaf*
<e [ Ko @) doy+ 2 lelmonaon | oy = (+).
dBR(0) w0 ’ FrOBH) |j£@(\[)z)5 B |z =y

Wenn |z — x| < 16 und |z, — y| > § gilt, folgt

1 1
—yl >z, —yl =z —2, >0 — =6 ==§
oyl > fo. |~ fr ] 20— 5=
x‘x* und

R? — |z
Br(0) Rwn (36)"

n— 2 "
<+ 2ol (8 I B2 (3)

Weil (R? — |x|2) =(R+|z]) (R—|z|) < 2R (|« — |z]) < 2R |z — x| gilt, kénnen wir
z geniigend nahe an z, nehmen um 2 {|¢[| (55,0 (R? — |x|2) R"2(2)" beliebig klein
zu bekommen. Geniigend klein wie zum Beispiel |u(x) — u(z,)| < 2¢. Weil € > 0 beliebig
ist, ist u stetig in x,. [

(¥) <e+2 HSOHLoo(aBR(o))/8 doy <

Theorem 13.19 Sei ) ein Gebiet in R"™ und seiu € C (). Dann sind folgende Aussagen
gleichwertig:

e wu 15t harmonisch.

o u(x) = —2r faBR(m)u(y) doy, fiir alle Bg(z) mit Br(x) C Q.

- wanfl

Beweis. Die eine Richtung ist der Mittelwertsatz. Fiir die andere Richtung verwenden
wir, dass wir eine Losungformel haben fiir harmonische Funktionen auf Kugeln bei vor-
geschriebenen stetigen Randwerten. Das heifit, fir jede Kugel Br(z¢) mit Bgr(zo) C 2
ist
R o~ wly)

Rw, OBR(x0) |£L‘ - yln !

w(x) =
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harmonisch innerhalb Bg(z() und stetig auf Br(z).
Man hat also w —u € C(Bgr(x¢)) und sogar

w(z) —u(x) =0 fir x € 0Bg(xo). (13.31)

Dann hat w — u die folgende Mittelwerteigenschaft auf jeder Sphére 0B, (z.) innerhalb

BR(.Z'())Z
() — u(e,) = — /83( ((0) () d,

wnrn—l

und das bedeutet, dass w — u kein Extrem in z, haben kann. Anders gesagt, die Funktion
w — u kann sein Maximum und Minimum nur auf dem Rand 0Bg(x) annehmen. Wegen
(13.31)) bedeutet es w = u auf Br(xp) und dass u harmonisch ist. |

Korollar 13.20 Sei Q2 ein Gebiet in R™ und seien {uy}, .y C C () harmonisch auf Q.
Wenn uy, lokal gleichmdf$ig zu u konvergiert, so ist auch u harmonisch auf €.

Beweis. Wenn u;, — u konvergiert, dann gilt fiir jede Kugel in €2, dass

: . 1
u(x) = Jl_}fgouk(x) = kll—>r£low T /BB ( )Uk (y) doy =
n r(z

1 / 1
= limukydaz—/ u(y)do,.
W R Jop ) k00 (y) do WaR Jop ) (y) doy

Wegen Theorem [13.19]ist © harmonisch. [ ]

Korollar 13.21 Sei Q2 ein Gebiet in R™ und seien {uy}, .y C C (2) harmonisch auf Q.
Nehme an, dass die Funktionen lokal gleichmdflig beschrinkt sind. Dann existiert eine
Teilfolge {ug, } ey, die lokal gleichmdfig gegen eine Funktion u konvergiert und die har-
monisch ist auf €.

Beweis. Lemma zeigt, dass auf jede Kugel Bp (x1) mit Bgr(x1) C Q die Ablei-
tungen Vuy gleichméfig beschrankt sind. Wegen der Offenheit von 2 gibt es r; > 0 mit
Bprior (x1) € ©Q und man wende das Ergebnis an auf B, (xg) fiir o € Bg(x1). Dann
folgt, dass die uy, gleichgradig stetig sind auf Bg (x1). Der Satz von Arzela-Ascoli besagt,
dass es eine konvergente Teilfolge gibt. Korollar [[3.20] liefert die gewiinschte Teilfolge. m




Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 14

Existenz nach Perron

14.1 Das Theorem von Perron

Wie schon angekiindigt liefert die Methode von Perron fiir

{ —Au=0 in €, (14.1)

u=p auf 09,

eine Losung u € C*(Q) N C(£2), angenommen ¢ ist stetig und 2 geniigend ,nett”. Wir
haben auch gesehen, dass 2 = B1(0) \ {0} kein nettes Gebiet ist. Es wird Zeit fiir eine
Bedingung, die uns €) geniigend nett sein l&8t.

Bedingung 14.1 Ein Gebiet ) erfillt die &uflere Kugelbedingung, wenn es fir jedes
x* € 00 eine Kugel B C R"\ Q gibt mit x* € 0B.

Abbildung 14.1: Die duflere Kugelbedingung.

Bemerkung 14.1.1 Diese dufiere Kugelbedingung lifit sich leicht als ausreichende Be-
dingung verwenden. Tatsdchlich kann man diese Bedingung abschwdchen. FEine dufSere
Kegelbedingung (e statt u!) reicht auch. Leider wird der Beweis aufwendiger.

Bemerkung 14.1.2 Isolierte Punkte als Teil des Randes erfillen klar weder die dufle-
re Kugelbedingung noch eine duflere Kegelbedingung. Derartige Rdnder sind jedoch nicht

169
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die einzigen, die Schwierigkeiten bereiten. Henri Lebesgue hat gezeigt, dass es auch zu-
sammenhdingende Rinder gibt, die keine Losung in C(§2) zulassen. Sein Gegenbeispiel in
drei Dimensionen in der Form einer hineingerichteten Spitze ist als das ,Lebesgue thorn*

bekannt geworden.

Abbildung 14.2: Bild einer Kugel mit einem ,,Lebesgue thorn“. Das Horn (oder der Dorn) ist hier
wie folgt definiert: D = {(z,y, 2) : 2® + y* < exp (—1/2) fiir z > 0}. Also gilt @ = B; (0) \ D.

Theorem 14.2 (Perron) Sei Q@ C R" ein beschrinktes Gebiet, das die dufiere Ku-
gelbedingung erfillt. Dann gibt es fir jedes ¢ € C(0N2) eine eindeutige Losung u €

C®(Q)NC(Q) 2u (14.1).

14.2 Minimum und Infimum bei superharmonisch

Man definiert
Se(Q) ={u € C(Q); u superharmonisch in Q und u > ¢ auf 9}
und sucht die Losung durch
u(z) :=inf {v(z);v e S, (Q)}.

Wir werden das Theorem in mehreren Schritten beweisen.

Lemma 14.3 S,(2) ist nicht leer und fiir uw € S,(§2) gilt u(x) > min {p(z);x € 0}.

Beweis. Weil ¢ stetig ist auf einer beschrinkten und abgeschlossenen Menge, existiert
min {p(z);x € 02} und max{p(x);x € 02}. Die Konstante m = max{p(x);x € 0§}

liefert eine konstante Funktion in S, (€2). Weiter gilt es, dass
w(z) > min{u(x);x € 00} > min {p(z);x € 00},

weil eine superharmonische Funktion ihr Minimum am Rand annimmt. [

Lemma 14.4 Sei uy,us € S,(§) und definiere
u(z) = min (uy(x), uz(x)) .

Dann gilt u € S,(Q).
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Bemerkung 14.4.1 Durch wiederholte Anwendung folgt auch: uq, ... ,u; € S¢(§) im-

pliziert x — min (u1 (), ..., uk(z)) € Su(Q).

Beweis. Sei g € © und nehme an, u(zg) = uy(x). Dann gilt fiir B,(x¢) C Q, dass

1 1
o) =) = o [ o,z [ ulydo
W Jo, o) Y 0L o ) y
Die Bedingung u > ¢ ist direkt erfiillt. [ ]

Lemma 14.5 Seiu € S,(Q) und sei Bg (z9) C Q. Definiere
u(x) fiir x € Q\Bg(wo),

u (37) = I#%u;xoz/ Ly)ndo-y fu'r x € BR(Q,’O),
O0BR(wo) |$ - y|

Dann gilt @ <w und 4 € S, (ﬁ)

Bemerkung 14.5.1 Die Anderung einer superharmonischen Funktion u zu @ < u nennt
man ,harmonic lowering® von u. Besser bekannt ist die dhnliche Anderung einer subhar-
monischen Funktion u zu @ > u, die als ,harmonic lifting“ von u bezeichnet wird.

Beweis. Die Funktion u — @ ist superharmonisch und identisch 0 auf 0Bgr(x). Wegen
Proposition [13.18] ist 4 und darum auch u — @ stetig. Es folgt u — @ > 0 in Bgr(xo).
Auflerhalb gilt u —u = 0. ]

Proposition 14.6 Sei Q beschrdankt und ¢ € C (0R2). Dann ist die Funktion
u(z) :=inf {v(z);v e S, (Q)}. (14.3)

harmonaisch.

Beweis. Sei 2o € Q und sei {u},oy C S,(€2) derart, dass ug(wo) — u(xg). Setzen wir
Uk () := min {uy (), ..., ux(x)},

so ist {Uy (7)},cy eine monoton fallende Folge fiir alle z € €. Sei Bgr(xg) C € und

definiere Uy, wie in (14.2). Auf Bg(zo) sind die Funktionen U}, harmonisch. Korollar [13.21
liefert eine Teilfolge, die gegen eine harmonische Funktion U auf Bp/s(xg) konvergiert.

Aus dieser Konstruktion folgt U (zo) = u (2¢) und U (x) > u(z) auf Brjs(zo). Wir wollen
zeigen, dass U(x) = u (x) auf Bgr/s(ro). Nehmen wir an, dass es x1 € Bgja(z) gibt mit

U (z1) > u(zy). Dann gibt es v € S,( Q) mit
U (z1) > v(z1) > ulxy). (14.4)
Ahnlich wie vorhin betrachten wir
Vi (z) := min {v(z), us (x),...,ux(z)}
und finden eine harmonische Funktion V' auf Bg/s(z) mit
U (x9) =V (o)

und U (z) > V (z) auf Bprjs(wo). Dann folgt aus der Mittelwerteigenschaft, Proposition

, dass U = V auf Bg/(x) im Widerspruch zu 1) Also gilt U(x) = u(x) auf
Bpya(o), und u ist harmonisch in Bp/o(xo). Weil xy beliebig ist, ist « harmonisch auf €2.
n
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14.3 Beweis mit Barrieren am Rand

Wir miissen noch zeigen, dass diese Losung u stetig auf Q ist. Wenn u € C(2), dann folgt
aus dem Maximum Prinzip, dass die Losung eindeutig ist.

Definition 14.7 Eine Funktion b € C(S) heifit eine Barrierenfunktion beziiglich x* €
09, wenn

1. b ist superharmonisch in €);
2. b(z*) = 0;
3. b(z) >0 firz e Q\ {z*}.

Lemma 14.8 Wenn Q) die duflere Kugelbedingung erfillt an der Stelle x* € 0X2, dann
existiert eine Barrierenfunktion beziiglich x* € 0S).

Beweis. Sei B,(z1) eine solche Kugel. Dann definiere fiir n > 3 die Funktion
b(z) =r¥" — |z — 2y

Die Funktion ist sogar harmonisch. Die beiden anderen Eigenschaften in Definition [14.7]
zeigt man direkt.
Fiir n = 2 setzt man b(x) = log |z — x| — log . n

In zwei Dimensionen kann man Barrierenfunktionen konstruieren, die lokal nur ei-
ne duBere Kegelbedingung voraussetzen mit Hilfe der Funktionen, die in Abbildung
dargestellt sind.

Proposition 14.9 Sei Q ein beschrinktes Gebiet, das die dufiere Kugelbedingung erfillt
an der Stelle x* € 9Q. Dann gilt fir die Funktion u in (14.5), dass

lim v (z) = ¢(x"). (14.5)
e

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es 6 > 0 derart, dass
|z — 2| < dund z € 00 = |p(z) — @(z¥)| < e.
Man nehme k; > 0 derartig, dass
|z — 2" > dund 2 € 00 = k1 b(z) > ¢(x) — p(x7).
Dann gilt fiir die Funktion w, definiert durch
w(z) = p(x*) +e+ ki b(x)
dass w € S,(Q). Es gilt also, dass
u(r) < w(z) fiir z € Q. (14.6)
Auf &hnliche Art kann man auch eine harmonische Funktion n(z) finden durch

n(z) = —inf {v(z);v € S_, (Q)}. (14.7)
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Fiir v; € S,(Q) und v, E_S_¢(§) folgt vy +vy € Sp( Q) und weil v; + v, superharmonisch
ist, dass v; + vo > 0 auf 2. Anders gesagt

vy > —wvq auf Q.
Es folgt dann auch, dass

u(z) = inf {v; (z) ;01 € S,(Q)} = sup {—vy () ;02 € S_,(Q)} = n(x) fir z € Q.

(14.8)
Auch hier kann man zeigen, dass es ky > 0 gibt mit der Funktion
w(z) = p(x") — & — ks b(z)
derart, dass B
w(z) < n(x) fir x € Q. (14.9)

Aus (14.6H{14.8414.9)) folgt

w(r) < n(x) < ulr) < w(zr) fir v € O
und dass es §; > 0 gibt so, dass fiir z € Q und |z — 2*| < §; folgt
u(x) — p(a")] < 2.

Weil € beliebig ist, ist ((14.5) erfiillt. [ ]
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 15

Laplace und Regularitit

15.1 Bemerkungen zur Regularitit

Wir haben gezeigt, dass es fiir f € C1(Q) und 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit einer
duBeren Kugelbedingung, eine Losung u € C(2) N C?(Q) gibt zu

u(z) =0 fir x € 092. (15.1)

{ —Au(z) = f(z) furaz e Q,

Wenn man vergleicht mit dem eindimensionalen Randwertproblem

—u (2) = f(a) fiir @ € (a,b),
{ u(z)=0  firz€0(ab), (15.2)

dann folgt fiir (15.2)), dass fiir f € C'([a,b]) die Lésung u sogar in C® ([a, b]) liegt. Und
wenn man nur f € C([a, b]) hat, folgt immer noch eine Losung u € C? ([a, b]). Ganz allge-
mein kann man fiir direkt zeigen, dass f € C*7([a, b]) eine Losung u € C*+2%7 ([a, b])
ergibt.

Kann man dhnliches vielleicht auch fiir (15.1)) erwarten? Eine extra Schwierigkeit hat
man durch den Rand, der im eindimensionalen Fall sehr trivial ist. Wenn wir nun anneh-
men, dass der Rand sehr schon ist, sagen wir €2 € C'°, oder wenn wir vom Rand weg
bleiben, gibt es dann dhnliches?

Die Perronsche Methode gibt uns eine Losung zu in zwei Schritten:

1. Man setzt
wle) = [ Fue—y) f0)dy (15.3)
Q
und bekommt fiir f € C* (Q)NL®(), dass u; € C(Q)NC? (Q) mit —Awuy(z) = f(z)
fiir z € .

2. Man findet anschlieend eine Losung uy € C(2) N C? () von

{ —Auy () =0 fiir x € Q, (15.4)

ug(z) = uy(z) fir x € 0N.

Die Funktion u = u; — ug ist die Losung von ([15.1]). Die Eindeutigkeit folgt dabei aus
dem Maximum-Prinzip.

175
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15.2 Regularitit und Fundamentall6sung

In Proposition haben wir schon bewiesen, dass fiir f € C} (R") folgt, dass fiir w,
definiert durch

wiw) = [ Fule-5) Sy (15.5)

gilt w € C?(R"). Hier ist F,, die Fundamentallésung aus Definition [12.1, Wenn f €
CZ (R™) gilt, dann kann man wie folgt verfahren:

0w(x) = s, [ Fule =) fy)dy =
= O, /n F,(2) f(x —2)dz = /n Fo(2) 0y, f(x — 2)dz =
~ [ -0,y (15.6)

Man kann also eine Ableitung durch das Integralzeichen schieben.

Fir f € C3 (R") gilt 9;f € C§ (R™) und deshalb folgt aus Proposition fiir ,
dass Q;w € C? (R") gilt. Dies gilt fiir jedes 7, also gilt w € C3(R™). Man kann diese
Schritte beliebig wiederholen und so folgt:

Lemma 15.1 Seik € N*. Fiir f € C¥(R") und w definiert in (15.5) gilt w € C*+' (R™).
Mit mehr Miithe kann man sogar zeigen, dass fiir K € N und v € (0,1) gilt:
feCy(RY) = we CH (R).

Die Holder-Stetigkeit der Losung ist +2 besser als die Holder-Stetigkeit der rechten Seite.
Fiir C¥ (R™) (oder C' (R™)) und Dimensionen n > 2 gilt die Erhéhung der Differenzier-
barkeit um 2 nicht:

feCER") 7 we CH2(RY).

Wir werden nun ein Beispiel geben bei dem f € C(Q) und die Losung von ([15.1)) nicht
zweimal stetig differenzierbar ist.

Beispiel 15.2 Die Funktion

) Taxe log (—log (21 +23)) fiir x # (0,0),
ulon, z) = 0 fiir = = (0,0,

st eine Ldsung von

—Au(x) = f(x) firx € B, (0),
{ u(z) =0 firz € 9B, (0), (15.7)
mit r = 1/y/e und
41‘112(1*210g(aj%+z%)) i
f (1:1’ I2> _ (ac%-l—x%)(log(z%—i—m%)f f 7& (07 O) )
0 fiir z = (0,0) .

Die Funktion f ist stetig auf B, (0), denn die rationale Teilfunktion ist beschrinkt und
der Logarithmus im Nenner sorgt fir Konvergenz gegen 0 fir x — (0,0). Man kann
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auch zeigen, dass u € CY7(B, (0)) fiir jede v < 1. Die Funktion u ist aber nicht zweimal
differenzierbar in (0,0). Die zweite Ableitung von u nach zum Beispiel x; ist nicht definiert
in (0,0) und unbeschrdnkt bei (0,0):

am&w“ (1:1, l’z) = log (_ log (l‘% + x;)) +
227 + 21 B 4ot

(23 + 23)*log (3 + 23) (23 + 23)* (log (2} + 23))°

Von den drei Termen hat der erste eine Singularitit in (0,0). Die zwei dbrigen Termen
kann man stetig durch 0 in (0,0) fortsetzen.

Man kann sich noch fragen, ob denn dieses u tatsdchlich die einzige Losung zu
1st. Wenn es eine zweite Losung us gdbe, dann betrachte man w = u — ug. Das Maxi-
mumprinzip oder der Mittelwertsatz hat zwar als Voraussetzung, dass w € C? (B, (0)) N

C(B, (0)), doch man kann zeigen, dass w € W?? (B, (0)) N C(B,(0)) mit p grof§ reicht.
Es folgt so, dass w = 0.

Uz zo

Abbildung 15.1: Skizzen zu den Funktionen aus Beispielm

15.3 Regularitit und Rand

Um den soeben gezeigten Ansatz zu verwenden, miisste man f : Q2 — R auf (k mal) stetig
differenzierbare Art erweitern konnen.
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Lemma 15.3 Sei f € C*([0,00) x R"1). Dann gibt es eine Erweiterung f € C* (R™).

Beweis. Man definiere fiir z; < 0 und 2’ € R*!

k+1

$1a Za‘mf —mixy,x )

mit a,, bestimmt durch

k41
1= (-m) ayfir t€{0,1,... .k} (15.8)
m=1
Anders gesagt, a,, erfiillt

1 1 1 1 ar 1
-1 -2 -3 - -—m-1 s 1
(=D (2" (=3)* -+ (-m—1)* ag | =11
(1) (=2" (=3 - (=m-1" ) \ an 1

Dieser Typ von Matrix ist nach Vandermonde benannt und bekanntlich invertierbar,
wenn die zweite Zeile keine gleichen Zahlen enthélt. Es gibt also eine eindeutige Losung
ai, ..., axr1. Wenn die Gleichungen in ((15.8)) erfiillt sind, findet man fiir £+ |a| < k, dass

k+1
0L, 0.0) ~ 0,0 (Zamf( —_ >)=

m=1
k+1
: YA AYe"
= lim > o (-m)' (24,05F) (-mr.') =
k41
=t (—m)" (85,05 ) (0,2) = (5,05 f) (0,2).
m=1
Dann folgt, dass
_ N ]i((ﬂl,:t/) fiir z; > 0,
f il al) = { f(zy,2') fiir z; <O,
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion ist. [

Beispiel 15.4 Die C'-Erweiterung von f € C1[0,00) wird auf diese Art definiert:

J;(ﬂ?) =af (=) +aof (=2z) fir x <O,

und ay, as werden bestimmt durch

f(0) = lim f(@) = aif (0) + axf (0) = (a1 + a2) £ (0),
f0) = hmf( ) = —arf (0) = 2axf' (0) = (—a1 — 2az) f'(0).

10

Man lost 1 = a1 + as und 1 = —ay — 2a9, und man findet a1 = 3 und as = —2.
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-10+

Abbildung 15.2: Die Funktion f(z) = 9¢™% + cos(x) auf [0,00) und ihre C%-, C'- und C?-

Erweiterung auf R™.

Abbildung zeigt, dass die Erweiterung bedeutend grofer sein kann als die ur-
spriingliche Funktion. Man kann jedoch zeigen, dass diese Vergroflerung beschréankt ist.
Fiir den Operator Ej, : CF ([0,00) x R*™1) — CF (R"), definiert durch

N f(xy,2) fiir (z1,2') € [0,00) x R*™1,
B (f) (@1, 2) = { Zf:zll p f(—mzy, ') fiir (vy,2") € R™ x R* 1

mit a,, (anhdngig von k) als in , kann man folgendes zeigen:
Lemma 15.5 Es gibt Cy derart, dass
| Ek (f)”o{:(ngn) < Ck HfHC{f([O,oo)XR”_l) fiir alle f € Cy ([0> 00) X ]Rn*l) '
Anders gesagt: Ey, : CF ([0,00) x R*™1) — CF (R") ist ein beschrinkter linearer Operator.
Beweis. Weil Ej, (f) € CF (R") gilt

1Bk (Pl @y = 1Bk (D)l e 0,00y xmn-1) + 1k ()l k- srn-1) =

k+1
< 1fllex o,00) xrn-1) T Z [ Z H(—m)al ngagf,f‘ <
m=1  ay+la/|<k =
k
< (1 1) o {land 4} ) W lcgpcpenns
fiir alle f € CF ([0,00) x R™71). u

Proposition 15.6 Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 00 € C*. Dann gibt es einen
beschrdankten linearen Operator

mit Eo(f)(z) = f(z) firz € Q und f € C* (Q).
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Beweis. Wir geben nur eine Skizze. Fiir 0f) gibt es wie in Definition beschrieben,
eine Uberdeckung des Randes mit Blocken {Bi}le. Sei {x;}._, cine Zerlegung der Eins
derart, dass support (x;) C B; fur i = 1,...,¢. Auf jedem dieser Blb'cke kann man den

Rand in lokalen Koordinaten beschreiben durch :L’ = Y, <x2 . xn ) und € durch
) > (e <x2 e ,[En > Weil ¢, € C* kann man den Rand glattbiigeln durch

Si (xgi),xgi),...,wﬁf» — (;an — o, (xéz)’ o ,xﬁf)> >$§i),---,$g)> ’

und lokal wird eine Funktion zu einer auf dem Halbraum transformiert durch

(Sif) () =fF i+ (), ) -

Formal schreiben wir
¢

Ero(f) = (7)™ ExS; (xif)

i=1

und die Tatsache, dass diese Definition den gewiinschten Erweiterungsoperator liefert,
darf der Leser selbst {iberpriifen. Auch kann man sich davon iiberzeugen, dass Ej o(f)
einen kompakten Triager hat, der nur abhéngt von {Xi}le. ]

Korollar 15.7 Sei @ C R" ein beschrinktes Gebiet mit 0§ € C*. Dann gilt fiir jedes
f e Ch (Q) mit ky <k, dass w € CHT(Q) fir

wiw) = [ Ful@=y) Beal$) ) dy

Bemerkung 15.7.1 Fir x € Q gilt —Aw(x) = Epo(f) (x) = f (2).
Dies bedeutet, dass man eine Losung von (15.1)) bekommt, wenn man

{—Au2:0 fiir x € Q,

uy =w  fir x € 99, (15.9)

16st und © = w — up nimmt. Weil uy € C*(9) folgt fiir f und Q wie in Korollar [15.7
dass u € C*M*1(Q). Méchte man sogar die Regularitit einschlieflich des Randes zeigen,
kann man fiir Gebiete, die die &uleren Kugelbedingungen erfiillen, die Funktion uy mit
Oberlosungen und Unterlosungen anndhern und mit Harnackschen Ungleichungen Ab-
schiatzungen erzeugen, die dafiir sorgen, dass man uy € C* (Q) zeigen kann. Fiir hohere
Regularitét betrachtet man ein Problem wie nun fiir 9,,us usw.

15.4 Losungen und Abschitzungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige Ergebnisse fiir Losungen von

—Au=f in €,
{ u=0 auf 00, (15.10)

in verschiedenen Rahmen. Um diese Ergebnisse zu beweisen wére eine Spezialvorlesung
notig.



15.4 Loésungen und Abschétzungen 181

Theorem 15.8 Seien k € N und v € (0,1). Sei Q C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit
00 € C*3. Dann gibt es fiir jedes f € C*7(Q) genau eine Losung u € C*27(Q) zu

([E510).

Auferdem gibt es eine Konstante cq ., > 0 derart, dass fiir jedes f € C*(Q) und die
zugehdrige Losung u gilt:

||U||ck+2n(§‘z) < Coky HfHCkw/(Q) :
Fiir einen Beweis schaue man nach in [6].

Wir haben in Abschitt [12.2.2] bemerkt, aber nicht bewiesen, dass es bei einem be-
schriinkten Gebiet Q fiir f € L?(Q) eine schwache Losung u € W,2(Q) gibt zu (15.10).
Eine schwache Losung heift hier: v € W, *(€) und

/ (Vu - Vo — f v)dz = 0 fiir alle v € Wy (Q). (15.11)
Q

Der Raum W, (Q) wurde in (12.12)) definiert. Die Sobolev-Réume W#?(Q) findet man
in Abschnitt [3.3.11

Theorem 15.9 Nehmen wir k € N und p € (1,00). Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet
mit 00 € C**3. Seiu € Wol’z(Q) die schwache Losung vom Typ . Wenn zusdtzlich
f e WkP(Q) gilt, dann folgt u € Wk+2P (Q).

Auferdem gibt es eine Konstante cqy, > 0 derart, dass fir jedes f € WHP(Q) und
fiir die dazugehérige Losung u € W, (Q) N W22 (Q) gilt:

||U||W’“+2»P(Q) < Cokp ||f||wk,p(g) :

Fiir einen Beweis schaue man bei [3, Seite 317] fiir p = 2 oder in [6] fiir allgemeine
p € (1,00).

Wie verhalten sich diese beiden Typen von Losungen? Eine Richtung moge deutlich
sein. Weil C*7(€) € WHP(Q) gilt fiir beschréinkte Gebiete © und dass es sogar ¢, > 0
gibt mit

Hf“ka?(Q) < C/Q,k;y Hf”ckw(s’z) fiir alle f € C™7(Q),

findet man fiir f € C*7(Q) nicht nur u € C*7(Q), sondern auch u € W*?(Q). Kann
man auch in der umgekehrten Richtung eine Inklusion erwarten? Fiir f € W*?(Q) findet
man im Allgemeinen keine Losung u € C*+27(Q) aber manchmal schon eine Losung
u € C*17(Q). Die sogenannten Sobolev Einbettungen geben Antwort auf diese Art von
Fragen.

Die Sobolevschen Einbettungssétze, die fiir beschriankte Gebiete 2 C R™ gelten, die
eine innere(!) Kegelbedingung erfiillen, geben uns die folgenden Abschétzungen:

° WennkZmundk—%>m—§danngilt
[ullymay < compma lullyrn -
e Wenn k:—% > m + 7 dann gilt

HuHCmN(Q) S CQ,k,p,m,y HuHWk,p(Q) .
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Wenn man ganz genau wére, miiite man bei der letzten Abschétzung eigentlich sagen,
dass es fiir jede Aquivalenzklasse U € W#?(Q) einen Vertreter u € C™?(Q) gibt mit

HuHCmW(Q) < CQkpmy ”UHWW(Q)'
Man kann diese Ergebnisse kombinieren zur folgenden Aussage.

Korollar 15.10 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit 9) € C3. Dann gibt es fiir jedes
f € C(Q) genau eine schwache Losung u € W01’2(_Q) 2u . Auperdem gilt u € C1(Q),
und es gibt cq > 0 derart, dass fir jedes f € C(2) und die zugehdrige Losung u gilt:

HUHcl(Q) < cq ”fHC(Q) :

Beweis. Wenn f € C(Q), dann gilt f € LP(Q2) fiir alle p € (1,00) also auch fiir p = 2.
Dann gibt es genau eine schwache Losung in u € VVO1 2(Q), die sogar in W2P(Q) liegt fiir

alle p € (1,00). Fiir p > n folgt, dass u € C4¢(Q) fiir ¢ € (0, 1— %) Die Abschétzungen
folgen:

||U||01(Q) < ||“||CLE(Q) <a ||u||W27P(Q) < e ||f||LP(Q) < ||f||C(') :
Die Konstanten hingen nur von 2 und n ab. Man kann p = 2n und € = i wiahlen. ]

Diese Uberlegur_lgen fiihren dazu, dass man fiir f € C(Q) und (2 € C? nur eine Losung
u € W2P(Q)NCHQ) findet, und im Allgemeinen nicht in C?(Q2). Das bedeutet, dass man
eine Gleichung —Awu = f nicht punktweise

—Au(x) = f(z) fiir alle x € Q

lesen soll, sondern nur

—Au = f fast iiberall in 2.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 16

Semilineare Laplace-(zleichungen

16.1 Ein erweitertes Maximum-Prinzip

In diesem Abschnitt betrachten wir

{ —Au(x ) ( Ju(z) = f(z) fur z € Q,

(x
0 fiir x € 011, (16.1)

mit ¢ € C(Q).

Theorem 16.1 (Starkes Maximum-Prinzip) Sei ¢ > 0. Wenn u € W??(Q) N C*(Q)
eine Ldsung ist von mit 0 < f € C(Q) und p > 2, dann folgt, dass entweder u > 0
i Q oderu= f=0 1.

Wir werden diese Aussage in mehreren Schritten beweisen. Das erste Ergebnis ist eine
schwéchere Version des obigen Theorems.

Proposition 16.2 (Schwaches Maximum-Prinzip) Sei c > 0. Wenn u € W*?(Q) N
CY(Q) eine Lisung ist von und 0 < f € C(Q2) und p > 2, dann folgt, dass u > 0
in €.

Beweis. Nehmen wir an, dass minu = u (z) < 0. Weil u stetig ist, gibt es eine Kugel
B, (zg) mit u(x) < 0 fir alle € B,(x). Wir kénnen r sogar so grofl wihlen, dass es
x1 € 0B, () gibt mit u(z;) = 0. Es folgt auch, dass

f(z) — e(x)u(z) > 0 auf B,(xq)

und damit, dass u superharmonisch ist auf B,(xy). Wir finden einen Widerspruch zu
u(zy) = 0. Also folgt u > 0 in 2. u

Lemma 16.3 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet und sei u € C(S) eine nichtnegative
Funktion. Wenn es xo,x1 € § gibt mit u(xg) > 0 = u(xy), dann gibt es x4, x5 €  und
R >0 mat

1. u(xy) =0 und x4 € OBg(xs);

2. u(x) >0 fir x € Br(xs)\ {z4};

183



184 Kapitel 16, Semilineare Laplace-Gleichungen

3. BQR(ZL'4) C Q.

Beweis. Weil 2 zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg v : [0, 1] — Q mit v (0) =
und 7y (1) = x;. Setze

ty = inf {t € [0,1];u(t) = 0} und x5 = v (t2).
Weil 25 € Q und 2 offen ist, gibt es Ry > 0 mit Bpg, (z2) C §2. Setze
t3 = inf {t c [0, 1] ,’Y(t) = BR2/2 (1'2)} und T3 =7 (tg) .

Es gilt t3 < t5 und u (z3) > 0. Weil u stetig ist, gilt u (x) > 0 in einer Umgebung von 3
und
Rs =sup{r € [0, R2/2];u(x) > 0 auf B, (z3)}

ist derart, dass es x4 € 0Bgr,(3) gibt mit u(z4) = 0. Fiir x € Bg,(x3) gilt u(z) > 0. Um
zu verhindern, dass es mehrere Stellen auf 0Bg,(x3) gibt, wo u (z) = 0 gilt, brauchen wir
noch einen Schritt. Setze x5 = % (34 x4) und R = %Rg. n

Abbildung 16.2: Die Hilfsfunktion aus dem Beweis zu Theorem Die Funktion v ist mit dem
blauen Gitter dargestellt; die Einschréinkung von v auf Br/s(z4) ist griin.

Beweis von Theorem Sei u € W?2P(Q) N CYQ) eine Losung von ([16.1)) mit
0 < f e (). Wegen des schwachen Maximum-Prinzips gilt v > 0 auf Q. Wir nehmen
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an, es gibt xg,z1 € Q mit u(zrg) > 0 und u(z;) = 0. Wir nehmen z4, x5 und R wie in
Lemma und definieren 7 = 1 R und

_ |2 —ar?
e alr—xs| —ear

o) =

wobei wir momentan « noch nicht festlegen. Wir werden fiir u — ev einen Widerspruch
erzeugen auf B,(xy).
Fiir v gilt:

e v(x) >0 fir |z — x5| <r und v(z) <0 fiir |x — x5 > 7]
o (—A+c(x))v(z) <0 fiir [x — x5| > r und geniigend groBes o, denn

— —2a(x — x5 e—ole—as/? c(z) (e—ole=sl® _ g—ar?
(~A + efa)) v (2) = v(ate- ) et )_

1 —ear?
(2na — 4a? |z — x5]%) e=ele=as® | o(x) <€_O‘|x_w5|2 — e_aTQ>
B 1—eor? =
4027 1 2na + c(z)) e~elemwsl® _ c(g)emor”
(
- 1 —ear?

Man wihle o € RT so, dass —4a?r? + 2na + c(z) < 0.

Wir miissen als néchstes e verniinftig wahlen: Fir z € 0B,.(x4) N Bg (z5) gilt u(z) > 0,
und weil 0B, (x4) N Br (z5) kompakt ist und u stetig, kann man € > 0 derart wéhlen, dass

ev(z) < u(z) fir « € OB,(x4) N Bg (x5). (16.2)

Da v(z) < 0 und u(x) > 0 fir € 9B,(z4) N (R™\ Bg(x;5)) und beide Funktionen
nicht gleichzeitig 0 sind, folgt

u(z) —ev(x) > 0 fir ¢ € B, (z4) N (R \ Bg (x5)) . (16.3)
Kombiniert man ((16.2)) und (16.3)), so findet man
u(z) —ev(x) > 0 fir z € 0B, (xy).

Weil auch
(—A+c() (u—-ev) >0 auf B,(z4)

liefert das schwache Maximum-Prinzip, dass

u(z) —ev(x) > 0 fiir © € B,(x4).

Sei nun v der auswiirtige Normalenvektor in x4 an By, (75). Weil u € C! (Q), existiert
(Oyu) (x4). Es folgt

Y5y

(O11) () = i “ELF W) —ul@e) _ ula £ 1)
t}0 t 110 .

Weil u(xy) = ev(z4) = 0 und u(x) > ev(z) gilt, folgt auch

(Oyu) (z4) = lim u(@s) — u(zq — tv) < lim 0 —ev(zy —tv)
tJ0 t 110 :

<0

und das gibt einen Widerspruch. |
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16.2 Existenz bei einer einfachen Perturbation

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir A > 0:

{ —Au (z) + Mu(z) = f(zx) firz e Q,

u(x) = 0 fiir z € A9, (16.4)

Theorem 16.4 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit 9§) € C3. Dann gibt es fiir jedes
f € C(Q) und jedes X\ > 0 eine Lisung uy € W2P(Q) N CH(Q) von (16.4)).
Wenn 0 < f € C(Q2) und 0 < X\ < A, dann gilt

0 < uy,(z) < wuy,(z) fir alle v € €.

Beweis. Wenn wir fiir jedes f € C(Q) mit f > 0 eine Losung u, von finden,
kann man auch fiir beliebige f € C'(Q) eine Losung finden. Denn sei f € C(Q2), dann gilt
fF=10f1+f) € C(Q) und f~ =L(f|=f) € C(Q) und f*, f~ > 0. Wenn uy, uy
Losungen von mit rechts f beziehungsweise f~, dann ist © = u; — uy eine Losung
von mit f. Wir diirfen also annehmen, dass f > 0 gilt.

Wir definieren nun Gg : C(2) — C(2) als den Losungsoperator fir

—Au=f in €,
{ u=0 auf 0. (16.5)

Genauer gesagt, ist Go f fiir f € C(Q) eine Losung von (16.5) in W2P(Q) N C1(£2). Wegen
Korollar [15.10| gilt [|Ga f{ ;) < Ca |l fll =gy und Ay : C(Q) — C(Q), definiert durch
A)\u = gQ (f - )\U) )

ist fiir |A\|Cq < 1 mit Cq aus Korollar [15.10| eine Kontraktion. Fiir solche A liefert der

Fixpunktsatz von Banach eine Funktion uy € C'(£2) mit
A,\U)\ = U).

Es gilt uy = Ga (f — Auy) und somit ist uy eine Losung in W2? (Q)NC*(Q) von (16.4)).
Wenn A > 0, besagt Proposition [16.2] dass uy > 0. Dies bedeutet, dass es eine Losung
uy > 0 gibt fiir A € [0, Cq 1) und auflerdem folgt

—Auy = f —Auy < fin Q.

Es gilt
—Auy—up)=f—Aduy—f==-Auy <0 (16.6)

und durch das Maximum-Prinzip folgt dann uy < uy.

e Fassen wir zusammen: Fiir A € [0,05 1) hat 1) eine Losung uy. Weil A, eine
Kontraktion ist, ist die Losung u, eindeutig. Wegen des Maximum-Prinzips gilt
0 < uy < uyg.

Weil 0 < uy < ug, gilt auch
||u>\HL0<>(Q) < ||u0HL°°(Q) < Cq ||f||L°°(Q)

und wir kénnen fiir A € [0,Cq") unser Argument wiederholen mit Gg : C(Q) — C(Q)
als den Losungsoperator fiir

{ —Au+ A u=f inQ, (16.7)

u=~0 auf 0f).
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Man zeigt so, dass es eine Losung gibt fiir alle A € [0, 2Cq 1) USw.
Ahnlich wie in 1} findet man fiir 0 < Ay < )9, dass

—A (up, — uxt) + Ar (un, —uny) = (A1 — A2)up, <0

und aufgrund des Maximum-Prinzips folgt 0 < uy, < uy, in Q. |

16.3 Schwach harmonisch ist harmonisch

Theorem 16.5 (Das Weylsche Lemmad[') Sei Q C R" ein Gebiet und seiu € Lj,, (2)
derart, dass

/Qu Ay dx =0 fir alle ¢ € C5° (). (16.8)
Dann gibt es eine Funktion u* € C* (2) mit Au* =0 und u = u* fast uberall.
Beweis. Wir definieren eine harmonische Funktion v} und zeigen, dass sie auf
Qo = {2 € Q;d(x,00) > 2¢}

mit u fast iiberall iibereinstimmt.
Sei x. € C* (R) mit 0 < x, < 1 derart, dass

1 fiir |r| < 3e,
X.(r) =x.(—r)=< ... fir %5 <|r| <e,
0 fiir |r| > e,

und sei
Foe(x) = x(|z]) F()

mit F, die Fundamentallosung zu —A auf R™. Wir definieren auch

0 fir |z] < ie,
H.(z) =< AF,.(z) fir e <|z|<e, (16.9)
0 fir |z| > e.

Weil AF,(z) = 0 fiir x # 0 und x,. wie oben definiert ist, folgt AF, .(x) = 0 fir
0 < |z| < 3¢ und auch fiir [z| > eM. Es folgt, dass H. € C* (R"). Bemerke, dass
H. radialsymmetrisch ist.

Wir setzen nun

ui(z) = / H.(x — y)u(y) dy.

Weil der Tréger von y — H.(x —y) in B.(x) liegt, H. € C* (R") gilt und weil u lokal
integrierbar ist, folgt u* € C*° (R"™) und

oot (x) = / 0% H.(x — y)u (y) dy.

Fir z € Q. = {x € Q;d (z,00) > ¢} gilt, dass der Tréger von y — H.(x — y) innerhalb
von (2 liegt. Dann folgt aus der Annahme (16.8)), dass

Aul(z) = /QAHE($ —y)u(y)dy = 0.

'Hermann Klaus Hugo Weyl, Elmshorn 1885 — Ziirich 1955.
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Die Funktion « ist harmonisch auf (..
Sei p € C§°(§25) und setze

Es gilt, dass ¢ € C3°(Qs_.) C C3°(£2) und

Ay (z) = —p(z) + | He(z —y)p(y)dy.

Qs

Wir finden

0 = /Qu(x)mu(x)dx:/u ( /H vy )dy)d
:—/Qu()(dx—l—/ /Hx— (z)dxdy =
_ —/Qu() (x da:+/ /H ~ 2)ul)dady =

= — [ u@pta)dn+ [ ey = [ (@) - ule) pla)d.
Weil dies fiir beliebige € < 0 und ¢ € C§°(s) gilt, folgt fiir € < 6:
u = u: fast iberall auf (2.

Dann gilt fiir 1,9 < 0, dass ul, = u = u, fast {iberall auf 2;. Weil diese v}, harmonisch
sind auf €25, sind sie stetig und es folgt u? = u?, auf {25. Man kann € auffiillen mit Q;,,
das heifit €2 = UneN+ 1/, und so ist u* = lim,, o u] /n eine wohldefinierte harmonische
Funktion auf 2 und es gilt v = u* fast iiberall auf €2. [ ]

Wir haben superharmonische Funktionen auf Q definiert durch u € C' (£2) so, dass fiir
alle B,(z) C Q

u(z) > ! — / u(y)doy,. (16.10)
9By ()

wprn—t
Man méchte auch eine schwache Version wie in (16.8) fiir superharmonische Funktionen

bereit haben. Die gibt es, wie wir im nédchsten Lemma zeigen werden.

Lemma 16.6 Seiu € C(2). Wenn
/ u (—Ap) dxr >0 fir alle p € C5° (2) mit ¢ > 0, (16.11)
Q
dann ist u superharmonisch auf €.

Bemerkung 16.6.1 Selbstverstindlich kénnen wir nicht erwarten, dass eine Funktion
u € C(Q), die erfillt in Analogie zum Weylschen Lemma, fast tberall mit ei-
ner stark superharmonischen Funktion tbereinstimmt. Mit ,stark superharmonisch® ist
gemeint, dass u € W2P(Q) und —Au > 0 gilt. Umgekehrt, wenn u € W2P(Q) N C* (Q)
die Gleichung —Au > 0 ertfillt, folgt durch partielle Integration.
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Beweis. Wir werden (|16.10)) zeigen fiir B,.(zg) C 2. Sei 1. der Mollifier aus 1) und
definiere

o.(z) = / o) G (7).
By (xg

Hier ist G, (2,) (9, v) die Greensche Funktion auf B, (z,). Fiir geniigend kleines £ > 0 folgt
0. € C§° (Q). Auch gilt ¢, > 0. Es folgt

0 < [ ule) (<A o= [

Q

— /QU(x) </BT(9:0) (=AY, (x — y) G, (z0) (¥s To) dy) dr —

_ /QU(I) <77Z)a (x — x0) — ann_l /aBr(xo) U, (x—y) d(;y> dr —
— Y, (x — xo) u(w)dr — 1 /8&(%) (/ﬂ V. (x—y) u(m)dm) do,. (16.12)

Q Wy L

u() (—Ax / =) G (070 dy) dr =

Weil v € C () gilt
lim/ Y, (z —y)u(z)dr = u(y)
Q

el0

und aus (|16.12)) folgt

=/
- u(y) doy.
wWpr™ ! OBr(z0) Y

Weil ¢ € Q beliebig ist, ist so (16.10)) bewiesen. [ ]

0 <wu(w) —

16.4 Existenz zwischen Ober- und Unterlésung

In diesem Abschnitt betrachten wir das semilineare Problem

—Au(x) = f(x,u(x)) firzeQ,
{ w(x) = 0 fiir = € 99, (16.13)
wobei f € C(Q x R) lokal Lipschitz-stetig in u ist:
Es gebe also fiir jedes M > 0 eine Zahl Lj; € R mit
|f(z,uy) — f (2, u2)] < Lag|uy — up| fiir v € Qund |uy|, |us| < M. (16.14)

Wir werden die Existenz einer Losung beweisen mit Hilfe einer Methode, die das Maximum-
Prinzip und die damit induzierte Ordnung verwendet. Dafiir brauchen wir die folgenden
Definitionen.

Definition 16.7 Eine Funktion u € C(Q) heifit eine Oberlésung, wenn u(x) > 0 fir
x € 0X) und

/(ﬂ () (—Ap (x)) — f(z,u) ¢ (z))de >0 fir alle ¢ € C5° () mit ¢ > 0. (16.15)
Eine Funktion u € C(Q) heifit eine Unterlosung, wenn u (z) < 0 fir x € 09 und

/(u (z) (=Ap (2)) = f (z,u) ¢ (x)) dz < 0 fiir alle ¢ € Cg° () mit ¢ > 0. (16.16)
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Bemerkung 16.7.1 Wennu € C*(Q)NC(Q) oderu € W2P(Q)NC(), dann gilt —Au >
f auf Q. Solche w nennt man starke Oberlosung.

Lemma 16.8 Sei Q C R" beschrinkt mit 0Q € C3. Wenn u € C(Q) sowohl Ober- als
auch Unterlosung zu ist, ist u eine Losung.

Beweis. Sei w € WP (Q) N CY(Q) fiir geniigend grofes p die Losung von

—Aw (z) = f(z,u(z)) firzeQ,
{ w(z)=0 filr x € 00. (16.17)
Diese existiert, weil x — f(z,u(z)) € C(Q).
Fiir u — w folgt
/(u () —w(x)) (—Ap(x))dx =0 fiir alle p € C5°(Q) mit ¢ > 0. (16.18)

Wenn diese Gleichung gilt fiir alle 0 < ¢ € Cg° (£2), dann gilt sie auch fiir 0 > ¢ € C§° ().
Fiir beliebige ¢ € C§° (2) gibt es ¢y, s € C° (2) mit ¢ = p; — ¢, und ¢y, py > 0: Man
nehme fiir € die Distanz zwischen 02 und dem Tréger von ¢, definiere x, € C§°(§2) mit
0 < x. <1 durch
1 fir z € Q.
Xe(z) =< ... firz €O\ Qe
0 firze Q\QE/Q,

und setze ¢; = [l¢| x. und v, = ¢; — ¢. Das heifit, dass (16.18) gilt fiir beliebige
¢ € C5° () und aus dem Weylschen Lemma folgt, dass u — w ist harmonisch auf Q.

Wegen der Randbedingung u — w = 0 folgt u = w auf Q. ]

Theorem 16.9 Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet mit O € C3. Nehme an f € C(Q x
R) erfillt (16.14). Wenn es eine Oberlosung T und eine Unterlosung u gibt mit

u(x) > u(zx) fir alle x € Q,
dann gibt es eine Lésung u € C? (9 ( )
u(x

u(r) >

Beweis. Statt dieses Problem fiir f zu betrachten, verwendet man

3 flz,u(x)) firu>7u(x),
f(x,u) = flz,u)  firw(x) > u > u(z),

flz,u(z)) fur u(z) > u,

) > u(x) fir alle x € Q.

und betrachtet v ~( o
- = f(z,u(x fiir x € Q,
{ u(r) = fiir z € 0. (16.19)

Fiir die Funktion f gilt sogar mit L = Ly, und M = max (Il o s lludll), dass

‘f(x,ul) — f(z,u2)| < L |uy — uy| fiir £ € Q und uy, uy € R. (16.20)
Das Randwertproblem ({16.19)) kann man auch schreiben als

{ (=A+ L)u(x) = f(x,u(z)) + Lu(z) firz e Q,
u(z) =0 fiir z € 09.

(16.21)
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Sei Gq 1, der Losungsoperator fiir

{ (-A+Lu=g inQ,

u=0 auf 0f). (16.22)

Theorem sichert die Existenz eines solchen Operators. Dann konnen wir ((16.21]) auch
schreiben als

u@) = Go (Fu() + Lu()) (@)
Wir mochten einen Fixpunktsatz anwenden fiir

T:0(9Q) = C(Q) mit Tu=Goy (f(-,u) + Lu> .
Dazu zeigen wir einige Hilfsresultate.
Behauptung 16.10 Sei u € C(Q). Dann gilt folgendes:

o Wenn u eine Oberlisung ist, dann gilt Tu < u.

o Wenn u eine Unterldsung ist, dann gilt T'u > u.

Man findet mit partieller Integration, dass

/QTU(.CE) (—Ap (z))dx = /QTU(QZ) (—A+L)p(z)dx — L/ Tu(x)p (z)dx =

Q

- /Q (=A + L) Tu(x)) ¢ (z) do — L/ Tu(e)p () de =

Q

= /Q (f(x, u(z)) + Lu(x)) ¢ (x)dr — L/QTu(x)gp (z)dx =
~ [ Fua)e @ e+ L [ (ula) = Tuta)) ¢ (@) do

Weil u eine Oberlosung ist, gilt (16.15)) und man findet also

/Q (Tu(x) — u (@) (—Ap (2)) dz < L / (u(e) — Tu(z)) o () d.

Nehmen wir an: Tu(x) — u () hat ein positives Maximum in . Dann gilt in einer Um-
gebung B, (xg) von zy fiir alle ¢ € C§°(B, (zo)) mit ¢ > 0, dass

/ (Tu(z) — u(z)) (-Ap (z)) dr < L/ (u(x) = Tu(x)) ¢ (x) dr < 0.

By (z0) B, (z0)

Wegen Lemma ist T'u — u subharmonisch auf B, (zp) und wird somit maximal auf
dem Rand 0B, (z¢). Dann ist T'u — u konstant, wo Tu — u > 0 gilt, und weil Tu —u < 0
auf 0 ist, folgt, dass diese Konstante nur 0 sein kann. Wir haben einen Widerspruch.
Ahnliche Argumente zeigen die Behauptung fiir eine Unterlésung. L]

Behauptung 16.11 Seien uy,us € C(S2). Dann gilt folgendes:

o Wenn uy < uy dann gilt Tuy < Tus.
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Wegen gilt fiir u; < ue, dass
(f(» ) + Lm) — (f(»w) - Lug) < Lluy — ug| + L (uy — uz) = 0. (16.23)
Aus Proposition folgt dann, dass
Tu; —Tuy = Ga 1, <f(,U1) + Lul) —Gar (f(, ug) + LU2> =
=Gar ((f(,ul) + Lul) — (f(,uz) + Lu2>> <0.
Die Ordnung bleibt erhalten. (]
Behauptung 16.12 Seiu € C(Q). Dann gilt folgendes:

o Wenn u eine Oberlisung ist, dann ist Tu eine starke Oberldsung.

o Wenn u eine Unterldsung ist, dann ist T'u eine starke Unterldsung.

Sei u eine Oberldsung. Dann gilt Tu € W27 (Q) N C* (Q) fiir alle p € (1,00). Weil
u > Tu gilt, und weil
s+ f(x,s)+ Ls

eine monoton wachsende Funktion ist, folgt, dass
(=A+L)Tu=f(-,u) + Lu> f(-,Tu) + LTu.
Also ist Tu eine starke Oberlosung. L]

Diese drei Behauptungen zeigen, dass man mit

Uy = U Uy =1
=0 und e

Folgen von Unter- und Oberlosungen {u}, oy und {@ }, o findet mit

U=uUy S U S Uy < - < p < Uy < Ug = U

Diese Funktionen sind gleichgradig gleichméaflig stetig und beschrankt. Wegen des Sat-
zes von Arzela-Ascoli gibt es konvergente Teilfolgen von {uy,}, o und {@y },. . Weil diese
Funktionen geordnet sind, konvergieren sogar die Folgen selbst. Fiir u () = limy_,o 1 ()
und dhnlich fiir Ty () = limy_,o Ug(z) gilt

Uso = Gor (f(-,uoo) + Luoo) € WHr(@)nCH(Q).
Dann ist Te (u,,) eine Losung von (16.19). Weil u(z) < u (z) < Ty () < u(z), folgt

[, u (7)) = f(7,u,(z))

und Ty, (u,,) ist dann sogar eine Losung von ((16.13)). Es ist iibrigens nicht unbedingt so,
dass U, = Uno- [
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Auch in diesem Abschnitt betrachten wir das semilineare Problem

{ —Au(x) = f(x,u(x)) firz e Q,

w(x) = 0 fiir = € A9, (16.24)

Wenn f bestimmte Eigenschaften hat, kann man zeigen, dass

() = / (%vu (2) - Vu () — F(m,u(m))) da

mit (@)
F(z,u(r)) = f (@ v) dv
v=0
ein Minimum in W, ?(Q) besitzt. Wenn ty;, diese minimierende Funktion ist und F
geniigend nett ist (zum Beispiel falls f stetig ist und eine passende Wachstumsbedingung
erfiillt), dann folgt

OpJ (u+tp)j=0 = 0.
Weil
J(u+tp) — J(tp)

O (u+typ) = lt%l

— [(Vu(@) Ve @) - f @ u (@) () de,
(16.25)

folgt, dass u eine schwache Losung ist.
Fiir zum Beispiel f (u) = 1 — «? findet man

J(u) = / (% Vu (.:1:)\2 —u—+ %u‘*) dx

und man kann sehen, dass J ein Infimum hat. Das gibt Hoffnung, dass J sogar ein Mini-
mum hat. J hat ein Infimum, wenn J (u) > ¢ gilt fir alle u, die in Betracht kommen; J
hat ein Minimum, wenn J(u) > J(up) fiir alle u, die in Betracht kommen.

Oft kann man nicht nur eine Losung als Minimum des Funktionals finden, sondern
erscheinen Losungen moglicherweise auch als Sattelpunkt des Funktionals. In einem Sat-
telpunkt kann man auch und eine schwache Lésung erwarten.

Beispiel 16.13 Wir betrachten

B 3
I A (162
Dann nimmt man
J(u) = / (1 Vu (@) - tu <x>4> dx
a \2
Wenn
[ull oy < ClIVull 2y fiir alle u € W,y2(Q), (16.27)

dann folgt, dass

1 2 1 4 1 2 2
I(w) 2 5 IVulliag = 5 lulliag) 2 7 IVullia (2= C* 1 Vulfa@)

und dass F fiir w = 0 ein lokales Minimum hat. Die Tatsache, dass uw = 0 eine Ldsung
ist, ist micht besonders tiberraschend. Wenn man aber bemerkt, dass lim;_ . J(tu) = —oo
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fiir u. € Wy (Q)\ {0}, dann kann man auch noch einen Sattelpunkt erwarten. Ein Sattel-
punkt fiir eine Funktion g € C* (R") in endlichen Dimensionen ist relativ klar definiert.
Hier haben wir jedoch eine Funktion J : Wy*(Q) — R, und Wy*(Q) ist ein unendlich
dimensionaler Raum. Ambrosetti und Rabinowitz haben gezeigt, dass fir derartige Pro-
bleme tatsdchlich ein Sattelpunkt existieren kann. Dieses Ergebnis ist bekannt geworden
als das Mountain-Pass Lemmcﬂ. Wir sparen die Details und geben nur die wichtigsten
Bedingungen:
Wenn es e € Wy*(Q) gibt und €,6 > 0 mit

o J(0) =0,
o J(u)>e>0 fir alleu € Wol’z(Q) mit HuHW(},z(Q) =9,
o J(e) <0 mit ||ullyr2) >,

dann definiert man

m := inf {supJ(’y(t)) ;v € C([0,1]; W(}Q(Q)) mit w(0) = 0 und u(l) = e} .

t>0

Diese Zahl m ist die Passhohe; v ist eine Kurve in Wy*(Q), die 0 und e verbindet. An-
schlieflend betrachtet man eine Folge {uy}, .y mit J (u,) — m. Dann muss man noch
zeigen, dass u, konvergiert und dazu braucht man noch einige Bedingungen, deren Be-
schreibung hier zu weit fiihren wiirde.

Ubrigens braucht man fir noch einen Sobolev-Einbettungssatz. Die Bedingung

n

dazu ist 1 — 5 > —7 und ist nur erfillt, wenn n < 4.

J(tu)

4/’\ t

Abbildung 16.3: Lokales Minimum (rot) und ein zweiter stationirer Punkt (griin) in Dimension
1.

2 Ambrosetti, Antonio; Rabinowitz, Paul H. Dual variational methods in critical point theory and
applications. J. Functional Analysis 14 (1973), 349-381.
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Abbildung 16.4: Lokales Minimum (rot) und ein zweiter stationérer Punkt (griin) in Dimension
2. Man sucht diesen Punkt (= Funktion fiir das obige Beispiel), indem man alle Wege vom
roten Punkt in die Tiefe betrachtet. Auf jedem Weg ~ gibt es ein Maximum m.,. Schlussendlich
nimmt man das Infimum von m., iiber alle Wege v und versucht zu zeigen, dass dieses Infimum
angenommen wird.
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