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Partielle Differentialgleichungen
Ubungsblatt 12 (Das letzte Ubungsblatt)

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 04.07.2019, um 14 Uhr.

Aufgabe 1. (24242 Punkte) Wir betrachten

—Au(z)=0 firzeD:={(z1,22) € R*a}+2} <1}, (1)
u(x) =P (x) firaxz e dD,

mit P ein Polynom in (z1, z3).
(a) Zeigen Sie, dass wenn der Grad von P kleiner oder gleich 1 ist, dann ist u () = P(z) auch
die Losung von (1).
b) Zeigen Sie, dass fiir P (x) = ax? + bx1zs + cx? die Funktion
1 2

at+c a—c
u(z) = 5 + 5 (2] — 23) + bz12o

die Losung von (1) ist.

(¢) Finden Sie eine dhnliche Losungsformel fiir Polynome dritten Grades.

Aufgabe 2. Aus der Fouriertheorie folgt, dass man jede 2m-periodische Funktion f € L2 _(R;C) schreiben

loc
kann als Fourierreihe:
o0
f(l') _ 2 /‘ Ckezkz

k=—o0

und derart, dass diese Reihe in L, (R) konvergiert. Hier bedeutet f € L . (R), dass fi, ., €

loc loc

L? (0, 7). Fiir das Randwertproblem

—Au(z) =0 firzeD:={(z,22);27 +23 <1},
u(r) =" (z) firzedD,
kann man dies verwenden fiir

o

U (cos p,sin ) = Z cpett? = Z ek (cos (p) +isin ()" (2)

k=—oc0 k=—oc0
mit {¢x}yey € 07, was bedeutet, dass limp, oo Y, ek |” < oo

(a) Zeigen Sie, dass ¥ eine reelle Funktion ist, genau wenn c_j, = ¢.
(b) Sei ¥ wie in (2). Zeigen Sie, dass u : D — C durch

oo

u (rcos(p),rsin(p)) = Z cxr*! (cos(p) + isin(p))* (3)
k=—oc0
wohldefiniert ist in L2 (D).
(c) Zeigen Sie, dass fiir u in (3) innerhalb D jede Ableitung existiert.
(d) Zeigen Sie, dass fiir u in (3) gilt —Aw (x) = 0 fiir |z| < 1.



Aufgabe 3. (2+2+2+2+2 Punkte) Die radialsymmetrischen Losungen von A%u (x) = 0 fiir z € R™ \ {0}
sind fiir n € NT \ {2,4} wie folgt

2—n

u(z) =c1 |a:|4_n + ¢ |z + c3 |33|2 + 4.

(a) Beweisen Sie diese Behauptung.

(b) Berechnen Sie lim leP7r o1 lim |z 7" 1 und lim e[ " 2 fiir x € R™\{0}.
n—2 27n n—4 4-n n—2 2-n

(c) Geben Sie alle radialsymmetrischen Losungen von A2u (z) = 0 fiir € R™ \ {0} im Fall an,
dass n =2 und n = 4.

(d) Wieso bekommt man mit u (z) = ¢; [2]*~" + ¢3|z|* 4 ¢4 keine Fundamentallsung bei A2?
Fiir eine Fundamentallosung f,, bei A? gilt im Sinne von Distributionen A2f, = &.

(e) Begriinden Sie, dass fiir n ¢ {2,4} und eine geschickt gewéhlte Konstante ¢, € R im Sinne
von Distributionen gilt:

A? (cn |m|4*”) = 5o ().

Genauer wire zu sagen, dass fir F € 9" (R™), definiert durch

F)= | enlal' ™ o(a)da fir p € 9 @)

gilt:
F (A%p) = ¢ (0) fiir alle p € 2 (R").

Aufgabe 4. In zwei Dimensionen gilt fiir jede Funktion h € C*° (RQ; R) mit Ah (x) = 0, dass es eine analy-
tische Funktion h € C* (C;C) gibt mit

h (1‘1, 172) = Re (h (SL‘l + ’L:EQ)) .

(a) Nehmen wir mal an, dass man z = x1 + iz und zZ = 7 — izo als unabhingige Variablen
verwenden kann. Zeigen Sie, dass

g 9 z+zZ z2—2Z 1 2+ZzZ 2—Z
azazh( 2 7 2 )‘4(Ah)< 2 0 2 )

(b) Formal folgt so aus 2 (2,2) =0, dass w (2, 2) = f1(2) + f2 (2). Zeigen Sie dies.
0 9

3
&w
(c) Ebenso folgt aus 5= 57 %a%w (2,2) =0, dass w (2, 2) = f1(2) + f2 (2) + 22 (f3 (2) + f1 (2)).
Zeigen Sie auch dies.

Aufgabe 5. (24240 Punkte)
(a) Beweisen Sie, dass fiir hy, hg € C*° (R™) mit Ahy = Ahy = 0 gilt, dass

A? <h1 (x) + |z|* ha (:U)) =0.

(b) Zeigen Sie, dass fiir f (z1,22) = x5z gilt, dass A%2f (x1,22) = 0 und, dass man hy, hy wie
oben finden kann mit
f(x) = hy (x) + |z|* hy () fiir 2 € R2,

(c) Geht dhnliches fiir f (21,2, 73) = z3zy in R3?



