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Partielle Differentialgleichungen
Ubungsblatt 7

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 23.05.2019, um 14 Uhr.

Aufgabe 1. (6 Punkte) Sei Q (¢,7n) mit £, € R das Symbol eines Differentialoperators L von rein zweiter
Ordnung in 2 Dimensionen mit konstanten Koeffizienten, also

9 0 o\ 9 0 2\?
1=a(5o5) ~(z) *¥ma 1 (5)

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

O Es gibt ¢ > 0 derart, dass

mit «, 8,7 € R.

entweder Q (§,m) > ¢ (52 + n2) fiir alle &, € R,
oder Q(&,n) < —c (52 +772) fiir alle £, € R.

® Die beiden Eigenwerte der Matrix < g 5 ) haben das gleiche Vorzeichen.

® Das Polynom at? + 23t + v hat zwei Nullstellen in C \ R.

(b) Angenommen L erfiillt die drei Bedingungen. Ist L hyperbolisch, elliptisch, parabolisch oder
sonstiges, oder ist diese Klassifizierung so noch nicht festgelegt?

Aufgabe 2. (2 Punkte) Sei Q wie in Aufgabe 1.
Ist die folgende Bedingung dquivalent zu denen in Aufgabe 1(a)?

® Es gibt ¢ > 0 derart, dass

Q€ )| = ¢ (& +7°) fiir alle &7 € R.

Aufgabe 3. Sei Q (§) mit £ € R™ das Symbol eines Differentialoperators L von rein zweiter Ordnung in n
Dimensionen mit konstanten Koeffizienten, also

0 0 - o 0
L= —_— ., — | = -
@ (83@1’ ’ axn) ijzzla ! 0x; Oz
mit o;; € R und wir diirfen annehmen, dass a;; = ;.

(a) Wieso darf man annehmen, dass o;; = aj; fir alle 4,5 € {1,...,,n}?
(b) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen dquivalent sind:
® Es gibt ¢ > 0 derart, dass

entweder Q (€) > c|¢]? fiir alle € € R™,
oder Q (£) < —c|¢]? fiir alle & € R".



@ Die n Eigenwerte der folgenden Matrix haben das gleiche Vorzeichen:

arpp o Oin

Qni T Onn

® Fiir jedes unabhingige Paar £, € R™ hat das Polynom P (t) := Q (£ + tn) zwei Null-
stellen in C \ R.

Hinweis: Symmetrische reelle Matrizen sind orthonormal diagonalisierbar. Solche n X n-
Matrizen haben also n unabhdingige paarweise orthonormale Eigenvektoren mit reellen Eigen-
werten.

Aufgabe 4. (844 Punkte) Fiir a € R und Funktionen (z,y) — u(z,y) € C?(R?) definieren wir den
Differentialoperator L, durch

Lot = Uy + 20Uzy + Uyy + 2ug + 2a2uy.

(a) Fiir welches a ist L, hyperbolisch, elliptisch, beziehungsweise parabolisch?

(b) Geben Sie fiir ein von Thnen gewihltes a die Form einer allgemeinen Lésung von Lou = 0
an.

Aufgabe 5. Geben Sie Losungen in der Form
cruy (z + 11y) + cauz (x4 T29) (1)
mit ¢;, 7; € C an fiir:
Ugy — Ugy + Uyy = 05

Ugy + Ugy + Uyy = 0;

)
)
C) Upg + gy + Uyy = 0.
) In welchen dieser Fille und wie, kann man so nicht-triviale, reelle Losungen finden?
)

Kann man Losungen des Typs in (1) fiir wzy + gy + uy = 0 finden?

Aufgabe 6. Bestimmen Sie, auf welchen Teilgebieten von R? die Differentialgleichung
(1 — x2) Upw + 2TYUgy + (1 - yQ) Uyy = f

hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ist.

Aufgabe 7. Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung;:
(1 — ui) Upy + 2UzUy Ugy + (1 - uz) Uyy = [ (2)

(a) Geben Sie eine Bedingung fiir Vu derart an, dass (2) hyperbolisch ist.
(b) Geben Sie eine Bedingung fiir Vu derart an, dass (2) elliptisch ist.



