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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Mittwoch, den 29.05.2019, um 16 Uhr.

Aufgabe 1. (4 Punkte) Geben Sie eine explizite Losung fiir das folgende Anfangswertproblem an:

Aufgabe 2.

et (2, 1) = Uge (2, 1) = 2¢7%° (1 —222)  fiir (z,1) € R x R,
w(z,0) = e~ sin(z) fir x € R,
ug(z,0) =0 fir z € R.

(a) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung mit Hilfe von Charak-

teristiken:
U (2, 1) — Uge(z,t) =0 fiir (z,t) € (0,3) x R,
u(s, s) = 2sin?(s) fir s € [0,%],
ug(0,t) = sin(t) fiir ¢ € [0, 7).

Hinweis 1: Setzen Sie zundchst v(x,t) = (0 + Oy) u(x,t) und betrachten Sie das Problem

vy(z,t) —vg(z,t) =0 fiir (z,t) € (0,3) x RY,
v(s,8) = ... fir s € [0,5].

Hinweis 2: Leiten Sie mit Hilfe von v und der Bedingung u,(0,t) = sin(t) fir t € [0, 7] her,
was fir u(0,t) gelten muss. Lisen Sie nun

’ 2

wy(z,t) + ug(2,t) = v(z,t) fiir (z,t) € (0,%) x RT,
u(0,t) = ... fir t € [0, 7).

(b) Auf welchem Gebiet Q C (0,%) x RT ist die Losung eindeutig bestimmt?

Aufgabe 3. Sei ¢ > 0 und (z,t) — u (z,t) eine Losung von uy — cuy, = 0 fiir (x,t) € R x RT.

(a) Zeigen Sie, dass

=], 1)

U (1) = 1)

|z
eine Losung von Uy, — AU = 0 fiir (z,t) € (R*\ {0}) x R ist.

(b) Fiir welche Anfangsbedingungen u (z,0) und w; (2,0) ist U in (1) zu erweitern zu einer
stetigen Funktion auf R? x [0, 00)?



Aufgabe 4. (24244 Punkte) Wir mochten folgendes Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung 16sen:

g (7,t) — Pugy(x,t) = f(x,t)  fiir (z,t) € [0,7] x RY,

u(z,0) = uo(x) fir z € [0, 7],

us(x,0) =0 fiir z € [0, 7], (2)
ug(0,¢) =0 fiir t € R,

u(m,t) =0 fir t € RT.

(a) Wie kann man f und wy fiir ¢ [0, 7] fortsetzen, um eine Losung von (2) mittels der Lésung
des Problems

Gy (2, 1) — Plige(z,t) = f(z,1) fiir (z,1) € R x R,
(x,0) = tp(z) fir z € R

zu erhalten? Hier sind @y und f jeweils die Fortsetzungen von u und f, d.h. ig(z) = ug(x)
und f(z,t) = f(z,t) fir € [0,7] und ¢ € RT.
(b) Welche Bedingungen an f und ug miissen erfiillt sein, damit u eine C2-Losung ist?

(c) Jede L?(0, w)-Funktion uy kann man schreiben durch
uo(z) = Z brpr(x) mit b = / or(z)ug(z)de,
k=0 0

wobei man fiir das vollstéindige Orthonormalsystem {¢x }xen die folgenden drei Moglichkeiten
hat:

i) pr(z) = \/%sin((k: +1)z) firkeN,
i) or(x) = \/%cos (3 +k)z) firkeN,

i) on(x) = \/E cos(kx) fiir k € N gerade,
" |sin((k +1)x) fiir k¥ € N ungerade.

Losungen von (2) findet man mittels u(z,t) = > p-, bi(t)¢r(z). Fiir unser Problem (2)
passt nur eine der drei oben genannten Moglichkeiten fiir {¢y }ren. Welche? Berechnen Sie
fiir f =0 auch die by (t) in Abhéngigkeit von by.

Aufgabe 5. (2+2+42+2 Punkte) Der Cauchyscher Hauptwert bei der Funktion z — % ist definiert durch

CHE (¢) = lim (/_ %gp(x) dw+/:o %gp(m) dx) .
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(a) Zeigen Sie, dass fiir ¢ € Z (R) mit supp(p) C [-K, K] gilt:
1
CHL (0 < 2K 16 e s

Hinweis: Betrachten Sie [~ Mdm + fEK Mdm.
(b) Zeigen Sie, dass CHL eine Distribution in 2’ (R) ist.
(c) Zeigen Sie, dass fiir die Ableitung (CH%)/ gilt
(en) =g ([~ Few-eorws [*Few-ponar).
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(d) Ist die Abbildung

(cr )=t ([ Se@dns [* Zotar)

eine Distribution in 2’ (R)?



