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Variationsrechnung
Ubungsblatt 12

Die Lésungen miissen in den Ubungsbriefkasten Variationsrechnung (Raum 301 im MI) geworfen
werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 16.01.2020, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei Q C R™ ein beschriinktes Gebiet, f € L*(Q) und ¢ € C(Q) mit f,c > 0.
Betrachten Sie das Funktional .J : W,*(Q2) — R gegeben durch

J(u) = /Q (%]Vu(x)]Q + e(z)u(x)? — f(x)u(a:)) dx.

Zeigen Sie, dass wenn 0.J (u, ) = 0 fiir alle ¢ € Wy*(Q), dann gilt u > 0.

Aufgabe 2: Sei f € L*(Q). Wir betrachten die Funktionale .Ji, Jo, J5 : W, ?(Q) — R gegeben
durch

Ji(u) = /Q (3|Vul* + arctan(u®) — fu) dz,

Jo(u) = / (3Vulf’ = ffu) dz und J3(u) = / (AVul* = fu) da.
Q Q
Seien u; mit ¢ € {2,3} die zugehdrigen Minimierer. Zeigen Sie
a) dass, us, ug > 0 und

b) dass —us < uy < uy, fiir alle u; € W,?(Q), welche die schwache Euler-Lagrange Identitit
dJy(uy, @) = 0 fiir alle ¢ € Wy*(Q) erfiillen.

Aufgabe 3: Sei 2 = (—1,1). Betrachten Sie die Funktionen uy, us :  — R:
uy(z) = sign(z)2?, ug(z) = arctan(z)
a) Zeigen Sie, dass u; € W*2(Q) fiir ¢ € {1, 2}.
b) Gilt v = max(0,u;) € W2%(Q) fiir i € {1,2}7?

Aufgabe 4: Finden Sie eine Funktion x : [0,00) — [0,1], die die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

x(r) =

1 firr <R,
0 firr>R+2,

X € €%([0,00)) und [x'(r)| < 1.



Aufgabe 5 (3+3+3+3 Punkte): Fiir Funktionen u € W?22(Q) muss nicht u*,u~ € W22(Q)
gelten. Man kann jedoch in manchen Féllen eine Zerlegung in einen positiven und negativen
Teil finden. Sei im Folgenden Q = (0,1) und X = W22(Q) N W, ().

a) Sei u € X. Geben Sie zwei Funktionen wuy,us € X an, sodass

uf = —(u")” und ufy = —(u")*.
b) Zeigen Sie, dass u; und uy eindeutig sind.
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Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1 von Ubungsblatt 7: ||u|| = (fol u”(x)de) definiert

eine Norm auf X .
c) Zeigen Sie, dass
lull® = Jlua|* + fluz®
wobei || - || die Norm aus Aufgabenteil b) ist.

d) Zeigen Sie, dass u = u; — uy und, dass u; sowie uy nicht-negativ sind.

Aufgabe 6 (3+0 Punkte): Finden Sie die beschriebene Zerlegung aus Aufgabe 5 fiir die fol-
genden Funktionen u € W22(0,1) N W,*(0,1) und zeichnen Sie die Funktionen u; und —us in
einen Graphen.

a) u(z) = a(z - 1)(z - 3), b) u(z) =z(z—1)(3 — ).
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Aufgabe 7 (5 Punkte): Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet und f € L?(Q). Betrachten Sie
wieder die Konvektions-Diffusions-Gleichung

—Au+a-Vu=f firxeQCR"
u=20 fiir x € 091,

wobei a : Q — R" eine stetig differenzierbare Funktion ist, die V - a(z) = 0 fiir alle € Q
erfiillt. Wir haben bereits auf Blatt 7 in Aufgabe 4 bewiesen, dass fiir alle u € W,*(Q)

/Q (@) (a(z) - Vu(z)) dz = 0

gilt und, dass das Problem eine eindeutige schwache Losung besitzt. Zeigen Sie, dass wenn
f1, fo € L*(Q) mit f; > fo und u; sowie uy die zugehodrigen schwachen Losungen sind, dann gilt
Uy Z Ua.

Aufgabe 8: Kann man analog zu Aufgabe 5 eine Zerlegung in T/VO1 ’2(0, 1) definieren, indem
man Funktionen uy,us € Wy7*(0, 1) sucht, sodass

uy = ()" und uh = (u)7?



