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Variationsrechnung
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Die Lésungen miissen in den Ubungsbriefkasten Variationsrechnung (Raum 301 im MI) geworfen
werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 24.10.2019, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei ¢ € [0, 1]. Wir konstruieren x € C*°(R) so, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

L

x(x) =cx firz < g,
x(z)=1 fiir & > ¥, (1)
/

(x) >0  firzeR.

=

Wenn wir ¢ = 0 setzen, erhalten wir ein y wie im Beweis von Lemma 2.1.5 gefordert.

a) Wir definieren ¢ : R — R durch

_% .. 1 ) -1 06
o(z) = {Ce 1 fir Ja] <1, mit C' = (/ e_l—ﬂda:) . 04

0 fir |z| > 1 1

Ein Bild von ¢ sehen sie rechts. Weiter definieren wir
- : R — R durch

1 T
pe(a) = Z¢ (g) :
Zeigen Sie, dass ¢. € C°(R) und supp . = [—¢, €].

b) Sei x. : R — R gegeben durch die Faltung von ¢. und xo:

xO<x>={1 el @ = e @)= [ el @)

cx furz

N[ N

Zeigen Sie, dass x. € C*°(R) und dass x.(x) > 0 fiir alle x € R.

c) Zeigen Sie, dass fiir 0 < ¢ < 2 die Funktion y. aus (2) eine Losung von (1) ist.




Aufgabe 2: (4 Punkte) Seien u,v € C([0,1]). Es gelte die Gleichung

/0 (w(x)p(z) + v(x)' (z))de =0 fir alle ¢ € C2°(0, 1).

Zeigen Sie, dass dann v stetig differenzierbar auf [0, 1] ist und ¢'(x) = u(z) fir alle z € [0, 1.

Aufgabe 3 (5 Punkte): Wir betrachten das Funktional J : C'([—1,1]) — R, das gegeben ist
durch

1

J(u) = / (v'(x) — max (mQ,:zr))2 dz.

-1
Zeigen Sie, dass u(z) = zmax (322, 1) € C'([~1,1]) und u ein Minimierer von J ist. Diese
Funktion ist jedoch kein Element von C?([—1,1]). Wieso ist dies kein Widerspruch zu dem
folgenden Theorem?:

Fir F € C*([-1,1] x R x R) und v € C'([-1,1]) betrachten wir das Funktional
J: CY[-1,1]) = R gegeben durch

() = /1 Fla,u)dz.

1
Wenn J ein globales Minimum @ € C*([—1,1]) hat und E,,(z, u(x), @' (z)) # 0 gilt,
dann folgt u € C*([—1,1]).

Aufgabe 4 (2+2+2 Punkte): Sie mochten so schnell wie moglich von A = (=10, —10) nach
B = (20, 10).
a) Die Hochstgeschwindigkeit hangt von der Stelle ab:

(2,y) = 5 Einheiten/Sekunde fiir |z| > 1,
Ymax W Y) =\ 10 Einheiten/Sekunde fiir lz| < 1.

Berechnen Sie den schnellsten Weg.
b) Nun ist die Héchstgeschwindigkeit eine Funktion von x:
Umax (Z,y) = f () Einheiten/Sekunde

wobei f: R — RT eine stetige Funktion ist. Stellen Sie das zu minimierende Funktional
auf.

c) Sei f aus b) eine positive und wachsende Funktion und = — (x,y(x)) die schnellste
Kurve. Zeigen Sie, dass die Funktion x +— y(x) konvex ist.

Aufgabe 5 (5 Punkte): Sei X,;, = {u € C'([-1,1]);u(—1) = a,u(l) = b} mit a # b und
J 1 X,p — R gegeben durch

J(u) = /_ 1 o2 (2)2dz.

1
Zeigen Sie, dass J sein Infimum nicht in X, ; annimmt.

Hinweis: Betrachten Sie die Folge

a+b b—aarctan(nz)

() = 2 2 arctan(n)



