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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten Variationsrechnung (Raum 301 im MI) geworfen
werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 07.11.2019, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (4 Punkte): Sei X = C'([0,2n]) N Cy([0,27]) und das Funktional J : X — R
definiert durch

J(u) = %/0 ' (v (2)? — 4u(z)?) du.

Welche Funktionen erhilt man, wenn die erste Variation gleich Null gesetzt wird? Uberpriifen
Sie anschliefsend mit der zweiten Variation, ob die gefundenen Losungen tatséchlich Minima in
X sein konnen.

Aufgabe 2 (2+2+2+2 Punkte): Seien p, ¢ € N* mit p gerade und ¢ ungerade, X = C*([-1,1])N
Co([-1,1]) und J : X — R definiert durch

J(u) = /1 (zPu(z)® + 2%/ (2)?) dz

a) Bestimmen Sie die erste Variation 0.J(u;¢) und zeigen Sie, dass 0J(0;¢) = 0 fiir alle

b) Bestimmen Sie die zweite Variation in 9%J(0;¢) und zeigen Sie, dass 9*J(0;¢) > 0 fiir
alle ¢ € (C*([=1,1]) N Co([—1, 1)) \{0}.

¢) Wir definieren fiir e < 2 die Funktion u.(z) € C*([—1,1]) N Co([—1,1]):

g2 cos (f)2 fiir |z < $me,
ue(w) = g
0 fiir sme < |o| < 1.

Sei p 4+ 1 > q. Zeigen Sie, dass es dann ein €5 > 0 gibt, sodass J(u.) < 0 fiir € € (0, &).

d) Zeigen Sie, dass

lue = Ol|crj—1) = sup |uc(x)]+ sup |u(z)] =0
z€[—1,1] ze[—1,1]

fiir ¢ | 0. Wenn wir die Entfernung zwischen zwei Funktionen durch die || -||¢1(j-1,1) Norm

definieren, ist u = 0 also kein lokales Minimum.

Aufgabe 3 (2+0 Punkte): Sei X C R" eine konvexe Menge und seien g, : X — R fiir k € N
konvexe Funktionen, sodass {gx(z);k € N} fiir jedes x € X beschrénkt ist. Beweisen oder
widerlegen Sie jeweils die folgende Aussage:

a) Die Funktion g : X — R definiert durch g(z) := infren gk () ist konvex.
b) Die Funktion h: X — R definiert durch h(x) := sup,cy gx(x) ist konvex.



Aufgabe 4: Seien a,b, A, B € Rmit a < bund X = {u € C'([a,b]); u(a) = A,u(b) = B} sowie
F € C3([a,b] x R,R). Wir mochten folgendes Funktional J : X — R minimieren:

J(u):/ F(x,u(z),u (z))dz.

Dazu konnen wir annehmen, dass die zweite Variation in der folgenden Form geschrieben werden
kann:

0%J (u; ) =

b
[ Bt @) @+ (P ao), 1 0) = - Pl ) ) ) o

wobei ¢ € C'([a,b]) N Cy([a,b]). Wir wissen bereits, dass wenn @ € X ein lokaler Minimierer
von J ist, 9*J(u;p) > 0 fiir alle ¢ € C'([a,b]) N Cy([a, b]) gilt. Leiten Sie aus dieser Bedingung
eine weitere notwendige Bedingung her:

a) Zeigen Sie, dass wenn u € X ein lokaler Minimierer von J ist, die folgende Bedingung
erfiillt sein muss:

Fyp(z,u(x),u'(x)) >0 fiir alle z € [a, b].

Hinweis: Nehmen Sie an, dass es ein xq € [a,b] gibt, sodass Fy,(xo, u(zo), @ (z0)) < 0 und
betrachten Sie fiir gentigend grofies n € N die Testfunktion

(L~ (r—w)?)” i b und |z — x| < 1
(pn(m):{n (n2 (x xo)) ir z € [a,b] und |z x0|_n7

0 sonst.

b) Sei J gegeben durch J(u) = f_ll /1 + u/(z)?dz. Entscheiden Sie ob Losungen der Euler-
Lagrange Gleichung Minimierer liefern konnen.

Aufgabe 5 (24242 Punkte):
a) Sei u € C([0,1]) N Cu([0,1]). Zeigen Sie, dass

/0 () < /0 ()

Hinweis: Begriinden Sie warum

/Olu(I)de = /OIU(:E) /Ow u'(s)dsdx < /01 lu(z)|dx /01 /' (s)|ds

gilt und verwenden Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Sei aukerdem f € C?([0,1]) und betrachten Sie das Funktional J : C'*([0,1]) N Cy([0,1]) — R
definiert durch

1 1
J(u) :/ F(x,u(x),u (z))dr = %/ (W' (2)? + f(z)u(x)?) da.
0 0
Wir nehmen an, dass @ € C*([0, 1]) N Cy([0, 1]) die Euler-Lagrange Gleichung erfiillt.

b) Sei zusétzlich f(z) > —1 fiir alle z € [0, 1]. Zeigen Sie, dass dann die notwendige Bedin-
gung 9%J(u; ) > 0 fiir alle ¢ € C*([0,1]) N Co([0, 1]) erfiillt ist.

c) Geben Sie eine Bedingung fiir f an, sodass (u,p) — F(x,u,p) strikt konvex fiir jedes
x € [0,1] ist.



