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Variationsrechnung
Ubungsblatt 8
Die Lésungen miissen in den Ubungsbriefkasten Variationsrechnung (Raum 301 im MI) geworfen

werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 05.12.2019, um 12 Uhr.

Aufgabe 1 (3+2+3 Punkte): Fiir Lebesgue-messbare Funktionen v : @ C R" — R sei @
definiert durch @ = v auf Q und @ = 0 auf R"\Q2. Man definiert den Tréger von u durch

support(u) = R™\ (U wi> : (1)
wobei w; offene Mengen sind fiir die u = 0 f.4i. in w;. Falls u stetig ist, gilt
support(u) = {x € Q;u(x) # 0}. (2)

a) Zeigen Sie, dass fiir u € C'(2) die Definitionen (1) und (2) tbereinstimmen.

b) Sei 2 = (0,1). Geben Sie zwei Funktionen uy,us € L'(Q2) an, mit u; = uy f.ii., sodass
Definition (2) fiir u; und uy unterschiedliche Ergebnisse liefert.

c) Zeigen Sie, dass Definition (1) fiir L'(€) wohldefiniert ist.

Aufgabe 2: Seien a,b > 0 und p, ¢ € (1,00) mit }D + % =1.
a) Zeigen Sie die Ungleichung von Young:
1 1
ab < —aP + =b1.
p q

Wann gilt Gleichheit?
Hinweis: Nutzen Sie die Konvexitdt der Exponentialfunktion.

b) Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0 folgendes gilt:

1 €
b< —a®+ b2
a _2€a ~|—2

Aufgabe 3: Wir definieren fiir u € C} (R x [0,00)) N Cy(R x [0, 00))

u(zy, o) fir x5 > 0,

(Bru)(xy, 29) = {

—u(xy, —x9)  fir z5 < 0.

Zeigen Sie, dass Fyu € C(R?) und, dass E; : CL(R x [0,00)) N Co(R x [0,00)) — CL(R?) ein
Fortsetzungsoperator ist.



Aufgabe 4: Seien p € [1,00), k € NT und © C R ein beschrinktes Gebiet mit 9 € C*.
Zeigen Sie, dass der Raum C*°(Q) dicht in W*?(Q) liegt.

Hinweis: Verwenden Sie einen Fortsetzungsoperator, Approximation mit Friedrichs und Aufgabe
8 von Blatt 6.

Aufgabe 5 (3+3 Punkte): Sei u € C([0,1]).

a) Definieren Sie zwei beschrinkte lineare Operatoren E; : C'([0,1]) — C*([—1,0]) und
E, : C1([0,1]) — C([1,2]), sodass @ : [~1,2] — R definiert durch

(Eyu)(z) fur z € [—1,0),
u(x) = < u(r) fir z € [0, 1],
(Bou)(z) fir z € (1,2]
in C'([—1,2]) liegt.

b) Zeigen sie, dass dann

(0 fir x < —1
(Bru)(z)x(z+3) fiir z € [-1,0),
E(u)(z) :== < u(x) fir « € [0,1],
(Bou)(z)x(3 — ) fir z € (1,2],
0 fiir x > 2

\

ein Fortsetzungsoperator von C*([0, 1]) nach C!(R) ist. Hier ist x = p1 * H die Faltung
des Friedrichsschen Glatters mit der Heaviside Funktion.

Aufgabe 6 (3+3 Punkte): Sei M € N* und ¢ € (0, 1). Finden Sie eine Zerlegung der Eins auf
(=M, M) C R zu der offenen Uberdeckung {(k —1 —e,k+1+¢)}M _,,. Gehen Sie dabei wie
folgt vor:

a) Finden Sie eine Funktion ¢q € C*°(R) mit support(¢g) = [—1,1] und 0 < po(z) < 1 fiir
alle x € R.
Hinweis: Verwenden Sie die Funktion f € C*(R) gegeben durch

Flz) = {6_2 flir x > 0,

0 fir z < 0.

b) Sei k € Z. Finden Sie Funktionen ¢, € C*°(R) mit support(¢y) = [k — 1,k + 1] und
0 < ¢(x) <1 fiir alle x € R, sodass

M
Z Yr(x) =1 fiir alle x € [—M, M].
k=—M

Aufgabe T: Sei Q = (0,1)% Da Q beschrénkt ist und 99 € C° existiert ein Fortsetzungsope-
rator Fy : C([0,1]?) — Cy(R?). Konstruieren Sie einen solchen Fortsetzungsoperator.



