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Analysis 1, Woche 1

Z.ahlen

1.1 Elementares

Bevor wir mit Analysis anfangen, legen wir erst einige mathematische Symbole fest.

1.1.1 Logische Symbole

Seien A und B Aussagen. So eine Aussage ist zum Beispiel: Gras ist griin, oder Krokodile
fliegen. Die erste Aussage wird meistens wahr sein; die zweite Aussage hochst selten. Wenn
eine Aussage wahr ist, sagt man auch: Sie gilt. Fiir mathematische Aussagen werden wir

zwei Moglichkeiten zulassen: wahr oder unwahr.
Um logische Folgerungen kurz und klar aufschreiben zu kénnen, hat man sich auf die

folgenden Symbole geeinigt:
e AN B heifit , A und B¢
e AV B heifit , A oder B* (auch beides gleichzeitig ist erlaubt);

e A = B heifit ,wenn A gilt, dann gilt auch B;
A < B bedeutet B = A;
A & B bedeutet (A= B) A (A < B);

e — A ist die Verneinung von A.

In einer Wahrheitstafel fasst man dies wie folgt zusammen:

A [ B [AAB|AVE [A=B| A |
wahr wahr wahr wahr wahr | unwahr
unwahr | wahr unwahr | wahr wahr wahr
wahr | unwahr || unwahr | wahr | unwahr | unwahr
unwahr | unwahr || unwahr | unwahr | wahr wahr

Beispiel 1.1. Die Aussage
,Wenn es regnet, fahre ich nicht mit dem Fahrrad zur Arbeit”
Diese Aussage ist wahr, denn ich fahre nie mit dem Fahrrad zur Arbeit. Ob es regnet oder

nicht, ist egal.
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Beispiel 1.2. Die Aussage
» Wenn man Niederldnder ist, hat man Holzschuhe*
ist nicht wahr, denn der Autor dieses Skripts hat keine Holzschuhe.

[ ]
Beispiel 1.3. Die Aussage
Die Aussage, dass wenn man Niederlinder ist, hat man Holzschuhe, ist unwahr
ist jedoch wahr.
]

Bei der Herleitung einer konsistenten Schlussfolgerung ist die logische Umkehrung oft
sehr niitzlich. Mit Hilfe einer Wahrheitstafel sieht man leicht, dass A = B und -B = —A
dquivalent sind:

. A | B [A=B| -B | -A |-B=>-A]
wahr wahr wahr | unwahr | unwahr wahr
unwahr | wahr wahr | unwahr | wahr wahr
wahr | unwahr | unwahr | wahr | unwahr | unwahr
unwahr | unwahr wahr wahr wahr wahr

Dieses Ergebnis fassen wir zusammen im néchsten Lemma.
Lemma 1.1 Seien A und B beliebige Aussagen. Dann gilt die logische Umkehrung:
(A= B) < (-B=-A).

Theoreme, Propositionen und Lemmata werden in der Mathematik benutzt, um mehr
oder weniger wichtige Aussagen konzentriert darzustellen.

1.1.2 Sonstige Symbole

Fiir eine konzentrierte Darstellung mathematischer Ergebnisse verwendet man die folgen-
den Symbole aus der Mengenlehre:

e 1 € A heifit ,,z ist ein Element von A“;

e A C B heifit , A ist eine Teilmenge von B*;

AUB = {z;z € A oder x € B} ist die Vereinigung beider Mengen (,,oder* ist hier
nicht ausschliefiend);

AN B ={z;x € Aund = € B} ist der Durchschnitt beider Mengen;

A\ B ={z;x € Aund = € B},

3 heifit ,jes gibt®;

V heif3t ,fiir alle®.
Lemma 1.2 Sei A eine Menge und A, eine Aussage fiir x € A. Dann folgt:

- (Vx € A gilt A,) & (Fz € A mit A, gilt nicht) .
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Dies kann man noch kiirzer fassen mittels:
~(VreAd:A,) & (FreAd:-A,).

Eine allgemeine Aussage fiir die Elemente einer Menge ist also falsch, wenn man in dieser
Menge ein Gegenbeispiel findet.

1.1.3 Abbildungen, Funktionen

Wenn A und B zwei Mengen sind, dann nennt man eine Vorschrift f, die an jedes Element
von A ein Element von B koppelt, eine Abbildung oder Funktion. Man schreibt f : A —
B. Wenn fiir (a,b) € Ax B gilt f(a) = b, dann nennt man b das Bild von a. Die Teilmenge
f7Hb) :={a € 4; f(a) = b} nennt man das Urbild von b.

Definition 1.3 FEine Abbildung f : A — B heifst injektiv (= eineindeutig), wenn f(x) =
f(y) impliziert, dass v =y.

Abbildung 1.1: Skizze einer injektiven Abbildung: jedes Urbild hat héchstens ein Element.

Definition 1.4 FEine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, wenn es fir jedes b € B
mindestens ein a € A gibt mit f(a) = b.

Abbildung 1.2: Skizze einer surjektiven Abbildung: jedes Element von B hat ein nicht-
leeres Urbild.

Definition 1.5 FEine Abbildung f : A — B, die surjektiv und injektiv ist, heifit bijektiv.

Beispiel 1.4. Sei A die Menge aller Steuerzahler in Deutschland. Die Abbildung f, die
deren Steuernummern liefert, ist iiberraschenderweise nicht injektiv. Tatséchlich scheint
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nur die Abbildung nach {Steuernummer,Identitdtsnummer} injektiv zu sein.

Beispiel 1.5. Sei A die Menge der Studierenden am Donnerstagmorgen 22.10.2015 um
8.30 im Horsaal B. Weil Mathematik- und Physikstudierende die gleiche Vorlesung horen,
wurde befiirchtet, dass die Abbildung auf die Sitzpldtze surjektiv ist. Die &hnliche Ab-
bildung am Montagmorgen 23.12.2015 wird garantiert nicht surjektiv sein. Diese und

dghnliche Abbildungen sind normalerweise jedoch injektiv.
||

1.2 Natiirliche Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen nennt man N:
N={0,1,2,...}.

Manchmal fangt man auch erst mit 1 statt 0 an. Wir werden 0 dazunehmen und fiir die
natiirlichen Zahlen ohne 0 schreiben wir

Nt =1{1,2,3,...}.

Addition und Multiplikation sind Abbildungen von N x N nach N.

Wir nehmen an, dass man diese natiirlichen Zahlen kennt. Man konnte sich noch
beschweren, dass die alten Romer diese Zahlen N* so nicht kannten und {1,11,111,1v, v, ... }
schrieben.

Axiomatisch kann man N einfithren wie in der FuBnotdl

Jede natiirliche Zahl n > 2, die nur durch n und 1 innerhalb N teilbar ist, nennt man
Primzahl.

Lemma 1.7 Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wenn es nur endlich viele Primzahlen gébe, sagen wir nur £ viele und nennen
wir sie py, ..., pk, dann ist

p=pi...ppt+1

eine (k + 1)-ste Primzahl. Dies ist ein Widerspruch und wegen Lemma folgt die Be-
hauptung. |

!Peano fithrt N wie folgt ein:

Definition 1.6 N ist eine Menge fiir die gilt:

1. 0 eN,
2. Es gibt eine Nachfolgeabbildung N : N — N derart, dass:

(a) 0 ¢ N(N),
(b) N ist injektiv,
(c) fir jede Teilmenge A C N, mit 0 € A und N(A) C A, gilt A =N.

Wenn man kein Romer ist, dann kiirzt man durch: 1 := N(0), 2 := N(N(0)) usw.
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1.2.1 Vollstandige Induktion

Wenn man fiir alle n € N eine Behauptung B(n) beweisen mochte, kann man oft den
folgenden Ansatz benutzen:

Theorem 1.8 (Induktionsprinzip) Sei B(n) mit n € N eine Folge von Behauptungen.
Nehme an

1. B(0) gilt, und
2. (B(n) = B(n+ 1)) gilt fir alle n € N.
Dann hat man ,B(n) gilt fir alle n € N“.

Bemerkung 1.8.1 Die zweite Bedingung heifst: angenommen B(n) ist wahr, dann folgt,
dass auch B(n + 1) wahr ist und dies gilt fir jedes n € N.

Beweis. Nenne A die Teilmenge aus N, die definiert wird durch ,, B(n) ist wahr fiir n € A“.
Eigenschaft 2(c) aus Definition gibt das Ergebnis. [ ]

Als Beispiel betrachten wir eine berithmte Ungleichung.

Lemma 1.9 (Bernoullische Ungleichung) Fiir z > —1 und n € N gilt
(1+2z)" >1+ nz. (1.1)

Beweis. Diese Behauptung 148t sich mit dem Induktionsprinzip beweisen. Zwei Aussagen
sind zu beweisen.

1. B(0), also (1+z)" > 1+ 0z.
Dies gilt, denn fiir n = 0 hat man (1 +2)° =1 > 1+ 0z.
2. B(n) = B(n+1) fir n € N, also

(I4+2)">14+nr = (1+2)"" >1+n+1)z

Dies beweist man wie folgt: Angenommen
(1+2)">1+nx (1.2)
gilt, dann findet man

(I4+2)"" =0+2)"1+2z)>" (1+nz)(1+z)
=1+m+)ar+n®>>1+(n+1).

Bei *) ist erstens die Induktionsannahme benutzt worden, zweitens die Annahme,
dass 1 4+ z > 0, und drittens eine der Ordnungsregeln beim Multiplizieren: a > b und
¢ > 0 impliziert ca > cb.

Aus dem Induktionsprinzip folgt dann . [ ]
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1.2.2 Funktionen auf N
Seien ay, fiir k € N irgendwelche Zahlen, die man addieren und multiplizieren kann.

Notation 1.10 Man schreibt fiir n € N folgendes:
° Zak =a1+as+ ...+ a,, die Addition von a; bis a,,
k=1
° H A = Q1 Qg - ...* Gy, die Multiplikation von ay bis a,,.
k=1

Es ist bequem auch n =0 zu erlauben und man vereinbart, dass

0 0
Zak =0 und Hak =1.
k=1 k=1

Bemerkung 1.10.1 Bei den Piinktchen geht man davon aus, dass wir diese eindeutig
erginzen. Eine prazise Definition (hier mit k = 1) wdre induktiv:

0 n+1 n
Z ar =0 und Zak = <Z ak) + apyq fiir alle n € N,
k=1 k=1

k=1
0 n+1 n
H ar =1 und H ar = (H ak) “ Qi flir alle n € N.
k=1 k=1 k=1
So findet man
100
d k=1+2+3+--+100 = 5050
k=1

und man sieht, dass k£ nur eine Notationshilfe ist. Das Ergebnis 5050 findet man, weil man
fiir n € N mit vollstédndiger Induktion zeigen kann, dass

- 1
Zk:§n(n+1).
k=1

Auf dhnliche Art definiert man auch fiir n,m € N mit m > 15:

n m
E ar=ap+a +---+a, und g ar = Q15 + a1+ - + Q..
k=0 k=15

Definition 1.11 Die Fakultdt wird definiert fiir n € N durch

n! = ﬁ k.
k=1

Man sagt ,,n-Fakultdt“ und kann sie auch wie folgt schreiben:
nl=nn—-1)(n—-2) ... 3-2-1 fiir n € N,
ol =1.

Also:

n |0|1][2]3]4 |5 |6 |7 [8 |..]

n! [1]1]2]6]24]120] 720 | 5040 | 40320 | ... |
Die Zahl n! erscheint beim Anordnen von gefirbten Kugeln. Man kann n unterschiedliche
Kugeln auf n! unterschiedliche Moglichkeiten hintereinander legen.
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® ChaneRRRNAEC e

Abbildung 1.3: 4 Kugeln kann man auf 24 verschiedene Arten anordnen.

Definition 1.12 Die Binomzialkoeffizienten werden definiert fir n,k € N mit n > k
durch: .
n n+l—m
= —_—. 1.3
(k:) Sl k+1l-m (1)

Man spricht ,n iiber £“. Wenn man lieber mit Piinktchen schreibt:

n _En—l n—k+3n—-k+2n—-k+1
k)] kk—1"" 3 2 1

(7(;):1 fiir n € N.

Nimmt man n < k in so folgt 0 als Ergebnis. Mit n unterschiedlichen Kugeln kann
” unterschledhche Tellmengen von k Kugeln bilden.

@ Q090290003

Abbildung 1.4: Nimmt man 3 aus 5 unterschiedlichen Kugeln, dann gibt es 10 M6glich-
keiten.

fir n € N und k£ € N\ {0},

Lemma 1.13 Die folgenden Identititen gelten:

n n!
. = <
1 (> (0 — )] fir k,m € N mit k <n,

n n
_ . g <
k> (n—k) fir k,n e N mit k <n,
n

3. Q7 ) <):<nzvahn€Nnm1§k§m

n

4. ()_Q"furneN
k=0

Die Beweise werden hier dem Leser {iberlassen.

Schreibt man diese Binomialkoeffizienten in der folgenden Form, dann bekommt man
das sogenannte Pascalsche Dreieck:

Lo OO
ro2 = ete e
R oo e
L4 6 4 G I R & B¢
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Lemma 1.14 Fir n € N und beliebige Zahlen z,y € R\ {0} gilt:

(z+1y)" = En: (Z) oy k., (1.4)

k=0

Setzt man wie iiblich 0° = 1, dann gilt (1.4)) sogar fiir z,y € R.
Beweis. Man beweist dieses Lemma mit Hilfe vollstdndiger Induktion. ]

Wenn man erschrickt vor ), dann kann man (|1.4)) notfalls anders schreiben:

= n k,n—k _ n n n n—1 n 2, n—2 L 3, n—3 n 4, n—4 n n—1 n n
) (s () (s () (vt (2 )0 ()

Dann geht man wieder davon aus, dass jeder die Piinktchen versteht. Ubrigens gilt diese
letzte Formel auch fiir z,y = 0.

1.2.3 Ganze Zahlen

Man setzt:
Z=A{...,-2,-1,0,1,2,... }.

Addition, Multiplikation und sogar Subtraktion lassen sich auf Z x Z definieren. Man sagt
n < m fiir n,m € Z, wenn es eine Zahl k£ € N gibt so, dass n + k = m.
Fiir die Teilmenge der geraden Zahlen schreibt man

2 ={...,—4,-2,0,2,4,...}
und fiir die Teilmenge der ungeraden

2Z+1=1{..,-5-3,-1,1,3,...}.

1.3 Rationale Zahlen

Man setzt:
n
Q:{—;neZundm€N+}.
m

Dabei unterscheidet man jedoch zum Beispiel nicht zwischen g und %. Man sagt = = 7,
wenn nb = am. Addition und Multiplikation werden definiert durch

Identifiziert man % und n, dann ist Z eine Teilmenge von Q.

1.3.1 Algebraische Eigenschaften

Wenn man (K, +, ) schreibt, meint man damit, dass K irgendeine Menge ist, wobei Ad-
dition (+) und Multiplikation (-) definiert sind. Insbesondere soll K abgeschlossen sein
unter diesen beiden Operatoren, das heifit: fiir alle a,b € K gilt a +b € Kund a - b € K.
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Definition 1.15 (K, +,-) nennt man einen Korper, wenn:
1. Firalle a,b,c € K gilt (a + b)+c = a+(b + ¢), die Assoziativitit der Addition;

2. Es gibt ein neutrales Element der Addition 0 € K so, dass fir jedes a € K
gilta+0=a;

3. Zu jedem a € K gibt es ein additiv inverses Element —a € K mit a+(—a) = 0;
4. Fir alle a,b € K gilt a + b= b+ a, die Kommutativitit der Addition;

. Fir alle a,b,c € K gilt (a-b)-c=a-(b-c), die Assoziativitit der Multipli-
kation,

6. Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation 1 € K mit 1 # 0 so, dass
fir jedes a € K gilt a -1 = a;

7. Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein multiplikativ inverses Element o= € K
mita-a ' =1;

8. Fiir alle a,b € K gilt a-b=b-a, die Kommutativitit der Multiplikation,
9. Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+c¢) =a-b+ a-c, die Distributivitit.

‘ (K\ {0}, -) multiplikative G'ruppe‘ ‘ (K, +) additive Gruppe
O

Q wird mit Addition und Multiplikation ein Korper.

Bemerkung 1.15.1 Die FEigenschaften 1 bis 4 definieren (K, +) als (additive) Gruppe.
FEbenso definieren die Eigenschaften 5 bis 8 (K\{0},+) als (multiplikative) Gruppe. Wenn
nur die Eigenschaften 1-3 erfillt sind, dann nennt man (K, +) eine nicht-kommutative
Gruppe. Und um keine Verwirrung aufkommen zu lassen, wird (K, +), wenn alle 4 Eigen-
schaften erfillt sind, auch explizit eine kommutative Gruppe genannt.

Man kann direkt kontrollieren, dass (Q,+,+) ein Korper ist, und dass (Q,+) und
(Q\ {0}, -) eine additive, respektive multiplikative Gruppe ist.

Ofters sieht man folgende ,, Witz-Addition® in Q: £ B ¢ = 2i4 - Angenommen wir

nehmen immer die ‘kleinstmogliche’ Schreibweise in Q, also % statt %, welche Probleme
hat man denn so fiir (Q, B, -)? Welche Korpereigenschaften wiren nicht erfiillt?

1.3.2 Ordnung in Z und Q

Auf Z gibt es eine natiirliche Ordnung. Man schreibt z; < 25, wenn z; links von 2z, steht
in der Standardauflistung von Z:

., —2,-1,0,1,2,... ,
und z; < 29, wenn z; nicht rechts von z, steht in dieser Auflistung. Diese Ordnung von Z
kénnen wir iibertragen auf Q:

b
Definition 1.16 Seien & und — in Q (mit a,b € Z und n,m € N* ). Man schreibt
n m
b

a
— < —, wenn ma < nb.
n- m
Man schreibt & < %, wenn ma < nb. Wir werden Ordnung allgemeiner definieren im
néchsten Kapitel.
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1.3.3 Unendlich und abzihlbar

Definition 1.17 1. Man nennt eine Menge A unendlich, wenn A nicht leer ist und
wenn es eine Abbildung f : A — A gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.

2. Man nennt eine Menge A abzdhlbar unendlich, wenn A unendlich ist und es eine
surjektive Abbildung f : N — A gibt.

Lemma 1.18 Q ist abzdhlbar unendlich.

1.3.4 Rationale Zahlen reichen nicht

Die Griechen aus der Zeit von vor etwa 500 v.Chr. brachten die Zahlen in Verbindung mit
messbaren Langen und dachten, dass sich alle Zahlen als Verhéltnis von ganzen Zahlen
schreiben lassen. Die Lénge der Diagonalen im Einheitsquadrat gibt da aber schon ein
Problem. Wegen Pythagoras (etwa 570 AC - 500 AC) findet man fiir die Lénge = ndmlich
?=12+12=2.

Lemma 1.19 FEs gibt keine rationale Zahl x so, dass x* = 2.

Beweis. Man beweist diese Aussage durch einen Widerspruch. Nehme an, es gibt n € Z
und m € N\ {0} so, dass
2
() -
m

Man darf annehmen, dass n und m keinen gemeinsamen Teiler haben, denn wenn es nicht
so wire, konnte man n und m vereinfachen, indem man durch den gemeinsamen Teiler
dividiert. Es folgt

n? = 2m?.
WEeil die rechte Seite gerade ist, muss auch die linke Seite gerade sein und so auch n. Es
folgt, dass n = 2k fiir irgendein k£ € Z, und man findet

4k* = 2m?,
Aus m? = 2k? folgt, dass m gerade ist. Dann haben n und m den gemeinsamen Teiler 2

und das ist ein Widerspruch. [

Anscheinend reichen die rationalen Zahlen nicht aus, und es gibt Locher zu fiillen
zwischen den rationalen Zahlen. Das fiithrt zu den sogenannten reellen Zahlen.

1.3.5 Wie kann man reelle Zahlen einfithren?

Eine Moglichkeit, die rationalen Zahlen zu vervollstédndigen, ist, Folgen in @Q und die
Ordnung von Q zu benutzen. Vorher miissen wir vereinbaren, was eine Folge ist. Wenn
man

{ap, a1, as,...}

schreibt mit a, € Q, dann sieht man wieder die Piinktchen, von denen man nur hoffen
kann, dass alle Leser verstehen, was gemeint ist. Eine genauere Notation ist

{an}neN'

Lieber schreiben wir also {27"}, _ statt {1, %, }l, %, e } Man kann so eine Folge auch

auffassen als eine Abbildung von N nach Q, bei der man a,, statt a (n) schreibt.
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Die Idee ist wie folgt:
R ist die Menge aller Grenzwerte von monoton wachsenden, beschrinkten Folgen aus Q.

Wir haben aber noch nicht gesagt, was ein Grenzwert oder ein Limes ist. Auch kann
man auf mehrere Arten so die gleiche Zahl bekommen. Man miisste also kldren, wie
wir zwei Folgen identifizieren, die eine gleiche Zahl liefern. Wir kommen dann auch im
néchsten Kapitel auf die Einfiihrung der reellen Zahlen zuriick, aber geben hier schon mal
ein Beispiel.

Beispiel 1.6. Wir zeigen hier den Anfang einer monoton wachsenden Folge, die
V2 = 1.4142135623...

liefert:

(1.5)

14 141 1414 14142 141421
" 107 100" 1000" 10000° 100000 "~ J

Mit /2 ist die positive reelle Zahl gemeint, die 2 ergibt, wenn man sie mit sich selbst mul-
tipliziert. Eine andere monoton wachsende Folge rationaler Zahlen, die v/2 approximiert,
ist {an}, ey, definiert durch

ap = 1 und
{ ’ _ 3a2+2 (1-6)

anp1 = =2 firn € N.

Man findet

(1.7)

5 107 47147 9013274027 327109561768877858987
T 47 807 342407 64572531207 232803967329042856960"

und wenn man diese Zahlen bis in 10 Dezimalen berechnet, folgt
{1, 1.25, 1.3375, 1.376956775, 1.3958371864, 1.4050858562,...}.

Die Folgen in 1) und 1’ sind #quivalent, in dem Sinne, dass sie beide /2 approxi-

mieren. Was hier genau mit ,approximieren“ gemeint ist, folgt noch.

Als konstruktive Folge ist jedoch nur die in ([1.6]) interessant, da diese Folge tatsdchlich
eine Moglichkeit liefert, die Zahl v/2 zu approximieren durch elementares Rechnen. Wir

werden iibrigens spéter noch sehen, dass man v/2 viel schneller approximieren kann.
[ |
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Reelle Zahlen

2.1 Ordnung

Definition 2.1 Man nennt < eine Ordnung fir K, wenn
1. fir alle a € K gilt a < a (Reflexivitdt),
2. fir alle a,b € K mit a < b und b < a gilt a = b (Antisymmetrie),

3. fir alle a,b,c € K mit a < b und b < ¢ gilt a < ¢ (Transitivitdit).

Statt b < a kann man auch a > b schreiben. Man sagt ,b kleiner gleich a“, bezie-
hungsweise ,a grofler gleich b“. Man verwendet a < b, wenn a < b und a # b.
Fiir N, Z und Q ist <, wenn nichts anderes gesagt wird, immer die iibliche Ordnung.

Definition 2.2 (K, <) nennt man total geordnet, wenn < eine Ordnung fir K ist und
zusdtzlich gilt

4. a <boderb<a firallea,b e K.

Die Zahlenmengen N, Z und Q mit der Standardordnung < sind total geordnet.

Beispiel 2.1. Nehmen wir (Q x Q, <), wobei ,,(q1,¢2) = (p1,p2)“ definiert wird durch
»q1 < pp und ¢ < po¥, dann ist < eine Ordnung. Es ist keine totale Ordnung, denn fiir
r = (i 2) und s = (i l) gilt weder r < s noch s < r.

373 272 n

Definition 2.3 (K, +,-, <) heif§it ein total geordneter Korper, wenn
1. (K,+,-) ein Korper ist,
2. (K, <) total geordnet ist,
3. fir alle a,b,c e K mita < b gilt a+c<b+c,

4. fir alle a,b,c e K mita < bund 0 <c gilta-c<b-c.

13



14 Woche 2, Reelle Zahlen

Beispiel 2.2. (Q,+, -, <) mit der {iblichen Ordnung ist ein total geordneter Korper.
||

(K, +, <) heiit eine total geordnete Gruppe, wenn (K, +) eine Gruppe ist und die
Bedingungen 2 und 3 aus Definition [2.3] erfiillt sind.

Definition 2.4 Sei (K, <) total geordnet.

o Fine Folge {ayn}, .y mit a, € K heifit monoton wachsend, wenn a, < a4 fiir
alle n € N.

e Eine Folge {an}, .y mit a, € K heifit monoton fallend, wenn a, > anyy fiir alle
n € N.

Gilt zusdatzlich, dass a, # an.1 fir allen € N, dann heifit die Folge streng monoton
wachsend, beziehungsweise streng monoton fallend.

Wenn (K, <) total geordnet ist, dann heiit & € K eine obere Schranke fiir die Teilmenge
A C K, wenn fiir alle a € A gilt, dass a < k. Die Zahl k € K ist eine obere Schranke fiir
die Folge {an},y in K, wenn fiir alle n € N gilt, dass a,, < k. Wenn eine Menge oder
Folge eine obere Schranke hat, dann heiBt sie nach oben beschrankt. Ahnlich definiert
man untere Schranke und nach unten beschrdnkt. Ist die Menge oder die Folge sowohl
nach oben als nach unten beschrinkt, dann nennt man sie beschréinkt.

2.2 Einfiihrung der reellen Zahlen

Definition 2.5 Eine Relation ~ auf M heift Aquivalenzrelation, wenn
1. fir alle x € M gilt: © ~ = (Reflexivitit),
2. fir alle x,y € M gilt: x ~y — y ~ x (Symmetrie),
3. fir alle x,y,z € M qilt: (x ~y ANy~ z2) = =~ z (Transitivitdt).

Eine erste Konstruktion fiir die Einfithrung der reellen Zahlen verwendet die Ordnung
und eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.6 (R als Grenzwerte beschrinkter monoton wachsender Folgen)

1. Sei § die Menge aller Folgen rationaler Zahlen, die monoton wachsend und nach
oben beschrinkt sind.

2. Fir{a,},_o, {bn}rry € F sagt man {a,},~, ~ {b,}.—, (beide Folgen sind dquiva-
lent), wenn fir jedes q € Q gilt

ay, < q fiir allen e N < b, <gq fir allen € N.

Anders gesagt: beide Folgen haben die gleichen oberen Schranken.

3. R:= (g, N),"das heifst, man identifiziert dquivalente Folgen und definiert R als die
Menge der Aquivalenzklassen.
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ai az a3 adgaxieam

Abbildung 2.1: Eine wachsende Folge

Man kann Q als Teilmenge von R betrachten, indem man fiir ¢ € Q die Aquivalenz-
klasse der Folge {q,¢,4,¢,q, ...} nimmt. Wenn man jedoch jedes Mal ein Element von R
als Aquivalenzklasse einer bestimmten Folge beschreiben wiirde, wird man schnell miide.
Stattdessen versucht man solche Elemente kiirzer zu beschreiben. Wir geben ein paar
Beispiele.

e Die Aquivalenzklasse zu {a, }°° ,, die man in 1) definiert hat, nennt man v/2.

n=0"
e Die Aquivalenzklasse zu {(1 + %)n}f;l nennt man e.

Man kann zeigen, dass diese Folge tatséchlich wachsend ist. Als ersten Schritt zeigen

WIr
n—m-+1 <n—m—|—2

n - n+1

fir 1 <m <n. (2.1)
Dies folgt aus:

n—m+1)(n+1)=n*~mn+2n—m+1<n*>—mn+2n=n-m+2)n.
Mit der Ungleichung in fiir 1 <m < k finden wir, dass

n lk_lﬁ n—k+1<
k n) kKl'n' n -

1 1 — k42 1 1 \"
S_n—i— n k+ _ (Tt ‘ (2.2)
kKl n+1 n+1 k n+1

Aus (2.2) folgt wiederum, dass die Folge monoton wachsend ist:
N\" & /n 1\" "\ (1)
1+=-) = k(=) =1 —-) <
(=) =2 () =20 6) =

" /n4+1 1 \"
<1 <
N +Z( k )(n+1) N

k

k=1

n+1 n+1
n—+1 1 1
< =11 .
‘Z,H)( k ><n+1) <+n+1)

Die Folge ist auch nach oben beschrankt:
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e Die Aquivalenzklasse zu {ZZ:O Mm} heifit . Dass dies tatséchlich mit
n=0

dem Fldcheninhalt der Einheitsscheibe zu tun hat, kénnen wir hier noch nicht be-
weisen.

Es stellt sich heraus, dass R eine verniinftige Struktur hat und auf natiirliche Weise
die Locher in Q auffiillt, wenn wir Addition, Multiplikation und Ordnung fiir R passend
definieren. Passend heifit, dass die Definition fiir Elemente aus Q die iibliche bleibt und
sich auf natiirliche Art ergénzt fiir Elemente aus R. Ein paar Sachen werden wir zeigen.

Erstens die Addition. Die ist relativ einfach. Man definiert x 4 y, indem man zwei
Folgen rationaler Zahlen zu z und y nimmt, sage x 1~ {z,} -, € Fund y :=~ {y, },-, € T,
und schreibt

Tty i~ {xn +yn}20:0'

o :

Mit & i~ {2,}°°, ist gemeint, dass {z,}°°, ein Vertreter aus § ist fiir die Aquivalenz-
klasse zu = € (§,~). Man kann zeigen, dass {z, + y,} -, € § und die dazu gehérende
Aquivalenzklasse nicht abhéingt von den Vertretern {z,}>" ; und {y,}°,.

Auch kann man schon zeigen, dass drei Eigenschaften eines Korpers (Assoziativitét,
Existenz von einem neutralen Element und Kommutativitdt beziiglich der Addition)
erfiillt sind.

Fiir die Existenz eines additiv inversen Elementes zu z kann man nicht einfach
{—z,} 7, nehmen, weil diese Folge nicht monoton wachsend ist. Nur fiir x =~ {q},_,
mit ¢ € Q, kann man —z :~ {—¢} ~ nehmen. Jedoch auch wenn z € (§,~) nicht eine
rationale Zahl darstellt, gibt es aber ein —x € (§, ~), und das siecht man zum Beispiel mit
Hilfe des folgenden Algorithmus. Dieser liefert eine Folge {b,},-,, die —x vertritt.

Algorithmus 2.1 Sei {.:Em};;ozo eine wachsende, nach oben beschrankte Folge
rationaler Zahlen.

1. Sei ¢ € Q eine obere Schranke fir {z,}, . _, und setze
bo:=—¢q, n:=0 und s := 1.
Es gilt by € Q und by < —x,, fiir alle m € N.
2. Wenn —b, — s, eine obere Schranke ist fiir {z,,} ._,, setze

bpi1:=b, + s, und S,1q 1= Sp.

[e.9]

mp» Setze

Wenn —b, — s, keine obere Schranke ist fir {z,,}
bpy1:=0, und S,41 := %sn.
In beiden F&dllen gilt b,y € Q und b, < b, < —x,, fiir alle m € N.

3. Setze n:=n+1 und gehe zuriick zu 2.

Eine Illustration finden Sie in Abbildung [2.2]

Die Folge {b,} -, enthdlt nur rationale Zahlen, ist monoton wachsend, nach oben
beschrénkt und soll —z :>~ {b,} ~  liefern. Das Letzte muss man aber noch zeigen, also
dass x + (—x) = 0 oder besser gesagt: dass {z, + b, } -, ~ {0}~
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L J
(]

()
L J

Abbildung 2.2: Wenn x = {xg,z1,x2,...} wachsend ist, dann ist {—xo, —x1,—22,...}
fallend und deshalb nicht passend fiir —x. Fiir eine passende Definition von —x soll man
eine wachsende Folge bestimmen. So eine Folge ist in grin dargestellt.

Die Multiplikation in R ist schon ldstiger zu definieren. Wenn z :~ {xz,} -, € § und
y =~ {yn}.—, € § so sind, dass z, und y, positiv sind fiir n geniigend groB, dann setzt

man
oo
n=0 "

x -y~ {max (0, z,) max (0, y,)}

Auch hier muss man zeigen, dass das Ergebnis nicht vom zufilligen Vertreter abhéngt.
Wenn fiir alle z,, gilt, dass x,, < 0, aber y, > 0 fiir n geniigend grof}, dann benutzt
man zweimal den Algorithmus fiir das additiv Inverse und definiert

r-y=—((-2)-y),
und so weiter.

Die Ordnung < wird wie folgt definiert in R. Seien x,y vertreten durch monoton
wachsende Folgen {z,} -, und {y,} -, € §, dann setzt man = <y, wenn:

{zn ) g ~{yntey oder IN e N:n> N =z, <y,. (2.3)

Auch hier muss man kontrollieren, dass die Definition nicht von den spezifischen Vertretern
abhéngt, dass man so eine totale Ordnung bekommt, und sie die Ordnung auf Q erweitert.

Bemerkung 2.6.1 Bemerke, dass wenn man nur die zweite Hdlfte in als Definition
der Ordnung auf R nimmt, diese nicht wohldefiniert ist. Denn mit nur dieser zweiten
Hilfte als Definition fir x <y, wirde man fir r, =1 und y, = 5 finden, dass

{1}.2, ist nicht kleiner gleich {n Z : }n:O :

obwohl beide Folgen 1 reprdsentieren. Dies widerspricht der ersten Bedingung einer Ord-
nung.

Zu zeigen, dass R alle Eigenschaften eines total geordneten Korpers erfiillt, ist eine
ziemlich langwierige Sache und die Ergebnisse sind nicht sehr iiberraschend. Auch fin-
det man, dass die iibliche Addition, Multiplikation und Anordnung in Q bei R erhalten
bleiben. Man findet:

Theorem 2.7 (R, +, -, <) ist ein total geordneter Kirper.

Notation 2.8 Die folgenden Teilmengen von R nennt man Intervalle. Seien a,b € R mit
a <b.
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o [0,0] :={z €R; a <z <b}; (abgeschlossenes Intervall)
o (a,b) :={zx e R; a <x<b}; (offenes Intervall)

o (a,b] ={zxeR; a<x<b}.
Manchmal sieht man auch:
o (—o0,b]:={x eR; x <b}.

Die Bedeutung von [a, b), [a,c0), (a,00) und so weiter kann man erraten.

Wir haben hier die Symbole —oo (negativ unendlich) und oo (positiv unendlich) be-
nutzt. oo und —oo sind keine Zahlen und liegen nicht in R. Man schreibt ab und zu
trotzdem R := R U {—o00, c0}. Man kann mit (R +, ) jedoch nicht mehr wie mit einem
Korper arbeiten. Zum Beispiel lédsst sich oo — oo nicht verniinftig definieren.

2.3 Andere Einfiihrungen der reellen Zahlen
Statt monoton wachsender, nach oben beschriankter Folgen in Q zu nehmen, kann man

auf dhnliche Art auch monoton nach unten beschriankte Folgen in Q nehmen. Das wire
eine zweite Konstruktion, die jedoch nicht sehr {iberrascht.

biaehdosby bs b,

Abbildung 2.3: Eine fallende Folge

Fiir eine néchste Mdoglichkeit brauchen wir die Betragsfunktion. Sei K eine Gruppe
oder ein Korper mit einer totalen Ordnung <. Dann setzt man

a wenn 0 < a,
la| =
—a wenn a < 0.

Definition 2.9 (R durch Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen) Fine dritte Kon-
struktion:

1. {a,},", mit a, € Q heifit eine Cauchy-Folge (auch Fundamentalfolge genannt),
wenn:

Ve >0dN. e NVnmeN:n,m> N, = |a, —ap| <e.

Sei €F die Menge aller Cauchy-Folgen in Q.

2. Fir{an},— o, {bn}rry € €F sagt man {a,} — o ~ {bn} —, (beide Folgen sind dqui-
valent) wenn

Ve >03IM. e NVneN:n> M = l|a, —b,| <e.

3. Setze R := (€F, ~).
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C1 C3 Cs Cy@pCe Cy C2

Abbildung 2.4: Eine Cauchy-Folge

Jede monoton wachsende, nach oben beschriankte Folge in Q ist eine Cauchy-Folge und
daher sicht man, dass (§,~) C (€F, ~), mit ~ der jeweils zugehérenden Aquivalenzrelation
Auch D gilt, aber um das zu zeigen, braucht es etwas Arbeit. Da auch +, - und < bei
beiden Konstruktionen iibereinstimmen, bekommt man ein dquivalentes Ergebnis.

Beispiel 2.3. Definiere ayp = 1 und a,, 11 = }Lan + %a;l fiir n € N. Diese Folge liegt in Q
und ist eine Cauchy-Folge. Sie ist weder wachsend noch fallend. Die ersten Terme sind:

n \ 0 \ 1 \ 2 \ 3 \ 4
a 1 7 145 96289 34590381121
n 112 64960 25019733760

4
1] 1.75]1.29... | 1.48... | 1.38...

Man kann zeigen, dass a,, nach v/2 geht.

Definition 2.10 (R durch Dedekindsche Schnitte) FEine vierte Konstruktion:
1. (A, B) heifit Schnitt von Q, wenn A, B C Q mit

(a) A0, B#0) und AUB=Q und AN B = .
(b) fiir jedes a € A und b € B gilt a < b.

2. wenn es ¢ € Q gibt mit a < q fir alle a € A und g < b fir alle b € B, dann sagen
wir die folgenden Schnitte sind dquivalent:

(A\{q},BU{q}) ~ (Au{q},B\{q}).

3. Sei & die Menge aller Schnitte in Q. Setze R := (&, ~).

=

Abbildung 2.5: Ein Schnitt

Beispiel 2.4. Ein Schnitt fiir V2 ist

e A={a€Q;a<0odera® <2},

e B={a€Q;a>0unda®>2}.



20 Woche 2, Reelle Zahlen

Weil es keine Zahl a € Q gibt derart, dass a? = 2 folgt AN B = 0.

Definition 2.11 (R durch Intervallschachtelungen) FEine fiinfte Konstruktion:
1. {In}f;o mit I, = [an, by] und a, < b, heif§t eine Intervallschachtelung, wenn

(a) fiir jedes n € N gilt 1,1 C I,;
(b) es fiir jedes e > 0 ein Intervall I,, gibt mit Lange b, — a, < €.
Sei J die Menge der Intervallschachtelungen in Q.

2. Zwei Intervallschachtelungen {I1,,}," , und {.J,,} _, heifen dquivalent, wenn fir jedes
neN gilt I, N J, #0.

3. Setze R := (J,~).

ai a as ajapgaebbsbs b by
[ [ I v ]
[ A i 115 s ey

Abbildung 2.6: Eine Intervallschachtelung

Beispiel 2.5. Eine Intervallschachtelung fiir v/2 ist {[a,, bnl}, e mit

3a242 .
e qp =1 und a,4; = % fiir n € N,

30242 (..
® bp =2und b,y = =3 firn € N.
n

2.3.1 Nur eine vollstindige Erweiterung?

Zu diesen verschiedenen Einfiihrungen von R sollte man aber einige Fragen klaren. Zum
Beispiel:

e Liefern diese Verfahren alle das gleiche Ergebnis?

e Man findet, mit (Q angefangen, eine groflere Menge, die man R nennt. Wenn man ein
dhnliches Verfahren loslédsst auf R, bekommt man dann eine noch grofiere Menge?

Selbstversténdlich sind monoton wachsende Folgen keine monoton fallenden Folgen
und man hat streng genommen zwei verschiedene Ergebnisse, wenn man bei den ersten
beiden Konstruktionen nur die Form der Konstruktion betrachtet. Trotzdem soll man das
Gefiihl haben, dass diese zwei Methoden keinen wesentlichen Unterschied herbeifiihren. In
der Mathematik verwendet man den Begriff isomorph. Man meint mit ,, A ist isomorph
zu B“, dass es nicht nur eine bijektive Abbildung von A nach B gibt, sondern dass diese
Abbildung auch die Struktur behéiltﬂ.

Bevor wir die zweite Frage beantworten konnen, brauchen wir:

!Der Begriff Isomorphie hiingt ab von der betreffenden Struktur.
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Definition 2.13 Sei (K, <) total geordnet. Dann heifit K vollstindig beziiglich der
Ordnung, wenn jede nicht-leere nach oben beschrinkte Menge M C K eine kleinste obere
Schranke hat. Diese kleinste obere Schranke von M heifit das ,Supremum von M “ und
man schreibt sup M.

Theorem 2.14 Der total geordnete Korper (Q,+,-, <) hat, bis auf Isomorphien, eine
eindeutige Erweiterung, die vollstindig ist beziiglich der Ordnung, ndmlich (R, 4+, -, <).

Dieses Theorem werden wir nicht beweisen.

Es gibt Erweiterungen von @, die echt kleiner sind als R, aber nicht vollstiandig
beziiglich der Ordnung sind. Zum Beispiel ist auch Q [\/ﬂ = {p +qV2:p,q € Q} ei-
ne Erweiterung von Q, die jedoch nicht vollstandig ist.

2.4 Eigenschaften

2.4.1 Abzihlbarkeit
Wir haben gesehen, dass Q abzéhlbar unendlich ist. Wie ist das mit R?

Theorem 2.15 R ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Wir nehmen an, {zg,x1, 22, ...} sei eine Abzdhlung von R, und werden einen
Widerspruch erzeugen. Das funktioniert wie folgt: Zu jedem x,, kann man die Dezimalent-
wicklung als Folge nehmen. So wie v/2 die Aquivalenzklasse von der monoton wachsenden
und beschrénkten Folge {1, 1.4, 1.41, 1.412, ...} darstellt. Wir definieren y durch eine
Folge {y, } —,, die wir als Dezimalentwicklung definieren, wo die n-te Dezimale von y (eine
Ziffer von 0 bis 9) ungleich der n-ten Dezimale von z,, gewdhlt wird (und auch ungleich
9). Also zum Beispiel fiir die reellen Zahlen

zo 1~ {50, 51, 51.3, 51.34, 51.343, 51.3436...}
z1 i~ {400, 440, 444, 444.6, 444.66, 444.666...}
zo i~ {0, .1, .19, .191, .1912, .19121, .19123...}
zs i~ {3, 3.1, 3.12, 3.123, 3.1234, 3.12345, ...}

wéren die Dezimale, die zu meiden sind, 1.693 ... . Wir ersetzen dann die Ziffer k£ durch
k+1 oder k — 1. Die Ziffern 9 und 0 sollen dabei vermieden werden. Nehme zum Beispiel

g~ {2, 2.7, 2.78, 2.784, ...} .

Die Zahl y liegt in R (die Folge ist monoton wachsend und beschrinkt). Die Ziffern 9 und
0 sollen vermieden werden, weil

1.00000000... = .9999999999... .

Definition 2.12 Zwei total geordnete Korper (K, +,-, <) und (L,®,®, <) heiflen isomorph, wenn es
eine bijektive Abbildung ¢ : K — 1L gibt, fir die gilt:

1. pla+b) = p(a) ® ¢(b);

2. p(a-b) = p(a) © p(b);

3. a<b<epla) < pb).
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Die Dezimalentwicklung von reellen Zahlen ist leider nicht eindeutig (surjektiv aber nicht
injektiv!) jedoch nur bei solchen Zahlen. Wenn man 0 und 9 meidet, ist die Dezimalent-
wicklung eindeutig und daher ist y nicht in der Abzédhlung, weil y sich von jedem z,, in
mindestens einer Dezimalstelle unterscheidet. ]

Q ist abzdhlbar und hat also deutlich weniger Elemente als das iiberabzéhlbare R.
Wenn man jedoch bedenkt, dass R mit Folgen in Q konstruiert wurde, sollte man nicht
iiberrascht sein, dass Folgendes gilt:

Lemma 2.16
o Fir alle v,y € R mit x <y gibt es ein q € Q, so dass x < q < y.

e Q liegt dicht in R.

Das letzte heif§t, jedes x € R kann man beliebig nahe innerhalb Q approximieren, oder
anders gesagt: Fir jedes v € R und n € N, gibt es g € Q mit |[v — g < +.

Dieses Lemma sollte man selber beweisen konnen.

Bemerkung 2.16.1 Ubrigens gilt auch: Fir alle p,q € Q mit p < q gibt es v € R \ Q,
so dass p < x < q. Man nehme zum Beispiel x = p + %\/5.

2.4.2 Vollstindigkeit
Einen ganz wichtigen Bestandteil von Theorem mochten wir noch mal betonen.

Korollar 2.17 (R, <) ist vollstindig, das heifst, jede nicht leere, beschrinkte Menge aus
R hat ein Supremum.

Fiir eine andere Moglichkeit, diese Vollstédndigkeit zu formulieren, braucht man den
Begriff ,,Limes®. Ein Limes wird auch Grenzwert genannt.

Definition 2.18 Sei {xz,}, -, eine Folge von Zahlen in R.
e Die Folge heifit eine Cauchy-Folge, wenn:

Ve>03dIN.e NVn,meN: nym >N, = |z, —x,| <e.

e Die Folge heifit konvergent, wenn es a € R gibt mat:
Ve >03IN. e NVnomeN:n> N, = |z, —a| <e.

Man schreibt lim x,, = a und nennt a den Limes dieser Folge.
n—oo

Die Vollsténdigkeit von R ist der wesentliche Unterschied mit Q. Sie folgt aus der
Definition von R. Folgendes sollte man nun selber beweisen konnen:

Theorem 2.19 Sei R wie in Definition [2.0. Dann gilt:
e Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge in R hat einen Limes in R.
e Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge in R hat einen Limes in R.
e Jede beschrinkte nicht leere Menge in R hat ein Supremum in R.
e Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent in R.

Bemerkung 2.19.1 Diese / Aussagen sind sogar dquivalent.
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3.1 Etwas Imaginéires

Zusétzlich zu den reellen Zahlen fithren wir das Symbol ¢ ein und wir vereinbaren:
i =—1

Wir mochten die reellen Zahlen erweitern mit <. Das heif3t, wir moéchten mit ¢ addieren und
multiplizieren konnen. Sofort sieht man, dass die kleinste Menge, die RU {i} umfasst und
abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist, mindestens Zahlen der Form x + iy
enthalten sollte und wir auch fiir solche Zahlen Addition und Multiplikation definieren
miissen. Betrachten wir also

Ri] ={z +iy;2,y € R} (3.1)
e Die Addition wird wie iiblichl] definiert:
(x+iy)+ (a+ib) = (x+a)+i(y+Db). (3.2)

Man sieht fast sofort, dass Assoziativitit und Kommutativitit fiir diese Addition
gelten, dass auch ein neutrales Element, 0+ 0, zur Addition existiert und dass jedes
Element ein additiv Inverses hat.

e Wenn wir die ,normale“ Regel fiir Multiplikation in R erhalten méchten, dann sollte
gelten

(x +1iy) (a + ib) = x (a + ib) + iy (a + ib)
=zxa+zib+iya+iyib
=za+izb+iyat+iiybd
= (za — yb) +i(xb+ya).

Die Multiplikation in R[i] definieren wir auch genau so. Wir schreiben vorldufig ©:

(z +iy) ® (a +ib) = (za — yb) + i (xb + ya). (3.3)

'Das Wort ‘“iiblich’ ist eigentlich nur eine Ausrede, um die Feinheiten ,unter den Teppich zu kehren*.
Formell unterscheidet man drei verschiedene +. Schreiben wir + fiir die bekannte Addition in R, + fiir
die Notation in R [i] = {z + iy; z,y € R} und & fiir die Addition in R [¢], wiirde es so ausschauen:

(x+iy) @ (a+ib) = (x+a)+i(y+b).

Weil (R [i],®) eine Gruppe bildet, die (R, +) erweitert wenn man x + i0 und z identifiziert, folgt, dass
man ohne Probleme dreimal + schreiben kann.

23
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Jeder Buchhalter kann direkt kontrollieren, dass Assoziativitdt und Kommutativitat
fiir die Multiplikation gelten. Sogar die Distributivitét folgt unmittelbar. Auch findet man
gleich das neutrale Element:

(r+iy) ©(1+i0)=(x1—y0)+i(z 0+y 1) =z +1y.

Fiir das inverse Element bei der Multiplikation muss man sich einige Miihe geben. Fiir
x+iy # 0+140, also z # 0 und y # 0, hat man 2? + 3?> # 0, und es ist folgendes
wohldefiniert:

x )
x? + y? +Za:2+y2'

(x + iy)f1 =

Eine Kontrollrechnung ergibt

| N X ] N
L ) AR

- Y I (P — 140
x2+y2 x2+y2y $2+y2y x2+y2

Auch die Multiplikation ® in R [i] vertragt sich mit der Multiplikation in R:

(x+i0)©(a+i0)=(ra—00)+i(x0+0a)=2a+1i0 =2 a.

Deshalb gibt es keine Probleme, wenn wir statt (z + iy)®(a + ib) ab jetzt nur (z + iy) (a + ib)
schreiben.

Definition 3.1 Mit setzt man
(C,+,") == (R]i],+,®)
und nennt C die Menge der komplexen Zahlen.
Die Tatsache, dass (C, +, ) eine verniinftige Struktur hat, fasst man zusammen in:

Lemma 3.2 (C,+,) ist ein Korper.

Beispiel 3.1.
o (1+142)+ (3+1i4) =4+16,
e (1+142)(3+1i4) =—-5+110,
I TR

.3+i4725 257

e i2=(0+i1)>=(0+i1) (0 +il) = =1 4i0 = —1.

Und endlich kénnen wir die Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen:

Beispiel 3.2. Man l6st 22 = —17 wie folgt:

22——17<:>22+17—()<:>22—(i\/??)z—()@(z—i\/ﬁ) (ZH\/T?):()
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und

(z - 1\/?) <z +’é\/ﬁ> =0« <z — V17 =0 oder z 4 V17 = O) . (3.4)
Man findet 2z € {n/ﬁ —i\m}.

In (3.4) wird benutzt, dass fiir a # 0 eine Inverse a~! existiert. Wenn ab = 0 gilt und
a # 0, dann folgt
b= (a"a)b=a""(ab)=a"'0=0.

Also auch hier finden wir mit Hilfe der Korpereigenschaften fiir ab = 0 mit a,b € C, dass

a =0 oder b =0.
]

Obwohl C nicht R? ist, kann es niitzlich sein, die Darstellung in R? zu benutzen, um
Fragen zu veranschaulichen.

Definition 3.3 Sei z € C und schreibe z = x + iy mit x,y € R.
1. Der Realteil: Re(z) = x;

Der Imagindrteil: Im(z) = y;

Der Betragﬂ: 2| = /22 + y2;

Das Argument: Arg(z) = ,die Grofie des Winkels £ (1,0, z) gegen den Uhrzeiger-
sinn gemessen .

Bemerkung 3.3.1 Die Definition des Arguments ist hier derart, dass Arg(z) € [0,2n)
fir alle z € C\{0}. Mit einer anderen Buchfiihrung hdtte man auch zum Beispiel Arg(z) €
(—m, m| nehmen kénnen. Fir z =0 definieren wir kein Argument.

Man sollte noch kontrollieren, ob der oben definierte Betrag iibereinstimmt mit dem
schon vorher definierten Betrag fiir reelle Zahlen:

>
|x|cz|x+¢0|cz¢m:@:{ x(wen”—o)> }:|x|R;

—z (wenn z < 0

also konnen wir ohne Probleme | | schreiben.

Niitzlich ist auch die sogenannte komplexe Konjugation.
Definition 3.4 Fiir z € C, mit z = x + 1y und x,y € R, schreibt man z = x — 1y.
Bemerkung 3.4.1 Z nennt man das komplex Konjugierte von z.

Lemma 3.5 Sei z,w € C. Dann gilt:

. 2
o 2z =2

e 2 tw=Z4+wW undzw =7 W.

Der Beweis ist direkt.

Die komplexe Konjugation kommt u.a. zur Hilfe bei der Division:
W owz  wz

—_— = = — = |Z’72’LU§.
z z Z 74

2. Absolute value” oder ,,modulus” in Englisch.
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Beispiel 3.3.
1—2 1-20 -3—-4i (1-2)(-3—-4) —-11+2 11

T344i —314i 3-4i  (3+4)(3-4) 3+ 25 '35 i}

Wenn wir Sinus und CosinusE| aus der Schule ausleihen, dann heben wir jetzt zwei
‘verschiedene’ Moglichkeiten eine komplexe Zahl zu schreiben:

z = Re(z) +iIm(z),
z = |z] (cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))) .

it
: z Argz: |
Imz4'| ,,,,,,,,,,, ‘ él
3i i
_ Rez ‘
2i -4 -3 -2 -1 1 2 3
Argz: i .
i 1
. -2i1 \m2
z
-1 1 2 3
Re z
_3i,

Addition zweier komplexer Zahlen kann man darstellen, indem man das Parallelo-
gramm zu den beiden Punkten komplett macht.

Man erinnere sich vielleicht auch noch an den folgenden Formeln:
sin(a + 3) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f),
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f),

giiltig fur alle o, 8 € R. Uberraschenderweise kann man so auch zu der Multiplikation
eine geometrische Darstellung finden.

3Vorliufig werden wir die Funktionen sin und cos benutzen, so wie
man sie in der Schule eingefiihrt hat, das heifit, als ‘Projektionen’ von
Punkten auf dem Einheitskreis zu den beiden Achsen. Und dann gibt

es auch noch tan(p) = z;zgig cos(@)

—
1243 F——"C -

1242 b Y

12 p———H# -1

1 sin(a)

A

Der Graph fiir den Sinus geht durch (0,0) und ist hier rot; der fiir
Cosinus ist blau; fiir den Winkel benutzt man die Bogenldnge auf dem
Einheitskreis und nicht Grad oder ”degree”.
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Lemma 3.6 Wenn z,w € C, dann gilt:

1. Jzw| = |z[ |w],

2. und fir zw # 0 gilt, dass

Avg(z0) = Arg(z) + Arg(w) fir Arg(z) + Arg(w) < 2m,
rg(w) = Arg(z) + Arg(w) — 27 fiir Arg(z) + Arg(w) > 2.
Also folgt:

2w = |z| |w| (cos (Arg(z) + Arg(w)) + isin (Arg(z) + Arg(w)) ) : (3.5)

Bemerkung 3.6.1 Grob zusammengefasst: beim Produkt in C werden ,Ldangen multipli-
ziert und Winkel addiert”.

Beweis. Wir schreiben z = x + iy und w = u + v und finden:

lzw| = |(zu — yv) + i (xv + yu)| = /(2202 — 2zyuv + y202) + (2202 4 2xyuv + y2u?)
— \/xQuQ + 4202 + 2202 + y2u2 = \/(x2 +92) (V2 +92) = \/xQ + y2\/v2 +u? = |z]|w]|.

Mit Hilfe der ‘zweiten’ Schreibweise und Arg(z) = a, Arg(w) = 3, haben wir

2w = |z| (cosa +isina) - |w| (cos B + isin f) =
= |z] |w| ((cos acos B — sinasin 3) + i (cos asin B + sinavcos 3) ) =
— |#] ] (cos (a+ B) + isin (o + B))

Also
cos (Arg(zw)) = cos (o + ) und sin (Arg(zw)) = sin (a + 3)

und weil 0 < o + < 4m, findet man Arg(zw) = a +  oder Arg(zw) =a+5—27. =

3.2 Algebraische Gleichungen in C
Definition 3.7 FEine Funktion p: C — C der Form
p(2) = ap2" + Q12"+ a1z + ag

mit n € N und a; € C nennt man Polynom. Wenn a,, # 0, dann sagt man: ,p hat Grad
n“. Eine Zahl z; € C derart, dass p(z1) = 0 gilt, heifst eine Wurzel von p.

Man kann mit diesem ¢ jetzt Quadratwurzeln von negativen Zahlen ziehen. Was pas-
siert aber, wenn man z? = i oder 22 = 2 + 2i zu lésen versucht? Gibt es Losungen von
2° =47 Und wenn es sie gibt, kann man sie auch berechnen?
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3.2.1 Das Losen von z" = w

Wir fangen gleich mal allgemeiner an und fragen uns, ob wir Folgendes l6sen kénnen:
2" =w € Cund n € N\ {0}.
Benutzt man das letzte Lemma, dann findet man
’I’L| —

21" = |2"] = Jwl,

und weil |w| > 0 ist und |z| > 0 sein sollte, folgt

2 = /Jwl. (3.6)

Weil
Arg(z") = Arg (w),

wenn z eine Losung ist, lafit der zweite Teil des gleichen Lemmas folgern, dass
Arg(z") = n Arg(z) — 2k,
wobei man ein k € {0,1,2,...,n} zulassen muss. Also hat man
Arg(z) = % (Arg (w) + 2km) fiir ein k € {0,1,2,...,n—1}. (3.7)

Das heifit, wenn z eine Losung ist von 2" = w, dann kann man (3.6)) und (3.7]) kombinieren
und bekommt

z = |2 (cos (Arg(2)) + isin (Arg(z)) ) =
= /|| (cos (L (Arg (w) + 2km)) + isin (& (Arg (w) + 2k)) ) :

Lemma 3.8 Die Lisungen z € C von 2" = w € C und n € N\ {0} sind:

{W(COS (Arg(wﬁ 2/~m) ©isin (Arg(wzﬁ’m))  ke{0,1,2,.. .- 1}}.

Bemerkung 3.8.1 Man bemerke, dass es fiir w # 0 genau n verschiedene Lisungen gibt.

Beweis. Vorher haben wir schon gezeigt, dass jede Losung diese Form hat. Mit Lemma
sieht man direkt, dass man auch tatséchlich Losungen hat:

2" = <W (cos (LArg (w) + £27) + isin (LArg (w) + %2#)))n
= |w| (cos (Arg (w) + k27) + isin (Arg (w) + k27))
— Ju] (cos (Avg (1) + iin (Arg (w))) = v,

Man erinnere sich, dass sin und cos beide 2m-periodisch sind. [

Beispiel 3.4. Gefragt: 26 = —4 — 4/3i.
Es folgt |2|° = |20 = |4 — 4/3i| = \/(—4)2 + (—4\/§)2 = /64 = 8 und

1
€

2] = V8= (2%)° =26 =2

N[

V2.
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29
Auch hat man Arg(2%) = Arg(—4 — 4v/3i)

37 (fertigen Sie eine Skizze an) und damit

1 /4 2 1
Arg(z) = 8 (57 + 2k7r) = —m+ k.

9 3
Die Losungen sind

V2 (cos %7? + 7sin gw) V2 (cos gw + 7s8in 87?) 2 (cos gw + 78in gﬂ') ,
V2 (cos %W + 7 sin %W) , V2 (Cos 134# + 7 sin %7‘(’) , V2 (cos 1377? + 7 sin 137#) .
Leider ist das kaum einfacher zu schreiben. Man sieht aber so direkt, dass diese 6 Losungen

in der komplexen Ebene die Ecken eines regelméfligen Sechsecks bilden.

Beispiel 3.5. Gefragt sind z € C derart, dass 22 = 1 + 2i.
Man findet |z|* = |22| = V124 22 = /5 und dann gilt

2] = V/5.
Auch Arg(z?) = Arg(1 + 2¢) = arctan (2) und damit

Arg(z) = § arctan(2) oder Arg(z) = § arctan(2) + 7.

Die Losungen sind
V5 (cos (1 arctan(2)) + isin (3 arctan(2)) ) und

-5 <cos (% arctan(2)) + isin (% arctan(Q)) > :

Beispiel 3.6. Darstellungen in der komplexen Ebene der Losungen von 2% = 1+ 2i und
von 2% = —2 4+ .6i. Der Winkel in schwarz ist %, beziehungsweise

%, vom blauen Winkel.
1+2i
[
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Beispiel 3.7. Schreibe ohne trigonometrische Funktionen: cos (% arctan(Q)).

Setze © = v/5cos (1 arctan(2)) und y = v/5sin (4 arctan(2)), und es folgt, dass

2
(z +iy)* = (\75 (cos( arctan 2) + i sin(} arctan 2)))

= (v/5)? (cos(arctan 2) + i sin(arctan 2))

1 2
=\/5( +i ):1+2¢.
VIZ+22 0 (/12422

Weil (z + iy)* = 22 — 42 + 2ixy, folgt

r? —y* =1 und 2zy = 2.
So folgt y =  und 2? — 272 = 1. Via 2? (22 — #7?) = 2? bekommt man

- —1=06 (?-1)'=3s?=1+1V5

)

Weil 22 nicht negativ ist, hat man z? = % + % 5und x = 44 /% + %ﬁ Weil x positiv

ist, folgt
1,1
: 5+ *\/5
(1o Y \/ﬁ 1 1 1 1
cos (5 dr(/tdn(Q)) - \4/5 - T - 2\/5 + 2= E\/g‘i‘ 9

3.2.2 Das Losen von 22 + 82+ =0

Der Trick, den wir im letzten Beispiel angewendet haben, ist auch niitzlich fiir das Be-
rechnen der Wurzeln eines quadratischen Polynoms:

2
P4 Pz+y=0s (z-l—%ﬁ) = }152—7.
Dieser Trick wird die quadratische Ergidnzung genannt. Setzen wir w = z + % £, dann

.. .9 1.2 .
kénnen wir w* = ;3 — v 16sen.
Dies macht man durch

[w] = [56° = 7] und Arg () = Arg (35° = 7)
und findet mit k& € {0, 1}, dass
lw| =1/]36° — 7| und Arg(w) = JArg (38% —7) + k.
Argument und Betrag bestimmen w und so auch z = w — % s.

Bemerkung 3.8.2 Man kann sogar Rew und Imw berechnen. Setze w = x + iy und
man findet

2 —y* =Re (38° —7) und 2zy =Im (35° — 7). (3.8)
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Wenn Im (41,32 —7) £ 0 gilt, folgt x # 0 und y = 127 'Im (iBQ — ’y) aus der rechten

Hilfte von @) FEinsetzen in der linken Hilfte von (@ ergibt x> — Bx=2 = A und die
reelle quadratische Gleichung in x*

2t — Az* — B =0,

mit A = Re (}lﬁz — 7) und B = i (Im (iﬁQ — 7))2. Als Niichstes lést man nach %, x und
anschlieffend nach y auf. Bemerke, dass man zwei Losungen fiir x und das dazugehorende
y findet. Schlussendlich bekommt man

z=a+1iy—3p.

Beispiel 3.8. Gefragt sind die Lésungen von 22+ (4 + 2i) 2+3+12i = 0. Diese Gleichung
wird umgeschrieben nach

(z4+2+40)=2+14)°—3—-12 = —8i
und weil —8i = (=2 + 24)? gilt, folgt
24+ (24+1i)=—-2+2io0der z+ (2+1i) = — (=2 + 2i).

Also findet man z € {—4 + i, —3i}.

Beispiel 3.9. Wenn man zum Beispiel 22 = —4 lésen mochte, dann kann man auf einem
Schmierblatt z = 4+v/—4 = +1/4,/—1 = +2i schreiben. Aber dann bitte das Schmierblatt
ins Altpapier geben, und nur z € {2i, —2i} als Antwort liefern.

Schlimmer wird es schon, wenn man 22 = 2i 16st durch z = +iv2. Jetzt ist diese
Wurzel aus ¢ wohl ganz fehl am Platz. Da hilft nur

|2|* = |2°| =2 also |2| = V2 und
2Arg (2) = Arg (2%) 4 2km = 7 + 2k fiir k € {0,1}.
Man bekommt zwei Moglichkeiten: z = z; und z = z5, wobei
2 = V2(eos (dr) +isin (47)) = V2 (32 +i3v2) =144,
2 = V2(cos (§m) +isin (37)) = V2 (~1v2 - ilv2) = —1 -,

N

Ot

Wenn man unbedingt die Wurzelfunktion fiir komplexe Zahlen definieren mochte, hat
man ein Problem. Wir werden spéter zeigen, dass man dazu entweder eine nicht-stetige
Funktion oder eine mehrwertige Funktion verwenden sollte.

Beispiel 3.10. Eine alte Version von Mapleﬂ und auch noch Maple 16 16st
2+ (1+4\/§+i<3+\/§)>z+\f2+11i:0

wie folgt:
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> solve(z 2+ (1l+4*2~(1/2)+I* (3+2~(1/2)))*z+2*(1/2)+11*1=0,z) ;

2\6%31%Iﬁ+%\/2ﬁ+261ﬁ+22221,2ﬁ%%I

+;1ﬁ;\/2ﬁ+261ﬁ+22221

Das scheinen zwar zwei Losungen zu sein, jedoch erhalten beide auch Unfug mit Wur-
zeln aus komplexen Zahlen.

Mit l\'lathematiceﬂ findet man, dass die beiden Losungen sich wie folgt verniinftig
schreiben lassen: z; = —1 — iv/2 und 2o = —4v/2 — 3i.

4Maple und Mathematica sind zwei Computer Algebra Programme, die, wenn verniinftig benutzt, sehr
hilfreich sein kénnen.
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Komplexe Zahlen 11

4.1 Fundamentalsatz der Algebra

Wir haben gesehen, dass eine Gleichung wie 22 + az + 8 = 0 meistens zwei Losungen hat
und, dass 2" = « sogar n Losungen in C hat.

Theorem 4.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Sein € N\ {0} und sei ay,...,a, €
C. Die Gleichung
a2 a4 ta,1z24+a,=0 (4.1)

hat mindestens eine Liosung in C.
Beweis. Einen Beweis werden Sie spétestens in der Vorlesung Funktionentheorie bekom-
men. Der Beweis wird analytische Methoden verwenden. ]

Einen alternativen Beweis mit topologischen Argumenten kann man sich iiberlegen,
wenn man sich das folgende Beispiel ansieht:

Beispiel 4.1. Wir betrachten das Polynom
, B iAo W3 3
p(z)=2"+iz" —(i+1i)2° + 2+ 2.

Weil 2° fiir

z| — oo dieses Polynom dominiert, kann man sich iiberzeugen, dass

Re(p(z)) >0  fiir || geniigend grof und Arg(z) € {0, 2w, 2, 2, 8},
Im(p(z)) >0  fiir [2] geniigend groB und Arg (z) € {im m, 7, In, 2},

Die Verteilung von C in
Rt :={2€C;Re(p(z)) >0}
und

R™:={z€C;Re(p(z)) <0}

sieht fiir |z| sehr gro sogar dhnlich aus wie die fiir Re (2°) > 0 und Re (2°) < 0, und diese
letzte Verteilung kann man explizit berechnen, ndmlich

Re (2°) >0 <

Mg () € 0.55) U (3, %) U (G5 55) U (45 5) U (5., 5) 0 (35 20).

33
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=2i

-4i- = P - L L
-4 =2 0 2 4 -4 =2 0 2 4

Abbildung 4.1: Im linken Bild R™ und R~ (in rot); im mittleren Bild /™ und 7~ (in
blau); rechts die Kombination. Wenn die vier Farben in der Kombination sich in einem
Punkt treffen, ist der Punkt eine Nullstelle von p. Es gibt hier 5 solcher Punkte.

20i ¢

10i -

~10i -

-20; !

" =20i
-2 =10 0 10 20 =10 0 10 20 =20 =10 0 10

Abbildung 4.2: Ein dhnliches Bild wie in Abbildung jedoch ein groflerer Ausschnitt.
Die Verteilung in RT und R~ und in It und I~ sieht schon fast so aus wie die fiir 2°.

Ahnliches gilt auch hier fiir I* = {z € C;Im (p(2)) > 0} und I~ = {z € C;Im (p(z)) < 0},
und

Im (2%) > 0 & Arg(z) € (5, 2) U (3, 41) U (r, &) U (7, 85) U (2, 211)

5 57 5 ) 575

Wenn die Rinder von RT, R~ und von I", I~ sich schneiden in dem Punkt zp, gilt,
dass Re(p(zp)) = 0 und Im(p(2)) = 0, und so folgt, ein Schnittpunkt ist eine Nullstelle
von p. Jetzt muss man sich nur noch iiberzeugen, dass es einen solchen Schnittpunkt gibt.

Dafiir macht man das folgende: Man folgt einer Kurve, wo Re(z) = 0 gilt, von weit
aussen nach innen und anschlieBend auch wieder hinaus. Liegt am Anfang rechts von der
Kurve R™, dann fingt man an im /™. Wenn man wieder nach auflen geht, liegt rechts
noch immer R~ obwohl man endet in /~. Das bedeutet, dass man irgendwo unterwegs
von I nach I~ gekommen ist. Es gibt also eine Ubergangsstelle von It nach I~ und

genau da liegt eine Nullstelle.
||

Lemma 4.2 Sein € Nt seien ay,...,a, € C und schreibe
p(2) = 2"+ a2 M ap A b ap12 Gy, (4.2)

Wenn zy eine Nullstelle von p ist, also p(z9) = 0 gilt, dann gibt es by,...,b,_1 € C so,
dass
p(z) = (2 —20) (2" b1z 24 byoz b))



4.1 Fundamentalsatz der Algebra 35

Beweis. Wir erldautern den Algorithmus, den man benutzt bei der Division p(z)/ (z + w):
e Erster Schritt:

24w [ 2"+ a2 M a2 i+ o tapazta, \ 2!
on —|—U)Zn_1
(a1 —w) 2" P+ a2 2+ ... 4 an12+a,

e Zweiter Schritt:

zHw | 2"+ a2 4 a2+ . +an1z+a, \ 2"+ (a —w) "2
2 4wt
(a1 —w) 2" P+ agz™ 2 + . + ap_1z + an
(a1 —w) 2"t +w(ay —w) 22
(az —w(a; —w)) 2" 2+ ... +a,_12+a,

usw. Man findet am Ende einen konstanten Restterm, den wir ¢ nennen. Also

2t a2 a" a2 +a, n— c
! 2 : =" b e by a4 by ———.
z+w Z+w
Nehmen wir w = —z,
blzal—w:al—l—zo,

by = as —w (a1 —w) = as + 2o (a1 + 20) ,

by = ...,
und schreiben wir ¢(z) = 2" + b12" ' + -+ + b,_22 + b,_1, dann folgt
p(z c
&) _ q(z) +
Z— 20 Z— 20

und
p(2) = (= — %) q(z) +c.
Man findet 0 = p (20) = (20 — 20) ¢(20) + ¢ = ¢ und dann auch, dass
p(z) = (2 — 20) q(2)
mit g ein Polynom von Grad n — 1. ]

Korollar 4.3 Sein € N\ {0} und a1, ..., a, € C und definiere p durch ({{.4). Dann gibt

es 21,22, ..., 2n € C s0, dass

p(z)=(z—21)(2—22)...(z — 2z,). (4.3)
Beweis. Wir benutzen vollstindige Induktion. Fiir n = 1 hat man p(z) = 2+ a;, und das
Ergebnis folgt, wenn wir z; = —a; nehmen.

Jetzt nehmen wir an, dass sich jedes Polynom von Grad n schreiben lasst wie in (4.3)).
Sei P ein Polynom von Grad n + 1:

P(z) = 2"+ a12" +ap2" P b apz g

Aus dem Fundamentalsatz folgt, dass P(z) = 0 mindestens eine Losung hat: nennen wir
sie zg. Mit dem letzten Lemma gibt es ein Polynom p so, dass

P(z) = (z = 20) p(2)
Weil p Grad n hat, gibt es z1,..., 2z, mit
p(z)=(z—21)(z2—29)...(2 — zp)
und damit folgt die Behauptung: P(z) = (z — 20) (2 — 21) (2 — 22) ... (2 — z). n
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4.1.1 Sein und haben

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass man ein Polynom von Grad n schreiben
kann als Produkt von n linearen Faktoren. Das heifit, fiir p aus (4.2)) existieren 21, ..., z, €
C derart, dass p als in (4.3)) zu schreiben ist.

Eine ganz andere Frage ist, ob man diese z; auch explizit berechnen kann. Approximie-
ren und den Limes nehmen wird, wenn man das verniinftig macht, sicher funktionieren.
Wenn man diese Wurzeln aber durch ein algebraisches Verfahren berechnen méchte, wie
es die pg-F orme macht fiir Polynome von Grad 2, dann geht das leider selten. Ubrigens
macht die pg-Formel keinen Sinn, wenn man ohne weiteres v/  einer komplexen Zahl
nimmt, so wie Maple auf Seite [32]

Fiir n = 1: Trivial: z + a1 = (z — (—ay)).

Fiir n = 2: Durch quadratische Ergénzung:

2 1. )\2 1.2
Z4az+a=(2+3m) +a — iai,

und w € C so, dass w? = ay — ;ai, findet man

Zramzta=(2-(—ia —iw)) (z — (—3a1 + iw)).

Fiir n = 3: Die Methode von Cardand?]
Fiir n = 4: Die Methode von Ferrari]

Fiir n > 5: Keine algebraische Losungsformel.

Es hort echt auf bei n = 4. Man hat fiir Polynome von Grad 5 und hoher keine
algebraische Methode, um die Wurzeln im Allgemeinen zu finden: ,es gibt die Wurzeln,
aber man hat sie nicht explizit“. Es gibt sogar einen Satz, der sagt, dass es keine solche
algebraische Formel geben kann.

4.1.2 Reelle Koeffizienten und komplexe Wurzeln.

Lemma 4.4 (Bei reellen Koeffizienten) Sein € N\ {0} und a,,...,a, € R und defi-
niere p durch . Wenn p(z1) = 0 fiir z; € C, dann gilt auch p(z7) = 0.

Beweis. Weil die a; reell sind hat man sofort

p(F) = @E)"+a (@ Ha(@G@ " 4 Fany (F) +an =

= 27+ alz?_l + a1 "2+ 4 ay_121 +a, =p(z1) =0.

"Wieso sind p und ¢ so beliebt? Es gibt die Englische Redensart: Mind your p’s and ¢’s. Eine Erklérung
die man im Internet findet:

Mind your pints and quarts. This is suggested as deriving from the practise of chalking up a tally of
drinks in English pubs (on the slate). Publicans had to make sure to mark up the quart drinks as distinct
from the pint drinks.

2Siehe http://mathworld.wolfram.com/CubicFormula.html

3Siehe http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html
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4.2 Ungleichungen und C

Es gibt keine totale Ordnung von C, die zu der Korperstruktur passt. Wenn wir 2 > 0 neh-
men wiirden, dann miisste —1 = 72 > 0 stimmen. Ebenso fithrt —i > 0 zu —1 > 0. Obwohl
es keine verniinftige Anordnung in C gibt, gibt es doch einige niitzliche Ungleichungen
bei reellen Ausdriicke komplexer Zahlen.

Lemma 4.5 Sei z,w € C. Dann gilt

1. |Rez| < |z] und [Imz| < |z|;

2. |z| < |Rez| + |Imz|;

3. die Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w]| .
Beweis. Aussage 1 folgt sofort. Aussage 2 folgt aus

12> = (Re2)” + (Im 2)* < (Re2)” + 2|Re 2| |[Im 2| 4+ (Im 2)* =
= (|Re 2| + |Im 2])*.

Fiir 3 braucht man, dass z + Z = 2Re (z), und wendet dies an fiir Re (2w). Man hat so:

27+ (2w 4 2w) + ww =

24w’ =(z+w) (z+w) = (z+w) (Z+T) =
=224+ 20+ Zw + ww =

= 2Z+ 2Re (2w) + ww <
< 2 + 22w + |w]? = |2)* + 22| [w] + |w|? =
= |2* + 2|zl Jw| + |w|* = (2] + |w])*.
Und weil der Betrag nicht negativ ist, folgt
2+ w| < [z] + Jwl.

Zeichnet man z, w und z + w, dann sieht man, wieso sie diesen Namen tragt. [

4.3 Geometrische Uberlegungen
In R? werden Geraden beschrieben durch
{(z,y);az + by =c},
wobei a,b, ¢ € R und ab # 0. Ahnlich beschreibt man eine Gerade in C durch
{z€C;aRez+blmz = c}.
247

Wenn man bedenkt, dass Rez = 3= und Im 2z = Z;f

, ist a Re z+bIm 2z = ¢ dquivalent zu
(a+ib)z+ (a+ib)Z=a(z+7%) —ib(z — %) = 2c.
Nennt man w = a + tb, dann wird die letzte Gleichung:
wz + wz = 2c. (4.4)

Anders gesagt:
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Bemerkung 4.6 Fir jede Gerade ¢ in C gibt es w € C\ {0} and ¢ > 0 derart, dass

(={z € C;uwz+wzZ = 2c}.
Ubrigens kann man hier natirlich auch ¢ statt 2c nehmen.

Sei «, 5 € C mit o # . Weil |z — a die Distanz von « zu z darstellt, kann man z € C
[ haben.

mit |z — o = |z — S| beschreiben als die z € C, die die gleiche Distanz zu « als auch zu

S={zeClz—al=[2-7]}.

Bemerkung 4.7 Die Mittelsenkrechte S zwischen o und 8 in C wird beschrieben durch

Berechnen, dass diese Formel eine Gerade liefert, kann man auch. Man hat
und mittels

findet man

(z—a)c-a)=lz—al'=[z == (=5) (- §)

Z—ai—az+aa=2z—fz—fz+ 68
(B—a)z+(8~a)z=1B]"~|af”.

Diese letzte Formel entspricht genau der Darstellung in (4.4) mit ¢ € R. Indem man

eventuell a und f vertauscht, kann man dafiir sorgen, dass ¢ > 0.

Beispiel 4.2. Der Weg zuriick zu einer reellen Schreibweise geht auch: Schreibt man
2z = x + 1y, so folgt nach einigen Schritten,dass

tRe(f—a)+yIm(f—a)=13 (]/)’|2 — |a\2) :
Ebene ist, senkrecht auf <

Mit Schulkenntnissen sollte man erkennen, dass (4.5 die Gleichung einer Geraden in der

(4.5)
B 1
i: Eg B g; ) und mit dem Stiitzpunkt ( > Re (a+pB)
C wiire dies: senkrecht auf 5 — o und mit Stiitzpunkt 3 (a + 3).

). Fir
sIm (a + B) )
4ir

@Bz

Abbildung 4.3:

Eine Mittelsenkrechte aus Bemerkung
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Sei w € C und r € R*. Dann beschreibt {z € C; |z + w| = r} einen Kreis in C mit
Mittelpunkt —w. Und jeden Kreis in C kann man so beschreiben. Weil \a\2 = aa gilt, ist
|z + w| = r gleich

2Z + Wz + wZ + ww = 1. (4.6)

Wir konnen die Formel fiir Kreis und Gerade kombinieren und finden dann das folgende

Lemma:

Lemma 4.8 (Darstellung von Kreisen und Geraden in C) Sei a,b € R, w € C
mit |w|* > ab und
K={2€Cazz+wz+wz+b=0}. (4.7)

1. Wenn a # 0 gilt, dann ist K ein Kreis in C. Jeden Kreis K in C kann man schreiben
wie in mit a # 0.

2. Wenn a = 0 gilt, dann ist K eine Gerade in C. Jede Gerade K in C kann man
schreiben wie in mit a = 0.

Beweis. Wenn a = 0, dann hat man einen Ausdruck der Form (4.4)) und beschreibt ({4.7))
eine Gerade. Wenn a # 0, dann ist (4.7)) gleich

_ w wy_ b
zz+(—)z—|—(—)z+—=0
a a a
und man hat
b lw|® — ab

w|? w |2
z+—| =|=| —= -
a a a a

Wenn, und nur wenn |w|2 > ab gilt, ist die rechte Seite positiv und es gibt einen Kreis. m

Beispiel 4.3. Sei o, € C und ¢ € R mit ¢ > | — |. Die Menge
{zeClz—a|+|z—-0| =1}
beschreibt eine Ellipse. Wenn man o« = 1 +14, § = —1 — ¢ und ¢ = 4 nimmt, bekommt

man die Figur in Abbildung [4.4]
]

Beispiel 4.4. Sei «, 5 € C und ¢ € (0,27) mit a # 5. Dann beschreibt die Menge
{z€eCArg(z —a) = Arg(z — B) + ¢}

einen Teil von einem Kreis durch und zwischen a und g wie in Abbildung [4.5] Einen
Beweis werden wir spéter geben. Bedenkt man, dass

Arg (Z—“> — Arg (2 — a) — Arg (2 — §) + 2k mit k € {0, 1},

z=p
reem(2)-

dann findet man, dass
einen ganzen Kreisbogen von a nach [ beschreibt mit Ausnahme der beiden Endpunkte
o und f.
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[0

Abbildung 4.5: Der Teil des Kreises aus Beispiel 4

4.4 Abbildungen von C nach C

Abbildungen von R nach R lassen sich graphisch in der Ebene darstellen. Fiir Abbildungen
von C nach C brduchte man 2 x 2 reelle Dimensionen fiir eine &hnliche Darstellung.
Trotzdem lassen sich einige einfache Abbildungen graphisch erklaren.

Definition 4.9 1. Setw € C. Die Funktion f:C — C mit
flz)=z+w
nennt man eine Translation (Verschiebung).
2. Seiw € C mit |w| = 1. Die Funktion f:C — C mit
f(z) =wz

nennt man eine Rotation (Drehung). Der Winkel der Rotation ist Arg (w).



4.4 Abbildungen von C nach C 41

Abbildung 4.6: Eine Spiegelung am Einheitskreis

3. Seiw € R™. Die Funktion f: C — C mit
f(z) = wz
nennt man eine Skalierung.

4. Man kann die beiden letzten Typen auch kombinieren. Seiw € C\{0}. Die Funktion
f:C—C mit
f(z) = w2z

nennt man eine Drehskalierung.

5. Kombinationen von Translationen und Drehskalierungen werden Gleichférmaig-
keitstransformationen genannt und sind wie folgt:. Nehme o, 3 € C mit a # 0
und definiere f : C — C durch

f(z) =az+p. (4.8)

6. Die Abbildung f: C — C mit
f(z)=2

beschreibt eine Spiegelung an der reellen Achse.

7. Die Abbildung f: C\ {0} — C mit

1
z
beschreibt eine Spiegelung am Einheitskreis. Siehe Abbildung[4.0,.
8. Die Abbildung f : C\ {0} — C mit

flz) =, (4.10)
und manchmal auch die in @, wird eine Inversion genannt.
Bemerkung 4.9.1 Gleichformigkeitstransformationen heiffen so, weil K C C und f (K) =

{f (2);z € K} die gleiche ,,Form” haben. Die Spiegelungen und die Inversion erhalten im
Allgemeinen nicht die Form einer Menge.
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Lemma 4.10 Setzen wir C* = CU{oco} und erweitern die Inversion durch f : C* — C*
mit
1 fir z € C\ {0},
f(z)=4¢ oo firz=0,
0 fiir z = oc.

Diese Inversion bildet Kreise und Geraden in C* ab auf Kreisen und Geraden in C*.

Bemerkung 4.10.1 FEin Kreis in C* ist ein Kreis in C. Eine Gerade in C* ist eine
Gerade in C mit zusdtzlich co.

Beweis. Lemma besagt, dass Kreise und Geraden in C dargestellt werden durch
K ={2€Cazz+wz+wz+b=0}
mit w € C, a,b € R unter der Bedingung, dass |w|* > ab. Dann gilt
FK\N{0})={f(2);2 € Cmit azZ+wz+ wzZ +b=0und z # 0}

1
:{—;ZG(Cmit azZ+Ez—|—wE+b=Oundz7é0}
z

o 1/1 _1 1
= {u;uGCrmt a—(—) —l—w——l—w(—) +b:0}
u\u u u

und wenn man mit wu multipliziert, folgt

fF(K\{0}) ={u;u € C mit a +wu + wu + buu = 0}
= {u;uE(Cmit buﬂ#—ﬁu%—@%—a:O}.

Diese Menge hat auch wieder die Struktur fiir Kreis und Gerade aus Lemma mit a
und b vertauscht und mit w statt w.

Man muss sich noch iiberlegen, was fiir 0 € K mit f (0) passiert. Wenn 0 € K gilt,
dann folgt b = 0 und weiter

FKEN\A{0}) = {u;u € C mit Wu+wu+a=0}.

Dies ist eine Gerade und eine Gerade in C* enthélt co. Weil f (0) = oo gilt, passt dies
auch.

Umgekehrt, wenn K eine Gerade in C* ist, dann folgt @ = 0 und b # 0, wird f (K)
ein Kreis durch 0 und aulerdem gilt 0 = f (00). n

Definition 4.11 Sei o, 3,7,0 € C mit ad # By. Man nennt

_az—f8
f(Z)—’)/Z—é

(4.11)

eine gebrochen lineare Abbildung.

Bemerkung 4.11.1 So wie es hier definiert ist, miisste man Bedenken haben, denn wir

sagen nicht, welche z erlaubt sind. Fir v = 0 und ad # P folgt 6 # 0 und ist
wohldefiniert auf C. Fir v # 0 ist nur definiert auf C\ {6/7}.
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Meistens definiert man jedoch die gebrochen linearen Abbildungen als Abbildung von
C* = CU{oo} nach C* und die Definition ist wie folgt fiir -y # 0:

“L firseC\(3),
«a
; fiir z = oo.

Fiir v = 0 # «ad ist (4.11) wohldefiniert auf C und man setzt f (c0) = oo. Man konnte
denken, dass wir in (4.14) mit % und 22 gerechnet haben, aber sagen Sie es bitle nicht
laut. Hier ist oo nur ein Symbol, das man als ,unendlich® ausspricht.

Bemerkung 4.11.2 Wenn~y =0 in f(z) = @z ?, dann folgt aus ad # B, dass a # 0
Y=

und f ist wie in @ Wenn v # 0, dann gilt
0 — 1
Q@ n ad — By

f<z):§ voyz—0

und f ist die Kombination der hier oben genannten Abbildungen:

fi(z) =7z, folz) =2 =4, fa(2) = 3,
fa(z) =7z, f5(2) = @z, fe(2) =z %

Es gilt ndmlich: f(z) = (feo fso fao fso fao f1) (2).

Lemma 4.12 Sei f eine gebrochen lineare Abbildung. Wenn E C C* ein Kreis oder eine
Gerade ist, dann ist auch f (E) ein Kreis oder eine Gerade in C*.

Beweis. Weil jede gebrochen lineare Abbildung zusammengesetzt werden kann aus Ver-
schiebung, Drehskalierung und z + 27!, brauchen wir es nur fiir diese Abbildungen einzeln
zu beweisen. Fiir eine Verschiebung oder Drehskalierung kann man die Aussage glauben
oder sie auch leicht selbst beweisen. Fiir die Inversion verwenden wir Lemma ]

Lemma 4.13 Die inverse Abbildung zu einer gebrochen linearen Abbildung ist auch eine
gebrochen lineare Abbildung.

Beweis. Wenn w = ?;z:?, mit ad # [, dann folgt durch Rechnen fiir vz # § und
Yw # «, dass
_ 5w —
w=2% ﬁ@w('y2—5):az—ﬁﬁ(ww—a)z:wé—,@@)z: d B.
yz—10 YW —

Die Funktion f: {z € C;yz # 0} — {w € C;yw # a} hat also als Inverse Funktion
_odw—_

yw—a

finv (w)

Fiir die erweiterte Funktion von C* nach C* wie in (4.12)), sicht man, dass f™(c0) = § /v
und f™(a /) = oo auch passen zu f (6/7) = oo und f (c0) = /7. n

Gehen wir mal zuriick zu Beispiel 4[] Dort haben wir die Menge

{zeC;Arg(z —a) = Arg (2 — ) + ¢}



44 Woche 4, Komplexe Zahlen I1

betrachtet fir a,, § € C und ¢ € (0,27) mit a # (. Setzen wir w = cos ¢ + isin ¢, dann
gilt Arg (w) = ¢ und aus Arg (z — a) = Arg (z — ) + ¢ folgt, dass

Z—«
= rw
z=p
fir irgendein r € R*. Die Funktion f : C* — C* mit f(z) = =3 ist eine gebrochen

lineare Abbildung, dann ist also auch f™ eine gebrochen lineare Abbildung. Dann be-
schreibt { f™(rw);r € R} einen Kreis oder eine Gerade, weil {rw;r € R} eine Gerade
beschreibt. Weil wir nur eine halbe Gerade haben, namlich {rw;r € R*}, bekommen wir
mit { /™ (rw);r € RT} wahrscheinlich nur einen Teil dieses Kreises. Indem wir die beiden
Endpunkte betrachten, haben wir f™(0) = o und f™(co) = 3. Das heiit, wir haben
wahrscheinlich nur einen Bogen des Kreises und dieser Bogen verbindet o mit 3. Weil
Arg (z — ) > Arg (z — ) kann man sich davon iiberzeugen, dass dieser Bogen rechts von
der Geraden af in der Richtung « nach f liegt.



Analysis 1, Woche 5

Folgen und Konvergenz

5.1 Cauchy-Folgen und Konvergenz

Eine Folge in R ist eine Abbildung von N nach R und wird meistens dargestellt durch

{n )2y, {2}y oder {xg,x1,29,...}

Das heifit, fiir jedes n € N ist z,, € R vorgeschrieben. Ebenso ist eine Folge in C eine
Abbildung von N nach C.

Zum Beispiel ist {ﬂ} eine Folge in R, fiir die man auch
neN

n+1
izt
23 4

hétte schreiben kénnen, wenn wir alle richtig raten, was auf dem Piinktchen stehen sollte.

5.1.1 Monotone Folgen

Die reellen Zahlen haben wir eingefiihrt, indem wir monoton wachsende Folgen in Q
benutzt haben. Bei einer wachsenden, beschrénkten, rationalen Folge {g,} -, und der
dadurch definierten Zahl x € R schreibt man

¢, T x fiir n — oc.

Wir haben bemerkt, dass man mit monoton wachsenden, beschrankten Folgen in R keine
noch groflere Zahlenmenge bekommt. Diese Aussage werden wir mal genauer betrachten,
und dafiir brauchen wir Teilfolgen.

Definition 5.1 FEine Folge {b,} _, heifit eine Teilfolge von {a,}.—,, wenn es eine
streng wachsende Funktion
f*N—=N

gibt, so dass by, = ayy fiir alle k € N.
Einfach gesagt: man bekommt eine Teilfolge einer Folge, wenn man Elemente aus dieser

Folge entfernt, jedoch so, dass unendlich viele stehen bleiben. Man darf keine Elemente
umordnen.

45
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Bemerkung 5.1.1 Meistens schreibt man ny = f(k) und bekommt so {ay, } ., als Teil-
folge von {a,}" . Dann heifst f ist wachsend, dass ng < n; <ng < ..., also

Ve, eN: k<l — ni <ny.

Beispiel 5.1. Die Folge {n?}, _, ist eine Teilfolge von {n} _:
0,1,2.3. 4, 9, 16, Y
Die Folge {1+ n? + (—1)"}~, ist keine Teilfolge von {n} ", denn in
{1+n*+(-D)"} " ={2,1,6,9,18,...}

stehen 2 und 1 falsch herum.

Lemma 5.2 Sei {z,},, eine wachsende und beschrinkte Folge in R. Dann gibt es ein
kleinstes x € R mit x,, < x fiir alle n € N.

Bemerkung 5.2.1 Wir schreiben in dem Fuall, dass x,, T x fiir n — oo oder einfach nur
xy T . Es gilt dbrigens, dass x = sup {x,;n € N}.

Bemerkung 5.2.2 Fir eine fallende beschrinkte Folge {x,},, schreiben wir ., | z,
wenn —x, T —x. Also x ist hier die grifste untere Schranke.

Beweis. Entweder a) gibt es eine streng wachsende Teilfolge {z,, },-, oder b) z, ist
konstant fiir n geniigend grof}, sagen wir fiir n > N. Im zweiten Fall nimmt man 2 =
zy € R. Betrachten wir nun den ersten Fall und schreiben y, = z,,. Weil y;, € R, gibt
es Qxm € Q mit qi T yp fiir m — oco. Weil yy < y; gibt es my mit yo < q1,m, < y1; weil
y1 < Y2 gibt es mo mit g1, < Y1 < g2.m, < Y2 usw. Das heifit, wir finden eine wachsende
Folge

q1,m1 S q2,m2 S q3,m3 S LR
und weil {x, }°; beschrénkt ist, ist auch {g,m, },—, beschrinkt. Dies bedeutet, dass die
Folge rationaler Zahlen {¢ym, } -, zu einem Element von R fithrt. Nennen wir dieses

Element z. Es gilt ¢nm, T 2. Weil 2 < 25, = Y < Qig1,m,,, folgt zp < o fiir alle k € N.
Wenn 7 < z gilt, gibt es x,,, = Yr > Qim, > 2. Das heiflt, x ist das kleinste. [ |

5.1.2 Cauchy-Folgen sind konvergente Folgen

Wir haben schon definiert, was eine konvergente Folge in R ist:

Definition (Def. 2.18) FEine Folge {x,},., in R heifit konvergent, wenn esy € R gibt
derart, dass
Ve>03IN. e NVneN: n> N, = |z, —y| <e, (5.1)

und man schreibt
lim z, =yv. (5.2)

n—o0
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Die Zahl y in (5.2)) heit Grenzwert oder Limes von {z,} .

YrEF - oo == .-

Y—EF - R

L]
A [
°

=

n-

Konvergenz in R kann man sich wie hier oben vorstellen: Fiir jedes € > 0 gibt es N, € N, derart, dass
wenn man mit n an N, vorbei ist, dann liegen die zugehérigen a,, innerhalb einer Bandbreite ¢ von dem
Limes.

Definition 5.3 Eine Folge, die nicht konvergent ist, nennt man divergent.

Beispiel 5.2. Die Folge {nil e ist konvergent, und zwar nach 0. Das zeigt man wie

folgt: Sei ¢ > 0. Man wahlt fiir N, die kleinste natiirliche Zahl oberhalb % — 1, und es
folgt fiir n > V., dass

1 1 1 1

_ — < é i
n+1 n+l N.4+17 -—-1+1
Also gilt lim,, ﬁ =0.

Wieso hat man N, so gewahlt? Weil man auf einem Schmierblatt mal kurz versucht
hat, was man braucht um %ﬂ < € zu bekommen:

1 1
<eses -<n+le-—1<n.
n+1 € €

Wir haben schon Cauchy-Folgen in Q fiir eine Definition von R betrachtet und auch
Cauchy-Folgen in R definiert:

Definition (Def. 2.18) FEine Folge {z,} -, in R ist eine Cauchy-Folge, wenn folgen-
des gilt:
Ve>03dN.e NVn,meN: nym >N, = |z, —x,| <e. (5.3)

Diese Cauchy-Folgen in R werden wir uns nun etwas ausgiebiger anschauen.

Beispiel 5.3. Betrachte die Folge {n—zl (—l)n}neN. Schreibt man diese Folge aus, findet

man
0 12 34
) 2737 4757"' .

Die ungeraden Terme scheinen nach 1 zu gehen und die geraden nach —1. Nehmen wir
zwei aufeinanderfolgende Terme, so folgt

n+1
n -+ 2

n
n+1

(71)n+1

(=1)" = [-1["

n n+1‘ n n+1

n+1+n—|—2 :n—|—1+n+2'

Fiir n > 1 folgt
n n+1 1 1

> -+ - =1.
n+1+n—|—2 2+2
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Also ist diese Folge keine Cauchy-Folge, denn fiir £ = % liegen fiir jedes N rechts davon
zwei (hier sogar aufeinanderfolgende) Termen in der Folge mehr als % voneinander entfernt.
Mit dem n#chsten Ergebnis ist die Folge sofort auch nicht konvergent.

Beispiel 5.4. Wir betrachten die Folge {a,} _ definiert durch

neN
LTI SV S
Ay = — — N -
276 24" 120 (n+1)

1

G Man sieht nicht so ganz leicht, wohin diese

Eine genauere Definition ist a, = >, _,
Folge konvergiert.
Es ist leichter zu zeigen, dass sie eine Cauchy-Folge ist. Wir fangen hinten in ([5.3)) an

und nehmen ohne Einschréinkung der Allgemeinheit m > n. Dann gilt

1 1 1 1
=l =t G P T
_ 1 1 1 1
— (n+2)(n+Dn .. 21 + (n+3)(n+2)(n+1) ... 2 1 + (n+4)(n+3)(n+2) ... 2 1 +oe Tt (m+1)ym(m—1)..2 1
1
< + + 4o
“(n+2)(n+1) (n+3)(n+2) (n+4)(n+3) (m+1)m
_m+2)—(n+1) (r+3)-(n+2) m+4)-Mm+3) ~ (m+l)-m
(n+2)(n+1) (n+3)(n+2) (n+4)(n+3) (m+1)m
B 1 1 N 1 1 . 1 1 P 1 1
\n+1 n+2 n+2 n+3 n+3 n+4 m m+1

1 1 _ 1
n+l m+1 n+1

Sei nun £ > 0 und nehme n. die kleinste natiirliche Zahl grofler 1/e. Fiir diese Zahl n. ist
(5.3)) erfillt, denn fiir n,m > n. gilt

(5.4)

la, — an| < < E.

ne +1
Man darf sich jetzt noch wundern, wieso man in (5.4) so schétzt, dass es genau passt.

Nach viel Uben sollte man sich nicht mehr wundern.
n

In den ersten Wochen haben wir schon genannt, dass Cauchy-Folgen in R immer auch
konvergent sind und umgekehrt. Diesmal folgt der Satz mit einem Beweis:

Theorem 5.4 Sei {x,} , eine Folge reeller Zahlen.
o Wenn sie konvergent ist, dann ist sie eine Cauchy-Folge.

o Wenn sie eine Cauchy-Folge ist, dann ist sie konvergent.

Beweis Theorem Konvergent = Cauchy. Seic > 0 und sei N*" die zugehorige
Zahl aus 1} Dann passt NEauehy .= N;‘/OQHV fiir die Definition in 1) Denn fiir n,m >
Ng‘/o;" gilt:
|xn_xm| = |xn_y+y_xm| S |xn_y|+|y_xm| < %8+%6:€'
]

Die Behauptung in der anderen Richtung ist schwieriger und braucht mehrere Zwi-
schenschritte, die wir nun vorstellen.
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Lemma 5.5 Jede Cauchy-Folge {x,} -, in R ist beschrinkt.

Beweis. Sei Ny € N derart, dass |z, — x,,| < 1 gilt fiir n,m > N;. Dies folgt aus der
Definition von Cauchy-Folge, wenn man € = 1 nimmt. Als néchstes setzen wir

M = max{|zo| , [x1], [za], . [em [ s [2ma | + 1}

Weil hier endlich viele Zahlen stehen, ist M € R wohldefiniert. Fiir n € {0,..., N1} gilt
dann direkt, dass |x,| < M, und fiir n > Ny + 1 folgt

|[Z| = |20 — N1 + TNy 1] S 2 — 2| + 2| <1+ oy ] < M.
Das heifit, dass |z,,| < M fiir alle n € N, und bedeutet, dass die Folge durch M beschrankt

1st. [ ]

Lemma 5.6 Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wenn die Folge {z,} -, unbeschrinkt ist, dann gibt es entweder eine Teilfolge
{xn, }re, mit x,, 1 co oder mit x,, | co und wir sind fertig. Wir diirfen also annehmen,
dass {x,}, -, beschrénkt ist. Dann gibt es M € N mit |z,| < M fiir alle n € N und
existiert das Supremum fiir jede Teilfolge. Der Begriff Supremum findet man in Definition
2. 1ol

Sei {2}, oy nUN eine beschrénkte Folge in R. Dann gilt eine dieser beiden Aussagen:

e Vk € N dn € N mit n > k: z, > sup {x,,; m > n}, oder die Verneinung

e Jk € NVn € Nmit n > k: z, <sup{x,;m>n}.

Eine Skizze zu der ersten Aussage findet man in Abbildung [5.1] Die erste Aussage

o

Abbildung 5.1: In grau eine Folge {x,},cy; in rot eine fallende Teilfolge {z,, }, .y derart,

dass fiir alle £ > 0 und n > ny, gilt z,, > x,.

bedeutet, dass es eine fallende Teilfolge gibt. Namlich fiir £ = 0 existiert ng > 0 mit
Ty > sup {xm;m > no}.

Fir &k = ng + 1 existiert ny > ng + 1 mit
T, > sup{x,;m >ng}

und weil ny > ng gilt x,, > z,,.
Fir £ = ny + 1 existiert ny > ny + 1 mit

Ty > SUP {Xp;m > not

und weil ny > ny gilt z,,, > 2,,. Und so weiter. Dies liefert eine fallende Teilfolge {y, }, o
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Wenn die erste Aussage nicht gilt, dann, als Verneinung dieser Aussage, ist die zweite
Aussage wahr. Diese Aussage liefert uns eine Zahl k € N derart, dass

xp < sup{zm;m > k}.
Setze ny = k. Dann gibt es einen ny > ng mit z,,, < x,,. Weil n; > k gilt
Tp, < sSup{zm;m >ni},
und es gibt einen ny > n; mit z,, < z,,. Weil ny > k gilt
Tp, < SUP{Zp;m > na}t,
und es gibt einen ng > ny mit x,, < z,,. Und so weiter. Diese Teilfolge {z, },y ist

monoton wachsend. ]

Eine Cauchy-Folge hat also eine beschrankte monotone Teilfolge {y, }, .. Fiir diese
Teilfolge gibt es x € R mit x,, T =, wenn sie wachsend ist, oder —z,, 1 —x, wenn sie
fallend ist.

Lemma 5.7 Sei {xn}neN eine reelle Folge mit x, T © € R oder —x, T —x € R. Dann gilt
lim z,, = z.
n—oo

Bemerkung 5.7.1 Man schreibt statt lim x, =y manchmal auch x, — y fiir n — oo.
n—oo

Beweis. Wir zeigen dies fiir z, T« € R; —z, T —z € R ist dhnlich. Weil x die kleinste
obere Schranke fiir {z,},y ist, ist # — e mit € > 0 keine obere Schranke. Das bedeutet,
es gibt ein N € N mit xy > x — e. Weil die Folge wachsend ist und nach oben durch =
beschrankt ist, gilt

T—e <IN SIN41 S TNy S0 ST

und fiir n > N gilt |z, — 2| < e. u

Lemma 5.8 Sei {,},.y eine reelle Cauchy-Folge mit einer nach x konvergenten Teil-
folge. Dann konvergiert {x,}, .y nach x.

Beweis. Weil {z,}, . eine Cauchy-Folge ist, gibt es fiir ¢ > 0 eine Zahl NY e N derart,
dass
n,m > NE(I) = |z, —zn| <e.

Fiir die konvergente Teilfolge {wy, },,cy gilt
n>N? = |z, —z|<e.
Nehmen wir N, = max <N€(};, NS;), so folgt fiir n > N,, dass
0 — 2| < |20 — Tpy, | + |Thny — 7| <le+ile=e

Den ersten Term kann man abschétzen, weil n > Ns(/lg und ky.41 > No+1 > NE(;%; den

zweiten Term, weil kny.41 > No +1 > Ng(/z; [ |

Beweis Theorem [5.4f Cauchy = konvergent. Lemma [5.5] zeigt, dass die Cauchy-
Folge beschrinkt ist, und Lemma [5.6] dass Sie eine monotone beschrinkte Teilfolge hat.
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Diese Teilfolge hat nach Lemma/5.7] einen Limes x und durch Lemma [5.8 konvergiert dann
auch die Cauchy-Folge nach z. [

Theorem kann man auch fiir Folgen in C beweisen. Weil es in C keine verniinftige
Ordnung gibt, kann man den letzten Beweis jedoch nicht direkt wiederholen. Stattdessen
bemerkt man, dass man die Realteile und Imaginérteile einer Folge in C als zwei Folgen
in R betrachten kann.

Korollar 5.9
e Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent in C.
e Jede konvergente Folge in C ist eine Cauchy-Folge in C.
Beweis. Man braucht eigentlich nur zu bemerken, dass
|z| <|Rez|+ |Imz| und |Rez| < |z und |Imz| < |z|.
Mit Hilfe dieser Ungleichungen zeigt man:

{Re z,},cy ist Cauchy in R
{Im 2, },cy ist Cauchy in R

)

{Re zp},,cy ist konvergent in R

{#n},en ist Cauchy in C & {

z ist konvergent in C &
{entnen & { {Im 2, },, o ist konvergent in R

2d

Fiir n > N, liegen die (komplexen) a,
innerhalb einer e-Entfernung von dem
| Limes. Der Limes wird durch einen ro-
® - ten Punkt dargestellt und das Innere
des Kreises ist eine e-Umgebung dieses
Limes.
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5.1.3 Rechenregeln

Wir bringen hier die wichtigsten Rechenregeln fiir den Limes.

Lemma 5.10 Seien {a,} -, und {b,} ~, konvergente Folgen in R (oder C) und ¢ € R
(oder C). Dann gilt:

1. lim ca, = ¢ lim a, ;
n—oo n—oo

2. lim (a, +b,) = lim a, + lim b, ;

n—oo n—oo n—0o0

3. lim (a,b,) = lim a, lim b, ;

a lim a,
. n — .
4. lim — = “>— wenn lim b, #0 ;
n—oo b, lim b, n—00
n—oo
5. lim |a,| = |lim a,] ;

6. lim Re(a,) = Re ( lim an> und lim Im (a,) = Im ( lim an>.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Bemerkung 5.10.1 Zu 4 soll man folgendes bemerken: Wenn lim b, # 0, dann gibt es

n—o0

N derart, dass fiirn > N folgt b, # 0. Fiir diese n ist a, /b, wohldefiniert.

Bemerkung 5.10.2 Wenn man lim Arg(a,) und Arg <lim an> vergleicht, findet man
n—00 n—00

nicht immer den gleichen Grenzwert. Betrachte a, =1 — %

) 1
lim Arg (1 — i) = lim (27r — arctan (— ) =2,
n—00 n n—00 n

Arg (7111320 (1 - %)) — Arg (1) = 0.

Bemerkung 5.10.3 Man kann auch reelle Folgen wie {n} ~, betrachten. Fir eine solche

Folge mdchte man lim a,, = oo schreiben. Das heifit dann, der Limes existiert nicht (oder
n—oo

existiert nur im uneigentlichen Sinne), und es gibt fir jedes M € N eine Zahl Ny € N,
so dass a, > M wennn > Ny;.

Ahnlich kann man lim a, = —oo definieren. Die Rechenregeln, die hier oben stehen,
n—oo

gelten im allgemeinen nicht. Es gilt jedoch:

1. Wenn lim a, = oo und ¢ > 0, dann lim ca, = 0.
n—oo n—oo

2. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a, + b,) = co.
n—oo n—oo n—o0

3. Wenn lim a, = oo und lim b, = ¢ € R, dann lim (a, + b,) = oc.
n—oo n—oo n—o0

4. Wenn lim a, = oo und lim b, = oo, dann lim (a,b,) = cc.

5. Wenn lim a,, = oo und lim b, = ¢ € Rt dann lim (a,b,) = oo.
n—oo n—oo n—oo
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Einen Beweis dieser Behauptungen diirfen Sie sich selber ausdenken.

Ubrigens, wenn lim a,, = oo und lim b, = —oo, dann kann man so allgemein nichts
n—oo n—oo
sagen zu lim (a, +b,). Auch aus lim a, = oo und lim b, = 0 kann man noch nichts
n—oo n—oo n—oo

folgern fiir lim (a,b,).
n—oo

Beweis von Lemma [5.10. Nennen wir a = lim a,, und b = lim b,,.
n—oo n—oo

1. Sei ¢ > 0. Dann gibt es N./q4) € N, so dass |a, —a| < ¢/(1+|c|) fir n >
Ne/(1+|c|)- Es fOlgt, dass fir n > NE/(1+|C|)

ca, —cal=|c|la, —a|l < |c| ————= < ¢

Man konnte sich fragen, warum wir €/(1+|c|) statt £/|c| verwenden. Eigentlich sollte €/|c|
doch reichen? Jein! Fiir ¢ # 0 klappt es, aber den Fall ¢ = 0 miissen wir dann getrennt
behandeln, weil da €/|c| nicht definiert ist.

2. Sei € > 0. Dann miissen wir zeigen, dass es N, € N gibt, so dass gilt
|(an + by) — (a+b)| < e fiir n > N..

Weil lim a, = a gilt, gibt es N, € N, so dass [a, — a| < &/2 fiir n > N¢),. Ebenso gibt

n—o0

es N? 2o € N, so dass |b, — b < /2 fiirn > N? 2jo- Setzen wir N, = max (Ne/z, NE/2> dann
folgt fiir n > N.:

[(an +b,) — (a+b)| < |an —al +|b, —b] < 3e + 3e=¢.
3. Sei € > 0. Setze g1 = 2|b|+25 und €9 = min <2| 736 1) Es gibt N? € N so, dass
|a, —a| < e fiir n > N2 und N2 € N so, dass [b, — b < &5 fiir n > N? . Fiirn > N, =
max (N2, N2 ) haben wir |b, — b| < g5 < 1, also auch |b,| < [b, — b + [b| < |b] + 1, und

£1)

|(anby) — (ab)| = |anb, — ab,, + ab, — ab| < |a,b, — ab,| + |ab, — ab| =
<l|an — al[ba| + |a |bn, — b] <
<o) + 1) |ap, — a|] + |a] |b, — V] <

3
<(|o] +1 +la] ———— <
(1o )2|b|+ |‘2||+2_
<ie+ic=e.
4. Sei e > 0. Nehmen Wi 1 = min (3 [ £,1) und €5 = min <}1 ESES |b|> Dann gibt

es N&, N2 € Nso, dass |a, — a| < e fiir n > N2 und |b, — b| < &, fiir n > NZ,. Also gilt

g1’

auch |a,| S la, — a|+|a| < 1+ |al fiir n > N2 und |b| > 0] — |0 — bn| > | —%|b| = % |b]

IFrage: Wieso diese eigenartigen e; und £5? Antwort: Weil es damit klappt. Frage: Wieso klappt
es denn mit diesen Zahlen? Antwort: Weil man erst das Ende berechnet und dann im Riickwértsgang
anschaut, was man dazu braucht.
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fiir n > N? . Damit zeigt sich, dass fiir n > N, := max (N2, N2 ) gilt

g1

a, a an Qn Ap G an, Qn a, a
ML [ e LT L n_n A
b, b by, b b b| — | b, b b bl —
|an] 1
< ———|b=by| + = |a, —a| <
0] |b,1] 0]
la] +1 1
< —by| + = an, —a|] <
3 [of* 0]
1 1
<\a!—|— €2+—€1§%6+%€:€.

b 10l

1

2
5. Weil die Dreiecksungleichung impliziert, dass

—lan —a| < an| —|a| < |an —al,

gilt, folgt ||a,| — |a|| < |a, —a| und wir kénnen zu jedem ¢ > 0 fiir die Folge {|a,|} -,
das N fiir {a,}, -, wihlen.

6. Weil |Rea,, — Rea| < |a, — a folgt die letzte Aussage auf dhnliche Art. |

5.1.4 Das EinschlieBungslemma.

Lemma 5.11 (EinschlieBungslemma) Wenn {a,} ., {bn}, ., und {c,} -, drei reelle
Folgen sind, wober

lim a, =¢= lim ¢, und Yn € N: a, <b, <c,,
n—0o0 n—oo

dann gilt lim b, = ¢.

n—oo

Bemerkung 5.11.1 Das Lemma ist auch bekannt als das Lemma der Rduber und Gen-
darmen. Auf Englisch heift es das Sandwichlemma.

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es N*, N¢ € N, so dass |a, — (| < ¢ fir n > N und
le, — ] < e fiir n > N¢. Fiir n > max (N2, NY) gilt

by —L>a,—0>—|a,— | >—cund b, — (< ¢, — < |c, —{] <¢,

also |b, — €| < ¢ fiir n > N? := max (N2, N¢). u

Beispiel 5.5. Wir wollen lim,,_, n?2™" bestimmen.
Wir setzen a,, = n?2™", bemerken a,, > 0 und betrachten a,1/a,. Es gilt
app1  (n4+1)7270+0 ( 1)2 1

1+ =
n

2

ay, n22—n

und fiir n > 10 folgt

112
ntl —— = 0.605 < 0.7,

anp

also a,.+1 < 0.7 a,. Daraus folgt, dass fiir n > 10 gilt

0 < anp, < (0.7)”710 aio-
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Weil lim 0 =0 = lim (0.7)”710 ayp gilt, folgt mit dem Einschliefungslemma, dass
n—oo n—oo

lim n?2™" = 0.

n—oo

Dies wire ein Fall von: ,, Potenzen gewinnen von Polynomen”. Bei Lemma bewei-
sen wir allgemein, dass

k
fir k € NT und s > 1 gilt limn—n:O.

n—oo §

Eine Beweisidee fiir diese Behauptung findet man schon, wenn man das letzte Beispiel
betrachtet.

Lemma 5.12 Finige sonstige Standardgrenzwerte.

n

e Sei s € R. Dann gilt lim .

n—oo N

|
e [s gilt lim n_n = 0.

n—oo M

Beweis. Fiir die erste Behauptung fixiert man N > |s| und bemerkt, dass fiir alle n > N
folgendes gilt:

n N NN N N N NN N NNtlq
< — < — < —1...1—= —.
—nl T NIN+1 n—1n — NI n N! n

n!

0<

Fiir die zweite Behauptung bemerke man, dass fiir n > 1 folgt

nl nn—-1 21 1
0<—=— == <=
n" n n nn _n
Das EinschlieBungslemma liefert das Ergebnis. ]

5.2 Analytische Fundamente

5.2.1 Maximum, Minimum, Supremum und Infimum

Notation 5.13 Man definiert fiir a,b € R das Mazximum beziehungsweise das Minimum
wie folgt

| b fallsa <D, ) | a fallsa <0,
max (a, b) := { o falls a > b, und min (a,b) := { b fallsa > b, (5.5)

Fiir mehr als zwei Termen wird Maximum und Minimum wie folgt definiert:
Definition 5.14 Sei A C R.

1. Wenn es a € A gibt mit x < a fir alle x € A, dann heifit a das Mazxzimum von A.

2. Wenn es a € A gibt mit x > a fiir alle x € A, dann heifit a das Minimum von A.
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Bemerkung 5.14.1 Fir endlich viele Terme, das heiffit A = {aq,...,a,}, kann man das
Mazimum (und auch das Minimum) iterativ definieren. Fir zwei Terme nimmt man
und man setzt anschlieffend fiir n > 2:

max (aq, . .., Gy, Apyq) = max (max (ag, ..., a,), Api1) -
Wenn A mehr als endlich viele Elemente hat, hat man nicht unbedingt ein Maximum.

e Zum Beispiel hat A = {Z—E, n e N} kein Maximum, denn Z—E < 1 und kleiner als

1 kann ein Maximum nicht sein, denn fiir jede Zahl a < 1 gibt es ein n € N mit

n+1
n+2 > a.

e Auch B = {sin (n);n € N} hat kein Maximum. Wenn B ein Maximum hétte, dann
wire 7 eine rationale Zahl.

e Die Menge C' = {cos (n) ;n € N} hat jedoch ein Maximum, denn cos (n) < cos (0) =
1.

Das Maximum einer Menge muss in der Menge liegen. Allgemeiner ist der folgende
Begriftf Supremum. Das Supremum hatten wir iibrigens schon definiert fiir beschréinkte
Mengen in R auf Seite [21]

Definition 5.15 Sei A C R.

1. Das Supremum von A ist definiert durch
sup A = die kleinste obere Schranke fiir A.

Wenn A nicht nach oben beschrinkt ist, dann setzt man sup A = oo (also sup A
existiert nicht als eine reelle Zahl und nur, wie man sagt, im uneigentlichen Sinne).
Wenn A =0, dann setzt man sup A = —oo (auch hier keine reelle Zahl).

2. Das Infimum von A ist definiert durch

inf A = die grifite untere Schranke fiir A

und ahnlich wie oben wird oo und —oo verwendet.

Setzt man —A := {—z;z € A}, so gilt inf A = —sup(—A).

Beispiel 5.6. Fiir A= {zr € Q; 2% < 2} gilt sup A = v/2 und inf A = —/2.
Fir B = {%, n € N*} gilt sup B =1 und inf B = 0.

Bemerkung 5.15.1 Wenn also A ein Maximum hat, dann gilt sup A = max A. Eine be-
schrinkte Menge hat nicht unbedingt ein Mazimum. Die Vollstdndigkeit von R impliziert,
dass jede beschrinkte Menge in R ein Supremum und ein Infimum in R hat.

Bemerkung 5.15.2 Ubrigens heifit eine Menge A C C (oder R) beschrinkt, wenn es
R € RT gibt, so dass fiir alle a € A gilt |a|] < R.
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5.2.2 Limes Superior und Limes Inferior
Definition 5.16 Sei {a,},., eine reelle Folge.

1. Der Limes Superior von {a,} -, ist definiert durch

limsupa, = lim (sup ak> .

n—00 n—=00 \ k>n

2. Der Limes Inferior von {a,},_, ist definiert durch

liminf a,, = lim (inf ak> )

n— 00 n—oo \ k>n

Bemerkung 5.16.1 Wenn {a,}, ., nicht nach oben beschrinkt ist, sagt man

limsupa, = oo
n—oo

im uneigentlichen Sinne. Das heifit, limsup a,, existiert nicht als Zahl. Ahnliches kann

n—oo
man beim Limes Inferior finden.
Beispiel 5.7. Betrachte die Folge {(—1)" 22 en: Setzt man
a4+ 2

ap = (—1) und b,, = sup ay,

n + k>n

dann werden die Terme wie folgt aufgelistet:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
_3 | 4 _5 1|6 _7 18 _9 | 10
an || 2 2 |3 1|5 6 | 7 8|9
4 4 6 6 8 8 10 10
bn 2 3 3 5 5 7 7 9 9
Es folgt, dass
; it fiir n gerade,
On, = n—1+42 o
w131 Lur n ungerade,
oy o +2 iy n—142 -
und weil lim 22 = 1 = lim 2=2 oilt, folgt
o ML S ST stit, 1ol

limsupa, = lim b, = 1.
n—o00 n—o0

Lemma 5.17 Sei {a,} -, eine beschrinkte reelle Folge. Dann existiert limsup a,, in R.
n—oo

Beweis. Weil auch {a,}, , beschrénkt ist, existiert supys,, a in R. Weil

sup ax < sup ag
k>n+1 k>n

ist {bn},~, mit b, = sup;,, a eine fallende beschrénkte Folge. Eine fallende beschrénkte
reelle Folge hat einen Grenzwert in R: b = lim,,_,, b,, existiert. [
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(—1)"n

Beispiel 5.8. Fiir {a,},_, mit a, = 7" gilt
limsupa, =1 und liminfa, = —1.
n—oo

n—o0
Wir kénnen vermuten, dass auch fir {b,} -, mit b, = Re <(g + %6) 2”) gilt

limsupb, =1 und liminfb, = —1.
Nn—00 n—o0

Dies zu beweisen ist jedoch nicht so einfach.

Hier steht eine Skizze von {(n,b,);n € N}:

S e Lt e e, 4 L e 0, ee |° e, [, e * %, 4t % e ? ,lee P ee  t 0, el 0, . ° ee *

. . .
20 40 60 80 100 120 140

Die Notation verfiihrt dazu, mit dem Limes Superior und dem Limes Inferior zu rech-
nen wie mit dem Limes. Leider ist eine solche Annahme falsch. Einige Regeln, die gelten,
stehen im folgenden Lemma:

Lemma 5.18 Wenn {a,},., und {b,},_, reelle Folgen sind mit limsup a,,, limsup b,

n—o0 n—oo

liminf b, € R, dann gilt:

n—o0

1. limsup (a, + b,) < limsupa,, + limsup b, ;

n—o0 n—oo n—oo

2. limsup (a, + b,) > limsup a,, + liminf b,
n—0o0

n—oo n—oo
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus
sup (ag + bg) < sup (ak + sup bg> = sup ay, + sup by
k>n k>n >n k>n >n
und Limesrechnung;:
lim (sup ay, + sup bg) = lim supax + lim sup by;
n—oo an ZZn n—,oo kZTL n—,oo ZZTZ
die zweite aus

sup (ax + bg) > sup (ak + inf bg> = sup ay, + inf by
k>n k>n >n k>n 2>n

und eine dhnliche Limesrechnung. [ ]

Beispiel 5.9. Die Ungleichungen in Lemma konnen strikt sein. Betrachte die Folge
{a,},, definiert durch a,, = ((=1)" — 1)nund b, = ((—=1)""" — 1) n. Die ersten Termen
sind wie folgt:

a,: 0, =2, 0, -6, 0, -—=10, 0, —14, O,

b,: 0, 0, -4, 0, -8 0, -—-12, 0, -16,

anp+b,: 0, =2, —4, —6, -8, —10, —12, —14, —16,
Dann hat man
—oo = limsup (a, + b,) < limsup a,, + limsupb, =0+ 0 = 0.
n—00 n— 00 n—00

Ein Beispiel, bei dem die zweite Ungleichung strikt ist, darf man selber basteln.
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5.2.3 Haufungswert und Bolzano-Weierstrass

Definition 5.19 Sei {a,} -, eine Folge. Dann heifit h € R (oder C) Hdufungswert
fiir diese Folge, wenn es eine Teilfolge {an, } o, gibt mit klim ap, = h.
—00

Statt Haufungswert sagt man auch Haufungspunkt.

Theorem 5.20 (Bolzano-Weierstrass)
Jede beschrinkte Folge in R (in C) hat einen Hdaufungswert in R (in C).

=0T

Abbildung 5.2: Skizze zu den Elementen einer komplexen Folge beschrankt durch M = 8
und wie man einen Hiufungspunkt findet.

Beweis. Sei also {a, },_, eine beschrénkte komplexe Folge. Dann gibt es M € R* so, dass
la,| < M fiir alle n € N und also auch |Rea,| < M und |[Ima,| < M. Wenn unendlich
viele Zahlen {a,} in dem Quadrat

Qo=[-M,M+i[-M,M]={2€C; —M <Rez<Mund — M <Imz< M}

liegen, dann liegen auch unendlich viele Zahlen {a,} in einem der vier Teilquadrate mit
halb so grofen Léngen. Nenne dieses Teilquadrat, das auch unendlich viele Zahlen {a,}
enthélt, (). Es konnte zum Beispiel Q1 = [0, M| + i [— M, 0] sein. Wir wiederholen diese
Aufteilung und finden eine Folge von Quadraten:

QoDODQQ1DQ2DQ3D ... .

Nehme a,, = ap € Qp. Dann gibt es a,, € @; mit n; > 0, a,, € Q2 mit ny > ny,
any, € Q3 mit ng > ny usw. Wir bekommen eine Teilfolge {a,, },-, mit a,, € Q). Weil
Unyy Oy € Quin(k,e) gilt, hat man

min(k,¢)
oy =l < R, = 0]+ (o e < 007 (3)
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So ist die Folge {a,, },-, eine Cauchy-Folge, und Cauchy-Folgen in C sind konvergent.
Der Limes, der zu dieser Folge {an, },-, gehort, ist ein Haufungswert fir {a,}, . n

Ubrigens hétte man auch Lemma benutzen kénnen: Die Folge {Re (ay)} -, ist
beschrénkt und hat also eine monotone Teilfolge {Re (an, )}, Die Folge {Im (a,, )} 5, ist
beschréinkt und hat eine monotone Teilfolge {Im(a,,,)}72,. Wegen Lemma 5.7 konvergiert
{Im(an,,)}?2y in R und auch {Re(ay,, )}, als Teilfolge einer konvergenten Folge in R.
Dann konvergiert {a,,, }72, in C.

Beispiel 5.10. Die Folge {(% + %7\/3) ”} hat 6 Haufungspunkte, ndmlich
neN

1 1 1 1 1 1 1 1
1,1, =+ =ivV3,—= 4+ =ivV3, = — =ivV3, —= — =i :
{ ,—1, =+ =iV 3, 5 + 22\/32 22 3, 5 22\/3}

2 2
||
Beispiel 5.11. Die Folge {Cos (7m + %) }neN hat als Haufungspunkte {—1,1}.
||
Beispiel 5.12. Die Folge {cos (Bn + ;11) }neN hat als Haufungspunkte
1,1 ={reR; -1 <x<1}.
Dies zu beweisen ist jedoch nicht einfach.
||

Lemma 5.21 Sei {a,} -, eine reelle Folge. Dann ist limsup a,,, wenn er existiert in R,
n—oo
der grofste Haufungswert und liminf a,,, wenn er existiert in R, der kleinste Haufungswert
n—oo

von {an},— .

Beweis. Selber machen. ]
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Spezielle Funktionen und
Grenzwerte

6.1 Funktionen

Funktionen oder Abbildungen sind wir schon mehrere Male begegnet. In Abschitt
hat man eine Funktion wie folgt definiert:

Definition 6.1 FEine Funktion f : A — B st eine Vorschrift, die auf eindeutige Weise
zu jedem Element a € A ein Element b € B zuordnet.

Auch Eigenschaften einer Funktion wie Surjektivitdat und Injektivitat wurden definiert.

Notation 6.2 Sei f : A — B eine Funktion. Man nennt
1. die Menge A den Definitionsbereich;

2. die Menge B den Wertebereich;

3. die Menge f(A) = {f(a) € B;Ja € A}
die Wertemenge;

4. die folgende Teilmenge von A X B:

Graph(f) = {(a, f(a)) sa € A}, .

den Graph der Funktion.

Bemerkung 6.2.1 Wenn man f(x) = x? als Funktion betrachten mdchte, dann reicht
diese Vorschrift nicht. Man muss auch noch den Definitionsbereich angeben. Einige Bei-
spiele:

1. Die Funktion f: R — Ry mit f(z) = 2? ist surjektiv aber nicht injektiv.
2. Die Funktion f :Rf — R mit f(x) = 22 ist nicht surjektiv aber injektiv.

3. Die Funktion f : R — RS mit f(z) = 2? ist surjektiv und injektiv, also auch
bijektiv.

4. Die Funktion f :7Z — N mit f(z) = x? ist nicht surjektiv und nicht injektiv.

61
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NB R = (0,00) und R = [0, 00).

Bemerkung 6.2.2 Manchmal wird statt B auch f(A) als Wertebereich gehandelt und
man nennt f(A) das Bild von A.

6.2 Nochmals Polynome

Ein Polynom
p(x) = aa™ + 12" Pt a, 0" 24+ ajx + ag (6.1)

kann man betrachten als Funktion von R nach R oder von C nach C. Es ist sogar méglich
p als Funktion auf die Menge der k£ x k-Matrizen zu betrachten.

Lemma 6.3 Sei p ein Polynom von Grad n > 1.

1. Dann ist p: C — C surjektiv.

2. p: C — C ist injektiv, dann und nur dann, wenn n = 1.

Bemerkung 6.3.1 Fir p: R — R kann man eine solche Aussage nicht machen. Zum
Beispiel p(x) = x? als Funktion von R nach R ist nicht surjektiv. Und p(x) = z*, als
Funktion von R nach R, ist injektiv und hat Grad 3.

Beweis. 1. Sei w € C und betrachte p(z) — w = 0. Dann ist p(z) — w auch ein Polynom
von Grad n und der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass er eine Nullstelle in C hat.
Anders gesagt, es gibt z € C mit p(z) = w.

2. («=) Wenn p von Grad 1 ist, also p(z) = a1z + ap mit a; # 0, dann ist a;2 +ap = w
fiir jede w € C eindeutig losbar.

2. (=) Sei p ein Polynom von Grad n > 1. Als Folgerung dieses Fundamentalsatzes
gibt es z1,...,z, € C so, dass

p(z)=an(z—21)(z2—29) ... (2 — 2n) .
Wenn nicht alle z; gleich sind, dann hat p zwei verschiedene Nullstellen, das heifit p(z;) =
p(z;) = 0 fiir 2; # z; und p ist nicht injektiv. Wenn alle z; gleich sind, dann gilt
p(z) =a, (z — z1)".

Fiir dieses Polynom hat p(z) = a, zum Beispiel genau n unterschiedliche Losungen,
namlich
z = 2 + cos(£2m) + isin(£2m))

mit k € {0,...,n — 1}, und p ist wiederum nicht injektiv. [ |

Lemma 6.4 Angenommen, zg, 21, ..., 2, € C sind alle verschieden. Schreiben wir Poly-

nome wie in , dann gilt folgendes:

1. FEs gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit a,, = 1, das z1, 23, . . ., 2z, als Nullstellen
hat.
2. Es gibt genau ein Polynom n-ten Grades mit p(zy) = 1, das 21, 29, ..., z, als Null-

stellen hat.
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In beiden Fillen qilt: Wenn zg, 21, . .., 2z, € R, dann hat man ag, ay,...,a, € R.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass wenn p die Nullstelle z; hat, es ein Polynom ¢ von
Grad n — 1 gibt so, dass p(z) = (2 — 21) ¢(2). Man hat auch q(z;) = p(z)/(zi —21) = 0
fiir « > 1. Eine wiederholte Anwendung ergibt, dass
p(z)=(z—21)...(2 — 2)q (6.2)
mit ¢ € C\ {0}.
1. Weil ¢ = a,, gilt und a,, = 1 gelten soll, hat man
p(z)=(z—21)...(2— z,) . (6.3)
als einzige Moglichkeit.
2. Fiir pin (6.2)) gilt p(z9) = 1 genau dann, wenn (29 — 21) (20 — 22) ... (20 — 2n) ¢ = 1.
Die einzige Moglichkeit ist
(z—21) (z—22) ... (2 —2zp)
(ZO — Zl> (ZO — 22) c. (Z() — Zn)

Sowohl p in (/6.3]) als auch in (6.4) kann man wieder in der Form ([6.1]) schreiben. Man

p(z) = (6.4)

sieht sofort, dass zg,..., 2, € R impliziert, dass die Koeffizienten ay,...,a, von sowohl
(6.3]) als auch von (6.4)) reell sind. [

-1+

1 2 \\<1\)//ﬁ
5

Eine Skizze vom Graphen des Polynoms p von Grad 4 mit p(—1) = p(0) = p(5) = p(4) = 0 und p(1) = 1.

Korollar 6.5 Angenommen, 2g, z1, . .., z, sind n + 1 unterschiedliche, reelle (oder kom-
plexe) Zahlen. Fir die reellen (oder komplexen) Zahlen fo, f1,. .., fn gibt es ein Polynom
p mit hochstens Grad n so, dass p(z;) = f; firi=0,1,...,n

Beweis. Man nehme
n

Z( I1 Z:Z) (6.5)

0<j<n
JF#i
Bs folgt, dass p(z) = 3 (( TT 22 ) fi=( IT 22) fi= e .
i=0 \ 0<j<n 0<j<n
J#i ik

Bemerkung 6.5.1 Man nennt die Lagrangesche Interpolationsformel.

6.3 Rationale Funktionen

Definition 6.6 FEine rationale Funktion f besteht aus dem Quotienten zweier Poly-
nome, sagen wir p und q. Wenn q die Nullstellen zy, ...,z hat, dann heifit das:

f:C\{z,..., 2} = C und f(z):M (6.6)

q(z)
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Bemerkung 6.6.1

o . -2 Re z
Man darf davon ausgehen, dass p und q in keine 1oy .
gemeinsame Nullstelle haben. Denn wenn sie eine sol- 2

che hdtten, lieffe sich die Formel 2% vereinfachen. Zum
Beispiel:

A-2241 0 (21 21

-1 (241 (x2-1) 2+1

Wenn p und q keine gemeinsame Nullstelle haben, dann
nennt man eine Nullstelle von q einen Pol von f. Wenn
z = 2z, eine n-fache Nullstelle fiir q ist, heiffit z; ein n-
facher Pol von f. In der Nihe eines Pols ist eine ratio-
nale Funktion unbeschrinkt. Hier rechts steht eine Skizze
zum Graphen des reellen Teils von 22_1, das heifit, von

22+1
der Funktion f : C\ {i,—i} — R mit

f1(2) = Re (z2 — 1) .

2241

Wir werden uns als Néchstes befassen mit der Frage, -5
wie man eine rationale Funktion

p(2)
f(z) = —=. 6.7
) q(z) (6.7 2
1
so zerlegen kann, dass nur eine Summe einfacher Funk- e 0
tionen iibrig bleibt. -1 Imz

Proposition 6.7 (Partialbrucherlegung bei Polen erster Ordnung) Seienp und q
Polynome. Wir nehmen an, dass

qz)=(z—21)(z—29) ... (2 — 2x)

mit 21, ..., 2, € C alle verschieden.
Dann gibt es c; € C und ein Polynom p derart, dass man die rationale Funktion f in

, also

schreiben kann als

c c C
fo)=——+ 24—
Z—2 2 — 29 Z— 2k

+p(2).

Bemerkung 6.7.1 Wenn man eine Stammfunktion einer rationalen Funktion f finden
mdchte, dann ist es notwendig eine solche Zerleqgung zu haben.

Wenn ¢ mehrfache Nullstellen hat, wird das Ergebnis aufwendiger. Dieses Ergebnis
wird formuliert in der nédchsten Proposition.
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Proposition 6.8 (Allgemeine Partialbruchzerlegung) Seien p und g Polynome. Wir
nehmen an, dass

q2)=(z—20)" (z—20)" ... (z — z)™

mit z1,...,2, € C alle verschieden. Es gilt ny,...,n; € NT.
Dann gibt es ¢, ; € C und ein Polynom p derart, dass man die rationale Funktion f

m , also

schreiben kann als

C C Clng— Cin
f(Z): 1,1 + 1,2 5 4t 1ni—1 + 1,n1 = +

z—zn  (2—2z) (z—2)"" (z—2)
C21 C29 2,na—1 2,n9
+ + +-+ s T
z—2  (2—2z)° (z—2)"" (z— =)™
e e +
Ck,1 Ck,2 Ck,nj—1 Ck,ny, ~
+ + + -+ - +plz
Zz— 2 (Z . Zk;)2 (Z o Zk)nkfl (Z _ Zk) k p( )

Bemerkung 6.8.1 Sowohl fiir Proposition [6.7 als auch fir[6.8 hat man:

o Wenn Grad(p) > Grad(q) g¢ilt, dann folgt Grad(p) = Grad(p) — Grad(q).
o Wenn Grad(p) < Grad(q) gilt, dann folgt p = 0.

Bemerkung 6.8.2 Man nennt diesen Vorgang die Zerlegung in Partialbriiche und
das Ergebnis die Partialbruchzerlegung. Aus dieser neuen Darstellung folgt, dass es
zum Verstindnis einer rationalen Funktion reicht, das Verhalten von einzelnen Polen
zu studieren. Der Grund fir diesen Aufwand soll, wenn nicht jetzt, spdtestens bei der
Integration deutlich werden.

Beispiel 6.1. Bevor wir einen Beweis geben, erinnern wir nochmals an den Divisions-
algorithmus. Wir haben ihn benutzt, um Faktoren aus einem Polynom zu holen. Auch
bei der Abtrennung von Standardtermen aus einer rationalen Funktion wird er benutzt.
Als Beispiel:
3 |4

25+ 2%+t + 1

f(flf) = 4 2
x*— 224+ 1

(6.8)

1. Die Division liefert

ot —222+1 ) 2+ 2+t 41 \ #?+x+3
28 — 224 4 22
2?43zt — 22+ 1
=23+
3t +22% — 2 —x +1
3zt — 622 4 3
22% + 51?2 —x — 2

und also

4+ b+t 41 2L 434 203 + 512 —x — 2
- =z T -
xt — 2024+ 1 Tt — 222 + 1
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2.i. Bemerke, dass 2! — 222 4+ 1 = (z — 1) (2% + 2z + 1). Wir verfolgen mit

203 + 522 —x — 2 203 + 522 —x — 2

at=2224+1 (2 —1%(@2+2z+1)
(223 +522 —x—2)+ =1 (22 +2z+ 1)+ 1 (2 +2x + 1)

- (-1 (22 + 20+ 1) =)

Hier ist —1 so gewéhlt, dass ((22° 4+ 52> —x —2)+ =1 (2 4+2zx+1)) _ = 0, das
heifft, man berechnet ¢ derart, dass

0= (2x3+5m2—x—2)x:1+c(:p2—|—2m+1) 1:4+c4.

Demzufolge ist (223 + 52 — z — 2) —1 (2 4+ 2z + 1) ein Polynom mit z = 1 als Nullstelle.
Und weil 2 = 1 eine Nullstelle ist, kann man einen Faktor (z — 1) ausklammern in

(2x3—|—5m2—x—2)—1(1‘2—|—2x—|—1):2x3+4m2—3x—3.

Dazu benutzt man wiederum eine Division:

r—1 )/ 22%+42* -3z -3 \ 22?462 +3

2% — 202
62 — 3z — 3
622 — 6z
3r —3
3xr—3
0

Man findet 223 + 42% — 3x — 3 = (z — 1) (222 + 62 + 3) und geht wie folgt weiter:
(223 + 522 —x —2) — 1 (2® + 22 + 1) 1(z2 422+ 1)
(x) = 2 + 2 -
(x—1)" (22 422+ 1) (x—1)" (22 422+ 1)
(:1:—1)(2:62—1—6:6—1—3)_'_ 1 (22 +6x+3) N 1
(z—10°@2+22+1) (z—17° (@-1D@>+2r+1) (z-1)*

2.ii. Das gleiche tun wir mit

(222 + 62 + 3) (2074624 3) — 4 (® + 224+ 1) T@*+2c+1)
(x—1)(z24+22+1) (x —1)(x242x+1) (x —1) (22422 +1)
INE T TE N S T

(x—=1)(2?2+2x+1) x-1 :v2—|—2:v+1+9: 1
Es wurde benutzt, dass
(22" +6z+3) - L (2P +22+1) =3+ ia+1=(-32-1)(z-1).

2.1ii. Noch einmal dhnliches:
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3. Insgesamt bringt es uns zu

6+1 + 2t +1 24 a3y 1 L1 %
—222+1 (x—17° -1 (z+1) a‘+1

Rechts in (6.9)) steht die Partialbruchzerlegung von links, also von (6.8)).

Wenn man dieses Beispiel genau betrachtet, gibt es eigentlich nur einen wichtigen
Schritt.

Lemma 6.9 Seien p und q¢ Polynome mit Grad(p) < Grad(q) — 1 und so, dass p und q
keine gemeinsame Nullstelle haben. Sei z, eine m-fache Nullstelle von q, sagen wir

q(2) = (z = 21)" (),

dann gibt es ein Polynom p mit Grad(p) < Grad(q) — 2 und eine Zahl c € C so, dass

p(z) p(2) _ 13(2)_1 y_° (6.10)

q(z)  (z—20"q(z)  (z—2)"""g4z) (z—z)"

Beweis von Lemma 6.9, Weil G(z;) # 0, ist ¢ = fz% wohldefiniert und es ist folgendes

erlaubt:

p(z)  p() = EHA) + EHaA(z) () - Ea(e)
(z—2)"q(2) (z—2)" 4(2) T —a)"az)

Weil P(z) = p(z) — péiiq(z) ein Polynom mit z = z; als Nullstelle und von Grad(P) <

Grad(q) — 1 ist, gibt es ein Polynom p mit Grad(p) = Grad(P) — 1 so, dass

P(z) = (2 = 21) p(2).

Es folgt, mit ¢ wie oben, dass

LN O

(z=2)"q(2)  (z—2)""4(z) (z—2)"
u
Beweis von Theorem [6.8] Der erste Schritt wire, im Fall Grad(p) > Grad(g), durch

eine Division eine rationale Funktion zu bekommen mit dem Grad des Zahlers kleiner als
dem Grad des Nenners. Das liefert uns ein Polynom r und ein Polynom p; mit Grad(p;) <

Grad(q) — 1 derart, dass

1(Z) so, dass p; und ¢ keine gemeinsame Nullstelle

haben. Jetzt brauchen wir das Theorem nur fiir solche ’;1((;)) zu beweisen.

Das beweisen wir mit vollstdndiger Induktion nach dem Grad von gq.

1) Wenn Grad(q) = 1, dann gilt Grad(p;) = 0 und £°5 1 ) ) hat schon die gefragte Form.

2) Nehmen wir an, dieses Theorem stimmt fiir alle ¢ mlt Grad n. Wenn wir ein Polynom
q von Grad n + 1 haben, dann erlaubt uns Lemma [6.9] die Induktionsannahme zu nutzen,
denn (6.10) gibt uns eine rationale Funktion mit Grad n im Nenner. [
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Die oben durchgefiihrte Spaltung kann eine langwierige Sache sein, wenn man all diese
Schritte verfolgt. Weil man aber jetzt weifl, was zu erwarten ist, kann man schneller voran
kommen.

5

Beispiel 6.2. Nehmen wir ———————. Die erste Division 1a8t sich kaum kiirzen:
24 +222+1

z° 254+ 22842 223 + 2 223 + 2

A 49241 4492241 A42241 ° At2241

Dann muss man immer noch den Nenner faktorisieren:
A42241= (1) = (- (+0) = (- )" (+).

Wir kénnen jetzt aber verwenden, dass wir wissen, es gibt a, b, c,d € C, so dass

223 + 2 2234022+ 1240 a b c d
1 3 = 1 5 = — + -+ — + - (6.11)
A 422241 244222+ 1 (z — 1) z—1  (z+1) z+1
Die rechte Seite kann man zusammennehmen:
a . b . c . d B
(z—14)° z—i (24197 z+i
a(z+i)2+b(z+i)2(z—z')+c(z—i)2+d(2—i)2(z+i)7
(z— i) (2 41)°
(b+d) P+ (a+ib+c—id)2* 4 (2ia+b—2ic+d)z+ib—a—c—id (6.12)

(22 +1)°

Man muss nur noch ein lineares System von 4 Gleichungen 16sen, damit die Termen in
und passen:

2=>b+d,

0=a-+1ib+c—id,

1=2ia+b—2ic+d,

0=i—a—c—1d.

Es folgt a = }Li, b=1,c= —}Li und d = 1 und das Ergebnis lautet:

5

z i Lo, Ti 1
—_— = — [ R .
A4+ 222 41 (zf@')Q z—1 (z+z')2 z+1

o

6.4 Potenzen und Wurzeln

Potenzen mit ganzen Zahlen sind definiert durch

wennn € Nt : 2"=z.2.2.....2 fir z € C,
2
n Faktoren
wennn=0: 20=1 fir z € C,
wennn € Z7: 2" =L fir z € C\ {0} .

Die ersten Erweiterungen sind die Wurzelfunktionen:
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e Wenn n € N gerade ist, dann ist (y — y") : Rf — R{ bijektiv. Dann gibt es genau
eine Losung y € R} von z = y" fiir alle z € R{ := [0, 00).

e Wenn n € N ungerade ist, dann ist (y — y™) : R — R bijektiv. Dann gibt es genau
eine Losung y € R von x = y" fiir alle x € R.

Die Bijektivitit folgt aus der Tatsache, dass die Funktionen (y — y™) : R — R mit
n gerade und (y — 3") : R — R mit n ungerade, monoton wachsend, also injektiv, und
surjektiv sind. Also ist die néchste Definition erlaubt.

Definition 6.10 Die n-te Wurzel fiir n € N*:
1. Wenn n gerade ist, wird {/-: Ry — RS definiert durch

Ve=y< (y" =z undy >0).
2. Wenn n ungerade ist, wird /- : R — R definiert durch

Ve =y y" =2

6.4.1 Potenzen mit rationalen Koeffizienten

Was machen wir mit f(z) = 2™ fiir m € Z und n € N*? Fiir z > 0 gibt es kein Problem.

Definition 6.11 Sei ™ € Q mitn € N* und m € Z. Die Funktion (x > a:%) :RT — R*
wird definiert durch

zn = xm.
Auch fiir diese Definition muss man zeigen, dass sie korrekt ist. Jede rationale Zahl

hat ja mehrere Darstellungsmoglichkeiten: 2 = 4 = 2 —  Man kann jedoch sehen,

376 15
dass y; = z% mit k € N* und Yo = xn das gleiche Ergebnis liefern. Betrachten wir
b und /z™, dann folgt mit Definition dass sowohl

kn n\ k
Y = ( R ka> — "™ als auch yi" = (y3)" = ((\"/xm) ) = (2™)F = 2hm
gilt. Also hat man yi" = 4™ und weil (y — y*") : R — RT injektiv ist, folgt y1 = yo.

Bemerkung 6.11.1 Man wiirde denken, dies geht auch fiir negative Zahlen x, bis man
folgendes betrachtet:

A=Y= (1) = (1) = (=1)" = /(-1 = VI =1.

Um derartige Probleme zu vermeiden, definieren wir x — x™» nicht fir x < 0. Auch fiir
z € C\ [0,00) werden wir hier keine rationale Potenzen definieren.

wlu

Fiir positive x passt das alles wie man mochte und man kann wie ‘iiblich’ mit den
Koeffizienten verfahren:

Lemma 6.12 Seien z,y € R™ und p,q € Q. Dann gilt:
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1. 2PT9 = gPad;
2. Pl = (2P)?;
3. (zy)’ = aPyP.
Beweis. Wenn p und ¢ in Z liegen, dann folgen diese Ergebnisse aus einer wiederholten
Anwendung der Korpereigenschaften. Ubrig bleibt, es zu beweisen fiir Q\Z. Da verwenden

wir die Definition und, dass diese Gleichungen fiir ganze Zahlen gelten.
Wir setzen p = und ¢ = £ mit m,k € Z und n, ¢ € NT.

1. Die erste Behauptung:
(ZL‘p+q)nZ = (x:y;_i_/z)"@ = Iméwjekn>ne = ( n\[/xmé-i-kn)qw = xm€+kn7
¢ ¢
(mpxq)nf _ (x%yw (x%)n _ (”’_mmn> (4/—ka>" _ (xm)z (.’L’k)n _ xmé-i-kn’

also gilt (z7+9)" = (2729)™ und die Injektivitit von (z > ™) : Ry — Ry liefert
Pt = xPrd,

2. Die zweite Behauptung:
(qu)’nf _ (Iw>nf _ ( nt Cka)nf _ xmk’
’ ok nt , — ké n . . )
(a))" = ((:m)f) (@) =y = () = =

und die Injektivitét von (z — z) : R — R{ liefert a7 = (a7)".

3. Die dritte Behauptung:

((zy)")" = {f (@)™ = (@y)™ = a™y™ = Vo Yy = ()" ()" = (@"y")"

und die Injektivitdt von (x — ™) : R — Ry liefert (xy)? = aPyP.

6.5 Einige Standardfolgen und deren Grenzwerte

Lemma 6.13 FEinige Standardgrenzwerte:

1
1. lim — =0 firqe QT;

n—oo N4

2. lim {/x =1 fir x € RT;
n—oo

3. lim C/ﬁ =1,
n—oo

4. lim n™2z" =0 firm € N und z € C mit |z| < 1;

n—o0

5. 1m (1+1)" =e.

n—oo
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Definition 6.14 Die FEntierfunktion wird auch
Gaufsklammer oder Ganzzahlfunktion genannt:

[-] : R—=R, ’ T
[z] = max{n € Z;n<zx}. . -
Manchmal wird auch |-] geschrieben. > ; i

Eine Skizze zum Graphen der Entier-
funktion findet man rechts.

Bemerkung 6.14.1 FEs folgt, dass
[z] <o < [z]+1 fir alle x € R.
Beweis von Lemma Sei € > 0.
1. Man nehme N, = [6_1/‘1] + 1:

e AR (U FRIREICEO R

2. Man nehme N, = [zT_l] + 1. Die Bernoullische Ungleichung besagt, dass
(14+y)" >1+ny firy > —1.
Nimmt man y = IT_l, dann findet man (1 + wT_l)n > x und daraus folgt

xr —

1
1+ > {/x.

n

Fiir x > 1 gilt also
r—1

|[Ve—1|=z-1<

Wenn wir also N = [%1} + 1 nehmen, folgt fiir n > N, dass

rz—1 -
(=] +1

{C/E—l‘§$_1< €.
n

Fiir 0 < z < 1 benutzen wir, dass z=' > 1, dass lim vz~! =1 und

n—oo

1
lim r = ——.
n—00 Ve lim va~!
n—oo
3. Neben der Bernoullischen Ungleichung hat man auch fiir n > 2 und y > 0 mit der
Binomialformel, dass

n n n nin—1
(14+y)" >1+ <l)y+ <2)y221+¥yz‘
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Nimmt man y = {/n — 1, so folgt

n—1)

nel= (14 (-1 -1 ™ — (Vn-1)".

Vereinfachen gibt

und weil {/n > 1, bekommt man
2
{L/ﬁ —1< \/j
n

1
1<Yn<1+vV2 —
n2

Weil

folgt das Ergebnis aus Lemma [5.10] Lemma |6.13/1, und das Einschliefungslemma.

. Wenn m = 0, hat man mit der Bernoullischen Ungleichung

2| = ! < L <l
(T D) T 1k (T 1) T

1 1|z
o1 ni-fl

(6.13)

Weil lim 2L =0, gilt auch lim |z|" = 0.

n—oo " 1—z] n— 00

Wenn m > 1, hat man

mn

| =

v L] < ‘(1+\/§> 2|

Weil |z] < 1 gilt, und weil lim (1 + \/%) =1,gibtes N e Nund 0 < 6 < 1, so

n—oo

(oo )

dass

<4.

Wie in (/6.13]) hat man
1 1 1 1 6
7 < — < - - )
(L+(0"=1)" " 14n('=1) “n(@'-1) nl-0

1 0 \" 0 \" 1
mn<mn: nm< < —
=" < 0 (6") _nm<1—9> _(1—9) n’

folgt lim n™z" = 0.
n—oo

0" =

und mit

. Dass dieser Limes existiert, wurde schon auf Seite [15| gezeigt. Die Zahl e wurde als

solches definiert. ]
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6.

6 Wie man ohne Taschenrechner zum Beispiel /5
approximieren kann.

Algorithmus 6.1 [Zum Berechnen von {/w]
Sei m € N\{0,1} und w € R*. Wir definieren iterativ:

ag=w+ 1,

1
fir n € N: Apt1 = (]___) ay + w (614)
m m

m—1"
an,

Lemma 6.15 (Approximation einer Wurzel) Sei m € N\ {0,1}, w € R" und die
Folge {a,},, definiert wie in (6.14). Dann gilt lim a, = Yw.
n—oo

Bemerkung 6.15.1 Auf diese Art haben wir eine Mdoglichkeit gefunden, durch eine ra-
tionale Funktion eine Wurzel /w zu approximieren. Ein Taschenrechner oder Computer
macht genau dasselbe. Mehr als wiederholtes Addieren und Subtrahieren schafft er leider
auch nicht und sogar wenn der Verkiufer Ihnen erzihlt hat, dass das Gerdt /5 exakt
berechnen kann, dann stimmt das leider nicht. Der Taschenrechner approximiert auch
nur mit so einer algebraischen Funktion, bis man gentigend viele richtige Ziffern hat. Der
Algorithmus konvergiert tibrigens sehr schnell. Es folgen die ersten 12 Zwischenergebnisse

fiir /5:

L i R R i N O I S )]

.0462962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962962
.7993274908751591703624057915417595086372043190514600359479196707577579167557994837116928486033768
.0789055161910019112094675663932928614164724951340265204151217969453887091577713899001238167699734
.7715744998156100817161027536799547399587805079010651721168735427293262233193090928807418708239413
.7120929359518477257669396726534003932117293068780213134883620269893886778181967594401577926524688
.7099785632381726163824235897841792566237277792297540454448592445786949679146346251789445785300990
.7099759466807007766583233241323163689104106108151309625305176214739705069907146931137725297381644
.7099759466766969893531182471276468005156763849568810139677863400061010906849308111946964029994281
.7099759466766969893531088725438601098680551105944491099820694702859579820632400960096926316743885
.7099759466766969893531088725438601098680551105430549243828617074442959205041732162571870100217336
.7099759466766969893531088725438601098680551105430549243828617074442959205041732162571870100201890

Spdter werden wir noch mal zeigen, dass die Grenzkurve zwischen den richtigen schwarzen
und den falschen roten Ziffern nicht nur zufilligerweise wie x = ¢ 2™ aussieht. Hier ist n
die Nummer der Zeile.

Bemerkung 6.15.2 Man kann statt ag = w + 1 einen beliebigen positiven Anfangswert
nehmen. Der einzige Vorteil bei ag = w + 1 ist, dass w + 1 > /w gleich eine fallende
Folge liefert.

Beweis von Lemma Erstens beweisen wir, dass fiir die Funktion f : RT — R
mit

gilt, dass f(x) > /w fiir alle z € RT. Wir haben fir z > 0 die folgenden gleichwertigen
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Aussagen:
1 w
l——)x+ > Nw & (m—1)z+ >myw &
m ma™1 1
o om-1g s V0 @ﬂzum(_vw_)@
x™m T

NEEEy
o (e () 2 en(5)

Setzt man y = %ﬁ — 1, dann erkennt man, dass die letzte Ungleichung stimmt wegen der
Bernoullischen Ungleichung (Lemma :

(1+y)" >1+my fiiry > —1.

Damit hat man auch

f(z) = (1_%)x+m;ﬂ—1 > Vw.

Weil ag > 0 gilt, folgt a; = f(ap) > ¥/w und mit Induktion, dass f(a,) > {w fir
n € N*t.
Fiir a,, > %/w finden wir

1 w a,’ —w
Apt+1 = I——)a,+ 1 - An — m—1 < ay.
m mar mar

So haben wir eine monoton fallende Folge bekommen, die nach unten beschrinkt ist.
Die Vollstéandigkeit von R besagt, dass {a, },_, einen Grenzwert @ hat. Und weil a,, > {/w
gilt auch a > {/w.

Jetzt, nachdem wir die Existenz des Limes gezeigt haben, kénnen wir damit rechnen
und mit allen Einzelschritten folgt:

1 w
a= hm i1 = nh_}n(glo 1-— - an, + e

1
= lim ((1——) )—l—hm v -
n—00 m n—00 Ma"~

1 w 1
=|1——| lim a, + — lim -
m /] n—oo m n—oo am
1 1
=(1——) lim a, + E_—
m ) n—oo m lim, o a1
1 1
= (1 —) lim a,, + v —
m/j m—oo (hmn—>oo an)
1 1
(-t
m m am™~
Es gilt also, dass
1 w1
—a = — ,
m mam™1

und wir finden, dass a™ = w. [
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Reihen 1

7.1 Folgen aus Folgen

Wenn {a,} -, eine reelle oder komplexe Folge ist, kann man daraus eine neue Folge
{sn}.—, konstruieren durch
Sp = Qo +ay + -+ ap,

oder netter geschrieben
n
Sp = E ag.
k=0

Die Folge {d>";_,ax},., nennt man eine Reihe, die Zahlen a, sind die Glieder dieser
Reihe und s,, die Partialsummen.

Die Hauptfrage, die man bei einer Reihe stellt, ist:

n

e Konvergiert sie? Anders gesagt, existiert lim »_ a;?

Die zweite Frage ist meistens viel schwieriger zu beantworten:

e Wenn sie konvergiert: Gegen welche Zahl konvergiert sie?

n

Anders gesagt, kann man lim ) aj berechnen?

Bemerkung 7.1 Es gibt in manchen Biichern zu Analysis eine etwas irrefiihrende Schreib-
weise fir Reihen:

o Fliir {ZZ:O ak};’;’zo schreibt man Ziio Q-

Man verwendet jedoch die gleiche Notation auch fiir einen mdglichen Grenzwert:

. n . 00
i nh_{go D k=0 Gk =5 Do Ok

Dann muss aus dem Kontext deutlich werden, ob mit y - a, Folge oder Limes ge-
meint ist. Am Anfang werden wir die formal eindeutige, aber aufwendige Notation ver-
wenden.

75
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Beispiel 7.1. Die harmonische Reihe ist definiert als {Zzzl %}:ozlz

s ._il_1+l+l+l+l+ —i—l
”_kﬂk_ 2 3 4 5 n’

Sie ist nicht konvergent:

gty bt bty + 1
S ATy T Ty Ty T T TR g 16 ' 17 n
Spqprptip 41
27471788 88T T @ om
>1+1+ ! + ! + ! + (7.1)
=t g 2 2 '

Hier ist 2" die kleinste Zweierpotenz groBer gleich n. Man findet, dass {s,} —, unbe-
schrankt ist.
Mochte man dies prézise zeigen, dann bemerkt man, dass wegen fiir die Teilfolge
{sor } oo, gilt, dass
Sok > %k; fiir alle k£ € N.

Dann ist diese Teilfolge unbeschrinkt, und daher auch die Folge {s,}, -, selbst. Weil die

Folge {sn}zozl monoton ist, kann man sogar sagen, dass lim,, .., s, = o©.
||

Beispiel 7.2. Die geometrische Reihe fiir z € C ist definiert als {Zzzo 2¥ }ZOZO. Sie
konvergiert genau dann, wenn |z| < 1.
Das sieht man wie folgt: Fiir z # 1 gilt

n

sz:1—|—z+z2+-~—|—z”

k=0
(424442 (1—2) 1=
B (1-2) Col-z
und man bekommt
- 1—2z"1 1 —1lim Pan . wenn |z| < 1,
lim Z ¥ = lim = nee = 1—2z
k=0 divergent wenn |z| > 1.
Wenn z = 1 hat man
2k = l=n+1,
k=0 k=0

und es folgt auch hier Divergenz.

Lemma 7.2 1. Wenn lim > ay existiert, dann gilt lim a, = 0.
n—00 p_ n—00

2. lim a, = 0 ist nicht ausreichend fir die Konvergenz der Reihe {3 _gar} .
n—oo
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Beweis. 1. Es gilt lim,, ,,, b, = b genau dann, wenn lim,_,., b,11 = b. Setzt man s =
lim >}, ax, dann sieht man sofort, dass

n—oo
n+1 n n+1 n
lim a, = lim a,,; = lim E ap — E ap | = lim E ay — lim E a,=s—s=0.
n—oo n—ro0 n—oo n—oo n—o0
k=0 k=0 k=0 k=0

2. Die harmonische Reihe ist ein Beispiel, das besagt, dass lim a,, = 0 keine ausrei-
n—oo

chende Bedingung ist fiir die Konvergenz von lim ), _; a;. Also
n— oo

n
lim a, =0 7é> lim E ay, existiert.
n—oo n—o0

k=0

Bemerkung 7.2.1 Die erste Aussage dieses Lemmas, namlich

n

lim E ay existiert — lim a, =0,

ist dquivalent zu der logischen Umkehrundl]

{an},en konvergiert nicht nach 0 = {Z ak} divergiert.
k=0

neN

Und nochmals, aus lim a, = 0 folgt nicht die Summierbarkeit, obwohl dies bei Hausauf-
n—oo

gaben und Klausuren immer wieder behauptet wird.

7.2 Konvergenz fiir Reihen mit positiven Gliedern

o0

1
Lemma 7.3 Sei ¢ € Q. Die Reihe - konvergiert genau dann, wenn q > 1.

n=1T

Bemerkung 7.3.1 Anders gesagt: die Folge {ZZ:1 %}:}:1 konvergiert genau dann, wenn

q > 1. Oder nochmals anders gesagt: lim >}, kiq existiert genau dann, wenn q > 1. Dies
n—oo

gilt sogar fir ¢ € R aus (1,00).

"Wenn A und B zwei Aussagen sind, dann ist die Behauptung A = B gleich-
wertig zu "B = "A.

» Wenn es ein normales Fahrrad ist, dann hat es zwei Rdider” ist gleichwertig
zu ,Wenn es keine zwei Rdader hat, ist es kein normales Fahrrad®.

»Wenn es zwei Rdder hat, ist es ein normales Fahrrad® ist eine ganz andere
Aussage.
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Beweis. Fiir ¢ > 1 gilt

1 1 1 1 1 1 1 1

S TR T T T T T TR
1 1 1 1 1 1 1 1
sttt tet et eteat T

wiederum mit £ € N die kleinste Zahl so, dass 2¥ > n. Man findet

2 4 2k
P TR T
1 1
=l Tt mey T T g

k
1\* 1
=2 <
2q9—1 - 1- 1
£=0

29—1

weil 3 sar < 1 fiir ¢ > 1. Also ist {s,} .-, eine monotone und beschréinkte Folge und
deshalb konvergent.
Fiir ¢ <1 gilt

1 1
=1ttt ettt
S WL LS
2 3 4 5
und s,, — oo fiir n — oo. n
Bemerkung 7.3.2 Die Funktion 6
(qHZ ) (1,00) = R (72) s
heifst die Riemann-Zeta-Funktion. Sie wird 4
oft mit ¢ notiert. Man kann zeigen, dass:
00 3
¢(2) = ZI# =57
no—o 5
(W)= =g,
n=1 b mmmt e T—
6) = 3= % = 75"
" 1 2 3 4 5 6
_ 1 1 .8
C(S) - Z ns T 9450 - Skizze der Riemann-Zeta-Funktion

3
Il
—

Die Riemann-Zeta-Funktion ist durch definiert auf Q N (1,00). Spdter werden
wir sehen, dass man die Riemann-Zeta-Funktion ¢ sogar auf C\ {1} definieren kann und
dass ((z) fir Rez > 1 mit der obigen Summe iibereinstimmit.

Ein wichtiges Werkzeug haben wir im Beweis soeben gesehen, ndmlich ein Vergleichs-
kriterium.

Lemma 7.4 (Majorantenkriterium) Seien {a,}. ., und {b,} —, reelle Folgen mit

0<a, <b, fir alle n € N.
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o0

k k o0
1. Wenn die Reihe {Z bn} konvergiert, dann konvergiert die Rethe {Z an} .
n=0 k=0

k=0 n=0

k o0 k o0
2. Wenn die Reihe {Z an} divergiert, dann divergiert die Reihe {Z bn} :
k=0 k=0

Beweis. Weil die zweite Aussage die logische Umkehrung der ersten Aussage ist, brauchen
[ee]

wir nur eine zu beweisen. Also nehmen wir an, die Folge {Zi:o bn} ist konvergent,
k=0

dass heift, es gibt s € R mit
k
lim b, = s.
k—o0 n=0

i. Weil 0 < b, fiir alle n € N, gilt 32F_ b, < s fiir alle k € N,

ii. Weil a,, <b, fiir alle n € N, gilt ZZ:O a, < s fiir alle & € N.
Die Folge {Zﬁzo an} ist also nach oben durch s beschrénkt.
k=0

iii. Weil 0 < a,, fiir alle n € N, ist die Folge {Zizo an}oo monoton wachsend.
k=0

Eine beschrinkte, monoton wachsende Folge hat einen Limes. [

7.3 Konvergenz fiir Reihen mit beliebigen Gliedern

Intermezzo. Betrachten wir zundchst als Beispiel die Rethe {ZZZO %} , das heifit,
n=0

die Folge der Partialsummen mit den Gliedern {1, —%, %, —%1, %, —%, %, —%, e } und
i(_l)k_l LONE NS DS S S N O
g+l 0 2 3 4 5 6 7 8 777
Wenn wir wie folgt verfahren,
] 1+1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6 7 8 7
ETIE D S TN N N
2 7234 45 6 "6 7 8 8
—— —— ——
_1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+
B 2 3 4 2 5 6 3 7 8 4 7

dann sieht man, dass so jedes positive Glied sich kiirzt mit dem korrespondierenden nega-
tiven Glied und man so als Limes 0 bekommen sollte. Andererseits hat man auch

1+1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6 7 8

(9696069
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Damit hdtten wir bewiesen, dass

3

l\DI»—t

z:n—l—l2

n=0

Oder doch nicht?

In dem komischen ‘Beweis’ haben wir umgeordnet beim Addieren und das ist im
Allgemeinen nur giiltig bei endlich vielen Anderungen. Die Kommutativitéit besagt, dass
a+ b= b+ aund wenn man diese Regel (und die Assoziativitdt) 4 mal benutzt, hat man
auch

a+b+c+d+e=e+d+c+b+a.

Dass man diese Regel auch bei unendlich vielen Termen benutzen darf, ist nie gesagt
worden und ist im Allgemeinen auch nicht giiltig.

Definition 7.5 Die Folge {b,},., heifit eine Umordnung von {a,} -
bijektive Abbildung o : N — N gzbt 50 dass by, = Gg(n).

neo: WENN es eine

Wie wir mit dem Beispiel gesehen haben, kann sich der Limes einer Reihe &ndern nach
Umordnen. Fiir Reihen mit positiven Gliedern gibt es eine Ausnahme.

Lemma 7.6 Sei {a,},., eine reelle Folge mit a, > 0 und derart, dass lim > }_ja, = ¢
n—oo

existiert. Dann gilt auch fir jede Umordnung o, dass lim Y} aeu = L.
n—oo

Beweis. Setze N, (n) = max {o (k);0 < k < n} und weil a; > 0 folgt, dass

Ng(n)

Zag(k < Z ap < L.

Weil {s,},cy wachsend und beschrinkt ist, ist die Folge konvergent, sagen wir s :=
limy,_y00 Sn. Also gilt s < . Ebenso ist die Inverse ™™ von o eine Umordnung und dies
liefert ¢ < s. [

Fiir Reihen mit sowohl negativen als auch positiven Gliedern hat man im Intermezzo
gesehen, dass eine Umordnung zu einem anderen Ergebnis fithren kann. Auch fiir Reihen
in C gibt es dieses Phéinomen. Dies passiert jedoch nicht bei jeder solchen Folge. Solche
Reihen haben einen Namen:

Definition 7.7 Sei a, € C fir alle n € N. Die Reihe {} 2 _;ax}, oy heifit unbedingt
konvergent, wenn die Reihe {ZZ:O ag(k)}neN fiir jede Umordnung o konvergiert.

Bemerkung 7.7.1 Wenn eine Reihe konvergent, aber nicht unbedingt konvergent ist,
heifst sie bedingt konvergent.

Beispiel 7.3. Die Reihe {Zk 0 A+1

} ist bedingt konvergent. Man kann eine Um-
€N
ordnung finden, so dass die umgeordnete Reihe divergiert.
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k=0 (k:+l)2
nung konvergiert die zugehorige Reihe und zwar zum gleichen Limes:

' n (_1)k,‘ 7T2
lim Z — = .
n—o0 £ (k + 1) 1

k=0

.
Beispiel 7.4. Die Reihe { n (1) } ist unbedingt konvergent. Fiir jede Umord-
neN

Diese Zahl konnen wir erst spéter berechnen.

Wenn {a,},, eine Folge reeller Zahlen ist, dann findet man durch

a, wenn a, > 0, _ 0 wenn a, >0,
a, = und a,, :=
0 wenn a, <0. —a, wenn a, <0.

zwel Folgen mit nicht-negativen Zahlen {a;} ~  und {a;, } . Bemerke, dass a;,a, >0
und a, = af — a,, gilt.

Proposition 7.8 Sei {a,}, -, eine Folge reeller Zahlen. Nehme an, lim Y ;_ja = ¢
n—oo

existiert. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Reihe {3, _oar}, oy ist unbedingt konvergent genau dann,
wenn {31, aﬁ}neN und {37, a,;}neN beide konvergieren.

2. Wenn die Reihe {3, _ax}, o unbedingt konvergent ist,
dann gilt fiir jede Umordnung, dass

n n
lim E Uo(k) = lim E ag.
n—oo n—oo

k=0 k=0

Beweis. 1. = (durch Widerspruch)

Nehmen wiran {377 a;f } _ ist divergent. Wir schreiben b, = a;. Wenn {371 b}, oy

nicht konvergiert, dann folgt, weil b, > 0 ist, dass lim )", by = co. Denn nach oben
n—oo

beschrénkte wachsende Folgen haben einen Grenzwert. Wir konstruieren nun die folgende
Umordnung.

Sei ny € N derart, dass > L, b, > 1 und nehme an, die Indizes innerhalb {0,1,...,n,}
fiir die ay = by, gilt, sind {my1,...,m14 }. Sei my o der erste Index mit a,,, , < 0.

Sei ny € N derart, dass 222:0 by > 2 — am,, und nehme an, die Indizes innerhalb
{n1 +1,...,no} fiir die ap = by gilt, sind {ma1,...,may,}. Sei may der zweite Index mit
Ay < 0.

Seing € N derart, dass ;% by, > 3—am, , — Um,,, und nehme an, die Indizes innerhalb
{na+1,...,ng} fiir die ax, = by, gilt, sind {mg1,..., M3, }. Sel mgo der dritte Index mit
Ums, < 0. Und so weiter. Die Folge

{amm, co Uy g Gma s Gimayys - -+ 5 Qimg gy s Gma gy Gmg s - - > g o5 Gmg g - - - }
s 7 N s

N

-~ -~ -~

A A

positiv 6’%?’ positiv 6:;&’ positiv
QO )
3 N
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ist eine umgeordnete Folge mit

n
lim E Ao(k) = OO
n—oo

k=0

Weil die Annahme ist, dass jede Umordnung konvergiert, folgt der Widerspruch.
Auch wenn {ZZ:O a;}neN divergent ist, folgt d&hnlich ein Widerspruch.

< (direkt)
Sei o eine Umordung. Weil a;” > 0 kann man Lemma verwenden. Wenn {Z ko @ }neN
konvergiert, dann ist auch {Zk:o a;r(k)}neN konvergent, und es gilt, dass
Jon D gy = Y Do
k=0 k=0
Ahnliches trifft zu fiir {3°)_, az}neN und es folgt, dass
lim }  aggy = lim ) (“j(m - “c7<k>> = lim (Z Uy ~ “?uv))
k=0 k=0 k=0 —
= Jlim Z Toy — Jim, Z k) = i Z af = lim > ap
= = = k=0
-t (z it Zak) SO NCEVOEETS TS
2. Diese Aussage folgt aus 1 und ([7.3]). [

Im ersten Teil des Beweises haben wir fiir eine nur bedingt konvergente Reihe eine
Umordnung so konstruiert, dass die zugehorige umgeordnete Reihe nach oo konvergiert.
Statt oo hétte man dhnlich auch eine beliebige Zahl s € R nehmen kénnen. Dies ist genau
die Aussage des Riemannschen Umordnungssatzes. Er besagt, dass man eine bedingt kon-
vergente Reihe mit reellen Koeffizienten so umordnen kann, dass sie nach einer beliebigen
reellen Zahl konvergiert.

7.4 Absolute Konvergenz

Definition 7.9 Sei{a,}, , eine Folge komplexer Zahlen. Eine Reihe {d ) _o ar}, . heift

absolut konvergent, wenn {3 _|ax|}, .y konvergent ist.

Proposition 7.10 Sei {a,} —, eine Folge komplexer Zahlen. Dann sind dquivalent:

1o A{D ko Gr} ey 8t unbedingt konvergent.

2. {D ko Ok }e U8t absolut konvergent.

Beweis. Wenn {} " ax}, . unbedingt konvergent ist, dann sind auch {37, Reax},
und {37, Imag},  unbedingt konvergent. Und umgekehrt, wenn {> 7 Reay},  und
D o Im ar},ey Unbedingt konvergent sind, ist auch D, ar},en unbedingt konver-
gent.



7.5 Zwei Konvergenzkriterien 83

Weiterhin folgt mit dem Majorantenkriterium, weil
Reay| < |agl, |[Imag| <|ag] und |ax] < |Reay| + |[Imayl,

dass {D,_ lax|},cy konvergent ist, genau dann wenn sowohl {}_;_ [Reax|}, . als auch
{>h_o Tmag|},  konvergent sind. Also reicht es auch hier, die Aussage fiir reelle Folgen
zu beweisen. Nehmen wir also an, a,, € R.

= Wenn {}_ar}, o, mit a, € R fiir alle n € N, unbedingt konvergent ist, dann
impliziert Proposition , dass {>"1_, a:}n oy und {3 a,;}n o konvergieren. Weil

n n n
D lal =D af+> o
k=0 k=0 k=0

gilt, konvergiert {d ) ar|}, on-
<=: Wenn {>7;_ |ax|},y konvergiert, liefert das Majorantenkriterium die Konver-

genz von {7 gar} und {d0_gar}, .

Korollar 7.11 (Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz)

Sei a, € C. Wenn {371 lak|}, oy konvergent ist, ist auch {3 _ax}, . konvergent.

Beweis. Absolute Konvergenz liefert unbedingte Konvergenz. Unbedingte Konvergenz
enthélt Konvergenz. [ ]
k

Wir geben eine kurze Ubersicht, wie man Reihen { > an} klassifizieren kann:
n=0 keN

la. unbedingt konvergent = absolut konvergent
1. konvergent

1b.  bedingt konvergent = { konvergent, }

jedoch nicht absolut

2. divergent

7.5 Zwei Konvergenzkriterien

Lemma 7.12 (Quotientenkriterium) Sei {a,},, eine kompleze Folge, so dass

lim [tn41] =reR

n—oo  |ay|

existiert.

o Wennr <1, dann ist Y a, absolut konvergent.
n=0

o0
o Wennr > 1, dann ist Y a, divergent.

n=0
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——
i~
~

—

Abbildung 7.1: Die e-Umgebung von r

Beweis. Nehme ¢ = % |1 —r|. Fir r # 1 ist € > 0 und es gibt N. € N, so dass
[@n ] —r| <efirn> N..
|an|

Fiir » < 1 hat man % < 1 und liegt die e-Umgebung von r links von %1 Siehe auch
Abbildung

Es folgt, dass

[t = [@n ] —r+r<e+r=i+ir<lfirn>N
|an| |an|
und via )
|apsa] < (% + %7") 1| < (% + %T’) la,| firn > N,

auch, dass

n—N:—1

lan| < (5 + 37) lan. 41| fiir n > N..

Weil § + 37 < 1 gilt, ist 307, (5 + %r)niNgfl |an.+1| eine konvergente geometrische

Reihe. Mit dem Majorantenkriterium konvergiert 2 \ . [a,| und so auch 77 |a,|.
Wenn r > 1 folgt

—r+r>—€+7”:%+%r>1ﬁirn>Ng

und
lan| > |an,+1] > 0 fiir n > N..

Also entweder lim a, existiert nicht, oder lim a, # 0. Weil lim a, = 0 eine notwendige
n—00 n—00 n—r00

oo
Bedingung ist fiir Konvergenz, ist » . a, divergent. [ ]
n=0

Lemma 7.13 (Wurzelkriterium) Sei {a,},_, eine kompleze Folge.
Setze lim sup {/|a,| =r € [0, o0].

n—o0

o Wennr <1, dann ist ) a, absolut konvergent.
n=0

o Wennr > 1, dann ist Y a, divergent.

n=0

o Wenn > a, bedingt konvergent ist, dann gilt r = 1.
n=0

Bemerkung 7.13.1 Wenn lim {/|a,| existiert, dann gilt limsup {/|a,| = lim {/|a,|.
n—oo n—oo

n—oo
Der Limes Superior einer nicht negativen Folge ,existiert immer in [0, 0o].
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Beweis. Wenn r < 1 gilt und wir € = § (1 — ) nehmen, gibt es N. € N, so dass

m<r+sfﬁrn>NE.
Wenn W<r+€:%+%r, folgt
lan| < (3 +1r)" fir n > N,
mit % + %r < 1 und wir kénnen fortfahren wie beim Quotientenkriterium.

Wenn r > 1 gilt, dann gibt es eine Teilfolge {ay, },-,, so dass %/|a,,| > 1 und also auch

|an, | > 1. Das heifit, entweder lim a,, existiert nicht, oder lim a,, # 0. Weil lim a, =0
n—00 n—0o0 n—0o0

oo
eine notwendige Bedingung ist fiir Konvergenz, ist > a, divergent.
n=0
Wenn man r # 1 hat, dann ist die Reihe entweder divergent (wenn r > 1) oder absolut
konvergent (wenn r < 1). Damit ist bedingte Konvergenz ausgeschlossen. |

7.6 Konvergenz bei alternierenden Gliedern

Wir haben uns nicht umsonst erst mal beschriankt auf Reihen mit positiven Gliedern.
Wenn so eine Reihe konvergent ist, dann ist sie auch absolut konvergent und man muss
sich keine Sorgen dariiber machen, in welcher Folge man die Glieder addiert. Fiir Reihen
mit Vorzeichenwechsel und auch fiir Reihen mit komplexen Gliedern ist Konvergenz eine
kompliziertere Sache. Es kann sein, dass eine Umordnung konvergiert und eine andere
divergiert. Einige Spezialfille kann man aber trotzdem angehen. Insbesondere bei Reihen
mit alternierenden Gliedern kann man oft relativ einfach Konvergenz beweisen.

Man nennt eine reelle Folge {an}zozo alternierend, wenn a,a,.; < 0 fir alle n € N,
das heif3t, das Vorzeichen zweier aufeinanderfolgender Termen ist negativ. Ein Beispiel ist

00 —-1)"
ano (n-i-)l :

Lemma 7.14 (Kriterium von Leibniz)
Sei {a,} ", eine reelle Folge mit folgenden Eigenschaften:

1. (=1)"a, >0 fir allen € N, also {a,},-, alternierend;
2. |ant1| < |ay| fir alle n € N, also {|a,|},—, fallend;

3. lim a, =0, also {a,},—, Nullfolge.

n—oo
Dann gilt: Y a,, ist konvergent.
Beweis. Setzen wir .
ap — Z Qp
n=0
und betrachten wir zusétzlich die Folgen {3, },—, und {7}, mit
2[3k] 2[3k]+1

Bk:Zanund'Yk: Z Q-
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Das sieht zwar kompliziert aus, vereinfacht sich jedoch wie folgt:

By : {ao, ao, ap — |ai| + az, ag — |ai| + az, ag — |ai| + az — |as| + as, )
(67773 {CLQ, a0—|a1\,a0—|a1|+a27 ao—|a1|+a2—|a3|7a0—|a1|+a2—\a3|+a47 }7
i o {ao— |ai], ao — |a1],a0 — |a1| + az — |as|, a0 — |a1| + a2 — |az| a0 — |a1| + as — |as| + as — |as|, ... }.

Man findet, dass {8, },-, eine monoton fallende Folge und {v,},-, eine monoton wach-
sende Folge ist. Weil beide Folgen beschrénkt sind, haben sie einen Grenzwert, sagen wir
¢, und fg. Weil

Be =T = )az[ k]—i—l‘

1
2

und }}erolo o[ 1h] 41 = 0, hat man ¢g = . Auerdem hat man
Vi <aq< /Bk
und das Sandwichlemma liefert klim ay = La. [
—00

Mit Hilfe dieses Kriteriums finden wir, dass » (—1)"
n=0 n

konvergent ist. Wir werden

spater noch mal zeigen, dass

> (=" n}rl = log 2. (7.4)

| I I I | I I I |

20 40 60

Abbildung 7.2: Graphische Darstellung fiir die Reihe in 1)

Fiir das néichste Beispiel verwenden wir die folgenden Schulkenntnisse iiber den Loga-
rithmus. Man sieht in der Literatur sowohl In(-) als auch log(-) fiir den Logarithmus.

1. In: RT — R ist strikt wachsend und surjektiv.

2. Es gilt In(xy) = In(x) + In(y) fir z,y € RT.
Dies impliziert, dass fiir € R™ und n € N gilt In(2") = nln(x), und auBerdem,
dass In (1) = 0.

3. Es gibt eine Zahl e € (2,3) mit In(e) = 1.

. T
B 1 7.5. Betracht .
eispie etrachten wir n;() I ()

e Weil 10 > 9 > e? und der Logarithmus strikt wachsend ist, folgt fiir n > 10, dass
In(Inn) >In(In(e*)) >mm2>Inl=0.

Dann sind die Glieder also alternierend.

1
In(Inn)

oo
e Weil der Logarithmus wachsend ist, ist { } eine monoton fallende Folge.
n=10

80
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Abbildung 7.3: Eine Skizze zum Logarithmus

Weil der Logarithmus wachsend und surjektiv ist, folgt Inz — oo wenn z — oc.

Dies impliziert, dass % — 0 fiir n — oo.
n(lnn)

Das Kriterium von Leibniz trifft zu und die Reihe ist konvergent.

Die Frage, ob diese Reihe vielleicht auch absolut konvergent ist, kann man verneinen.
Weil In (z) < z fiir # > 0 gilff] folgt Inln (n) < In(n) < n fiir n > 3 und dann auch die

folgende Abschétzung:
1

Inln (n)

Man sieht mit dem Majorantenkriterium, dass die Reihe nicht absolut konvergent ist.

1
>
n

2Fiir z € (0,1] gilt In(z) <In(1) =0 < z.
Fiir x € (e”,e"+1] mit n € N gilt In (z) < In (e”“) =n+1<2"<e™ < 2.
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7.7 Rezeptur

Wie geht man auf eine strukturierte Art die Frage an, ob eine Reihe {ZZ:O bn} kon-

vergiert? Die folgende Anleitung kann dazu helfen. Wir verwenden dabei die Kurznotation
> > by fiir die Reihe.

Frage: b, — 07

Ja  --» Frage[2]
Antwort: . ) ’

Frage: Reihe absolut konvergent? Dazu » |b,| vergleichen mit bekannter Reihe:

n=0

> 1
(a) Polynomialer Typ: ) — und #hnlich. Benutze Majorantenkriterium mit -
n=0
und ¢ > 0.
bp| > S und ¢ <1 --» 37 |by| divergent .
Antwort: n=0

n4

|b,| < Sundg>1 --» > |b,] und auch > b, ’konvergent. ‘
n=0 n=0

oo
Wenn b, kein festes Vorzeichen hat und 3 |b,| divergiert: --» Frage [3].
n=0

e}

(b) Potenztyp: > 7™ und #hnlich. Berechne r durch (Quotienten- oder) Wurzel-
n=0

kriterium.
o
limsup {/|b,| =7r>1 --» > b,
n—00 n=0
Antwort: { limsup {/]b,|=r=1 --» Frage[3]
n—oo
oo
limsup {/|b,| =7 <1 --» > b, ’konvergent. ‘
\ n—o00 n=0

Bemerkung: r > 1 sollte nicht auftreten, denn dann gilt nicht b,, — 0.
(c) Anderer Typ: --» Frage[3].

Frage: Glieder alternierend und Leibniz trifft zu?

Ja  --» Reihe ’konvergent.

Nein --» .

Eigene Kreativitat gefragt.

Antwort: {
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8.1 Summen und Produkte von Reihen

Wenn wir zwei Reihen haben, die konvergieren, dann folgt aus ,,Grenzwert der Summe ist
Summe der Grenzwerte“, dass man die zwei Reihen addieren kann und dass der Limes so
ist, wie man vielleicht naiv erwartet.

Lemma 8.1 Seien {a,},- “0 und {b,},-, zwei (kompleze) Folgen und sei A, B € C. Wenn
lim Z ar = A und lim Z by = B, dann gilt hm Zk olag+by) = A+ B.

Bemerkung 8.1.1 Obwohl hier umgeordnet wird, ist es so, dass man sich bei dieser
bestimmten Umordnung keine Sorgen zur Konvergenz machen muss.

Beweis. Schreibe A,, = > a; und B, = > b, dann folgt das Ergebnis aus
k=0 k=0

lim (A, + B,) = lim A, + hmB

n—00 n—o0
|

Im néchsten Lemma finden wir eine Moglichkeit, ein Produkt zweier Reihen umzuord-
nen zu einer Reihe mit Termen ¢, = Zﬁ:o Ok -
N

Lemma 8.2 Seien {a,} - —o und {b,},-, zwei (kompleze)
Folgen. Wenn Z ax und Z bi absolut konvergent sind,

k=0 —
dann gilt

n k n n
i 3 (o) = (3 Yo ) (3 Yo ).
k=0 \m=0

Bemerkung 8.2.1 In der Skizze sollen die roten Punkte die Zahlen a;b; darstellen, und
oo k
die Pfeile die Reihenfolge der Umordnung in Y > Gmbg—m.

k=0m=0

89
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Beweis. Man bemerke, dass
{(m,k—=m);0<m<k<n}={(m,0);0<m,l und {+m <n}

gilt, und dies uns in den folgenden Abschéitzungen die erste Gleichung liefert

n n n—{
Z Z Ak | < Z Z |ambk m| = Z Z |6Lmbg| <
k=0 |m=0 k=0 m=0 1—0 m—0
< Z Z |ambe| = (Z \am]> (Z \bd) .
£=0 m=0 =0

Dann ist also die Umordnung absolut konvergent, wenn Y >°_ a,, und > /7, by es sind.

So ist {Zk ozm o |@mbr— m|} wachsend und nach oben beschrénkt, und hat also
eN

einen Grenzwert. Weil absolute Konvergenz gewohnliche Konvergenz impliziert, ist auch

{Zkzo Zm:O a’mbk—m} konvergent.
neN
Wir zeigen anschliefend, dass

n k n n
lim Z Z A O, = (lim Zak> <lim Zbk> .
n—o00 PR — n—o00 o n—o00 o

Dazu vergleichen wir

n n

n k
Z ay Z by und 11, Z Z A br—m-
=0 /=0

k=0 m=0
Es gilt

L, —IL,| =

Z ambg

m+e>n
ml<n

< D0 D lawllod + 30> lawl bl (8.1)

m>%n >0 m20€>%n

Abbildung 8.1: Skizze zu den Termen in [,, und II,, und wie man sie abschétzt in l}

Weil Y7 a,,, absolut konvergent ist, folgt

nh—glo Z |am| =0 und A —Z\am|<oo
m> n m20

Ebenso, weil Y2 b, absolut konvergent ist, folgt
nhjEO Z |be] =0 und B := Z|bg| < 00.
>4n >0
Mit (8.1]) folgert man, dass
I, = IL| < B > am|+ A |bil,
m>%n €>%n

und mit dem EinschlieBungslemma findet man lim,, |1, — I ,| = 0. ]
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8.2 Potenzreihen

Definition 8.3 Sei {a,}. ., eine (komplexe) Folge und = € C. Dann nennt man
k=0 n=0

[o¢]
Man findet fiir die z € D C C, bei dem Y a;2* konvergiert, eine Funktion
k=0

(zHZakzk> :DcC—C.
k=0

Naiv konnte man sagen, dass so eine Potenzreihe ein Polynom von Grad oo wire. Das
ist aber nicht iiblich und auch irrefithrend. Den Namen ,,Polynom® reservieren wir fiir
Funktionen von der folgenden Form mit N € N:

eine Potenzreihe in z.

N

p(z) = Z apz®.

k=0

Ein Polynom ist definiert fiir alle z € C. Bei einer Potenzreihe ist das nicht der Fall. Zum
Beispiel ist Y -, z¥ nur definiert fiir |z| < 1. Ahnliches gilt fiir jede Potenzreihe, wie man
im néchsten Lemma sehen kann.

e}

Lemma 8.4 Sei {a,}, ., eine (komplexe) Folge und sei {Z akzk} eine Potenzreihe
k=0 n=0
in z. Dann gibt es R, € [0, 00|, so dass:

o0
1. wenn |z| < Ry, dann ist Y axz® absolut konvergent;
k=0

oo
2. wenn |z| > R, dann ist > axz® divergent.
k=0

Wir werden nun etwas schlampig und schreiben Y - az2" manchmal fiir die Reihe
und manchmal auch fiir den méglichen Grenzwert lim,, ., Z.Z:O apz®.

Bemerkung 8.4.1 Dieses R, heifit der Konvergenzradius zu > a,z*. Man kann ihn
k=0
berechnen auf folgende Weise: Setze

l, = limsup v/ |ay,|.

n—oo

Dieser Limes {, existiert in [0,00]. Das heifit, entweder £, € [0,00) ist eine reelle Zahl,
oder das Symbol co. Es gilt

0 wenn t, = o0,
R,=1<{ (' wennl, € RT, (8.2)

oo wenn f, = 0.
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o~ Lk o 1k o 1k
D% D i? . it
k=0 15i k=0 151 k=0 L5i
. = wlo -y - .
* 3
* -
L4 051 +
. A 3
1}
| L i | L
-1 -1 -0.5 0.5 F 1 1 1 -1 0.5 1
. y
“ —05if ,'
- ’
- R :
—1.5i -1.5 -15i
nur konvergent wenn |z| < 1 ‘ nur konvergent wenn |z| < 1 ’nur konvergent wenn |z| < 1 ‘

und z ungleich 1,4, —1, —i.

Abbildung 8.2: Konvergenzgebiete

Bemerkung 8.4.2 Fiir |z| = R, kann man nicht ohne weiteres eine Aussage machen,
ob die Potenzreithe konvergent oder divergent ist. Wir geben drei Beispiele mit gleichem
Konvergenzradius aber unterschiedlichen Konvergenzgebieten in Abbildung 8.2

Beweis von Lemma Man benutze das Wurzelkriterium. Fiir die Potenzreihe gilt

limsup {/]a,2"| <1 = Zakz konvergent,

n—o0
limsup {/|a,2"| >1 = Zakz divergent.
n—oo

Das Ergebnis folgt, indem man bemerkt, dass

limsup v/|a,2"| = ]z\hmsup Van =4, |2| .

n—oo
Die geniigenden Bedingungen fiir Konvergenz, respektive Divergenz, ndmlich ¢, |z] < 1

und ¢, |z|] > 1, lassen sich mit R, in (8.2) iibersetzen in respektive |z| < R, und |z| > R,.
|

8.2.1 Exponentialreihe

Definition 8.5 Die Exponentialreihe in z € C definiert man durch

exp(z Z l'
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Weil fiir n € N (und gerade) gilt, dass

JL !
OS\/;_\/n(n—l)(n—Q) (n/2)(n/2—-1)... 321

1

lim sup {'
n—oo

Es folgt mit dem Wurzelkriterium, dass:

Lemma 8.6 ) %z“ hat den Konvergenzradius R = oo.
n=0

Das hat wiederum zur Folge, dass (z — exp(z)) : C — C wohldefiniert ist.
Lemma 8.7 Fliir alle w, z € C gilt:

exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Beweis. Weil die Reihe Y Lz* absolut konvergent ist fiir alle z € C, kénnen wir aus
k=0
Lemma [8.2) schlielen, dass

exp(w) exp(z)zzgw Zﬁz =
k=0 m=0
X3 ) S et
n=0 \m+k=n n=0 k=0
~ 1< n! bk N~ L[N (), ek
- XS et = (3 (1)) -
n=0 """ k= n=0 k=0
= —(w+2)" =exp(w+2)
0 n: [}

8.2.2 Binomialreihe

Definition 8.8 Die Binomialreihe fir s € C in z € C setzt man

bin(s; 2) = f: (Z) g

n=0
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Wir erinnern noch mal daran, dass fiir s € C und n € N gilt

<s) Cs(s=1)(s=2)...(s—n+2)(s—n+1) _ﬁs—m

n) nmn-1)mn-2) ... 2 1 _mzon—m'

V2

Fiir n,s € N mit n > s gilt ( ) = 0. Wenn s € N gilt, folgt also

3

bin(s; 2) = f: (Z) o= Z (2) 2= (1+2)

n=0 n=0

und bin(s; z) ist dann ein Polynom.

S

Lemma 8.9 Firse C\N hat > ( )z” den Konvergenzradius R = 1.
n=0

n

Beweis mit Quotientenkriterium. Wenn s € C\ N, dann gilt

<S) £ 0 fiir alle n € N.
n

Nehmen wir also s € N und betrachten den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glie-
der, so finden wir:

S
( )Zn+1 s(s=1)(s=2) ... (s=(n+D+2)(s=(n+D)+1) _n+1
lim n+1 — lim (n+1)n(n-1) ... 2 1 z
s o0 <S) e s(s—1)(s—2) ... (s—n+2)(s—n+1) sntl
Zn n(n—1)(n—2) ... 2 1
n
1 (s—n) . s
| o s —nl | _ limne |2 — 1]

= lim T = lim —— |z| = - = |2| = |2].

Also konvergiert die Reihe, wenn |z| < 1, und sie divergiert, wenn |z| > 1. Der Konver-
genzradius ist also 1. ]

Lemma 8.10 Fir alle t,s € C und z € C mit |z| <1 gilt:
bin(¢; z) bin(s; 2) = bin(s + ¢; 2).

Beweis. Weil R = 1 der Konvergenzradius ist, diirfen wir wegen Lemma fir |2] <1
die Umordnung durchfiihren:

bin(t; ) bin(s; ) — i (Z) o mfjo (;) o nf; (%::n (Z) o (;) zm>

(2 06)-EO6)-
()

Die letzte Identitat benutzt das folgende Ergebnis: [ ]

I
Mo 2

n

WK

I
o

n
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Lemma 8.11 Seit,s € C und n € N. Dann gilt

2062 -(0) 5

Beweis. Der Beweis geht in mehreren Schritten. Zuallererst nehmen wir an, dass ¢, s € N.

Fiir ¢,s € N gilt ndmlich
t+s t+ s
1+2)™* = ", 8.4
e (A (54)

n=0

Wenn wir (1 + z)"** wie folgt schreiben, finden wir

(1+a)(1+2)° = i(;)xkz(;)xm

|
‘ k=0 m=0
‘ t S t s -
w - 23 (1))
‘ t—i_-s t s
o k+m
Trii = nZOm%n(k)(m)x
30 e o o o o o o t—‘rS n t 8
OREEES -S(EM0 ) e

Man soll bemerken, dass die letzten zwei Summen iiber eine gréfiere Menge summieren.

Weil aber Z =0 firk >teNund 7)) = 0 fiir m > s € N, bleibt die Summe gleich.
m

Weil die beiden Polynome in (8.4) und ({8.5]) identisch sind, sind die Koeffizienten identisch
und es folgt (8.3)).

Der zweite Schritt betrifft den Fall s € Nund ¢t € C. Fiir s € N fest gew&hlt betrachten
wir die folgenden Polynome in ¢:

pi(t) = <t J; S) und py(t) = ki:o (li) (n i k)

Sowohl p; als auch p, ist ein Polynom von Grad n. Das Besondere ist, dass p;(t) = pa(t)
fiir alle t € N, weil dann das Ergebnis aus dem ersten Abschnitt gilt. Also ist py (t) —ps (t)
ein Polynom von Grad hochstens n, das Nullstellen hat fiir alle ¢ € N. Das geht nur wenn
p1 — p2 = 0. Das heifit, wir haben jetzt bewiesen, dass gilt fiir alle t € C und s € N.

Der dritte Schritt betrifft den Fall s € C und ¢ € N. Weil die Gleichung in (8.3))
symmetrisch beziiglich s und ¢ ist, trifft auch zu, dass (8.3) stimmt fiir alle £ € N und
s € C.

Den Trick mit den Polynomen p; und p, kénnen wir nochmals benutzen, jetzt aber
fiir jedes s € C fest gewidhlt. Wir bekommen dann, dass (8.3) gilt fiir alle s,t € C. [ ]

Was kann man mit der Binomialreihe?

s
° Wennn>S€N,hatman(
n

bin(s; 2) = i (Z) = Z (Z) = (14 2)°.

) = 0, und man bekommt
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e Fiir s € QF, sagen wir s = £ mit k,m € N*, bekommt man

(bin(s; z))™ = bin(ms; z) = bin(k; 2) = (1 + 2)" .
Weil fiir x € (—1,1) gilt, dass bin(s; x) € R, hat man fiir ungerade m
bin(s;z) = (1+x)°. (8.6)

Fiir gerade m findet man bin(s; z) = £ (1 + 2)°. Weil aber bin(s; 0) = 1 gilt, erwar-
tet man auch da (8.6). Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, dass z — bin(s; 2)
stetig ist auf B1(0) = {z € C;|z| < 1}. Aus Stetigkeit und bin(s;0) = 1 folgt

auch fiir m gerade.

e Fiir s € Q, benutzt man bin(s; z) bin(—s;x) = bin(0; ) = 1 und damit folgt aus
fiir s € Q1 die Giiltigkeit der Formel auch fiir s € Q.

Jetzt kommt jedoch das Interessanteste. Wir konnten vorhin nur direkt Potenzen x¢
fiir x > 0 und ¢ € Q definieren. Die Binomialreihe lasst mit Kunst- und Handwerk eine
Erweiterung zu nach ¢ € C.

Eine Definition der Potenz 2° fiir s € C (und z € R™) geht wie folgt:

e Die Formel in kann man benutzen, um z* zu definieren fiir x € R™ und s € C.
Néamlich fiir z € (0,2) und s € C:

x® = bin(s;x — 1),

fir z € [2,4) und s € C:

2 = bin(2s: 12 — 1),
fir z € [4,8) und s € C:

x® = bin(3s; 73 — 1),

USwW.

Man konnte auf diese Art z° definieren fiir alle z € RT und s € C:

Sei x € RT und sei s € C.
e Fir x € (0,2) nimmt man z* = bin(s;x — 1).
o SeineN und n>2. Fir xe[2",2") nimmt man z° = bin(ns; zn — 1),

Vorher hatten wir z* nur fiir s € Q definiert. Wir werden eine derartige Definition
jedoch nicht verwenden, denn wenn man den Logarithmus eingefiihrt hat, ist

2° :=exp (sln(x)) fiirr € R und s € C

viel einfacher.
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Stetigkeit 1

9.1 Grenzwerte bei Funktionen

9.1.1 Der einfachste Fall

Wir erinnern noch mal an den Grenzwert bei einer Folge. Sei {a,} -, eine reelle (oder
komplexe) Folge. Dann heifit ¢ der Limes oder der Grenzwert dieser Folge, notiert als

lim a, = ¢,
n—oo
wenn
Ve>03dNeNVneN: n>N=la, — (| <e. (9.1)

Um zu zeigen, dass lim a, = ¢, muss man also fiir jedes € > 0 eine Zahl N € N angeben
n—oo

konnen, so dass, wenn n grofler N ist, a, weniger als € von £ entfernt liegt.

Eine dhnliche Struktur mochte man beim Limes einer Funktion haben.

Definition 9.1 (des Limes bei einer Funktion) Sei die Funktion f : R\ {zo} — R
gegeben. Dann sagt man £ € R ist der Limes von f fir x gegen xo“ und schreibt
lim f(x)={, wenn

T—IT0

Ve>030>0Vz eR: 0<|z—ao| <d=|f(x)—{| <e. (9.2)

l+e¢ )

P Um zu zeigen, dass
lim f(x)=1¢,
T—T0

muss man also fiir jedes ¢ > 0 eine
Zahl 6. > 0 angeben koénnen, so
dass wenn x # xy weniger als 6.
entfernt von z liegt, f(x) weniger
als € entfernt von ¢ liegt.

394055 Y
39+01‘ R - © -

97
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Bemerkung 9.1.1 Ahnlich wie man in N = N.“ hat, gilt auch hier ,0 =9,

Bemerkung 9.1.2 Genau gleich definiert man fir eine Funktion f : C\ {z0} — C den
Limes £ € C von f fiir z gegen zy, wenn gilt:

Ve>030>0VreC: 0<|z—ao| <d=|f(z)—{| <e. (9.3)

Beispiel 9.1. Fiir die Funktion f : R\ {0} — Rmit f(z) = % exp (57) gilt lir% f(z)=0.
Tr—r

Wir verwenden, dass

fir alle a € C

und dass

=6 |z|.

Sei € > 0. Dann folgt fiir 0 < |z — 0] < § := 3¢, dass |f (¢) — 0] < 6|z] <65 =e.

Beispiel 9.2. Fiir die Funktion f : R\{0,1} — Rmit f(z) = -%— 1 gilt lirri f(z) =2.
T—r

z—1 22—z

Sei e > 0. Wir nehmen § = min (3, ¢) . Dann ist 6 > 0 und es folgt fiir 0 < |z — 1| < 6,

272
dass
x 1 —a?+ 21 —1
—9| = _ —9l =
@) =2 r—1 a?—z ) ‘ 22— ‘
2
—(z— —1 —1
S o Gl O I B el P S T
x(r—1 x ||

Die erste Ungleichung verwendet, dass fiir |z — 1] < 6 < % folgendes gilt:

11
— == <2
x|

Die letzte Ungleichung gilt, weil wir § < %5 gewéhlt haben.
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9.1.2 Einseitiger Limes

Was machen wir, wenn statt einem Punkt im Definitionsgebiet von f noch viel mehr
fehlt? Oder wenn wir uns absichtlich der Stelle nur von einer Seite annéhern mochten?
Zum Beispiel wollen wir auch den Grenzwert von /z fiir x — 0 nehmen koénnen. Weil
die Wurzel aber nur fiir nicht-negative Zahlen definiert ist, kann man nur von oben zu 0

. .. . -1
kommen. Oder wir wollen nur fiir z von rechts gegen 1 den Limes von ‘52_1‘ berechnen.

Definition 9.2 (des einseitigen Limes bei einer Funktion)
1. Sei f: (xg,x0+ s) = R mit s > 0 eine Funktion. Man sagt
¢ ist der Limes von f fir x von rechts (oder von oben) gegen xy,

und schreibt liim f(x) =L, wenn
zlxo

Ve>030>0VzeR: O<az—x9<d=|f(zx)—{ <e.
2. Sei f:(xg—s,29) = R mit s >0 eine Funktion. Man sagt
¢ ist der Limes von f fir x von links (oder von unten) gegen xo,

und schreibt liTrn f(z) =1, wenn
xTxo

Ve>030>0VeeR: —6<z—20<0=|f(x)—{ <e.

L n n n L n n n n n n L n n n L
-4 -2 L 2 4

Abbildung 9.1: Skizze zu f(z) = exp (g—;) In 0 existiert nur der Limes von rechts.

Wenn wir Grenzwerte fiir Funktionen in C nehmen wollen, dann kénnen wir nicht
nur von unten, sondern auch von der positiven imagindren Seite oder sogar noch auf
andere Art dahin gehen (zum Beispiel iiber eine Spirale). Um all diese Moglichkeiten
zusammenzufassen, braucht es den Begrift punktierte r-Umgebung:

e Seir € RT und a € R. Die Menge (a — r,a + r) heifit -Umgebung von « in R.

e Seir € RT und a € R. Die Menge (a — 7, a)U(a, a + r) heifit punktierte r~-Umgebung
von a in R.
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Bemerkung 9.2.1 Auch in C werden (punktierte) Umgebungen benutzt. Statt Intervalle
i R benutzt man kreisformige Umgebungen:

e Seir € Rt und a € C. Die Menge B,.(a) := {x € C; |z — a| < r} heifit r-Umgebung
von a in C.

e Seir € RT und a € C. Die Menge B.(a)* := {x € C;0 < |z —a| < r} heifit punk-
tierte r-Umgebung von a in C.

Die Notation B,(a) und B,.(a)* werden wir auch benutzen in R oder R™.
Jede Menge U fiir die es einr > 0 gibt mit B,(a) C U, heifst eine Umgebung von a.

Bemerkung 9.2.2 Sei f : A C R — R (oder A C C — C) eine Funktion. Wenn
By.(x0)* M A nicht leer ist fiir alle r > 0, dann sagt man ¢ ist der Limes von f fiir  gegen
xo innerhalb A“, notiert als

M flo) =&
€A
wenn
Ve>030>0Ve e A: 0<|z—a| <= |f(z)—{] <e. (9.4)

Beispiel 9.3. Hier unten findet man eine Skizze der Funktion f : C\ {0} — R, defi-

niert durch
(=)
exp| — ||.
z

Wir kénnen zeigen, dass

f(z) =

zh—>H01 f(z)=0 und £1£% f(z) = o0.
z€RT z€R™

Bald wird man auch zeigen kénnen, dass

lim f(z)=1,
z—0
Re(z)=0

und setzt man

A={z€C;|Im(2)| <Re(2)},

so folgt sogar

SR T 7 ’ lim f (2) = 0.
~ : z—0
- A1 z€A

Fir f: {z € R\ {a};|z — a] <7} — R kann man sofort zeigen, dass
li =l =(<+<1li =L
i f (2) =l f (1) lim £ (2)

Fir f: {ze€ C\{a};|z —a|] <7} — R gibt es viele Wege um nach a zu gehen und
keine solche Aussage. Siehe Abbildung
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1 2 3
Abbildung 9.2: Mehrere Wege fithren nach a € C.

9.1.3 Wenn der Limes nicht existiert

Was soll man machen, wenn man vermutet und beweisen mdochte, dass eine
Funktion f in xy keinen Limes hat?

Wir gehen mal direkt von der Definition aus. Nehmen wir an, es gilt nicht, dass
lim f(z) = ¢, dann gibt es zwei Moglichkeiten:

T—T0

1. entweder lim f(z) existiert nicht, oder
T—T0

2. lim f(z) existiert, ist aber ungleich ¢.
T—T0

Schreiben wir (9.2]) wie folgt:
Ve>030>0Ve € (xg—3d,20+0) \ {zo}: |f(x) —{] <e, (9.5)
dann wird die Verneinung
de>0V0>03x € (xg—0,20+0)\ {zo} : |f(x) =¥ > e (9.6)

Die Aussage in besagt ,lim, .., f(z) = £ gilt nicht* und ldsst sowohl Moglichkeit 1
als auch 2 zu.

Um zu zeigen, muss man ein € > 0 finden, so dass es beliebig nahe bei z ein x
gibt mit |f(z) — ¢] > . Wie soll man dies in einem konkreten Fall angehen? Was nimmt
man fiir /, wenn der Limes nicht existiert? Bevor wir eine Antwort geben, zeigen wir erst
das folgende Ergebnis:

Lemma 9.3 Sei f: R\ {a} — R eine Funktion und ¢ € R. Die folgenden Aussagen sind
gleichwertig:

1. f(z) konvergiert gegen ¢ fiir x nach a, oder anders geschrieben: lim f(z) = .
T—a

2. Fir alle Folgen {a,},—, mit a, # a und lim a, = a gilt lim f(a,) =¢.
n—00 n—r00

Bemerkung 9.3.1 Man sagt: fiir reelle Funktionen sind Limes (1.) und Folgenlimes (2.)
gleichwertig.
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Bemerkung 9.3.2 Um zu zeigen, dass eine Funktion keinen Grenzwert hat ist der zweite
Punkt sehr niitzlich. Fir f : R\ {a} — R eine Funktion und { € R sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

e [ (z) konvergiert nicht gegen ¢ fir x nach a.
o Es gibt eine Folge {a,}.—, C R\ {a} mit a, — a und f(a,) # ¢ firn — co.

Wenn man zeigen mochte, dass der Limes nicht gleich ¢ ist, reicht es also, eine Folge
{a,},", zu finden, die gegen a geht, fir die aber {f(a,)} -, nicht gegen { geht.

Beweis. (=) Wenn lim f(z) = ¢, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 0. > 0, so dass fiir
Tr—a

x € Bs_(a)* gilt |f(x) — €| < e.Seie >0, sei d. > 0 passend wie in der Definition und sei
{a,},", eine Folge mit a,, # a und lim a, = a. Dann gibt es N = Njs_ € N derart, dass

n—oo

la, —a| < 6. fiir n > N. Weil a,, € Bs_(a)* gilt, folgt |f(an) — ] < e.

(<) Dies beweisen wir mittels der logischen Umkehrung:
A = B ist dquivalent zu "B = TA.

Wenn lim f(x) # ¢, dann, wie oben bemerkt, gibt es ¢ > 0 so, dass fiir alle § > 0, also
T—a

*

auch fiir § = L, mindestens ein © € Bj(a)* existiert mit |f(z) — ¢| > . Nennen wir a,

eine solche zu § = & passende Zahl z. Also gilt a,, € By, (a)* und |f (a,) — €] > e. Weil

fiir jedes n € N* gilt, dass |a — a,| < £, folgt lim a, = a. Weil auerdem |f(a,) — ¢| > €,
n—oo

gilt lim f(a,) = ¢ nicht. |
n—oo

Bis jetzt haben wir immer einen Kandidaten fiir ¢ bereitgehalten. Wenn man zeigen
mochte, dass der Limes nicht existiert, kann man folgendes benutzen:

Lemma 9.4 Sei f: R\ {29} — R eine Funktion. Der Limes lim f(x) existiert genau
Tr—xT0

dann nicht, wenn
1. es eine Folge {an}.—y C R\ {zo} gibt mit

an, = xg und |f(a,)| — oo fiir n — oo,

2. oder es zwei Folgen {a,} "o, {bn},rg C R\ {zo} gibt mit

anp — w9 und f(a,) = l,

fiir n — oo.
by, = xo und f(b,) = b, # L,

Beweis. (=) Fall i. Nehme an, es gibt keine Folge {a,} _, mit
a, — xo und f(a,) — ¢ fiir n — oo und irgendein ¢ € R.

Dann konvergiert auch { f(zo + %)}Zo:l nicht. Entweder ist diese Folge unbeschrénkt
und dann gibt es eine Teilfolge mit | f(zo + %)‘ — 00, also gilt Aussage 1, oder diese Folge
ist beschriankt. Jede beschrankte Folge in R (und auch in C) hat einen Héufungspunkt ¢;
und dann auch eine konvergente Teilfolge: f(zo+ nik) — (1. Das letzte ist ein Widerspruch
zu der Annahme.
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Fall 4. Nehme an, es gibt eine Folge {a,} -, mit
a, — xo und f(a,) — ¢ fiir n — oo und irgendein ¢ € R.

Weil lim,_,,, f(z) nicht existiert, gibt es ¢ > 0 und fiir jedes n € NT mindestens
ein b, mit |b, — x| < = und |f(b,) — ¢] > . Entweder ist {f(b,)},-, unbeschrénkt und
gibt es eine Teilfolge {by, }re, mit |f(by, )| = 0o, es folgt Aussage 1, oder {f(b,)},—, ist
beschrénkt. Wenn {f(b,)}, -, beschrénkt ist, dann gibt es einen Haufungspunkt ¢* und
wir kénnen eine Teilfolge {f(bn, )}, finden derart, dass f(by,,) — ¢*. Weil |b,, — x| <

n—lk — 0 findet man b,, — . Aus
|6 =€ = lim |f(ax) = f(bn,)] = €

folgt ¢ # ¢* und haben wir Aussage 2 bewiesen.

(<) Man nehme e = 1 fiir Fall 1, beziehungsweise ¢ = 1 |[¢, — £,| fiir Fall 2. Wenn
¢ der Limes wére, dann gibt es kein 6 > 0, so dass fiir alle x mit 0 < |z — o] < ¢ gilt
|f(z) — £| < e. Fiir den ersten Fall gibt es ndmlich a,, € Bs(xo) mit |f(a,)| > ¢+ 1. Fiir den
zweiten Fall gilt entweder |¢ — ¢,| > 2¢ oder |¢ — {;| > 2e. Nehmen wir an |[{ — {,| > 2¢,
dann gibt es a,, € Bs(x) mit |f(a,) — ] < € und

|fan) =€) > [y — 4] — |f(an) — lo| >2e —c=c¢.

|
Beispiel 9.4. 175101 ﬁ existiert nicht. Nehmen Sie {%}zo:l
1 ;
= v/n — oo fiir n — oo.
1
Vi
||

T

Beispiel 9.5. h?l sin(1) existiert nicht. Dies zeigen wir wie folgt:
x]0

00
n=0

e Die Folge {ﬁ} konvergiert nach 0 und

(1 :
sin <1> =sin(mn) =0 — 0.

™

o0

e Auch die Folge {m} konvergiert nach 0 wiahrend
n=0

. 1 . |
sin | ——5—— | =sin (2n7r + §7r) =1—1.
w(4n+1)

Zwei nach 0 konvergierende Folgen mit unterschiedlichen Grenzwerten bei der Funktion
bedeutet, dass der Limes lim,qsin() nicht existiert. Siche Abbildung w

€T
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Abbildung 9.3: Skizze zu f(z) = sin (%) mit den Punkten <m, 1) in rot und in grin

Beispiel 9.6. Betrachte die Funktion f : Rt — R, definiert durch

-t ).

Hier ist [ -] die Ganzzahlfunktion aus Definition [6.14] Was kann man sagen zu hﬁ)l f(x)?

Weil fiir ¢ > 0 folgt, dass 0 < ¢ + [t] < 2t gilt, finden wir

0<f(2) < 3a™ (21)

also fiir x > 0 gilt
0< f(x) < §x3/2

Weil liﬂr)l 2052 = 0 folgt liﬁ)l f(x) = 0. Will man dies mit der Definition zeigen, dann ist
3

fir ¢ > 0 die Zahl 6. := (%5)2/ passend. Selbstversténdlich passt auch jedes kleinere

0. > 0.
||

0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 9.4: Skizze zu f (x) = %$5/2 (% + [l])

Beispiel 9.7. Betrachte die Funktion ¢ : Rt — R, definiert durch
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Was kann man sagen zu lim g (x)?
zl0
1

Nimmt man z,, = —~ so gilt lim z,, =0 und
n+ n—00

lim g(z,) =n+1—[n+1]l=n+1—(n+1)=0.

n—00

Nimmt man y,, = ,,+11 72 SO gilt lim y, = 0 und
’ n—oo

nggo.(](yn) n+s; [n—l—z} n+s5;—n=;

Weil 0 # 5 existiert liin g (x) nicht.
z0

9.2 Stetigkeit
Definition 9.5 Die Funktion f : R — R (oder C — C) ist stetig in a € R, wenn
lim f(z) = f(a).

Tr—a

Bemerkung 9.5.1 Benutzt man die Definition vom Grenzwert, dann sieht man, dass
stetig in a heifSt:

Ve>03>0VereR: |z —a|<d=|f(x)— fla)| <e. (9.7)

Weil da fir x = a eine Trivialitat steht: |f(a) — f(a)| < €, kann man bei Stetigkeit die
Bedingung 0 < |x — a| weglassen.

Bemerkung 9.5.2 Selbstverstindlich passt man die Definition an, wenn f nur auf einem
Teilgebiet definiert ist: Die Funktion f : A C R — R (oder A C C — C) ist stetig in
a € A, wenn

Ve>036>0VereA: |z —a|<d=|f(x)— fla)| <e. (9.8)

e Wenn AN B,(a)* =0 fir ein r > 0, dann ist die Bedingung in trivialerweise
erfillt fir alle § € (0,r].

o Wenn AN B.(a)* # 0 fiir alle r > 0, dann schreibt man

lim f(z) = f(a).
€A

Definition 9.6 Die Funktion f: A CR — R (oder A C C — C) heifst stetig, wenn sie
stetig ist in jedem a € A:

Vae AVe>030>0VeeA:|x—a|l<d=|f(x)— fla)| <e. (9.9)

Es gibt auch den Begriff gleichméfig stetig bei Funktionen. Bei einer stetigen Funktion
f A — R héngt é nicht nur von € ab, sondern kann auch von der Stelle a abhéngen. Bei
einer gleichméafig stetigen Funktion darf 6 nur von € abhéngen.

Definition 9.7 Die Funktion f : A C R — R (oder A C C — C) heifst gleichmdf3ig
stetig auf A C R, wenn:

Ve>030>0Va,x € A: |z —a|l| <d=|f(x) — fla)] <e. (9.10)
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Die Differenz zwischen und (9.10]) betrifft die Position der Quantoren.

Wir zeigen nun anhand einiger Beispiele, wie man die Definition von Stetigkeit di-
rekt verwenden kann. Spéter werden wir meistens die Stetigkeit zeigen, indem wir einen
diesbetreffenden Beweis zuriickfiithren auf elementare Funktionen, bei denen die Stetigkeit
bekannt ist.

Beispiel 9.8. Die Funktion f : R — R mit f(z) = 23 ist stetig. Sei a € R. Um Stetigkeit
in a zu beweisen, muss man fiir jedes € > 0 ein . > 0 angeben, so dass die Implikation in
gilt. Hinten angefangen heifit das: man muss dafiir sorgen, dass |2° — a3| < . Weil
fir |2 —a| <1 gilt |z| < |a|] + 1, bekommen wir folgende Abschéatzung:

|2° —a®| = |2* + ax + @®| [z — a] <

(2> + lal || + a2) |# — af <3(ja] +1)* |z —a].

Jetzt kann man raten, welches . > 0 man nehmen kann:

5. = min (1, W) . (9.11)

Man bekommt fiir |z — a| < d., dass |x — a| < 1 und dann auch
|2® —a®| < 3(|a| + 1%z —al,

und somit

€
3a—|—12x—a<3 a+127:€
(ol + 1o —al <3 (ol + 1) o=

Kurzgefasst: fiir §. wie in ((9.11]) folgt

|z —a| <. = |2° —d®| <e.

Beispiel 9.9. Die Funktion f : R — R mit f(x) = /x ist stetig. Sei a € R. Um Stetigkeit
in a zu beweisen, miissen wir x geniigend nah an a nehmen, das heifit . geniigend klein,
um

|V = Va| < ¢

zu haben fiir die Zahl € > 0, die uns beliebig gegeben wird. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fiir a = 0 nehmen wir §, = 3. Dann gilt:

| — ¥al =

Vo = V0| = Vel < /5. =V =
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Fiir a # 0 nehmen wir J. = min (\a! ,5\3/52>. Dann gilt
a2 | a o2
dl'—f—dl'd(l—’— da 5 5
kS (RS o [
I+ vada+

(V" +vava+ ) (a - V)
e R s

v - va| =

5 [z =al 57 < (wird unten erklart)
U+ Yaifa+ |
|z — al 1

= < %255§e. (9.12)

Weil |z — a| < d. < |a| gilt, haben x und a das gleiche Vorzeichen, und es folgt

V7t + Vala+a > Va >0

und
1 1

< .

VT + Yada+ Ya T Y
Selbstverstéandlich ist unsere Wahl fiir 4. nicht, wie es scheint, aus den Wolken gefallen,
sondern wir haben erst mal gerechnet, wie in ((9.12)) dargestellt ist. Dann haben wir ein

passendes 0. > 0 festgelegt und schlussendlich die Folgerungen in der logisch richtigen
Anordnung aufgeschrieben.

Beispiel 9.10.

1
1. Die Funktion f: R\ {0} — R, definiert durch f(z) = —, ist stetig.
x
1
2. Die Funktion f: R — R mit f(x) = — ist nicht wohldefiniert.
x

1
3. Die Funktion f : R — R, definiert durch f (0) = 0 und f(z) = — fiir x # 0, ist nicht
x
stetig in 0 und stetig in a fiir jedes a € R\ {0}.

Beispiel 9.11. Die Funktion f: R — R, definiert durch

B 1 wenn x € Q,
fle) = 0 wenn z € R\Q,

ist nirgendwo stetig.
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Beispiel 9.12. Die Funktion f: R — R, definiert durch

| @ wennze Q,
fle) = 0 wenn z € R\Q,

ist nur in 0 stetig.
]

Bemerke, dass obwohl diese Funktion in 0 stetig ist, man auch hier den Graphen nicht
zeichen kann ,ohne den Stift vom Papier zu nehmen®.

Beispiel 9.13. Die Funktion f: R — R, definiert durch

1 wenn z =0,

fl@)=¢ = wennz =2 mitne€Z\ {0}, m € N* und ggT(|n|,m) =1,

m

0 wenn z € R\Q,
ist stetig in jedem a € R\Q und nicht stetig in jedem a € Q. Die Bedingung
ggT(|n|,m) =1

(der groBte gemeinsame Teiler) sorgt dafiir, dass z = 2+ € Q als Quotient auf die einfachste
Art geschrieben wird und somit, dass f wohldefiniert ist. Hier steht eine Skizze zu dieser
Funktion:

1.0
08"~

0.6 -

04+

Beispiel 9.14. Die Funktion f : (0,1] — R mit f(z) = sin (1) ist stetig und beschréinkt,
aber nicht gleichméfig stetig.
1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1
Um zu zeigen, dass sie stetig ist in € (0, 1], muss man fiir jedes € > 0 ein § > 0
(also § = d. ) finden, so dass fiir alle y € (0, 1] mit |y — x| < 0 gilt |f(z) — f(y)| < €. Das
klappt, weil f die Zusammensetzung zweier stetiger Funktionen ist (denn z # 0). Man
kann auch direkt finden, dass

()= ()
sin(— | —smn| —
Z Y

Mittelwertsatz
<

(9.13)

1 w_w—ﬂ

r oy 2y
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und damit, dass J., = min (127,

5 3?25) passt. Fiir [z —y| < 3z gilt némlich

1
2

1
y> 5, (9.14)

und kombiniert man 1) 1' und |z —y| < %:1;25, folgt

1 1 —x T — 132
sin () — sin ()‘ < |y 1| < |xl 2y| < 21 S =&
T Y Ty o 3T

Die Funktion ist nicht gleichméfBig stetig. Dazu miissen wir € > 0 finden, wobei es kein
d > 0 gibt, das zu allen x und y mit |z — y| < 0 passt. Sei € € (0,1) und § > 0. Wéhle
‘ ‘ 1 . 1 _ 1 S
n € N so, dass n > 5, und setze r = und y = P Es gilt

27Tn+éﬁ
L = e < B < ¢ und
2rnt+in 2mnt 3w (27rn+%ﬂ')(2ﬂ'n+%7r) n
S SR B Y (R — } i s 3 ‘ —
‘f <2m+%w> f (27m+§7r) ‘ sin (2rn + 17) —sin 2mn + 37)| =2 > .

9.2.1 Folgenstetig

Bei dem Limes haben wir schon gesehen, dass es verniinftig sein kann, zuriickzugreifen
auf Grenzwerte von Folgen. Auch fiir Stetigkeit kann so etwas niitzlich sein.

Lemma 9.8 Sei f: R — R eine Funktion. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

1. f ist stetig in a.

2. f ist folgenstetig in a:

Fir jede Folge {a,} ~, mit a, — a firn — oo gilt f (a,) — f (a) fir n — oco.

Bemerkung 9.8.1 Wir formulieren getrennt nochmals die negative Version. Die folgen-
den Aussagen sind gleichwertig:

1. f ist nicht stetig in a.
2. Es gibt eine Folge {a,},—, mit a, — a und f (a,) # f(a) firn — oco.
Bemerkung 9.8.2 Wir haben im Lemma
a, — a firn — oo statt lim, . a, =a

und
fan) — f(a) firn— oo statt lim, o f(a,) = f(a)

geschrieben. Die Bedeutung ist in beiden Fillen gleich. Der Grund, dass wir in der Be-
merkung f (a,) # f(a) fir n — oo schreiben, ist, dass die Verneinung von

lim, o f(a,) = f(a), also auch von f(a,) — f(a) firn — oo,
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nicht lim,, . f(a,) # f(a) ist, sondern
lim,, o f(a,) existiert nicht, oder
lim,, o f(a,) ezistiert, ist aber ungleich f(a).

Die beiden letzten Aussagen fasst man zusammen in

fan) # [ (a) firn — oo.

Beweis von Lemma Benutze die Ergebnisse in Lemma, [9.3]

(=) Die Aussage
f ist stetig in a

kann man schreiben als:
es gibt £ € R mit lim, ,, f(z) = £ und f(a) = (.
Aus lim, ., f(x) = ¢ folgt
fiir jede Folge {a,} -, mit a, # a und a,, — a fir n — oo gilt f (a,) — ¢ fir n — oo.

Weil f(a) = ¢ konnen wir die Bedingung a,, # a weglassen und auch ¢ ersetzen durch
f(a).
(<) Wenn

fiir jede Folge {a,} -, mit a, — a fiir n — oo gilt f (a,) — ¢ fir n — oo,
dann hat man auch
fiir jede Folge {a,} -, mit a, # a und a,, — a fir n — oo gilt f (a,) — ¢ fir n — oo.

9.2.2 Stetigkeit in C

Alle Lemmas in diesem Kapitel kann man anpassen fiir Funktionen f: A C C — C und
behalten dann ihre Giiltigkeit.

Nur die Definitionen von liim f(z) und liTm f(z) sind typisch fiir reelle Argumente.
fo oA o) TTTo
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10.1 Regeln bei Grenzwerten und Stetigkeit

Die e-9-Geschichten sind wesentlich bei Analysis. Einige darausfolgende Rechenregeln
helfen dabei, manchmal schneller zum Ziel zu kommen.

Lemma 10.1 Seien f,g: R\ {a} — R zwei Funktionen mit

lim f(z) ={; und lim g(x) =,
r—a

r—ra

und sei ¢ € R. Dann gilt:

1. limcf(z) = clim f(x);

Tr—a r—a

2. lim (f(2) + g(2)) = lim f() + lim g(x);

3. lim (f(2) g(x)) = lim f(x) lim g(x);

Tr—a

_ z—a

4. und wenn £y # 0, dann }E{}l g(x) ~ lim g(z)

r—ra

Beweis. Weil wir gezeigt haben, dass die Aussage lim f(z) = ¢ gleichwertig ist zu
T—a
lim f(a,) = ¢ fiir alle Folgen {a,} -, mit a, # a und lim @, = a, folgen diese Behaup-

n—00 n—00

tungen aus Lemma Man kann auch einen direkten Beweis geben und das werden wir
anschliefend tun.

Nehmen wir als Beispiel das Produkt. Fiir € > 0 miissen wir ein § > 0 finden, so dass
0<|r—al<d=|f(x)g(x) —lsl,| <e. Dabei darf und soll man anwenden, dass es fiir
f und g bei jedem £ > 0 ein dazugehorendes 0 > 0 gibt. Nennen wir diese Zahlen bei
e > 0 fiir f beziehungsweise g hier ¢;(g) und d4(¢). Das heifit:

o Fiir ¢ > 0 folgt aus 0 < |z —a| < d¢(e) dass |f (z) — U] <e;

o Fiir ¢ > 0 folgt aus 0 < |z — a| < d,(¢) dass |g (z) — {,] < e.

Sei € > 0. Man nehme

1= o )50 (57 7))

111
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Bemerke, dass 6 (¢) > 0 gilt fiir jedes £ > 0.
Fir |z —a| < d(e) gilt, weil § (e) < 04(1), dass |g(x)| < |g(x) — (] + 1, < 1+ |{,]
und
|f(@)g(x) = ply| = | f(2)g(x) — Lrg(x) + Lrg(x) — Lsly| <

< |f(@) = el lg(o) [ + sl lg(z) — Lg] <

< [f(2) = L[ (1] + 1) + 1€s] g () — L] = (10.1)

und weil 0 (¢) < d; <m> und 6 (g) <4, (m) gilt, folgt

10.1)) <
@) < ;

g g
————— ([, + 1)+ |

- @ <l e
DR

Selbstverstindlich wurde diese Zahl 6(¢) riickwirkend gefunden. |

Korollar 10.2 Seien f,g: R — R stetige Funktionen und sei ¢ € R. Dann sind auch cf,
f+ g und fg stetig.
Korollar 10.3 Jedes Polynom ist stetig auf R (und auch auf C).

Beweis. Jedes Polynom kann man schreiben als Summe und Produkt von endlich vielen
Termen ¢ und z. Die Funktionen fo, fi : R — R (oder C — C) mit fo(z) = 1 und
fi(z) = x sind stetig: man nehme dg(¢) = 1 und 0, (g) = €. Dann folgt aus |z — y| < d;(¢),
dass | fi(z) — fi(y)] < . Das Ergebnis folgt aus Lemma [10.1}1,2,3. |

Korollar 10.4 Jede rationale Funktion ist stetig in allen a € R (allen a € C), wo der
Nenner ungleich null ist.

Beweis. Eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynome und Polynome sind
stetig. Wenn der Nenner ungleich null ist, kann man Lemma 4 anwenden. [

Ein Lemma, welches wir bei ‘Folgen’ nicht gesehen haben, ist folgendes:

Lemma 10.5 Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen. Dann gilt:

lim f(g()) = f (1im g(x)) = f(g(a).

Tr—a

Das heif$t, auch fog: R — R ist stetig.
Bemerkung 10.5.1 Die Funktion f o g (sprich eff-nach-ge) ist definiert durch

(fog)(x)=[(g(x))
und sagt: Die Zusammenstellung stetiger Funktionen ist wiederum stetig.

Beweis von Lemma Sei wiederum € > 0 gegeben. Man soll §(¢) > 0 finden, so
dass

[z —a <d(e) = [f(g9(x)) — flg(a))] <e.

Dabei darf man verwenden, dass es fiir jedes € > 0 ein d,(¢) gibt, so dass

|z —af < dy(e) = [9(x) —g(a)] <
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und dass es fiir jedes ¢ > 0 ein d4(e) gibt, so dass

[y —g(a)] < dg(e) = |f(y) — flg(a))] <e.
Man liest dies hintereinander und sieht, dass d(g) = d,4(d¢(g)) passt:

[z —a <64(05(c)) = lg(x) —gla)] < ds(e),
l9(x) = gla)l <os(e) = [f(9()) = flg(a))] <e.

Ubrigens folgt aus lirrll7 f(y) = ¢ und lim g(x) = b nicht, dass lim f(g(z)) = ¢. Ein
y— r—a

Tr—ra

Gegenbeispiel fiir eine solche Behauptung ist:

. 1
flz) = { (1) iﬁi i i 8: und g(x) = zsin (—) :

X

Skizzen zu f, g und f o g findet man in Abbildung [10.1]
Setzen wir a,, = % so gilt a, — 0 und g(a,) — 0 fir n — oo. Weil jedoch sogar

g(a,) = 0 gilt, findet man
i flgfan) = £ 0) =0 #1 = Timy f ).

Der Limes lir% f (g (x)) existiert sogar nicht.
z—

-05 \//\VMV/\\/ 05

Abbildung 10.1: Skizzen zu g, f und f o g.

I I
-0.5 0.5 -0.5 0.5

10.2 Uneigentliche Konvergenz und Asymptoten

Uneigentlich hat immer etwas mit co zu tun. Nochmals sei bemerkt, dass oo keine Zahl
ist und oo nur als Symbol benutzt wird.

10.2.1 Horizontale Asymptoten

Definition 10.6 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man { ist der Limes
von f fiir x nach oo, notiert als

lim f(z) =1¢,
wenn
Ve>0dM eRVz eR: 2> M= |f(z)— /] <e. (10.2)

Man sagt: f hat eine horizontale Asymptote fiir x — oo.
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Bemerkung 10.6.1 Die Zeile in kann man auch ersetzen durch
Ve>03dNeNVzeR: > N=|f(x)—{ <e. (10.3)

Die Aussage in impliziert direkt mit M = N. Nimmt man in fir N eine
ganze Zahl grofier M, dann folgt aus sofort .

Bemerkung 10.6.2 Ahnlich wird

lim f(z) =,
o0
definiert durch
Ve>0dM eRVzeR: o< M=|f(z)—{ <e. (10.4)
Diese Aussage ist dquivalent zu
Ve>0dINeNVzeR: 2 < —-N=|f(z)—{ <e. (10.5)

T
Beispiel 10.1. Fiir die Funktion f : R = R mit f(z) = ——— gilt lim f(z) = 1.
Denn fiir x > N = N, := [ﬁ} + 1 hat man
‘ T 1‘ t—Vi+a?2r+vi+a?| | 2 —(1+2?)
V14 22 V1i4+22 xz++14+ 22 avV14+22+ 1422

1 1 1
a1+ 22+1+22 " 22 N?

10.2.2 Vertikale Asymptoten

Definition 10.7 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man oo ist der unei-
gentliche Limes von f fiir x nach a, notiert als

lim f(z) = oo,

wenn

VNeN3IF>0VzeR: 0<|z—al<d= f(z)> N.

Man sagt —oo ist der uneigentliche Limes von f fiir x nach a, notiert als

lim f(z) = —o0,

Tr—a

wenn
VNeNII>0VzeR: 0<|zr—al]<d= f(x) <—N.

In beiden Fillen sagt man, dass f eine vertikale Asymptote hat fiir x — a.
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f(x)=1/x mit f(x) T oo fiir x40 und f(x)4 —co flir xT0 f(x)=1/x% mit f(x) T oo fiir x10 und fiir x40
10 1

-10 -5 5 10 -10 -5 L 5 10

-5|- -5
-10l- -10b
f(x)=exp(1/x) mit f(x) T oo fiir xL 0 f(x)=sin(8/x)/x hat keine Asymptote bei 0

10+ 10

-10- -10

Abbildung 10.2: Asymptoten und mal keine Asymptote

Bemerkung 10.7.1 Auch kann man nur von einer Seite kommen. Man sagt oo ist der
uneigentliche Limes von f fir x von oben nach a, notiert als

lifn f(z) = o0,

wenn
VNeNIFII>0VzeR: 0<z—a<d= f(x)> N.

Auch hier sagt man f hat eine vertikale Asymptote fir v — a. Ahnlich definiert man

liinf(x) = —00, li%nf(:v) =00 und li%n f(z) = —o0.

x?+1

Beispiel 10.2. Fiir die Funktion f : RT — R mit f(z) = gilt hﬂ)l f(z) = oc.

Denn fiir z € (0,dy) mit 6y = N~! hat man

| 1 1
e =+ ->—-—>N.

Xz
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Beispiel 10.3. Die Funktion h : Rt — R mit i(z) = < sin (1) hat keinen (uneigentli-
chen) Limes fiir | 0 und also keine Asymptote bei 0.
|

10.2.3 Schiefe Asymptoten

Definition 10.8 Se: die Funktion f : R — R gegeben. Man sagt, dass f eine schiefe
Asymptote y(x) = ax + b hat fir x — oo, wenn

lim |f(z) — (ax + b)| = 0. (10.6)

T—00

Bemerkung 10.8.1 Wenn man herausfinden mdochte, welche a und b in Frage kdmen bei
, dann kann man wie folgt vorgehen: Wenn gilt, dann findet man a mittels

o= Tim 2. (10.7)

r—00 I

Weil lim % = 0 gilt, findet man ndmlich, dass

T—r00

= lim
T—00

T i

= lim
Tr—00

lim
Xr—r00

—

‘f(x)

T

e,

= lim |f(z) — (az +b)| lim — =0,
T—00

w0 [T]
denn der erste Limes in der letzten Zeile existiert wegen der Annahme. Anschlieflend folgt
b aus

b= lim (f(z) —ax). (10.8)

T—00

Hat man bewiesen, so folgt auch .
Ezistiert einer der beiden Grenzwerte in (IJ 0. ]) oder nicht, so hat f keine schiefe

Asymptote fiir v — oo.

.. . . . 224 r+1 _
Beispiel 10.4. Die Funktion f : R™ — R mit f(z) = ————— hat 1 + x als schiefe
x
Asymptote fiir x — oo. Denn fiir z > N, := E] + 1 hat man
2
" +x+1 1
L—(ljwr:) =|-|=-<e.
x r|

Beispiel 10.5. Die Funktion f: R\ {1} — R definiert durch

f(ﬂf):(m)_weXp< 1 ) (10.9)

exp(z) +1 l—x

hat drei Asymptoten:
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1. eine horizontale Asymptote: xlgrolo flx)=1;

2. eine vertikale Asymptote: 1;%1 f(z) = o0;

3. eine schiefe Asymptote: :CEIPOO |f(z) = (—x+ 1) =0.

In Abbildung findet man eine Skizze dieser Funktion.

12+

.10 -7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5 10

-2t

Abbildung 10.3: Skizze zu der Funktion in 1}

Wir bestimmen a und b wie in Bemerkung [10.8.1] und verwenden dazu mehrmals die
Ergebnisse aus Lemma [10.1}

Die Zahl a berechnen: Weil
1 1 = —1 1
lim /(@) = lim exp(x) exp (1—) lim w exp ( )

-0 I a——o00 2 exp(z) 4 1 - z——oo exp(z) + 1 l—x
lim, ., Lex —1 1 0—1
=% p(e) lim exp = exp (0) = —1,
lim, oo exp(z) +1 a—— l—x 0+1

kann a nur —1 sein.

Die Zahl b berechnen: Wir vereinfachen

— 1

lim (f(2) —ax) = lim (f(2) +2) = lim_ (% exp (1 - x) - x)

. exp(z) — z 1 1
= 1 B I 1—
xalmoo<(exp(:p)+1+x)eXp(1—a:)+x exp(l_x
— 1 1 1
= lim exp(z) — @ + xexp(x) - exp + lim z|1—exp
z——o0 \ exp(z) + 1 exp(x) + 1 - z——00 —x

J/
-~

A

A— lim (exp(x) I+xeXp(:E)—|—x>eXp< 1 )

z——oco \ exp(z) +1  exp(x

)
_ o exp(@) (z+1) 1 \__0 _
= IEIPOO “exp@) T 1 exp ( ) = exp (0) = 0.

—_

4

und finden




118 Woche 10, Stetigkeit 11

Wir haben schon mal gezeigt, dass y < exp (y) — 1 < lﬁy fir y € (0,1). Wenn wir

das fiir B benutzen und bemerken, dass 0 < ﬁ < 1 fiir x — —o0, so folgt

1
1 1 Tz
—x < —z|(exp -1 < —x — =L

Weil lim % = lim ; L T = ﬁ = 1, finden wir mit dem EinschlieBungssatz,
r——o00 + ¥ T—r—00 /2= o
dass B = 1.

Wir haben somit gezeigt, dass

b= lim (f(zr)+2)=A+B=0+1=1

T——00
und das bedeutet lim,_,_ (f (z) — (=2 4+ 1)) = 0. Die schiefe Asymptote ist y = —x + 1.

Beispiel 10.6. Eine Funktion, die definiert ist auf R\ {0}, die keinen Limes fiir x — 0
hat und bei 0 auch keine Asymptote, ist zum Beispiel g(x) = sin (%) Siehe Abbildung
o4

Abbildung 10.4: Skizze zu = > sin (1)

T

10.3 Erweiterungen von Limes und Stetigkeit

Definition 10.9 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man ¢ ist der Limes
Superior von f fir x nach a, notiert als

limsup f(z) = ¢,
r—ra

wenn
lim sup  f(x) | =¢.
el0 <O<|x—a|<s ( )>

Definition 10.10 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann sagt man € ist der Limes
Inferior von f fir x nach a, notiert als

liminf f(z) = ¢,

r—a

wenn

li inf =/
gﬁ)l <0<|olsr—la|<s f (3:))
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Man kann sich selbst iiberlegen, wie man limsup f (z) oder liminf f(z) verniinftig
:EJ,CL T—r—00

definiert.

Beispiel 10.7. limsupsin(%) = 1 und liminfsin(%) = —1.
S ® 20 z .

Definition 10.11 Sei die Funktion f : R — R gegeben. Dann heifit f oberhalb stetig
m a, wenn

limsup f(z) = f (a).

r—ra

Die Funktion f heifst unterhalb stetig in a, wenn
liminf f(z) = f (a).
Tr—a

Bemerkung 10.11.1 Man kann selbstverstindlich auch rechts-unterhalb stetig usw. de-
finieren.

10.4 Folgen der Stetigkeit

Wenn eine stetige Funktion an einer Stelle positiv ist, dann ist sie auch positiv in einer
Umgebung dieser Stelle:

Lemma 10.12 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Sei xo € [a,b] derart, dass
f (o) # 0. Dann gibt es § > 0 derart, dass:

1. Wenn f (zo) > 0 dann folgt f (x) > 0 fir alle x € (vg — 9,20+ ) N [a,b];
2. Wenn f(x¢) <0 dann folgt f () <O fiir alle x € (xg — J, 20 + ) N [a,b] .

Beweis. Fiir den Fall, dass f (z¢) > 0, nehme ¢ = f (xo). Weil f stetig ist, gibt es fiir ¢
eine Zahl § > 0 derart, dass fir x € (xrg — J,20 4+ 0) N [a,b] gilt, dass |f (x) — f (x0)] < €.
Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir solche z, dass

fx) = f (o) + f(x) = f(w0) = f(xo) = |f (x) = [ (w0)| > f (w0) —€=0.
Fiir f (zo) < 0 nehme € = —f (z0) und 2. folgt auf dhnlicher Art. n

Theorem 10.13 (Nullstellensatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit

fla) <0< £5).
Dann gibt es x € (a,b) mit f(x) =0.

Es gibt sogar eine erste Nullstelle x1 und eine letzte Nullstelle x5 in (a,b) mit x1 < x4,
also eventuell identisch. Das bedeutet:

f(x) <0 firzela,z),
f(x1) =0 und f(22) =0
f(x)>0 firxe (xg,b.

Bemerkung 10.13.1 Die Funktion f : RT — R, definiert durch f(z) = sin(x — 7%/z),
hat viele Nullstellen aber keine erste und keine letzte Nullstelle.
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WA /N N a
VN N

Abbildung 10.5: Die Funktion aus Bemerkung (10.13.1

Beweis von Theorem Setze A = {x € [a,b]; f(z) > 0}. Weil A nicht leer ist,
denn b € A, und A nach unten beschrénkt ist, existiert m := inf {x € A} in R wegen der
Vollstdndigkeit von R. Wir werden nun zeigen, dass m € (a, b) die erste Nullstelle ist von
f in [a, b]. Das bedeutet m > a, m < b, f(m)=0und f <0 in [a,m).

e m > a folgt aus Lemma [10.12]
e m < b folgt auch aus Lemma [10.12

o Weil m :=inf {z € A} gibtes {a, },., C Amit a, = m fiir n — co. Wenn f (m) <0
gelten wiirde, dann folgt aus Lemma [10.12] dass f (a,) < 0 fiir n geniigend grof3
und das ist ein Widerspruch. Also gilt f (m) > 0.

e Wenn f (m) > 0 gelten wiirde, dann folgt aus Lemma [10.12, dass f (m — %) > 0 fiir
n geniigend grof}. Weil {m — —} ¢ Aund m —% > a fiir n geniigend grof ist, gilt
fiir solche n, dass f(m — 1) <0 und das ist ein Widerspruch. Also gilt f (m) < 0.

Wir haben m € (a,b) und f(m) = 0 und die Definition von A liefert f < 0 in [a,m).
Das heifit, m ist die erste Nullstelle von f in (a,b). Auf dhnliche Art gibt es auch eine
letzte Nullstelle x5 in (a,b). Wenn es insgesamt nur eine Nullstelle gibt, ist diese sowohl
erste als letzte. [

Korollar 10.14 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
gibt es fiir jedes y zwischen f(a) und f(b) ein x € (a,b) mit f(x) =vy.

Beweis. Verwende den Nullstellensatz fir ¢ : [a,b] — R mit entweder g(z) = f(z) — y
oder g(z) =y — f(x). u

Theorem 10.15 (Weierstrafl) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es
xmin; Imax e [a/, b] mZt

f(Zmin) < f(2) < f(2max) fiir alle x € [a,b].

Anders gesagt: auf einem beschrdinkten und abgeschlossenen Intervall nimmt eine stetige
Funktion f ihr Minimum und Mazimum an.



10.4 Folgen der Stetigkeit 121

Beweis. Sei {xz,} , eine Folge in [a,b] mit f(z,) — sup{f(z);x € [a,b]}. Wegen des
Satzes von Bolzano-Weierstral (Theorem hat {z,} ~, einen Hiufungswert in R.
Das heifit, es gibt eine konvergente Teilfolge {x,, },-, und weil [a,b] abgeschlossen ist,
gilt T = limy 0oy, € [a,b]. Weil f stetig ist, folgt f(x,,) — f(Z) € R. Also gilt
sup{f(z);x € [a,b]} = f(Z) und weil f(Z) das Supremum liefert, gilt fiir alle x € [a, b],
dass

fx) < f(2) = max{f(z);z € [a,b]}.

Man nehme Z.x = 7.
Ebenso zeigt man, dass es zy,, gibt. [ |

Korollar 10.16 Wenn f : [a,b] — R eine stetige Funktion ist, dann gibt es ¢,d € R mit
[c,d] = {f(z);x € [a,0]}.

Beweis. Man kombiniere Theorem [I0.15 und den Zwischenwertsatz. n



122 Woche 10, Stetigkeit 11



Analysis 1, Woche 11

Differentialrechnung I

11.1 Ableitung einer Funktion

Sei f : R — R eine Funktion. Die Gerade durch die Punkte (a, f (a)) und (b, f (b)) findet
man als Graph der Funktion ¢ : R — R mit
fb)—[fla
Man berechnet direkt, dass ¢ (a) = f (a) und £(b) = f(b), und weil die Funktion ¢ die
Form /¢ (z) = c1x + ¢ hat mit ¢;, ¢y € R, ist der Graph eine Gerade. Fiir den Richtungs-
f(b)—f(a)

koeffizienten c; gilt, dass ¢; = S

Tangente

A\

7/ a b
Abbildung 11.1: Approximation der Tangente an f in a

Wenn man nun b immer ndher an @ nimmt, siecht es aus, als ob die zugehorige Gerade
sich der Tangente nédhert. Das heifit, wenn

IO~ ()

11.1
bla b—a ( )

existiert, dann miisste die Funktion ¢/ : R — R mit
l(x)=c(x—a)+ f(a)

die Tangente an f an der Stelle (a, f (a)) beschreiben. In Abbildung ist dies darge-
stellt.

Wenn man so vorgeht, dann sollte der Grenzwert in ([11.1) auch existieren. Dazu
definiert man folgendes:

123
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Definition 11.1 Sei I ewn offenes Intervall in R mit a € I.

e Die Funktion f : I — R heift differenzierbar in a, wenn

lim @) = /@) existiert in R. (11.2)
T—a Tr — a
e Wenn dieser Limes existiert, schreibt man f'(a) := lim% und nennt f'(a)
r—a

die Ableitung von f in a.

Bemerkung 11.1.1 Wenn I C R ewn offenes Intervall ist und f : I — R eine Funktion,
die an jeder Stelle a € I differenzierbar ist, dann nennt man f differenzierbar auf I.

Bemerkung 11.1.2 Nehmen wir an, dass a und I wie in Definition sind. Dann ist
gleichwertig zu:

es gibt c € R derart, dass lim f(@) = (fla) +ele—a)

Tr—a Tr — a

= 0. (11.3)

Man sieht direkt, dass ¢ = f'(a) gilt. Die Formel in kann man leicht veranschauli-
chen. Die Funktion x — f (a)+c(xz — a) beschreibt die Tangente zu f an der Stelle a. ,Der
Limes in gleich null“ heifit, dass wenn man die vertikale Distanz zwischen f und
threr Tangente vergleicht mit der horizontalen Entfernung von a, diese vertikale Distanz
wesentlich schneller kleiner wird als die horizontale Entfernung. Vergleiche dazu in der
Grafik die vertikale Differenz zwischen der roten und blauen Kurve mit der horizontalen

Entfernung zu a bei (a, f(a)). Siehe Abbildung[11.2

y=fla)+(z —a)f(a)

Abbildung 11.2: Die Graphik einer Funktion in blau und ihre Tangente in a in rot.

Bemerkung 11.1.3 Man kann auch Differenzierbarkeit fiir komplexe Funktionen defi-
nieren:

e Wenn man eine Funktion f vom offenen Intervall I C R nach C betrachtet, dann
heifst f differenzierbar in a € I, wenn

(x+— Re(f(z))) : I 5 R und (x— Im(f(x))): I =R

beide differenzierbar in a sind.
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e Wenn man Funktionen von einer offenen Teilmenge A C C nach C betrachtet, dann
wird die Definition wie folg:. Sei « C A und set B C A eine offene Umgebung von

a. Die Funktion f: A — C heifit komplex differenzierbar in o, wenn

i 1) = f()

z—a Z —

existiert in C.

Bei komplez differenzierbar muss der Limes von ,allen Richtungen® genommen wer-
den, man kann also erwarten, dass komplex differenzierbar eine ,schwerere Bedin-
gung“ ist als differenzierbar. Dies ist auch so, aber das werden wir hier nicht weiter
besprechen. Der genaue Unterschied wird bei ‘Funktionentheorie’ deutlich werden.

11.2 Einseitige Ableitungen

Definition 11.2 Sei I ein Intervall in R und a € I. Sei f: I — R eine Funktion.

e Nehme an: [a,a+¢) C I fir irgendein € > 0.
Die Funktion f heifit rechtsdifferenzierbar in a € I, wenn

Fi(a) = im LW =S @

zla xr—a

existiert in R.

o Nehme an: (a —¢e,a| C I fir irgendein £ > 0.
Die Funktion f heifst linksdifferenzierbar in a € I, wenn

i 4@ = f(@)

! = stiert in R. 11.4
1 (a) lim ————~=— egistiert in (11.4)
Beispiel 11.1. Fiir f: R — R mit f(z) = |z| hat man
1 fiir 2 > 0,
f'(z) = < existiert nicht fiir z =0,
—1 fiir z < 0;
v 1 fiir z > 0, v 1 fiir z > 0,
o) = { —1 fir z < 0; und - (x) = —1 fir z < 0;
2 1
15 0.5
1 ‘ ‘
2 -1 1 2
>° f(z) = |z 0.5 f'()
2 1 1 2 X
1 1
0.5 0.5
2 1 1 2 2 1 1 2
0.5 0.5
L () fL(x)
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Theorem 11.3 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und c € (a,b).

Bemerkung 11.3.1 Die letzte Aussage ist bekannt als das Kriterium von Fermat fir
ein Extremum.

Beweis. Sei f'(¢) > 0 und nimm ¢ = f’(¢). Dann gibt es 6 > 0, so dass fir z €
(c—0d,c+6)\{c} gilt

=16 ) <.
und dann auch
0=f'(c)—e< W < f'(c) +e.

Das heifit, dass f(z) — f(c) und = — ¢ das gleiche Vorzeichen haben und dies liefert die
erste Behauptung. Die zweite Annahme zeigt auf dhnliche Art, dass f(x) — f(¢) und z —¢
gegengesetze Vorzeichen haben und so die zweite Behauptung.

Diese ersten beiden Behauptungen zeigen, dass es fiir f’(c) # 0 kein Extremum in ¢
gibt. Die logische Umkehrung besagt dann, dass wenn es ein (lokales) Extremum in ¢ gibt,
dann gilt f'(c) = 0. u

11.3 Hohere Ableitungen

Wenn f : R — R (oder f: C — C) differenzierbar ist in einer Umgebung von a, dann
kann man f’: B,(a) — R (oder f’: B,(a) — C) als selbstidndige Funktion betrachten und
von dieser Funktion f’ wieder die Differenzierbarkeit betrachten. Wir schreiben f) := f/,

f@ = (f usw.

Definition 11.4 Sei f : A C R (oder C) eine Funktion mit B,(a) C A fira € A und ein
r > 0. Sein € N\ {0,1}. Nehme an, dass die ersten n—1 Ableitungen f3), f@ . =D
in B,(a) ezistieren. Dann sagt man f ist n mal differenzierbar in a, wenn die n-te Ablei-
tung

eR

g ST (@) = f D (a)
f(a) = lim P

existiert.

1Sei I ein Intervall.
globales Maximu

e Die Funktion f : I — R hat ein globales Maximum in
cel, wenn f(x) < f(c) fiir alle v € I.

e Die Funktion f : I — R hat ein lokales Maximum in tokales Migimun

¢ € I, wenn es € > 0 gibt mit f(z) < f(c¢) fiir alle
zelN(c—e,c+e).
Ahnlich definiert man ein globales und ein lokales Minimum.
Bemerke, dass ein globales Extremum immer auch ein lokales
Extremum ist.

lokales Maximum

Tes Minimum lokales Minimum
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Bemerkung 11.4.1 Man schreibt auch " = f@ und " = & usw. Manchmal werden
auch romische Ziffern benutzt.

Bemerkung 11.4.2 Wenn die n-te Ableitung auch noch stetig ist, sagt man f ist n mal
stetig differenzierbar.

Es sei noch bemerkt, dass um f’ bei a differenzieren zu koénnen, es nicht reicht f’
nur in a zu haben. Um eine Ableitung in a betrachten zu kénnen, muss die betreffende
Funktion in einer Umgebung von a definiert sein. Das heifit, wenn wir f”(a) berechnen
mochten, dann soll f/ bekannt sein in einer Umgebung von a.

Beispiel 11.2. Die Funktion ¢ : R — R mit g(x) = z |z| ist einmal stetig differenzierbar
in 0O:

g (x) = 2|z| fir alle z € R,
2 fiir x > 0,
g (x) = —2 fiir x < 0,

existiert nicht in 0,

und fiirn > 2

" 0 fiir = #£ 0,
g"(x) = { ‘U

existiert nicht in 0.

Fiir z € (a,b) C R" kann man verwenden, dass g(x) = 2% auf (a,b) und g die Standard-
ableitungen hat. Ahnlich hat man fiir x € (a,b) C R™, dass g(z) = —22. Bei x = 0 muss
man zuriick zur Definition:

—g(0 —0]0
¢ (0) = lim 9(x) = 9(0) = lim @zl = o]0l = lim |z| = 0.
z—0 x—0 z—0 x—0 x—0

Die zweite Ableitung in 0 existiert nicht, denn

g'(z) — g'(0) i 2121 =0

lim ¥—Ft—>"—2~ =
210 z—0 z0 x—10

"(z) — ¢’ (0 2|zl =0
hmg(r) g(0) = lim 2 = -2
10 9 70 10 ’I’*O

11.4 Differenzierbarkeit liefert Stetigkeit

Lemma 11.5 Sei f : (¢,d) — R eine Funktion und seia € (¢,d). Wenn f differenzierbar
ist in a, dann ist [ stetig in a.

Bemerkung 11.5.1 Auch gilt, dass wenn f rechts(links)differenzierbar ist in a, dann ist
f rechts(links)stetig in a.

Beweis. Wir verwenden Lemma [10.1}2:

iﬂf(f)—f(a):limw

r—a T —a

= limwlim (x —a) = f'(a) (a—a)=0.

r—a Tr— a r—a
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n
Beispiel 11.3. Die Funktion f: R — R mit f(z) = |z| ist (siehe Beispiel [I)
1. stetig auf R;
2. differenzierbar auf R\ {0} und nicht differenzierbar in 0;
3. rechtsdifferenzierbar und linksdifferenzierbar auf R!
n

Definition 11.6 Se: I ein Intervall in R. Eine Funktion f : I — R heifit Lipschitz-stetig
ina€ I, wenn es L € RT und eine Umgebung (a — 0,a + §) gibt derart, dass

|f(x) — f(a)| < Lz —a| firalexzelIn(a—24d,a+9).
L heif$t eine Lipschitz-Konstante beziiglich f in a.
Bemerkung 11.6.1 Lipschitz-Stetigkeit gibt Stetigkeit. Sei e > 0 und nehme § = L™'e.

Definition 11.7 Die Funktion f erfillt die Lipschitz-Bedingung auf dem Intervall I mit
Lipschitz-Konstante L € R, wenn

|f(z) — f(y)| < Lz —y| fir alle z,y € I.

Beispiel 11.4. Die Funktion f : (0,00) — R mit
f(x) = 2 4 1 ist Lipschitz-stetig in jedem a > 0. Denn
setzen wir L = %, gilt

251

1 1 la — x|
1) (1) = <
T a ax

|z — al

I _ 1] l é 10+

- L |'I a| fur S (2a7 QCL) ° Der Graph liegt in

ia dem griinen Kegel.
osf

Beispiel 11.5. f:[0,00) - R mit f(z) = /z ist
nicht Lipschitz-stetig in 0:
1

Vi V0| =vi= = e 0]

G
Ein Graph ohne pas-

senden Kegel. und % ist nicht beschrinkt fiir z — 0.

Lemma 11.8 Sei [ ein Intervall in R. Wenn f differenzierbar ist in a € I, dann ist f
Lipschitz-stetig in a.

Beweis. Weil lim,_,, w existiert, ist hﬁ(a) beschrankt auf einer punktierten Um-

a xr—

gebung von a. Jede solche Schranke kann man als Lipschitz-Konstante nehmen. [ ]
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11.5 Ableitungsregeln

Lemma 11.9 Seien f,g: R — R differenzierbare Funktionen und a € R, so gilt:
1 (f+9) (a) = f'(a) + 4 (a) ;
2. (f 9)(a) = f'(a) g(a) + f(a) ¢ (a) (Produktregel);

3. wenn g(a) # 0, dann (5) (a) = /(@) g (ag) (;)”z (@) 9(a) (Quotientenregel);

4 (fog)(a)=f'(g(a)) ¢ (a) (Kettenregel).

Bemerkung 11.9.1 Die genaue Aussage bei (f +g) (a) = f' (a) + ¢’ (a) ist wie folgt:
Wenn f und g differenzierbar sind in a, dann ist auch die Funktion h: R — R, definiert
durch h(z) = f(x) + g(x), differenzierbar in a und auflerdem gilt ' (a) = f' (a) + ¢’ (a).

Bemerkung 11.9.2 Ubrigens braucht man fir 1, 2 und 3 nur, dass f und g in einer
Umgebung von a definiert sind und dass sie in a differenzierbar sind. Fiir die Kettenregel
braucht man, dass f in einer Umgebung von g(a) definiert ist und in g(a) differenzierbar
ist. Selbstverstindlich soll g wieder in einer Umgebung von a definiert und in a differen-
zierbar sein.

Bemerkung 11.9.3 Identische Regeln gelten fir differenzierbare Funktionen von (Teil-
mengen von) C nach C.

Beweis. Die erste Aussage ist eine sofortige Folge von Lemma 2. Fiir die zweite
Aussage verwenden wir

9@ =)@ _f)=f@) ) o) —gla)

Tr—a Tr—a Tr—a

Lemma 2 und 3, und Lemma
iy (L2560 ) 2 =000)

=t P )+ 10 i 20
— f(a) gla) + f(a) ¢'(a).
Fiir die dritte Aussage
08— 1) gla) - fa) gla)
r—a 9(a)g(@) (x —a)
U (f@=f@ el —gla)
‘gwmu>( roa S IO, )

und wiederum Lemma [10.11

Den Beweis der Kettenregel spalten wir auf. 1) Wenn ¢'(a) # 0, dann gilt fir |z — a| <
d, mit 0 geniigend klein gewéhlt, dass g(z) # g(a). Sei {x,}, -, mit z, — a, dann folgt
aus der Stetigkeit von g, dass vy, = ¢g(z,,) — ¢(a). Dann kann man

flg(@n)) — f(g(a))  flya) — f(g(a)) g(zn) — g(a)

Ty — Q Yn — g(a) Ty — Q
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schreiben und weil lim £&=70@) — (4(4)) und lim 2E2=9) — y/(g) gilt, folgt so das

n—00 Yn— g(a n—00 Tn—a

Ergebnis.
2) Wenn ¢'(a) = 0, verwenden wir Lemma|l1.8) ndmlich dass f die Lipschitzbedingung

in g(a) erfullt:
flg(x)) — f(g(a))‘ <1 ’g(m) —9(a)

r—a Tr —a

und lim 29=99) — 5(q) = 0 liefert das Ergebnis. |

r—a T4

11.6 Potenzreihen ableiten

Ableitungen von Polynomen sind in der Schule ausgiebig behandelt worden. Als Auffri-
schung:

e Seice Rund f: R — R mit f(z) = ¢, dann gilt

F(2) =lim ~—% = im0 = 0. (11.5)

y—=T Y — T y—x

e Sei f: R — R mit f(z) =z, dann gilt

Fla)=lim 2L = lim1=1. (11.6)

y—=r Y — T y—x

e Sei f: R — Rmit f(x) =2" und n € Nt dann gilt
f'(z) = na" ', (11.7)

Um (11.7)) zu beweisen, benutzen wir Lemma und vollstdandige Induktion. Wir haben

(') =1 =1 z'"'. Angenommen (z")" = nz"! gilt, so folgt
(a") = (z a") = () (@) + (2) (96")'
=la"+xna"'=(n+1)2"
Wiederum mit Lemma folgt fiir f : R — R, definiert durch
f(x) = ag + a17 + agx® + ... + a,z”
mit a; € R, dass diese Funktion differenzierbar ist und, dass
f'(x) = ay + 2a + ... + naa" . (11.8)

Wenn man genau hinschaut sieht man, dass auch f:C— Cmit f(z) =ay+ a1z +
asz? + ...+ a,z" und a; € C die Ableitung f/(z) in - hat.

Wir werden nun zeigen, dass innerhalb des Konvergenzradius, Funktionen, die durch
eine Potenzreihe definiert sind, eine dhnlich aussehende Ableitung besitzen.

Theorem 11.10 Sei f(z) = > 7 a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R €
(0,00]. Dann ist f(z) : Br(0) — R differenzierbar (und auch Br(0) — C komplex diffe-

renzierbar) und

= f:nanxn_l fir x € Bg(0). (11.9)

n=1
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Bevor wir dieses Theorem beweisen, brauchen wir zwei Hilfssétze.

Lemma 11.11 Die folgenden Potenzreihen haben den gleichen Konvergenzradius:

x o o x
E apx”, E la,| 2", E a,nz” und E a,nx" L.
n=0 n=0 n=1 n=1

Beweis. Mit dem Wurzelkriterium, Lemma [7.13] siehe auch Bemerkung[8.4.1], findet man
den Konvergenzradius R von Y~ a,z" via ,R( = 1“ und ¢ = limsup,, ,. /|an|.

Weil
limsup v/|a,| = limsup /| |a,| |

n—oo n—oo

gilt, haben die ersten beiden Potenzreihen den gleichen Konvergenzradius.

Weil
lim sup {/|a,n| = limsup v/|a,| hm Y/n = limsup {/|ay|

n—0o0 n—oo n—oo

gilt, man erinnere sich an die Rechenregel fiir den Limes Superior und lim {/n = 1, hat
n—o0

auch die dritte Potenzreihe den gleichen Konvergenzradius.

Weil
Z a,nr" =x Z apnT"”
n=1
gilt, hat auch die letzte Potenzreihe den glelchen Konvergenzradius. ]

Um zu beweisen, dass f in Theorem [11.10|die besagte Ableitung hat, ist fiir x € Bg (0)
folgendes zu zeigen:

Z any" Z anT" 00

lim | =2 n=0 — ana"t =0. 11.10
lim - Z apn ( )
Setzen wir 6 = 1 (R — |z). Es gilt § > 0 und weil |z| = .. C
R — 26, findet man fiir y mit |x — y| < ¢, dass SN
ly| <|y—a|+|z|] < +R—-25<R-6<R 6/

und dann konvergiert auch Y >~ a,y". Die Potenzreihe :c
S>> L annz™ ! konvergiert wegen des letzten Lemmas. L :
Also diirfen wir die drei unendlichen Summen in ({11.10)) L s
zusammenlegen. Weil auch noch die Terme fiir n = 0, 1 ~~~~~~
gleich Null sind, ist (11.10]) identisch zu e

. e yn — -

lim an —nx = 0. 11.11

i (5= ) iy

Um (11.11)) zu zeigen, werden wir fiir den Term zwischen Klammern die folgende Abschétzung
verwenden.

Lemma 11.12 Firz,y € Cundn € N mit n > 2 gilt

n n

y'—x _
_nxnl

Yy—x

< 2 |y — x| max (Ja], |y)" (11.12)
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n—1

Beweis. Fiir n = 2 gilt yz:in —nx — % _

stimmt. Angenommen (11.12)) gilt fiir n. Dann folgt

2&:‘ = |y — x| und die Behauptung

n+l _ ,.n+1
— —(+1)a
y—x
_ o) ey - o) —na" ly+na" " (y — ) — 2"
y—x
_ |y T =) nz" 'y +na" ' (y — 2)
y—1x
yn —z" n—
< "y — ]
y—1x
< 2020 fy — amax (|2, [yl)" |yl + 7 tly = al el
< (M n n) ly = max (o], Jy)"™ = @ |y — o max (ja]  [y])"
und Lemma [11.12]ist mit vollstéindiger Induktion bewiesen. u

Beweis von Theorem [11.10, Fiir 2,y und 0 wie oben gilt max (|z|, |y|) < R— 16 und

N W om N
y — n— n(n— n—2
> lal —na" ) <Y fag| M |y — o max (|, [y))
n=2 n=2
1 N
n—2
= ly—al Y lauln(n —1) (R—30)"". (11.13)
n=2

Mit der Hilfe von Lemma [11.11] konvergiert auch die Potenzreihe
Z |ap|n (n — 1) "2 fiir |t| <R

und existiert

i an|n(n—1) (R - %5)”*2 = M e R*. (11.14)

Es folgt aus ([11.13)) und (11.14)), dass

Zan (y —n:c”l) SZ‘an‘ Y n—1 S—\y—x\M
Yy—x 2
n=2 n=2
und mit dem EinschlieSungslemma, dass
e yn — an
lim an, —nz" )| =0.
iy (57 )
Genau dies wére zu zeigen. [ ]

Man kann das gleiche Ergebnis verwenden, um zu zeigen, dass innerhalb des Konver-
genzradius auch f’ differenzierbar ist.

Korollar 11.13 Innerhalb des Konvergenzradius ist eine Potenzrez'he beliebig oft differen-
zierbar. Auferdem gilt fir die n-te Ableitung von f(z) = r, axz®, dass f™(0) = nla,.
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11.7 Spezielle Potenzreihen

11.7.1 Exponentialfunktion
Wir haben die Exponentialfunktion definiert in Definition als eine Potenzreihe

exp(x i i'

=0

und in Lemma 8.6 sahen wir, dass sie mit Konvergenzradius oo hat. Wegen Theorem [I1.10
gilt fiir alle z € R

exp’( Zﬁ‘ 21 ;(n_ll —Z—x = exp(z).

Lassen Sie uns noch einige Regeln fiir diese Funktion ableiten.
In Lemma sahen wir, dass exp(z + y) = exp(z)exp(y) fir alle z,y € C, und
deswegen finden wir

exp(nz) = (exp(z))" fir z € C und n € N. (11.15)
Fiir € RT folgt exp(z) = Y. 2" > 0 und mit exp(—z) exp(z) = exp(0) = 1 bekommen
n=0
wir
exp(z) > 0 fir alle z € R. (11.16)

Weil y™ = a € RT mit m € Nt eindeutig losbar ist in Rt und diese Losung y = /a ist,
finden wir fiir n € N und m € Nt aus
(exp(%))m =exp (n) = (exp(1))",
dass
exp(2) = exp(1)m. (11.17)
Dies gilt sogar fiir n € Z~, denn mit n = —n € N folgt
1 1 1

exp(%> = exp(—%) = exp(%) - eXp(l)ﬁ/m = (eXp<1))E.

Definition 11.14 (Die Eulersche Zahl) e := exp(1).

Fiir alle ¢ € Q haben wir also
exp(q) = e.
Weil (z — exp(z)) : R — R differenzierbar, also auch stetig ist, ist
e’ == exp(x)
eine verniinftige Definition. Wir werden sogar e* definieren:

Definition 11.15 e* := exp(z) fir z € C.
Wir finden

€z+w = exp (z + w) = exp(z) exp(w) = ¢fe¥ fiur w, 2z € C,

nz

e = exp(nz) = (exp(2))" = (¢*)" firn € Nund z € C,

und e* bringt tatséchlich die Rechenregel, die man erwartet. Aber Vorsicht, wir haben
keine Regel, die fiir beliebige w, z € C\ Z definiert, was (¢*)" sein sollte.
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11.7.2 Trigonometrische Funktionen

Auf Seite 26] haben wir kurz wiederholt, wie die Sinus- und Cosinusfunktion geometrisch
definiert sind. Wir wollen hier eine analytische Definition geben und anschliefend zeigen,
dass diese neue Definition tatséchlich die gleichen Eigenschaften hat wie die altbekannten
Funktionen.

Definition 11.16 Sei z € C. Dann setzt man:

12 —1iz

e sin(z) = % ;
i
e cos(z) = %

Bemerkung 11.16.1 Weil die Potenzreihe bei der Exponentialfunktion Konvergenradius
oo hat, kann man auch sin und cos als Potenzreihe schreiben fir alle z € C (und also
auch fir x € R):

. 1l (=1, 0w 1, ., 1 = 2.
sin(z) = % (; ol (iz)" — ; ] (—iz) ) =5 ;) mz z
n ungerade
RN 2 o~ (CDF o
=5 = — 11.18
i;(%ﬂ)!’ : ,;0(%“)!2 (11.18)

und

1A 2 = (=1)*
:52 i%z%zz( ) e (11.19)

Die Sinus und Cosinus aus Definition [11.16] erfiillen Folgendes:

1. Sie sind reell fiir x € R, denn die Koeffizienten in (11.18)) und (11.19)) sind reell. Es
gilt sogar
sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

AuBerdem ist der Sinus ungerade und der Cosinus gerade:
sin(—z) = —sin(z) und cos(—x) = cos(z) fir alle x € R.
2. Sie erfiillen
(sin(z))® + (cos(z))® = 1, (11.20)

denn

(sin(@))* + (cos(x))® = (%)2 ’ (%)2

621':1: _ 260 + 672im 62ix + 260 + 6721':13
- —4 * 4 =1
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3. Es gilt
sin’(x) = cos(x), (11.21)
denn aus (11.18)) und (11.9) folgt
e k 00 k
ey (1) o _ N~ (D) o
sin’(z) = m@k—i—l)x —Z b)) 2% = cos(x).
k=0 k=0
Ebenso gilt
cos'(x) = —sin(z), (11.22)
denn
= (-1)" R N G D
cos'(z) = 2k 2 =)y —— g
RN g
o0 _1 m
- — Z Gt 'me“ = —sin(x).
= (2m +1)!
4. Es gilt
sin(x 4 y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y), (11.23)
cos(x 4 y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y). (11.24)
Man beweist diese Aussagen mit Hilfe von Definition|[11.16], e**® = e%e® und sorgfiltigem
Rechnen.
? y=t:(2) y=tsx)  |y=to(e) [y=tis(a)
2 L
11
[ 2
1l
ol

Abbildung 11.3: Hier oben stehen Skizzen zu y = to,+1(x), wobei die to,,+1 die Polynomen
darstellen, die man bekommt, wenn man in der Potenzreihe bei dem Sinus nur die Terme

k
bis zu Grad 2m + 1 nimmt: to,41(x) =Y 1, %x%“.
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5. Der Cosinus hat eine erste positive Nullstelle in (\/5, 2).

Die Terme in der Reihe Y %xm sind fiir # > 0 alternierend. Fiir 2% < 12
zeigt man, dass die Folge

;me = — 1 le 1 4 lIG
em)” 2wt et

ab m = 1 monoton fillt. Daraus folgt, wie beim Kriterium von Leibniz, dass fiir
2% < 12 gilt:
1.2 2 1,4 1,6 1,8 1,10
I—52°<1- £L'—|— x——x <1- :z:—l—zx—@:c + 57 — gt <
und
121—%x2+ i>1- —x+1x4——x +1x8>....
Das heifit:

1—12” <cos(z) <1—ia?+ 2 fiirw € (—V12,V12).
1

Weil 1 — %xQ > 0 fir z € [0, \/5] und
weil [1— %xz—l-ix‘l]m:z = —% < 0 gilt, ©%°
hat der Cosinus wegen Theorem [10.13] ei-

ne erste positive Nullstelle in (\/5, 2). ' ' y=1-23a24 Lot

-0.5 y = Cob(z)
Diese erste positive Nullstelle vom Cosinus
definiert man als %W. -1 y=1-1z

Aus (11.20) folgt dann }sin (%W)‘ = 1. Um zu zeigen, dass sin(%ﬂ) = +1, kann
man die alternierende Folge in der Sinusreihe benutzen. Sie liefert die folgende
Abschétzung:

z — t2° <sin(z) fir z € (0, \/ﬁ) .

Mit
podet 2L =5 el 1Y)
O B i N

hat man sin(z) > 0 auf [1,2]. Weil 17 € ( 2,2) C [1,2] gilt, folgt
sin (37m) = 1. (11.25)
Es folgt 7 ist eine Nulstelle fiir den Sinus: Durch (11.23]) findet man
sin () = 2cos(3m) sin(37) = 0.
Mit (11.25)) findet man weitere Eigenschaften:

sin (z 4 7) =sin(z) cos(3m) + cos(z) sin(37) = cos(z),
sin (z — i7) =sin(x) cos(im) — cos(z) sin(37) = — cos(z),
und anschlieBend
sin(z + ) =cos (z + 37) = —sin (z),
sin (z + 27) = — sin(x 4+ ) = sin(z),
cos (z + ) =sin (z + 1) = —sin (z + 17) = —cos (),
cos (z + 2m) = — cos(x + m) = cos(z).
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Bemerkung 11.16.2 In der Schule hat man Sinus (und auch Cosinus) definiert mit
Winkeln und FEinheitskreis. Hier werden sie durch eine Potenzreihe definiert. Bekommt
man eigentlich die gleichen Funktionen? Beide Definitionen vom Sinus geben eine Funkti-

on f:R =R mit f"(x) = —

(x) fir x € R und mit f (0) =0 und f'(0) = 1. Spdtestens

in einer Vorlesung Differentialgleichungen wird gezeigt, dass es genau eine Funktion gibt

mit diesen Figenschaften.

Der Tangens und der Cotangens werden definiert als:

tan : {z € C;cos(z) # 0} - C

cot : {z € C;sin(z) # 0} — C

mit tan(z) =

mit cot(z) =

y = sin(x)

y = tan(x)

y = cos(x)

y = cot(x)

Abbildung 11.4: Skizzen zu sin, cos, tan und cot
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11.7.3 Hyperbolische Funktionen

Auch den folgenden Funktionen kann man begegnen.

Definition 11.17 Sei z € C. Man setzt:

e sinh(z) =

e cosh(z) =

e tanh(z) =

e coth(z) =

e — e %

(Sinus hyperbolicus);

e +e*
2

(Cosinus hyperbolicus);
sinh(2)
cosh(z) '

cosh(z)
sinh(z)

fir z # 0.

Einige Eigenschaften von sinh und cosh:

1. Sie sind reell fiir x € R und es gilt

2. Es gilt

3. und

sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1.

(cosh(z))* —

sinh’(x) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z).

Woche 11, Differentialrechnung I

(sinh(z))* =1,

6
y = cosh(zx) y = coth(x)
y = sinh(z)
y = tanh(zx)
-3 -2 -1 1 2 3
-2
-4
(11.26)
6
(11.27)
(11.28)

Zwischen sin und sinh, respektive cos und cosh gibt es folgende Identitéten:

sinh(iz) = isin(z) und cosh(iz) = cos(z).
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Abbildung 11.5: Die Funktion Cosinus hyperbolicus taucht auf als Kettenlinie. Der Mau-
rer, der ein stabielen Bogen errichten mochte, verwendet einen skalierten — cosh.
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Differentialrechnung 11

12.1 Mittelwertsatz und Folgen

Theorem 12.1 (Rolle) Seia,b € R mita <bund f : |a,b] - R eine Funktion. Nehmen
wir an, dass f stetig ist, dass fiap) : (a,b) = R differenzierbar ist und f(a) = f(b). Dann
gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Wenn f konstant ist, so gilt sogar fiir jedes x € (a, b)

y—r Y — I

=0.

Wenn f nicht konstant ist, dann gibt es xy € (a,b) mit f(zo) # f(a). Wenn f(xy) >
f(a), dann hat wegen Theorem f ein Maximum in [a, b], sagen wir in z;, und weil
f(zo) > f(a) = f(b) muss z; im Innern des Intervalls liegen, das heifit z; € (a,b). Eine
Anwendung von Theorem gibt f'(z1) = 0. Fir f(zo) < f(a) geht man dhnlich vor. m

Theorem 12.2 (Mittelwertsatz) Sei a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R eine
Funktion. Nehmen wir an, dass f stetig ist und dass fiap) : (a,b) = R differenzierbar ist.
Dann gibt es ¢ € (a,b) mit

oy J0) = fla)
f (C) - b —a .
(c,f(c)) Beweis. Man betrachte g : [a,b] — R mit
b) — f(a
ow) = 7o) - LU ).
—a
(a;£(a)) Es folgt sofort, dass g(a) = f(a) und
b) — f(a
o) = 1)~ PO T o) o)
(b, £(b))
und dass man den Satz von Rolle auf g an-
wenden kann. ]

141
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Korollar 12.3 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion.
1. Wenn f'(z) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f monoton wachsend auf (a,b).
2. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend auf (a,b).
3. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,b), dann ist f monoton fallend auf (a,b).
4. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton fallend auf (a,b).

Beweis. Man nehme z; < x5 mit 1, 25 € (a,b) und der Mittelwertsatz gibt ¢ € (z1, x2),
so dass

fw2) = f(21) = (22 — 21) f'(0).
Die Ungleichung fiir f'(x) liefert die gleiche Ungleichung fiir f(z2) — f(x1). |

Korollar 12.4 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und c € (a,b).

1. Wenn f'(z) > 0 fir alle x € (a,c) und f'(x) <0 fir alle x € (¢,b), dann hat f ein
lokales Mazimum in c.

2. Wenn f'(z) <0 fir alle x € (a,c) und f'(x) >0 fir alle v € (¢,b), dann hat f ein
lokales Minimum in c.

Beispiel 12.1. Gefragt sind die Extrema der Funktion f : R — R mit f(z) = zexp (z — 2?).
Man findet

fl(x) = (1+22) (1 —z)exp (z — 2?)

und bekommt sofort:

f'(z) <0 fir < —1% und fiir 2 > 1, 0.4

fl(x) >0 firze (—1,1). 0.2
Damit hat f ein lokales Maximum in 1 und ein lo- ! g g
kales Minimum in —1. Weil f(z) — 0 fiir # — £o0 = f wnd das Vorzeichen von f.

sind es sogar globale Extrema.
||

Mit Hilfe der zweiten Ableitung, wenn sie existiert, kann man oft sehen, ob man es
bei f'(x¢) = 0 mit einem Minimum oder einem Maximum zu tun hat.

Lemma 12.5 Sei f: (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und xo € (a,b).
1. Wenn f'(xo) =0 und f"(xo) >0, dann hat f ein (lokales) Minimum in .
2. Wenn f'(z9) =0 und f"(z9) <0, dann hat f ein (lokales) Mazimum in x.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Wegen Theorem folgt aus f”(x¢) > 0,
dass es € > 0 gibt, so dass

f'(x) < f'(x0) =0 fiir x € (zg — &, 20) und
0= f'(zo) < f'(z) fiir x € (w9, w0 +€) .

Das Ergebnis folgt dann aus Korollar [12.4] u
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Definition 12.6 Fine Funktion f : (a,b) — R heifit konvex, wenn fir alle z,y € (a,b)
und 6 € (0,1) gilt
flOz+(1—0)y) <0f(x)+(1-0)f(y).

f

X

Bei einer konvexen Funktion liegt jeder Verbindungsstrich von zwei Punkten auf dem
Graphen, oberhalb von (oder auf) diesem Graphen.

Lemma 12.7 Sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und f"(x) > 0
fir alle x € (a,b). Dann ist f konvez.

Beweis. Betrachte die Funktion ¢ : [0,1] — R mit
9(0) = f(bx+ (1 =0)y) —0f(x) — (1 -0) f(y).

Dann gilt g(0) = g(1) = 0 und wir miissen zeigen, dass g(f) < 0 gilt fiir alle 6 € (0,1).
Man hat

gO0)=(x—y) f Oz +(1—-0)y)— flz)+ [(y),

g"0)=(x—y)?f" Bz +(1—0)y) > 0. (12.1)
Nehme an g(6y) > 0 fiir ein 6y € (0,1). Wegen des Mittelwertsatzes gibt es 6, € (0, 6)
mit
: 9(6o) —g(0) _ g(6o)
0 = =
g(0) By — 0 6o 0

und es gibt 05 € (6y, 1) mit

) g(1)—g(6) —g(bo)
9(92): 1— 6, 21_90<O.

Dann gibt es auch 03 € (04, 05) mit

g'(02) — g'(6h)

/19 —
9"(03) 0,0,

<0,
und das ist ein Widerspruch zu (|12.1]). [

Bemerkung 12.7.1 Konvezxe Funktionen miissen nicht zweimal differenzierbar sein; so-
gar nicht mal einmal. Eine konvexe Funktion f : (a,b) — R ist jedoch stetig in (a,b)
und hat sogar eine rechte und eine linke Ableitung auf (a,b). Als Beispiel betrachte die
Funktion x — |z| : R — R. Sie ist konvez, jedoch nicht differenzierbar in 0.



144 Woche 12, Differentialrechnung 11

12.2 Die Umkehrfunktion

Definition 12.8 Sei I C R und f : [ — R eine Funktion. Dann heifst f° : f(I) — R

eine Umkehrfunktion zu f, wenn
f™ o f(z) =z fiir allex € 1.
Hier setzt man f(I) ={y € R;3z € I mit y = f(x)}.

Bemerkung 12.8.1 Die Umkehrfunktion fir f wird in einigen Biichern auch mit f~1
notiert. Das konnte verwirrend sein, denn die Umkehrfunktion zu x s 2x° ist nicht
x> (22371

Wenn f : I — R injektiv ist, zum Beispiel weil f streng monoton ist, dann gibt es
eine Umkehrfunktion. Die Umkehrfunktion nennt man auch die Inverse.

Theorem 12.9 (Satz zur Umkehrfunktion)
Ser I C R ein Intervalﬁ und sei f: I — R eine stetige, streng monotone Funktion.

e Dann ist J = {f(z);x € I} ein Intervall, es gibt eine Umkehrfunktion f™ :J — I
und diese Umkehrfunktion f™ ist stetig und streng monoton.

o Wenn auferdem f differenzierbar ist in & € I° und f'(Z) # 0, dann ist f™ diffe-
renzierbar in § = f(Z) und es gilt

1
f'(z)

inv\/ (~
() @) -
Beweis. 1) Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass J ein Intervall ist.

Die Existenz einer Inverse: Wenn eine Funktion streng monoton ist, ist sie injektiv.
Surjektivitdt von I zum Wertebereich J = f(I) ist selbstverstandlich. Dann ist f: [ — J
bijektiv und die Umkehrfunktion ™ :.J — I existiert.

2) Die strenge Monotonie von f™ beweist man auch sofort. Weil f streng monoton
ist, sagen wir wachsend, dann gilt fiir x1, 25 € I, dass

x> 22 = f(21) > f(22).
Dies impliziert direkt z; > xo = f(x1) > f(z2) und so auch
) > f"(y2) = 11 > ya.
Weil ™ (a < b) identisch zu a > b ist, findet man als die gleichwertige logische Umkehrung:

1 <yo = ") < [ (y2).

IMit einem beliebigen Intervall I ist gemeint [a, b], (a,b], [a,b), (a,b), (—o0,b], (=00, b), [a, ), (a,0)
oder (—00,00) mit a,b € R und a < b. Wenn die Randpunkte zum Intervall I gehéren, dann nennt man
das Intervall abgeschlossen; wenn nicht, dann nennt man es offen. Ubrigens, oo ist kein Punkt und dann
auch kein Randpunkt.

Man kann jedes Intervall abschlieBen (man schreibt I) und ,,6ffnen® (man schreibt 1°).

I: [a,b] | (a,b] | [a,b) | (a,b) | (—o0,b] | (—00,b) | [a,00) | (a,00) | (—00,00)
I: [a,b] | [a,b] | [a,b] | [a,b] | (—o0,b] | (—00,b] | [a,00) | [a,00) | (—00,00)
I°: || (a,b) | (a,b) | (a,b) | (a,b) | (—00,b) | (—00,b) | (a,00) | (a,00) | (—00,00)
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3) Die Stetigkeit: Sei b € J und setze a = f(b). Wir nehmen an, dass a im Innern von
I liegt. Sei € > 0 und nehme an, dass (e —e,a+¢) € I. Sonst betrachten wir £y € (0, ¢)
mit (a — &g, a + £9) € I. Wenn f monoton wachsend ist, dann gilt:

r€(a—c,at+e) = f(r)e(fla—e),f(a+e)).
Wenn f monoton fallend ist, dann gilt:
r€(a—c,a+e) = f(r)e(fla+e),f(a—¢)).

Wir setzen

6 =min (|f (a) = f(a=e)],[f (a+¢e) = f(a)])
und weil f streng monoton ist, gilt 6 > 0. Fiir |y — b| < § liegt y zwischen f (a — &) und
f (a+¢€), und es folgt, dass f (y) € (a — &, a + €), anders gesagt, dass

f7 (y) = f ()] < e

flare) pf——————————
f@+dp—————————— e I

f(a)

f@-d = fla—g)F————————————

a—¢ a ate

Wenn a ein Randpunkt von [ ist, bekommt man das Ergebnis, indem man einseitige
Umgebungen benutzt.

4) Die Differenzierbarkeit: Sei {y,} -, eine beliebige Folge mit y, — 7 und y, # ¥.
Setze z,, = f™(y,). Dann gilt wegen der Stetigkeit, dass x, = ™ (y,) — f™(y) = 7,
und wegen der strengen Monotonie, dass z, # 7. Es folgt

i () —f @) _ oy F 7 _
— L 1 1
nl—>nc}o f(zn)—f(Z) o lim f(zn)—f (&) - f’(f)
Tn—% n—oo  In—T

Weil {y,} -, eine beliebige Folge ist mit y, # g, gilt

invo\! /~\ __ 1m fzm)( ) fmv( ) 1
@ =lm = - @)
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Bemerkung 12.9.1 1

Wenn f : I — J mit I ein Intervall, eine umkehr-
bare und stetige Funktion ist, dann ist f monoton.
Stetigkeit oder Monotonie sind aber nicht notwen-
dig fiir die Ezistenz einer Umkehrfunktion. Betrachte
f=11] — [-1,1] mat

B T fir x € (0,1],
f($)—{ —1—x fu"rxe[—lao]-

Diese Funktion ist nicht stetig und nicht monoton.
Sie ist aber umkehrbar. Es gilt sogar, dass f™° = f.

Beispiel 12.2. Die Niederldndische und auch die Norwegische Polizei wenden seit Jah-
ren den Mittelwertsatz und die Existenz einer Umkehrfunktion an bei einem Typ von
Geschwindigkeitskontrollen, der sogenannte , Trajectcontrole®. Setze die Fahrzeit t als
Funktion der Distanz s: t = T(s), und die Umkehrfunktion S = T gibt die Distanz als
Funktion der Zeit. Dann gilt fiir die Geschwindigkeit

u(t) =0 (T (s)) = 5'(T(s)) =

T'(s)

Mit digitalen Kameras werden die Zeiten gemessen an zwei Kontrollstellen a und b mit
einer genau bekannten Entfernung von mehreren Kilometern. Die Software identifiziert
passierende Nummernschilder und kombiniert diese mit den Zeiten. Der Mittelwertsatz
liefert den Beweis, dass es eine Stelle gibt, wo die Geschwindigkeit

gleich 1 b—a [A13)
v = —

LT T(b) — T(a) ‘5‘.‘:

Trajectcontrole

war. Ist v etwas grofler als angegeben, bekommt man ein Schreiben.

12.2.1 Der Logarithmus als beriihmte Umkehrfunktion

Die Funktion exp : R — R ist stetig und streng wachsend und hat also eine stetige streng
wachsende Umkehrfunktion. Weil exp(R) = R*, ist die Umkehrfunktion definiert auf RT.

Definition 12.10 Der natiirliche Logarithmus
In: RT — R mit In(z) = exp™(x).

Oft schreibt man auch log (x) statt In (x).

Man findet

() = ! = ! ! iir z € RT
(@) = @) ~ apin()) = xeeR
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Eine Eigenschaft des Logarithmus, die sich oft verwenden l&sst, ist:

Lemma 12.11 Fiir a,b € R gilt

In (ab) = In(a) + In(b).
Beweis. Man benutzt

ab = exp (In (a)) exp (In (b)) = exp (In (a) + In (b))
und nochmals die Umkehrfunktion. [

Schlussendlich definieren wir noch:

Definition 12.12 Fiir a € RT und z € C:

a®* =exp(zlna).

Man hat
a’ = exp (0Ina) = exp(0) = 1,
a' =exp(llna) = exp (Ina) = a,
=exp (zlna)exp (wlna) = exp ((z + w)Ina) = a*™
—exp(zlna) p(zInbd) =exp(zlna+ zInbd) =
= exp (z1n (ab)) = (ab)”,

und findet so die alt-bekannten Regeln fiir Exponentenrechnung und auch, dass diese
letzte Definition z — a* dem schon bekannten Exponenten fiir z € R nicht widerspricht.
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12.2.2 Die zyklometrischen Funktionen oder Arcusfunktionen
als Umkehrfunktionen

Der Arcussinus

Der Sinus ist nicht monoton und nicht injektiv. Er hat also keine Umkehrfunktion. Die
sogenannte Inverse, die man oft sieht, ist dann auch nicht die Inverse zu x +— sin(x) : R —
R, sondern eine Umkehrfunktion zu x — sin(z) : [—%7‘(‘; %ﬂ — R. Diese Einschrankung
vom Sinus kann man auch beschreiben durch sini_;/o.x/9. Diese letzte Funktion ist strikt

monoton, also auch injektiv, und hat deshalb eine Umkehrfunktion.
Definition 12.13 Der Arcussinus ist definiert durch:
arcsin : [—1,1] = R mit arcsin(z) = (sin[_ﬂ/g;ﬂ/g])mv (x).

Man findet

1 1
in'(z) = = fii -1,1).
arcsin'() sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z)) irz e (-11)

Aus (cos(y))? + (sin(y))® = 1 folgt

cos(y) = £4/1 — (sin(y))>.

Weil man sich aber beschrankt auf y € [—17' 177}, wo der Cosinus grofer gleich 0 ist, gilt

275 2
cos(y) = /1 — (sin(y))” und es folgt

1

arcsin’(z) = = = fir z € (-1,1).
\/1 — (sin(arcsin(z)))” Vi-w
Ln
3V3 1
3V2 !
: 5
1.
2 -1
%Tf %w %7\' %7\' NI Nl=
N & 5»—!
Y = sin[_r /2,79 () y = arcsin(z)
-1
1.
2

Der Arcuscosinus

Wie beim Sinus muss man auch die Cosinus Funktion einschrédnken, insofern es ihr Defi-
nitionsgebiet betrifft, wenn man eine Umkehrfunktion haben mochte.

Definition 12.14 Der Arcuscosinus ist definiert durch:

arccos : [—1,1] — R mit arccos(z) = (Cos[gm])mv (x).
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Ahnlich wie beim Arcussinus findet man

arccos' (1) = ———— fiir v € (—1,1).
1 — a2

149

Dieses Ergebnis folgt iibrigens auch aus arccos(z) = im — arcsin(x) fiir alle z € [—1,1].

2
Das letzte folgt wiederum aus

™

cos(y) =sin (37 — y) fiir alle y € R.

[N NI

vl E ay

Y = COS[0,] ()

vl
3

ol
Bl
ol
3
S
3
3

3

3

3

o= NI

y = arccos(z)

Der Arcustangens

SRS

Wl & é»-‘

Und ebenso hat der Tangens ein Problem, wenn man sein Definitionsgebiet nicht ein-

schrankt.

Definition 12.15 Der Arcustangens ist definiert durch:

arctan : R — R mit arctan(x) = (tan(,ﬂ/h/g))im ().

Man hat fiir alle z € R:

1
~ tan’ (arctan z)

arctan’(z)

(cos (arctan z))?

(cos (arctan ) + (sin (arctan z))? -

= (cos (arctan x))* =

V3 - 1 B 1 1
1 1+ <sin(arctanx))2 1+ (tan (arctan :L’))2 1+22
13 cos(arctan x)

NE]
ol
5]
wl

eine zu y = arctan(x).

/2

/3
/4
/6

Links findet man eine Skizze zu y = tan(_. 2 »/2)(x) und unten

l\g
B

—m/2
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Es gibt auch einen Arcuscotangens und der ist meistens definiert durch

inv (

arccot : R — R mit arccot(z) = (cot(n)" (z).

/ I S

1 1 1 t

-4 -3 -2 - Ed 2n 3r 4rn
4 1
/ \
/ 1
/ - :
/ 1
7 1
7 :

Abbildung 12.1: In blau cot und in rot arccot

Skizziert man f(z) := arccot (cot(x)), so findet man eine m-periodische Funktion, die
auf R\ (7N) definiert ist, und fiir die f(z) = x auf (0,7) gilt. Mathematica verwendet
jedoch eine andere Inverse (welche?), denn das Bild in Abbildung sieht anders aus.

S SN S
3 27 7r L 7r /n 3n

Abbildung 12.2: So skizziert Mathematica x — arccot(cot z).

12.2.3 Die Areafunktionen als Umkehrfunktionen

Der Areasinus hyperbolicus

Der Sinus hyperbolicus ist streng wachsend: z — exp(z) und z — —exp(—z) sind streng

wachsend und so auch
exp(z) — exp(—7)
5 )

Setzen wir y = sinh(z) und multiplizieren mit 2 exp (z), dann findet man

x +— sinh(z) =

e = (e*)? —1e (e —y)’=y+loe”=y+/12+ 1.

Weil e > 0 findet man e* =y + /y? + 1 und

a:zln(g—i-\/m).



12.2 Die Umkehrfunktion 151

Die Umkehrfunktion der Sinus hyperbolicus nennt man den Areasinus hyperbolicus:

arsinh : R — R mit arsinh(z) = In <x + va?+ 1) :

2} y = arsinh(x)

y = arcosh(x)

=2 -1 1 2 3 = 1 H 2 3 .
Ny = (cosh(_o,0)"™" ()

y = sinh(x)

Der Areacosinus hyperbolicus

Der Cosinus hyperbolicus ist monoton, wenn beschrinkt auf R} oder Ry . Man hat

exp(a) + exp(—a)

cosh(x) = 5

und es folgt
y = cosh(z) & 2ye” = (")’ + 1 o " =y + /y? — 1.

Man definiert den Areacosinus hyperbolicus durch (cosh[om))mv, das heif3t
arcosh : [1,00) — R mit arcosh(z) = In (:c + m> :
Die linke Halfte hat auch eine inverse Funktion:
(Cosh(,ooyo])mv :[1,00) — R mit (cosh(,ooyo])mv =In (a: — Va2 = 1) .

Ubrigens gilt

ln<m— x2—1>:—1n<x—|—\/m> fir x > 1.

Der Areatangens hyperbolicus
Der Tangens hyperbolicus ist streng monoton wachsend auf R, denn

e —e 4
tanh’ (z) = ( ) = >0

et +e %

und hat horizontale Asymptoten:

xT x x —x

lim tanh(z) = lim £ 7% _qund lim tanh(z) = lim £ .
T—00 z—o0 ¥ 4+ e~ % T——00 z——oco e¥ 4+ e~ %
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Man setzt
sinh(z) e —e
= tanh(z) = = 12.2
y = tanh(z) cosh(z) e*+e @’ (12:2)

und kann die Gleichung in (12.2)) nach z 16sen:

_690_6*96 = (z+ 790) —e — e &
y—m e (& y=ce e
(e +1)y=€e"-1 & l4+y=e"(1-y)

1
& x:%ln(ﬂ>.
L—y

Bemerken Sie, dass y = tanh (z) € (—1,1) impliziert, dass 1 —y > 0 und 1 +y > 0. Die
Umkehrfunktion zu tanh ist:

1
artanh : (—1,1) — R mit artanh(z) = 1 1In (1 i x) .
-z

y = artanh(x)

1t 1 y = coth(x)

y = arcoth(z)

Der Areacotangens hyperbolicus

existiert auch noch. Die Liebhaber diirfen ihn selber studieren.

12.3 Taylorpolynome

12.3.1 Aussagen und Heuristik

Bei der Definition von der Ableitung einer Funktion haben wir gesehen, welches Polynom
von Grad kleiner oder gleich 1 jam besten passt“, wenn man eine Funktion z — f(z) um
a approximieren mochte, namlich x — py(z) = f(a) + (z — a) f'(a). Mit ,am besten* war
gemeint

iy £®) = (fa) + (z — a) f'(a))

r—a r —a

=0.
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Frage: Konnen wir auch ein Polynom ps vom Grad kleiner oder gleich 2 finden, so dass

lim L&) = P2(2) (12.3)

Tr—a (1‘ — a>2

Das einzige Polynom p, vom Grad 2 oder kleiner, bei dem die nullten, ersten und
zweiten Ableitungen von f und ps fiir x = a identisch sind, wére

pa(x) = f(a) + (x —a) f'(a) + § (x — @)’ f"(a),
denn nur so gilt
pa(a) = [fla)+ (z—a) f'(a) + 5 (x —a)" ["(@)],_, = f(a),
pyla) = + (& —a) f(a)],—, = f'(a),
py(a)
Wir werden zeigen, dass wenn f zweimal differenzierbar ist, p, tatséchlich so ist, dass die

Identitét in (12.3)) gilt. Man kann auf dhnliche Art n-mal differenzierbare Funktionen bis
Ordnung n durch Polynome hochstens n-ten Grades approximieren:

Theorem 12.16 (Satz von Taylor) Sei I ein Intervall, a € I° und n € NT. Nehme
an, die Funktion f : 1 — R ist n mal differenzierbar in 1°, und setze

n (g .
() :Zf ( )(x—a) : (12.4)

Dann gilt
Der Beweis folgt in Abschnitt [12.3.2]

Bemerkung 12.16.1 Das Polynom in heifst das n-te Taylorpolynom von f beziiglich
der Stelle a.

y = f(z) und y = pi(x), y = f(z) und y = ps(), y = f(x) und y = p3(x).

Bemerkung 12.16.2 Anders formuliert: p, ist das einzige Polynom vom Grad kleiner
gleich n, wobei in der Grafik der vertikale Unterschied zwischen y = f(x) und y = p,(zx)
fiir x — a schneller nach 0 geht als |z — a|”.
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Korollar 12.17 Sei I ein Intervall und a € 1°. Nehme an, die Funktionen f,g: 1 — R
sind n-mal differenzierbar in 1° und

f®a) = g™ (a) =0 fiir k=0,1,2,...,n — 1.
Falls g™ (a) # 0, gilt

1@ [
avag(z) gt (a)
Beweis. Schreiben wir py,, und pg,, fiir die n-ten Taylorpolynome von f und g beziiglich
der Stelle a. Weil f*)(a) =0 fir k = 0,1,2,...,n—1 hat man py,(z) = 2 (z — a)" f™(a)
und py(z) = & (2 — a)" ¢™(a). Mit dem Theorem hat man
(z) f(@) = ppa(2) + 55 (@ — )" [ (a)

0@ T iR @) pen@) + A (7 ) g™(a)

lim L8 22ra) 1 g () 0+ LfM(a)  f(a)
(

v—a  (z—a)"

lim% + L9 (a) S0+ ;9( a)  g™(a)’

r—a (z— )n

Bemerkung 12.17.1 Korollar|12.17 kann man oft statt des Satzes von de I’Hopital ver-
wenden. Sowohl dieses Korollar als auch der Satz von de [’Hopital sind mit Vorsicht zu
geniefSen. Betrachten wir als Beispiel

lim S22

x—0 X

Mit f(x) = sin(x) und g(x) = x, findet man, wenn man weifs, dass sin’(0) = cos(0) = 1
qgilt,

lim sin(x) _ cos(0) _ 1

z—0 T 1
Woher wissen wir, dass sin’(0) = cos(0) = 1¢ Dazu betrachten wir die Ableitung vom

Sinus in 0:

sin’(0) = lim sin(z) —sin(0) lim sm(x)'
x—0 T — 0 20 T

Also lim Smgg(z) =1, weil sin’(0) = 1,

z—0

Theorem 12.18 (Satz von Taylor mit dem Restglied von Lagrange) Seil ein In-
tervall, a € I° undn € N*. Nehme an, die Funktion f : I — R ist n+1 mal differenzierbar
i 1° und sei p, wie in . Dann gibt es 0, zwischen x und a, so dass

(n+1)
f(x) = po(x) + f(nTEH)T) (x — a)”+1 ) (12.6)

Bemerkung 12.18.1 Wenn f™+1(0,) beschrinkt ist in einer Umgebung von a und man
nicht die genaue Formel braucht, wird auch das grof$e Landau-Symbol O (grofi-O)
verwendet:

f (@) =py(2)+ 0 ((z - a)”“) fiir v — a.
Dies bedeutet: es gibt 6 > 0 und M € R derart, dass
o —al <6 = |f (@) —pa(2)] < M |(@ —a)""].
Bemerkung 12.18.2 Ubrigens existiert auch das kleine Landau-Symbol o (klein-0).
Schreibt man f (z) = p, (x) + 0 ((x — a)") fir x — a, dann heifit das:

i L @) =P @)

za|(z —a)"|
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12.3.2 Beweis des Taylorschen Satzes
Wir beweisen erst folgendes Lemma:

Lemma 12.19 Sein € N und [ : [a,b] = R stetig und f differenzierbar auf (a,b).
Dann gibt es fiir jedes x € (a,b) ein &, € (a,x) mit

flx) = fla) _ — F'(&)

(r=a)" (g —a)"
Beweis von Lemma [12.19, Wir setzen (z — a)" = y und g(y) = f(a+ {/y). Dann folgt

fla) = fla) _ g(y) — 9(0)

(. —a)" y

Weil g : [0, (b —a)"] — R stetig ist und g auf (0, (b — a)") differenzierbar ist, kénnen wir
den Mittelwertsatz anwenden und finden, dass es ¢ € (0,y) gibt mit

9(y) — 9(0) =g =f (a_|_ {L/E) lcan

Y
Definieren wir £, = a + {/c, dann folgt £, € (a,x) und
fl@)—=fla) _ ~ (&)
ST

Beweis von Theorem [12.16 Wenn wir dieses Theorem beweisen konnen fiir x > a,
dann folgt via f(—x) = f(x) auch das Ergebnis fiir x < a. Ohne Verlust der Allgemeinheit
diirfen wir uns also beschréanken auf den Fall x > a.

W&enn )a: > a benutzen wir Lemma fir f(x) — pu(z). Weil f(a) = pn(a) gibt es
xr1 € (a,x), so dass
f@) —pa(z) _ (f(z) —pu(z)) — (fla) —pala)) _ f'(21) = p(21)

(x—a)" (. —a)" n(r,—a)" '

Wenn n > 1 gibt es, weil f'(a) = p/,(a) gilt, zo € (a,x1), so dass
f(@) —pu(z) _ (f'(1) —pu(a1)) — (F'(a) —pi(a) _ f"(x2) — pj(2)

(21 —a)"! (21 —a)"! (n—1)(z2 —a)"*
Wenn n > 2 gibt es, weil f”(a) = pl(a) gilt, x5 € (a,x2), so dass

f"(we) = pi(xa)  (f"(22) = pu(2)) = (f"(a) = pi(a)) _  f"(x3) — pj(xs)

(12 —a)" 2

(w2 — )" (n—2) (x5 —a)""

usw. Ein gediegener Beweis wiirde hier vollstindige Induktion benutzen.
Nach n — 1 Schritten haben wir z,_; € R gefunden mit

A< Tp1 <Tpo<--- <21 <0T,

so dass
f(@) = palz) _ 1 fO D (@) = pi (@)
(x —a)" nn—1)Mn-2) ... 2 Tpo1—a

1 £ @) = (£ () + (01 = 0) (@)

n! Tpo1 — Q

(12.7)
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Weil =1 differenzierbar ist in a, gilt

=D (2) — (0D () + (2 — a) £ (q
@) - (£ + - ) 1)

T—a Tr— a

und wegen ((12.7)) also auch

=0

lim f(z) = pu(z)

= 0.
wsa (1 —a)"

|
Beweis von Theorem [12.18] Statt wie im vorhergehenden Beweis werden wir jetzt
f(x) = pn(z)

(.CI:' . a)n—i-l
betrachten. Bemerke, dass im Nenner jetzt die Potenz n + 1 statt n steht. Ahnlich wie

vorher haben wir nach n Schritten ein Z,, € (a,z) gefunden so, dass statt (12.7)) folgendes
gilt:

f@)—palx) 1 fOE) - pP(x) 1 fO(&,) — ()
(x—a)""  (n+1) E,—a T+ dn-a

Der Mittelwertsatz liefert die Existenz von 0, € (a, Z,) derart, dass

f@)=pal@) _ 1 fO@) @) 1
(z—a)™  (n+1) Ty —a = (n+1)!f( )(6.,).

Diese letzte Identitét liefert genau ((12.6)). ]

12.4 Taylorreihen

Wir haben Potenzreihen verwendet, um einige Funktionen einzufithren. Dann kann man
sich auch die folgende Frage stellen:

Ist jede Funktion als Potenzreihe zu schreiben?

Die einfache Antwort lautet nein, wenn wir nicht zuséitzlich die Bedingung stellen,
dass so eine Funktion unendlich oft differenzierbar sein soll. Denn, wenn eine Potenzreihe
einen positiven Konvergenzradius hat, dann ist sie innerhalb des dazugehorenden Kreises
unendlich oft differenzierbar.

Wenn wir annehmen, dass f unendlich oft differenzierbar ist in ¢ und und wenn wir

pn, wie in (12.4)) nehmen, folgt

= fla)+ (@ —a) f(a)+ 5 (x—a)’ f'(a) + § (x = a)’ f"(a) + ...+ & (x — a)" f™(a).
Mit Theorem [12.1§ findet man

lim p,(x) = f(z) < lim M

n—o00 n—o00 (n -+ 1)'

(z—a)"" =0,

wobei 6, zwar existiert und sogar zwischen a und x liegt, aber nicht konstruktiv gegeben
ist. Konstruktiv, aber nicht sehr scharf, ist folgendes Ergebnis:
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Lemma 12.20 Sei I ein Intervall in R mit a € I. Seir >0 und f: (a —r,a+71) - R
unendlich oft differenzierbar. Nehme an, es gibt ¢, M € RT, so dass

‘f(")(xﬂ <c M" fir alle x mit |x —a| <7 undn € N.

Dann gilt fiir die Taylorpolynome p,, aus , dass

lim p,(z) = f(x) fir alle x mit |z —a| <. (12.8)

n—o0

Bemerkung 12.20.1 Wenn wir bei der Reihe {py}, oy die dubiose Schreibweise p be-

nutzen, dann heifit

20 (k)
g / k!(a) (z —a)* = f(x) fir alle z € (a —r,a+7). (12.9)

Die Reihe auf der linken Seite von heifit die Taylorreihe von f an der Stelle a.
Eigentlich sollte man aber {p,}, .y schreiben.

Beweis. Wenn }f(k) (x){ < ¢ M* fiir alle x € (a —r,a+r) und k € N, dann gilt mit
Theorem [12.18]

f(n+l)(0z> " c Mrtlpntl )
|f($)_pn(l’)|§ m(l‘—&)+lgm—>0furn—>oo
und so die Konvergenz fiir x € (a — r,a + 7). |

Bemerke die verschiedenen Konvergenzarten in ((12.5) und (12.8]). In (12.5), und ge-
nauer in ((12.6)), findet man eine Abschétzung fir p,(z) — f(z) wenn & — a bei festem
n. In (12.8) steht die Konvergenz der Taylorpolynome p, — f auf (a — r,a + r), wenn
n — 0o.

12.4.1 Zusammenhang zwischen Taylor- und Potenzreihen

Manche Funktion kann man als Taylorreihe schreiben. Wir haben auch Funktionen, die
als Potenzreihe definiert wurden.

f ——> Taylorreihe
f €—— DPotenzreihe

Haben Taylorreihen und Potenzreihen etwas miteinander zu tun?

Die Antwort lautet ja. Wenn f als eine Potenzreihe (mit einem positiven Spektralradius
R) definiert ist, sagen wir

flx) = icn (x —a)" fir |x —a| <R,

n=0

dann wissen wir aus Theorem [11.10] dass

el !
f®(z) = Z Cn 0 ﬁk:)‘ (z —a)"™" fiir |z —a| <R,

n==k

und so folgt, dass
F®(a) = cpk! .
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Die Taylorreihe um x = a fiir f wird so

f(x) = ! '<>x—a Zn'x—a)n=ch(:c—a)"

! n!
n=0 n=0

Umgekehrt, wenn die Taylorreihe Z ! (n)(a ) (2 —a)" nach f(x) konvergiert fiir z €
=0

(a —0,a+0) und irgendein § > 0, dann ist diese Taylorreihe selbstverstandlich formal
eine Potenzreihe. Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R, der so ist, dass diese
Reihe innerhalb vom Radius absolut konvergiert und sie aulerhalb divergiert. Damit folgt
R > 6, also dass

— " (a) n e :
E — (z —a)" konvergiert fiir z € C mit |z — al < 9.
n!

n=0

Ein kleiner Haken verbirgt sich hinter der Bedingung:

. f£(n)
Z f n'(a) (x —a)" konvergiert nach f(z).

Es gibt Taylorreihen, die zwar konvergieren, aber nicht unbedingt nach f(x). Ein Beispiel
folgt.

Beispiel 12.3. Die Funktion f : R — R mit

[ exp(—x7?%) fiir z #0,

fiir . = 0,

ist unendlich differenzierbar, denn auflerhalb von 0 ist sie die Zusammensetzung bekannter
differenzierbarer Funktionen und in 0 verwendet man

F(z) = {M Yexp (—a7?) fiir x40,

1

0 fiir z = 0,
fiir irgendwelche Polynome ¢, vom Grad 3n, und 0.8
k yk/ ’
lim 27" exp ( ) = lim =—— = 0 fiir jedes k € N.
x—0 y—oo eY 06

Jedes Taylorpolynom beziiglich 0 wird so

C—S/M0) »
—Z I ¥ = 0.
k=0

Es moge deutlich sein, dass die Taylorreihe gleich 0 ist und,
auBer fiir x = 0, nicht nach f(z) konvergiert. Ein Bild zu
y = f(z) steht hier rechts. Man sieht, dass f bei 0 sehr flach
verlduft (aber nicht gleich 0 ist!), obwohl die Achsen sogar
unterschiedlich skaliert sind. 42 2 1

Beispiel 12.4. Hat f: R — R mit f(z) = 2 eine konvergente Taylorreihe um x = 07
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Weil 2° = exp (z1n2), bekommt man f™(z) = (In2)"exp (rIn2) = (In2)" 2 und via
f™(0) = (In2)" wird die Taylorreihe

= (In2)"
Z(n') 2" (12.10)
0 n!
Weil fiir |z| < K gilt

|f(2)] = [(In2)" 27 < 2% (In2)"

konvergiert die Taylorreihe in (12.10) nach 2% auf jedem Intervall (— K, K), also auf R.
||

Beispiel 12.5. Wir wollen Taylorpolynome und die Taylorreihe von f : (—1,00) — R
mit f(z) =1In (1 + ) um = = 0 betrachten. Dazu erstmal die Ableitungen:

n 0 1 9 3 .
() | n(142) | — -1 | (=D (=2) (—1)" ' (n—1)!
fi"N(x) || In(1+ ) 1+x (1+x)2 (1+x)3 At
AR AR O 2 ()" (n—1)!
po(r) = f(0) =0
pi(z) = fO)+ f(0)z =0+
pa(z) = f(0) + £/ (0)z + 1 £7(0)2* = 0+ = — 1a?
ps(x) = £(0) + f/(0)x + L (0)a® + L f"(0)a® = 0+ — La? + 12°
n (k) 0 5 n _1 k—1 i 2 i
Pn(@) = Zk—of k'( )x _Zkzl( /3 R
+

Lemma [12.20[ konnen wir nicht benutzen, jedoch hat man

direkt o .
" (—1)"n! 1 -1 -0.5 0.5 1 \Pa
f( +1) (ew)xn—l-l — (1+91)n+1 n+1 — x 1
(n+1)! (n+1)! 1+86, n+1

und dieser Ausdruck geht nach 0 fiir n — oo dann, und

nur dann, wenn ‘ﬁ‘ < 1. Weil wir nicht wissen wo 6, e

genau liegt fiir jedes n (denn @, héngt auch von n abl), =/ -2
bringt diese Bedingung uns wenig weiter, auler dass x > Ps

—1 notwendig ist fiir Konvergenz und —% < x < 1 reicht E Z ‘,"::"

fiir Konvergenz. = .
Wenn man vergisst, woher sie kommt und man die Reihe ﬁs

an sich betrachtet, sieht man, dass sie konvergiert fiir x € P |

(—1,1].
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Beispiel 12.6. Wir berechnen

. e —1+In(l—=x)
lim T -
x>0 Sx?sin(27)

Dazu verwenden wir die Taylorpolynome:

fiw e Pu(r) =14+ 2% + g2’ + -+ Ja”,
n—1
fiir (1 4+ 2) © po(e) =2 — 1+ 1% — ooy E0 g,
fir sin(z) :  popgr(a) = — tad 4+ pad — - 4 (é;}gl)!xQ”*l.

Fir f(z) =e* —1+1In(1 — ) gilt

fla)= (1+az+32°+ 2° + 2'Ri(2)) — 1 — (24 327 + 12° + 2" Ry (2))
=— 12° + z* Ry(x),
1

und fiir g(x) = j2?sin(2x) gilt

12%sin(2z) = 2° + 2" Ry(z).

Hier sind R; irgendwelche Funktionen, die definiert sind als konvergente Potenzreihen
um z = 0. Es reicht, um zu wissen, dass die dazugehérenden Konvergenzradien vererbt
werden. Das heifit, fiir Ry(.) (von exp) und R4(.) (von sin) sind die Konvergenzradien oo.
Fir Ry(.) (von 2 — In (1 + x)) und R3(.) (das Minimum von denen zu R;(.) und R3(.))
sind die Konvergenzradien gleich 1. Wir finden so:

e —1+In(l—2) . —zr®+a'Ry(x)
lim TP = T
@0 sx?sin(2r) e—0 13 + 25 Ry(x)
1 .
— lim —s+x Rs(z) T "‘}}E%w Rs(x) 1
220 1+22 Ry(z) 1+ lima® Ry(x) 6
z—

Ubrigens brauchen wir fiir dieses Ergebnis nicht mal Taylorreihen. Wenn man gut hin-

schaut, sieht man, dass Korollar [12.17] reicht.
[ |
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Integralrechnung I

Bevor wir auf eine fundamentalere Weise Integrale betrachten werden, schauen wir
uns mal an, was wir eigentlich mochten. In erster Instanz handelt es sich bei Integralen
um Léngen, Oberflichen, Inhalte und verwandte Sachen. Dafiir moéchten wir verniinftige
mathematisch definierte Begriffe haben.

Ein Beispiel dazu ist der Flacheninhalt von einer Kreisscheibe mit Radius 1. Ist 27 der
Umfang des Einheitskreises, wie folgt dann 7 als Fliacheninhalt? Wenn man davon ausgeht,
dass ein Rechteck mit Seitenldngen a und b den Flécheninhalt ab hat, dann lautet die
Frage: wie konnen wir den Flacheninhalt von dieser Kreisscheibe mit dem eines Rechtecks
vergleichen. Diese Quadratur des Kreises hat die Mathematik ldngere Zeit beschéftigt. In

endlich vielen Schritten geht das nicht; in unendlich vielen und mit einem Limes jedoch
schon.

D ©B g 2
Y B8 B
U \l V) = =

Abbildung 13.1: In oo-vielen Schritten kann man sich iiberzeugen, dass ein Kreis den
gleichen Flédcheninhalt hat wie das Rechteck.

Solche Bilder lassen einen davon iiberzeugen, dass der Flicheninhalt A wohl 7 sein
wird, aber sogar dieser geometrische ,,Beweis* braucht lim, osin(z)/x = 1. Wieso wire
sonst die Léange von der langsten Seite des Rechtecks gleich 77

Mit dem Winkel in Radialen gemessen ist 7 die erste positive Nullstelle vom Sinus und
so die Lange vom halben Einheitskreis. Nach n-mal Halbieren hat man 2™ Tortenstiicke
und die Hohe eines Stiicks ist fiir n > 2 gleich sin(27/2").

Nimmt man die runde Seite eines Stiicks gerade, dann hat eines solcher Dreiecke den
Flacheninhalt

+ x Breite x Hohe = £ x 1 X sin <2—:) = Lsin(2"""7).
Man nimmt an, dass wenn die Stiicke kleiner
werden, also n — oo, der Fldcheninhalt einer
Torte aus 2" Dreiecken dem Fliacheninhalt -
der urspriinglichen runden Torte approxi-
miert. Das heif3t:

3 21—n .
A = hm 2”l Sin(217nﬂ') =TT hm M _ 7Thm S (ZU) _
n—oo 2 n—00 Ql—nr 210 T

Ahnlich wollen wir auch Integrale durch Approximationen bestimmen.

161
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13.1 Motivation

Wir sind hier interessiert am Fldcheninhalt von einem
zwei-dimensionalen Gebiet, beschrieben durch

{(z,y) eR}a<z<bund 0 <y < f(z)} (13.1)

mit f einer positiven Funktion und a,b € R mit a < b.

Woche 13, Integralrechnung I

a

b

Wir wollen erst den Flédcheninhalt unter einer positiven Funktion definieren und listen

erst mal einige Eigenschaften auf, die wir haben mochten.

e Wenn f eine konstante Funktion ist, wollen wir den Flacheninhalt wie beim Rechteck

haben. Fiir f(xz) = h > 0 wire das

A=h(b—a).

(13.2)

Auch fiir eine Funktion, die (nicht-stetig!) definiert ist durch f(z) = hy > 0 fiir
x € [a,z1] und f(x) = hy > 0 fir € (z1,b], wenn z; € (a,b), will man den

Flacheninhalt in ((13.1)) berechnen durch

A:hl(xl—a)+h2(b—x1).

a b

hy

a

X1

Fiir allgemeine Funktionen mochte man die folgenden Eigenschaften:

e Nehmen wir an, wir haben {z;};_; C (a,b) mit a = 29 < 71 < z3 < --- < z,, = .
Wenn A; der Flicheninhalt von {(z,y) € R*x; <z <z, und 0 <y < f(x)} ist
und A der von {(z,y) € R*z; <z <y und 0 < y < f(2)}, dann wollen wir, dass

A

A

A

(13.3)
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e Auch wollen wir, dass fiir f(z),g(z) > 0 fir € [a,b] gilt, fiir die dazugehorenden
Flacheninhalte gilt
Ao =Ar+ A, (13.4)

Fiir eine positive Funktion h soll A; der Fliacheninhalt sein von

{(x,y) ER* <2<z und 0<y < h(a:)}

y=f (X)+g(x)
Y=g

y=f(x)

Insbesondere sollten der Fliacheninhalt des Gebietes zwischen f und f + ¢g und der
Flacheninhalt zwischen der z-Achse und g gleich sein.

y=f ()+g(x)

y=g(x)

y=f(x)

13.2 Riemann-Integrale

Im Rest dieses Kapitels betrachten wir das Intervall [a, b] mit a,b € R und a < b.

13.2.1 Definition fiir Treppenfunktionen

Fiir rechtwinklige Gebiete kann man die Oberfliche in Rechtecke teilen und so die gesamte
Flache berechnen. Fiir andere Gebiete kénnen wir versuchen, die Fléche in (13.1)) mit
Rechtecken zu approximieren.

f

Dazu werden wir erst das Integral definieren fiir sogenannte Treppenfunktionen.
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Definition 13.1 Die Funktion f : R — R heifit eine Treppenfunktion, wenn es
{x, )4 C R gibt mit
a=21 < Ty < - <Tp <Tpy1=0>o

und {h;};_, C R, so dass

flz)=h; firz e (x;,x41) undi € {1,2,...,n},
flz) =0 firz<mx
f(z) =0 firx > x,41.

Bemerkung 13.1.1 Man bemerke, dass f nicht festgelegt wird fir x € {x,}fjll Die

Menge {[x;, xi11]}i_, heift eine Zerlegung von [a,b]. Es sei nochmals betont, dass diese
Zerlegung nur endlich viele beschrdnkte Intervalle enthalten darf.

hy

h3

a=xi X3 X3 X4 X5  Xe=b

Definition 13.2 Sei f eine Treppenfunktion wie in Definition |15.1. Dann setzen wir

/ f(@)dz = Z (it — @) Dy (13.5)

=1

Bemerkung 13.2.1 Wir haben vorhin von Flicheninhalten geredet und positive Funk-
tionen betrachtet. In Definition sind auch negative Werte h; erlaubt und dann st
SFlicheninhalt“ nicht langer zutreffend. In dem Fall steht in HFldicheninhalt-oberhalb-

x-Achse® minus ,Flicheninhalt-unterhalb-z-Achse*.

a=x; X2 X3 X4 X5 Xg=b

hy

hy

Proposition 13.3 Wenn f,g : [a,b] — R beides Treppenfunktionen sind und A\, u € R,
dann ist auch \f + ug : [a,b] — R eine Treppenfunktion und

b

/ab (Af(z) + pg(z)) de = )\/abf(a:)dx + #/a g(z)dz.
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Beweis. Wenn {z; ?:Jrll eine Zerlegung gibt fiir f und {yz}fjll eine Zerlegung fiir g, dann

kombiniere man diese beiden Mengen fiir eine neue Zerlegung, die sowohl fiir f als auch
fiir g passt. Der Rest ist elementare Buchfiihrung. ]

Proposition 13.4 Wenn f,g : [a,b] — R alle beide Treppenfunktionen sind und f(x) <

g(x) auf [a,b], dann gilt
b b
/ f(z)dx g/ g(x)dx.

Beweis. Man benutzt Proposition mit A = —1 und p = 1:
b b b
[ stws= [ far= [ (o)~ @) da
und g(z) — f(x) > 0 liefert nicht-negative ,Hohen“ h; in (13.5) und es folgt, dass
J; (9(x) = f(x)) dz > 0. .

13.2.2 Definition fiir mehr allgemeine Funktionen

Wenn man den Fldacheninhalt wie in dem Bild im Paragraphen approximieren
mochte, hat man nicht im Griff, wie nahe man herankommt. In dieser grauen Zone liegt
sowohl etwas driiber als auch unterhalb des Graphen. Die Losung dafiir ist, nicht eine
Approximierung wie in diesem Bild zu machen, sondern sowohl eine Approximierung von
oben als auch eine Approximierung von unten zu machen. Fiir die Flicheninhalte wiirde
man ,,geometrisch” sagen:

Auntere Treppe S AFunktion S Aobere Treppe-

£ £

Wenn man die Treppenstufen noch etwas schméler macht, wiirde man erwarten, dass
eine bessere Approximierung rauskiame.

f f
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X X
a b a b

Diese Idee werden wir verfolgen und diese geometrischen Uberlegungen handfest ma-
chen. Dazu brauchen wir Unter- und Obersummen.

Definition 13.5 Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

e Dann heifst m € R eine Untersumme beziglich f auf [a,b], wenn es eine Treppen-
funktion tynen : [a,b] — R gibt, mit

b
tunten(x) < f(2) fiir x € [a,b] und / Lunten(T)dx = M.

e Dann heifst M € R eine Obersumme beziglich f auf [a,b], wenn es eine Treppen-
funktion tope, : [a,b] — R gibt, mit

f(x) < topen(x) fiir x € [a,b] und /b toben(x)dx = M.

Lemma 13.6 Sei f : [a,b] — R eine Funktion und sei m und M respektive eine Unter-
und eine Obersumme beziiglich f auf [a,b]. Dann gilt m < M.

Beweis. Seien tyen Und topen die Treppenfunktionen die m und M liefern. Dann gilt

tunten () < f(2) < toben()

und wegen Proposition folgt

b b
m :/ tunten (T)dx §/ toben(2)dx = M.

Damit bekommt man das gewiinschte Ergebnis. ]

Dieses Lemma zeigt, dass jede Untersumme eine untere Schranke liefert fiir die Menge
aller Obersummen. Ebenso liefert jede Obersumme eine obere Schranke fiir die Menge aller
Untersummen. Weil jede nicht-leere, nach unten beschrinkte Menge in R ein Infimum hat,
und weil jede nicht-leere, nach oben beschrankte Menge in R ein Supremum hat, ist die
folgende Definition gestattet.

Definition 13.7 Sei f : [a,b] — R eine Funktion und seien m und M respektive eine
Unter- und eine Obersumme beziiglich f auf |a, b].

e Man definiert das obere Integral von f auf |a,b] durch

—b
/ f(z)dr = inf {M € R; M ist eine Obersumme beziiglich f auf [a,b]} .

a
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e Man definiert das untere Integral von f auf [a,b] durch

b
/ f(z)dx = sup {m € R;m ist eine Untersumme beziglich f auf [a,b]}.

Definition 13.8 (Das Riemann-Integral) Fulls oberes Integral und unteres Integral
existieren i R und gleich sind:

Z?mmzlymw:a

heifit f Riemann-integrierbar auf [a,b] und man definiert das Integral von f auf [a, D]
durch

/a Hayde =1

Bemerkung 13.8.1 Weil fiir jede Untersumme m und Obersumme M beziiglich [ auf
la, b] gilt m < M, folgt

1 b fla)de < Zb f(a)da. (13.6)

Bemerkung 13.8.2 FEine Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, falls Re f :
la,b] = R und Im f : [a,b] — R Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/ab f(x)de = /ab Re f(z)dx +1 /ab Im f(z)dz.

Die erste Frage, die man sich stellen sollte, wére, ob diese neue Definition des Integrals
mit der fiir Treppenfunktionen iibereinstimmt.

Sei f eine Treppenfunktion mit , Treppenintegral® s = Y " | (z;41 — x;) h;. Weil f eine
Treppenfunktion ist, ist s sowohl Unter- als auch Obersumme fiir f beziiglich [a,b] und
man hat

b —b
s < sup {Untersummen} = / f(z)dx < / f(z)dx = inf {Obersummen} < s.

Diese Frage lasst sich also bejahen.
Als néchstes wollen wir mal schauen, ob die gewiinschten Eigenschaften tatséichlich
gelten. Mit integrierbar meinen wir ab hier immer Riemann-integrierbar.

Theorem 13.9 Seien f,g : [a,b] — R zwei Funktionen.

1. Angenommen [ und g sind integrierbar auf [a,b]. Dann ist Af + pg integrierbar auf
la,b] fir alle \,p € R und

/ (Af(x) 4+ pg(z)) de = )\/ f(z)dx + u/ g(x)dz. (13.7)

2. Sei c € (a,b). Es gilt: f auf |a,b] ist integrierbar, dann und nur dann, wenn f auf
la,c] und f auf [c,b] integrierbar sind. Auferdem gilt

/abf(zrz)dm = /acf(a:)d:v + /cb f(z)dz. (13.8)
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3. Wenn [ und g integrierbar sind auf [a,b] und f(z) < g(z) gilt fir x € [a,b], dann

gilt auch
b b
/f(x)darg/ g(x)da. (13.9)

Beweis. 1. Wenn A > 0 und g > 0, dann kann man zu jedem Paar Obersummen My
von f und M, von g beziiglich [a,b] eine gemeinsame Zerlegung zusammensetzen und
eine Treppenfunktion zu Af + pg konstruieren mit der Obersumme AM + pM,. Ebenso
benutzt man Untersummen und bekommt

b —b
g iy < [ O @)+ ng@)do < [ (@) + pg(a) de < AMy + i,

Y _a a

Nimmt man das Infimum von My und von Mg, findet man

—b

/a (Af(x) + pg(z)) dx < )\/ab f(x)dz + ,u/abg(x)dx.

Auf &hnliche Art liefert das Supremum von my und von my, dass

/ F(@)de + p / g(2)ds < / (@) + pog(a) d,

und weil so das obere Integral gleich dem unteren ist, ist man fertig.

Wenn A > 0 und g < 0, geht man auf eine &hnliche Weise vor, aber vertauscht m, und
M,: wenn M, eine Obersumme beziiglich f auf [a,b] ist, dann ist —M, eine Untersumme
beziiglich —g auf [a, b] . So hat man

b —b
g iy < [ (@) + pg(a))de < [ (M) + pgla)) do < AV + g,

Y _a

und bekommt
b

ZW()“‘Q x<A/f d:c+1 2y = \ /f dx+u/ g(x)dz,

usw.

2. (=) Wenn ¢, (t,) eine Treppenfunktion ist, die auf [a,b] oberhalb (unterhalb) von
[ liegt, dann ist Z,|jq, (fuo|la,q) €ine Treppenfunktion, die auf [a,c| oberhalb (unterhalb)
von fliegt. So hat man schon eine endliche Ober- und Untersumme beziiglich f auf [a, c].
Man bekommt sogar, nachdem man c in die Zerlegung einfiigt, dass

/a tojfae] (2)da — / tufja,q(2)dz = / (toffac (€) = tujjae (v)) da
b b b
§/ (to($)—tu(x))d$:/ to(:x)d:r—/ tu(x)dz. (13.10)

Dann folgt aus ((13.10]), wenn wir das Infimum {iber alle solche ¢, nehmen, dass

f(x)de — / tu[a,d(fc)dfcéigf{ / tolfa,c) (4 )dw} / tulfa,c) () dx

(13:10) b b b b
S 1{1f {/ to|[a,c] (:L‘)d:L‘} — / tu|[a7c]($)d56 = f(l’)dl’ - / tuHa,C}(w)dm. (13.11)
0 a a a a
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Das Supremum iiber passende h,, liefert mit (13.11]), dass

L/f dx—/mf MNi/f dx—&m{/ umﬂym}
/af(”d“"_s‘ip{/a oz d:c} /f dar—/f

und mit (13.6]) folgt o
/f(:c)d:c:/ f(z)dx

und so die Integrierbarkeit. Ahnlich geht man vor auf [c, b).
(<) Diese Richtung ist eher geradeaus. Man kombiniert eine Treppenfunktion ¢; ober-
halb von f auf [a, c] mit einer Treppenfunktion ¢ oberhalb von f auf [c,b] und benutzt,

dass ([13.8]) gilt fiir Treppenfunktionen:

_abf(x)dx < /ac t1(z)dx + /Cb to(x)dx.

Nimmt man rechts das Infimum, dann erreicht man

7 w</f m+/f
[ m>/f m+/f

und das Ergebnis folgt mit der Abschétzung . Gleichzeitig hat man jetzt
bewiesen.

3. Jede Obersumme M, beziiglich g auf [a, b] ist eine Obersumme beziiglich f auf [a, b].
Also findet man

Ahnlich bekommt man

b b
/ f(z)dx = inf {Obersummen fir f} < inf {Obersummen fiir g} = / g(x)dx
a a ]

Definition 13.10 Sei ¢ < d. Fir ¢ < d definieren wir das Integral mit dem ,falsch*-

orientierten Intervall durch
c d
/ @)z = —/ f(z)de. (13.12)
d c

Fiir ¢ = d definieren wir das Integral gleich 0.

Bemerkung 13.10.1 Nehme an, dass f auf [a,b] integrierbar ist. Dann folgt aus
fiir xy,x9, 29 € [a,b] mit z1 < x9 < w3, dass

tlfjﬂﬂdx:1éfjﬂwdx+}£ffﬁwd” (13.13)

Mit Definition |13.10 kann man zeigen, dass sogar fir alle x1, x4, 9 € [a,b] gilt,
unabhdngig davon wie sie geordnet sind.
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13.3 Integrierbare Funktionen

Auch in diesem Abschnitt gilt a,b € R mit a < b.
Proposition 13.11 Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

e Es existiert eine Obersumme in R beziiglich f auf |a,b], dann und nur dann, wenn
f mnach oben beschrinkt ist auf [a,b].

e Es existiert eine Untersumme in R beziglich f auf [a,b], dann und nur dann, wenn
f mnach unten beschrankt ist auf [a,b].

Bemerkung 13.11.1 Bemerke, dass f : [a,b] — R bedeutet, dass fir jedes x € [a,b] gilt
f(z) € R und +o00,—0c0 kénnen dann also nicht als Funktionswert auftreten. Das reicht
jedoch nicht, denn zum Beispiel die Funktion f : [—1,1] — R, definiert durch f(z) =0
fir x <0 und f(x) =1/x fir x > 0, ist nicht nach oben beschrinkt.

Beweis. Wir zeigen nur den ersten Punkt. Das Argument fiir eine Untersumme ist dhnlich.
(=) Wenn f nach oben beschrénkt ist, sagen wir f(x) < K fiir alle € [a, b, dann ist
K (b — a) eine Obersumme.

(<) Wenn M eine Obersumme ist, dann gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit endlich vielen
‘Stufen’ h;, passend zu der Zerlegung mit a =y < --- < x, < x,+1 = b, und

f(z) < Hz) < K = max { max h;, max t(wi)} .

1<i<n  1<i<n+1

Man bemerke, dass K € R gilt, weil es das Maximum endlich vieler Terme ist. [ ]

Proposition 13.12 Die Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf [a,b], dann
und nur dann, wenn es fir jede € > 0 eine Obersumme M € R und eine Untersumme
m € R beziiglich [ auf [a,b] gibt mit M —m < e.

Beweis. (=) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Obersumme M € R mit fff(x)dx > M — e

und eine Untersumme m € R mit f; f(x)dz < m+ Je. Also folgt M — e <m + 1e.
(<) Weil eine Obersumme M und eine Untersumme m; in R existieren (das heifit: endlich
sind), ist die Menge der Obersummen nach unten und die Menge der Untersummen nach
oben beschrankt. Das heifit

/ f(z)dx = inf {M Obersumme} € R und / f(z)dx = sup {m Untersumme} € R.

—a

AuBlerdem haben wir angenommen, dass es fiir jedes € > 0 eine Obersumme M, und eine
Untersumme m. gibt derart, dass

Og/f(x)dx—/ flx)de < M, —m. <e

Weil diese Ungleichung gilt fiir jedes € > 0, haben oberes und unteres Integral den gleichen
Wert und es folgt so, dass f integrierbar ist. [

Wir betrachten nochmals die Funktion in Beispiel 9[13]
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Beispiel 13.1. Die Funktion f: R — R, definiert durch

f(x) { L wenn x = 2 mit n € Z, m € N* und ggT(|n|,m) =1,
l‘ p—

0 wenn x € R\Q,

ist auf keinem Intervall stetig. Diese Funktion ist aber Riemann-integrierbar auf jedem
Intervall. Hier steht nochmals eine Skizze zu dieser Funktion:

10%
08+
0.6 ,
04-

-4 -2 0 2 4

Weil diese Funktion periodisch ist, ist sie auf jedem beschrénkten Intervall [a, b] inte-
grierbar, wenn sie es ist auf [0, 1]. Wir werden uns die Integrierbarkeit auf [0, 1] anschauen.
Die Funktion t,(z) = 0 ist eine Treppenfunktion mit ¢,(z) < f(z). Damit findet man

1 1
0< / tu(x)dz < / f(z)dz.
0 20
Sei jetzt k € N\ {0}. Man ordnet die Menge
Qk:{ﬁ; mitOSnSmSkundnEN,m€N+},
m

macht dazu eine Zerlegung und definiert

falls © & Qy,
falls x € Q.

— =

i

Dann ist ¢, (x) fiir jedes & € N* eine Treppenfunktion (mit endlich vielen Stufen!) und
es gilt f(z) < t,x(z). So findet man

1
/ f(z)dz < inf / tor(x)dr = inf —=0.
0 0 k

keNt keN+

Weil das obere Integral und das untere iibereinstimmen, ist f integrierbar auf [0, 1].
[ |

Beispiel 13.2. Die Funktion f : [0, 1] — R mit

1

— fiirz >0,
flay=4 v
0 firaz=0,

erfiillt auf [0, 1] nicht die Bedingungen aus Definition , denn die einzig mogliche Ober-
summe wire co. Weil man fiir die Zerlegung bei einer zugelassenen Treppenfunktion das
Intervall nur in endlich viele Stiicke teilen darf, gibt es ein Intervall (0,d) mit § > 0. Die
einzige Treppenstufe, die da passen wiirde, hitte eine unendliche Hohe. Dieses Ergebnis
ist unbefriedigend und wir werden spéter sogenannte ‘uneigentliche Riemannintegrale’ de-

finieren.
n
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Beispiel 13.3. Die Funktion f : [0, 1] — R mit

1 falls z € Q,
o]
0 falls z € [0,1]\Q,

erfilllt auf [0, 1] auch nicht die Bedingungen aus Definition [13.8] Jetzt existieren zwar
endliche Obersummen (und Untersummen), aber man findet

1 —1
/ f(z)dz = 0 und / f(z)dz = 1.
J o 0

Hier wird das uneigentliche Riemannintegral nicht helfen. Weil die Menge weg von 0 doch
ziemlich diinn ist (abzdhlbar), méchte man die eigentlich ausschlieen. Beim Lebesgue-

Integral, das meistens in einer Vorlesung Analysis III betrachtet wird, passiert das.
|

Theorem 13.13 Sei f : [a,b] — R eine monotone Funktion. Dann ist f auf [a,b] inte-
grierbar.

Beweis. Es reicht, wenn wir annehmen f ist wachsend. Erst kldren wir mal, dass es eine
endliche Obersumme und Untersumme hat. Weil f wéchst, ist (b — a) f(b) eine Obersum-
me und (b — a) f(a) eine Untersumme.

Wenn wir zeigen konnen, dass es zu jeder € > 0 eine Obersumme M und eine Unter-
summe m gibt derart, dass M —m < e, dann hat man, dass f auf [a, b] integrierbar ist.
Wir wahlen nun k£ € N derart, dass

(b—a) (f(b) = f(a)) < ke,

und betrachten die Zerlegung fiir {a + 72— a)}::().

f f

X X
a b a b

Auf dem Intervall [a + 2 (b —a),a+ 2 (b — a)] gilt

fla+3(b—a) < f) < flat+™(b—a))

und wenn man genau diese Werte benutzt fiir eine Treppenfunktion h, < f und fiir eine
Treppenfunktion h, > f, hat man

b k—1
e cine Untersumme / hy(x)dx = baf(a+2(b—a)), und
a n=0
b k-1 k
e cine Obersumme/ ho(x)dx = baf(a+ 2t (b—a)) = Z baf(a+2(b—a))
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Es folgt, dass

/ ho(x)dx — / hy(z)de =22f (a+ 5 (b—a)) —22f (a+ 2(b—a))
(

Wir bekommen )
b B b
/ flz)dr < / flz)dr < / flx)de +¢

und weil das fiir beliebige ¢ > 0 gilt, gleicht das obere Integral dem unteren. ]

Korollar 13.14 Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die stickweise monoton ist. Dann ist
f auf [a,b] integrierbar.

Bemerkung 13.14.1 Die Funktion f heifit stiickweise monoton auf |a,b], wenn es eine
Zerlegung mit a = x9 < 11 < -+ < Tpy1 = b gibt derart, dass fig,, fir i € {0,n}
monoton 1st.

it1)

Beweis. Benutze n-mal Theorem 2 und Theorem [13.13] [

13.4 Stetigkeit und Integrierbarkeit

Beispiel 13.4. Stetigkeit alleine reicht nicht. °f
Die Funktion f : RT™ — R, definiert durch

f(x)=a""firz >0

ist stetig auf R, jedoch weder auf (0, 1] noch auf [1, 00)
integrierbar.

e Auf (0,1] gibt es bei 0 keine Treppenfunktion 1t
oberhalb von f, denn sie miisste bei 0 notwendigerweise | ..
den ,,Wert*“ oo haben. 0 1 2 3 n 5

e Auf [1,00) wire die letzte Stufe der Treppe oo lang und das ist auch nicht erlaubt.
[ |

Das Beispiel legt die Vermutung nahe, dass fiir Integrierbarkeit ein beschranktes In-
tervall und eine beschrinkte Funktion notwendig sind.

Beispiel 13.5. Eine beschriankte Funktion auf einem beschriankten Intervall alleine reicht
nicht fiir integrierbar. Wenn man die Funktion

[ 25 firzeQq,
.q(l/)—{ 1 firzeR\Q,

betrachtet auf [0, 10], dann ist die kleinste Treppenfunktion oberhalb gleich 2.5 auf dem
Intervall und die gréfite Treppenfunktion unterhalb gleich 1. Als kleinste Obersumme
findet man 25 = 10 x 2.5 und als gréfite Untersumme 10 = 10 x 1.



174 Woche 13, Integralrechnung I

.............................. o
2.0F
15F

0.5F

Lemma 13.15 Sei a < b und sei f : [a,b] C R eine gleichmdfig stetige Funktion. Dann
ist f integrierbar auf [a,b].

Beweis. Sei ¢ > 0. Weil f gleichmifig stetig ist, gibt es 0 > 0 derart, dass

[z -yl <0 = |f(z) - fly) <e

Man nehme dann eine Zerlegung {[z;, z;11]};_, mit |z;41 — ;| < 0. Eine solche Zerlegung
ist moglich fir n = [(b—a) /0] + 1. Auf jedem Intervall [z;,z;41] nimmt man fiir die
Obersumme

hi = max{f(z);z € [z;, zi1]}

und fiir die Untersumme
hi = max {f(z);z € [;, Ti1]} .

Dann gibt es x?, z} € [z, xi11] mit hY = f(29) und A = f(z¥). Weil |z¥ — 29| < 4, folgt

hi > h{ —e > h{ — ¢ und, dass die Differenz zwischen Ober- und Untersumme hochstens
(b — a) e ist. Weil man ¢ beliebig klein nehmen kann, folgt die Behauptung. |

Theorem 13.16 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f auch gleichmdifig
stetig auf |a, b].

Bemerkung 13.16.1 Wesentlich ist die Annahme, dass das Intervall abgeschlossen und
beschrinkt ist. Die Funktion f(x) = sin (1) ist stetig auf (0,1] aber nicht gleichmdfig
stetig. Die Funktion g (x) = sin (x?) ist stetig auf R aber nicht gleichmdfig stetig.

Beweis. Wir geben einen indirekten Beweis und nehmen an, dass f stetig aber nicht
gleichméBig stetig ist auf [a,b]. Nicht gleichméBig stetig bedeutet, dass es ein € > 0
gibt, wobei zu jedem 6 > 0 es x und y gibt mit |z —y| < 0 und |f(z) — f(y)| > e. Sei
e > 0 derartig. Dann kann man auch zu jedem n € Nt Zahlen x,,y, € [a,b] finden
mit |z, — yn| < . Wegen des Satzes von Bolzano-Weierstra$$ (Theorem gibt es
eine konvergente Teilfolge {x,, },-, sagen wir x,,, — Z. Weil das Intervall abgeschlossen
ist, gilt = € [a,b]. Weil man |z, —yn,| < é hat, konvergiert auch {y,,},., nach Z.
Anschlieflend verwendet man die Stetigkeit von f in Z, und es gibt K7, Ky € N so, dass

k> Ky = |f(zn,)— f(@)] <3e und k>Ks=|f(y,)— f(@)] < 3¢
Fiir £ > max (K, Ks) gilt dann
e < |f(any) = Flyn )| < 1f(2n) = F@+1F(Z) = flym)] <

ein Widerspruch. ]

Aus Lemma [13.15/ und Theorem [13.16| folgt:
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Korollar 13.17 FEine stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf |a,b|.

Eine Funktion f : [a,b] — R, die nur stetig ist auf (a, b), jedoch zusétzlich beschrankt
ist, ist auch Riemann-integrierbar auf [a, b]. Man betrachte fiir § > 0, aber geniigend klein,
getrennt die drei Intervalle

[a,a+ 0], [a+0,b— 0] und [b—4,b].

Mit | f (x)] < M findet man zu den Randintervallen Ober- und Untersummen, die hochstens
20M verschieden sind. Im mittleren Intervall [a 4 §,b — §] verwendet man die (gleich-
méBige) Stetigkeit.

Beispiel 13.6. Die Funktion f : [0, 1] — R, definiert durch

fz) = { sin () fiir z € (0,1],

fir x = 0,

U=

ist nicht (gleichméBig) stetig, aber doch integrierbar auf [0, 1]. Siehe auch Beispiel 9..
[ |

13.5 Eigenschaften von Integralen

Ganz formell kann man das Integral betrachten als eine Abbildung Z : R [a,b] — R. Mit
R [a,b] werden die Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] gemeint, und Z ist jetzt

b
Z(f) = / f(z)dz fur alle f € R|a,b].

Eine Abbildung, die definiert ist auf Funktionen, wird meistens ‘Operator’ genannt. Der
Operator Z heifit linear, wenn

ITAf4+ug) =XZ(f)+nZ(g) firalle f,g € F; und A\, u € R (oder C).  (13.14)

Theorem 1 sagt genau, dass dieses Z ein linearer Operator ist. Diese lineare Eigen-
schaft ist giiltig fiir A\, 4 € R und auch fir A\, u € C.

Bemerkung 13.17.1 Wenn man A € R ersetzt durch eine Funktion in (13.14), bekommt
man fast immer Unsinn, denn fir fast alle Funktionen und b # a hat man

[ o £ g [ o,

(links ist x nur Notationshilfe und rechts auch noch Variable?) und auch

[t £ [ s [ owa

Die Versuche, in Klausuren und Ubungsaufgaben trotzdem angeblich existierende Iden-
tititen in dieser Richtung zu verwenden, fiihren bei dem Unterrichtspersonal fiir eine
miese Stimmung beim Korrigieren!

Obwohl es beim Integral des Produkts zweier Funktionen keine direkte Rechenbezie-
hung gibt zu den beiden einzelnen Integralen, kann man schon etwas sagen:
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Proposition 13.18 Wenn f, g : [a,b] — R integrierbar sind auf |a,b], dann ist auch f-g
integrierbar auf [a,b].

Beweis. Wenn f integrierbar ist, dann ist f beschrénkt (Proposition |13.11]), sagen wir
|f(z)] < F € R fiir € [a,b]. Ebenso darf man annehmen, dass |g(z)| < G fiir x € [a, b].
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es Untersummen my, m, und Obersummen M}y, M, fiir f und g

derart, dass
€

3
< —.
4G +1 T AF 41
Nennen wir die dazugehérenden Treppenfunktionen h,, ¢, ho g, Iy g und h, 4. Wir diirfen
annehmen, dass

My —my < und M, —m (13.15)

—F < hyy(z) < fz) < hoypla) < F

und auch
=G < hyy(r) < g(x) < heg(r) <G

Leider kann man nicht einfach die beiden unteren Treppenfunktionen multiplizieren, um
eine Treppenfunktion unterhalb von f-g zu bekommen. Das Vorzeichen kann da Probleme
verursachen. Deshalb benutzen wir einen Trick. Wir werden nicht f - g, sondern (f + F) -
(g9 + G) betrachten. Sowohl f + F' als g + G sind positiv. Dann haben wir nicht-negative
Treppenfunktionen (hy s + F) - (hyy + G) und (ho ¢+ F) - (hoy + G) mit

0< (hu,f+F)(hu,g+G) < (f+F)(g+G) < (ho,f+F)<ho,g+G>‘
Mit den in (|13.15) gew&dhlten Ober- und Untersummen fiir f und g hat man nun eine
Obersumme M* und eine Untersumme m* fiir (f + F') - (¢ + G) derart, dass
b b
M* —m* = / (hot + F) (hogy + G) dx —/ (hu s+ F) (hyy + G)dz

(bei Treppenfunktionen darf man neu kombinieren)

b b
_ / (hory + F) (hoy — huy) de + / (hors = g) (huy + G) da

(positive Glieder und Abschitzen bei Treppenfunktionen)

b b
< / 2F (ho’g — hu,g) dx + / (ho’f - h%f) 2Gdx
=2F (Mg — mg) + 2G (Mf — mf)

e E
< 2F 2G < e.
T B Te I T

Proposition [13.12] liefert, dass (f + F') (g + G) integrierbar ist. Jetzt brauchen wir noch
ein Argument, damit f - g integrierbar ist. Weil

fg=(f+F)(g+G)—Fg—Gf — FG (13.16)

und weil F' und G Konstanten sind, kénnen wir Theorem [13.9] verwenden. Weil die rechte
Seite von (13.16)) nur integrierbare Funktionen enthélt, steht auch links eine integrierbare
Funktion. [ ]

Proposition 13.19 Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch |f|
integrierbar auf [a,b]. Auferdem gilt

/abf(x)dx

< / \f (2)] da. (13.17)
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Beweis. Definieren wir fiir 2 € [a, ],

fH(@) = max (0, f(z)) und f~(z) = —min (0, f(x)).

Die Funktionen f* und f~ sind nicht-negativ und man hat f = f*—f~und |f| = fT+f".

Wenn hg und h, Treppenfunktionen oberhalb und unterhalb von f sind, dann sind
max (0, h,) und max (0, h,) passende Treppenfunktionen fiir f*. Fiir die dazugehorenden
Ober- und Untersummen zeigt man

Mpe —mypr < My —my.

Wenn man My — my beliebig klein bekommt, wird auch M+ — m+ beliebig klein. Also
ist /T Riemann-integrierbar.

Fir f~ sind — min (0, h,,) und — min (0, h,) passende Treppenfunktionen oberhalb und
unterhalb (in dieser Reihenfolge!). Die Integrierbarkeit von |f| = f* + f~ folgt dann aus

Proposition [13.12]
Weil — |f (z)] < f(z) < f(x), folgt aus Theorem 3 und der Linearitét des Inte-

grals, dass
b b b
L/V!M—/—U@W&/fmﬂé/ﬁmwm

und so auch ([13.17). -

Theorem 13.20 (Mittelwertsatz fiir Integrale) Wenn f : [a,b] — R stetig ist auf
la,b], dann gibt es & € [a,b] mit

(/f@ﬂx=®—®f@>

§
Die rote Linie gibt die mittlere Héhe.
Beweis. Weil f : [a,b] — R stetig ist, existiert wegen Theorem
my =min{f(x);x € [a,b]} und my = max {f(z);z € [a,b]}.
Es folgt, dass
my (b—a) < /bf(x)dx <my(b—a)

und dann auch, dass (b — a) f fz)dz € (mq,ms).
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Seien z; und o derart, dass m; = f(x1) und my = f (22). Der Zwischenwertsatz
(Korollar m ) fiir f ergibt, dass fiir jede Zahl ¢ € (my, my) ein £ zwischen x; und x5
existiert mit f(¢ |

)=
Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist auf [a,b], dann ist f auch integrierbar auf [a, z]
fur jedes x € [a,b]. Also ist die Funktion F': [a,b] — R mit

= /x f(s)ds (13.18)

Theorem 13.21 Wenn f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist F :
la,b] — R, definiert in , stetig und sogar Lipschitz-stetig.

wohldefiniert.

Beweis. Weil f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist, gibt es M € R mit |f(x)| < M. Sei
xg € la,b). Dann gilt fir = € (x¢,b], dass
| fes1as
z0

[ s [ sonis| -

Eine &hnliche Abschétzung folgt fiir « € [a, zo). Dann ist F' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante M. Lipschitz-stetig impliziert stetig. ]

|F(2) = F(xo)| =

§/$|f(S)IdS§M(w—fCo)-

Beispiel 13.7. Nehmen wir f: [—1,1] — R mit

—35 firz e [-1,0),
flz) = : firze {0,232},
1 sonst

dann findet man

z firz e [-1,0),

Fz) = g f(s)ds = { fiir 2 € [0,1].

Es gilt F'(z) = f(z) fir z € (—=1,1) \ {0,
existiert F” nicht.

(S]] ]

und F'(z) # f(z) fir z € {£,2} .In0

1l¢———o—o—r 1 1

-1 1 \ 1 -1 1
- f A F'
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Integralrechnung 11

14.1 Der Hauptsatz der Integralrechnung

In der letzten Woche haben wir angeschaut, wie man das Integral definieren kann. Da-
mit lasst sich zwar ein Flacheninhalt approximieren, aber einfache Rechenregeln fehlen
noch. Durch Erfahrungen aus fritheren Zeiten vermutet man, dass Integrieren etwas mit
Riickwirts-Differenzieren zu tun hat. Das mag vielleicht sein, aber es sei hier betont, dass
Integrieren mehr als nur das Finden einer Stammfunktion ist. Dieser Zusammenhang
zwischen Integral und Stammfunktion wird beschrieben in dem Hauptsatz der Integral-
rechnung, den es in zwei Versionen gibt.

Theorem 14.1 (Hauptsatz der Integralrechnung I) Sei f : [a,b] — R integrierbar
auf a,b], und definiere F : [a,b] — R durch

Fla) = / F(5)ds. (14.1)
Wenn f stetig ist in ¢ € (a,b), dann ist F' differenzierbar in ¢ und F'(c) = f(c).
Bemerkung 14.1.1 Man kann sogar folgendes beweisen:

o Wenn f rechtsstetig ist in ¢ € |a,b), dann ist F' rechtsdifferenzierbar in ¢ und
Fi(c) = f(o).

o Wenn f linksstetig ist in ¢ € (a,b], dann ist F' linksdifferenzierbar in ¢ und
F' (c) = f(e).

Bemerkung 14.1.2 Wenn [ stetig ist auf [a,b], dann ist F differenzierbar in (a,b),
rechtsdifferenzierbar in a und linksdifferenzierbar in b, und F'(x) = f(z) fir x € (a,b),

Fi(a) = f(a) und F.(b) = f(b).

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage in Bemerkung [14.1.1] Die zweite Aussage zeigt
man fast genau so. Kombiniert man beide Ergebnisse, dann hat man einen Beweis von

Theorem [T4.11

Fiir einen Beweis dieser ersten Aussage miissen wir zeigen, dass

. F(x)—F(c) .. F(c+h)—F(c)
15{:1 Tr—c — o) —1}%1 h

~ f(@)=o.

179
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Bemerkt man, dass f(c) = % fcc+h f(c)ds, dann folgt aus den Eigenschaften, die wir in
Theorem [13.9] aufgelistet haben, dass

F(c+h) — F(c) S F(s)ds = [2 f(s)ds 1 et
Ikl N CE . 5[ s

ct+h
—i [ e - s s (14.2)

Wenn [ rechtsstetig ist in ¢, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 7. > 0 derart, dass fiir alle
x € (c,c+0) gilt

[f(@) = flo)] <e.
Nehmen wir h € [0, d.) dann haben wir, mit (14.2]) und Proposition [13.19] dass

c+h c+h
g%/c |f(s)—f(c)|ds§%/c eds =e.

Also gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 (um eine starke Ungleichung zu bekommen zum
Beispiel 6 := d./2 ), so dass

F(c+h)— F(c)
(0

c+h)— F(c)

0<h<5:>‘F( — f(c)

<g/2<e.

Das liefert, dass F' rechts-differenzierbar ist in ¢ und F' (c) = f(c) fiir ¢ € [a,b). Links-
differenzierbar fiir ¢ € (a, b] geht dhnlich. u

Definition 14.2 Sei (a,b) ein Intervall in R. Nehme an f, F : (a,b) — R (oder C) sind
Funktionen und F ist differenzierbar in (a,b). Wenn

F'(z) = f(x) fiir alle z € (a,b)
dann nennt man F eine Stammfunktion zu f.

Lemma 14.3 Wenn F und G : (a,b) — R (oder C) beide eine Stammfunktion zu f sind,
dann gibt es eine Konstante k € R (oder C) derart, dass

F(z) = G(x) + k fir alle v € (a,b) .

Beweis. Nehme 1,22 € (a,b) mit x; < x5. Dann sind F' und G stetig auf [z, 2], und
der Mittelwertsatz besagt, dass es £ € (x1, z2) gibt mit

(F'(22) — G(x2)) — (F(21) — G(21))

Lo — X1

= F(§) = G'(§) = f(§) — f(§) =0.

Setzen wir k = F(xy) — G(x) fiir irgendein zy € (a,b), so folgt F(z) — G(x) = k fiir jedes
x € (a,b). u

Bemerkung 14.3.1 Es wird oft gesagt, dass In |x| eine Stammfunktion zu % ist. Diese
Aussage ist nicht sehr genau. Wenn man die Funktion x +— % : RT — R betrachtet,
dann ist v — Inlz| : RT — R eine Stammfunktion. Wenn man die Funktion x — % ;
R~ — R betrachtet, dann ist x — In|z| : R= — R eine Stammfunktion. Die Formeln
sind zwar gleich, aber weil Stammfunktionen auf einem zusammenhdingenden Intervall
definiert sind, sollte man nicht sagen: v — X : R\ {0} = R hat z — In|z| : R\ {0} — R

als Stammfunktion.
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Oben sahen wir, wie man zu [ formell eine ,,Stammfunktion” F' findet. Das Komple-
ment zu diesem Theorem ist, wie eine Stammfunktion bei Berechnen des Integrals hilfreich
ist.

Theorem 14.4 (Hauptsatz der Integralrechnung II) Sei F': [a,b] — R stetig diffe-
renzierbaif] auf [a,b]. Definiere f : [a,b] — R durch

F'(a) firz=a,
flz) =< F'(z) firxze (a,b), (14.3)
F’(b) fir xz=b.

Dann gilt
/ f(s)ds = F(x) — F(y) fiir alle x,y € [a,b] .

Beweis. Fixiere y € [a, b]. Weil F stetig differenzierbar ist auf [a, ], ist f stetig auf [a, b].
Dann ist f auch integrierbar auf [a,b] und G : [a,b] — R ist, siche Bemerkung [13.10.1}

durch N N .
Glx) = / F(s)ds = / F(s)ds — / F(s)ds

wohldefiniert unabhéngig der Ordnung von = und y. Aus Theorem folgt G'(x) = f(x)
und mit Lemma [14.3] findet man F(z) = G(z) + k fiir alle 2 € [a,b]. Nehmen wir z = y,
so folgt F'(y) = G(y) + k = k, und das heifit

Fle) = G(z) + F (y) = / " F(s)ds + Ply) fiir 2 € [a, 8]

14.2 Partielle Integration

Proposition 14.5 Wenn F,G : [a,b] — R stetig differenzierbar sind mit F'(x) = f(z)
und G'(z) = g(x) in (a,b), dann gilt

b b
/ f(x)G(z)dx = [F(m)G(x)]iiZ —/ F(z)g(z)dz.

Bemerkung 14.5.1 Hier wird die folgende kurze Notation benutzt:

[F(2)G(2)];2; = F())G(b) — F(a)G(a).

!Die Funktion F : [a,b] — R heifit stetig differenzierbar auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b], wenn
gilt: F ist stetig auf [a, b], F ist differenzierbar in (a, b), die rechte Ableitung F| (a) und die linke Ableitung
F’ (b) existieren, und f : [a,b] — R mit

f(x)=4¢ F'(x) firzx e (a,b),

F' (a) fiirz =a,
F’'(b) fiir x =b,

ist stetig.
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Beweis. Man kann ohne weiteres f und g erweitern wie in ((14.3) und mit
(F-G) (x) = f(2)G(z) + F(z)g(x)

und Theorem folgt

/ (f(2)G () + F(2)g(x)) de = (F - G) (b) = (F - G) (a).

u
Beispiel 14.1. Berechne / xsin(x)dz.
0
Wir nennen G(z) = z und f(z) = sin(z) und bekommen
/ xsin(x)dr = [m (— cos(x))r:7r - / 1 (—cos(x))dx
0 7=0 0
= —m cos(m) + 0 cos(0) + / cos(x)dx
0

=7+ [sm(m)}i;g =T.

|

™

Beispiel 14.2. Berechne / e’ sin(z)dz.
0
Wir nennen G(x) = e* und f(z) = sin(z) und bekommen

T=T

/Owex sin(x)dr = [ex (— cos(m))} _ /07r e (= cos(x)) da

="+ 1+ / e cos(x)dx.
0

=0

Nochmals, jetzt mit G(z) = e® und f(z) = cos(x),

=T

/ e’ cos(z)dr = [ex sin(x)] —/ e’ sin(z)dz
0 z=0 0
= —/ e sin(x)dx.
0
Zusammen liefert es
/ e’sin(z)dr =" +1— / e’ sin(z)dx
0 0

und
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14.3 Substitutionsregel

Proposition 14.6 Wenn g : [a,b] — R stetig differenzierbar ist und f : gla,b] — R

stetig ist, dann gilt
b
/ (fog)(x x)dx = / fly (14.4)

Man schreibt gla,b] = {y € R; 3z € [a,b] mity = g(x)}.

Bemerkung 14.6.1 Grob gesagt: wenn y = g(x) ersetzt wird, muss man auch dy erset-
zen und zwar durch

dy = d(g(x)) = ¢'(z)dx.
Im Moment hat ein loses dy, d(g(x)) und dx ohne Integral keine Bedeutung. Als Trick
funktioniert es.
Beweis. Sei gy := min {g(z);z € [a,b]} und definiere F : g [a,b] — R durch

g(a)

Fly) = /yf(s)dsz U s — [ f(s)ds

Ga 9min 9min

und H : [a,b] = R durch

Hz) = (Fog)( / £(s (14.5)

Wegen Theorem [14.1| ist F' differenzierbar und F’ = f, also ist wegen der Kettenregel
auch H differenzierbar, und es gilt

H'(z) = F'(g(2)) g'(x) = (fog) (z) ¢'(x).
Dann gilt mit Theorem [14.4] dass

H) = H(x) = @) = [ (Fo9)(5) (). (14.6)
Das Ergebnis folgt aus ) und - ]

Bemerkung 14.6.2 Die Gleichung in gilt auch, wenn g(b) < g(a). Auch wird
nicht verlangt, dass g injektiv ist. Méchte man das Intervall in der richtigen Orientierung
haben, dann geht das bei monoton fallenden Funktionen g wie folgt: Es gilt ¢'(x) < 0 und
gla, bl = [g(b), g(a)], und fir das Integral schreibt man:

g(a)

fly)dy = /b (fog)(x) g'(x)dx

g(b)
—— [[Gen @ d@ir= [ (Fog) @) )

Wenn g monoton wachsend ist, gilt ¢'(x) > 0 und g[a,b] = [g(a), g(b)], und kann man
ohne Weiteres ¢'(x) ersetzen durch |g'(x)| in (14.4).
Fiir monotone Funktionen g kann man (114.4) dann zusammenfassen in:

/ f(y)dy = / (fog) (@) |g'(x)]dz. (14.7)
([a,b]) [a,b]

Diese Notation mit dem Integrationsgebiet unter dem Integral ist iblich fiir Integrale in
mehr Dimensionen. Diesen wird man im ndchsten Semester begegnen. Da wird man nur
einer Substitutionsregel fiir injektive Abbildungen g begegnen, die generalisieren
wird.
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T

Beispiel 14.3. Bcrochno/ se~5"ds.

0
Man nimmt g(x) = z? und findet

2
x x 22 ‘ .
g 1 e . e 1—e
seds =1 eP2sds =1 [ etdt=1[-e] = ——.
2 2 2 0 9
0 0 0

||
1
Beispiel 14.4. Berechne/ Va? + xtde.
—1
Man nimmt g(x) = 1 + 2% und findet
1 1 1
/ Va?+ xtdr = / x| V1 + 22dx = 2/ V1 + x2dx
J-1 J-1 0
9 ‘ 9 )
= [ iy = = 33— tvE -3
1
[ |

14.4 Kalkiil bei Integralen

Bis vor 30 Jahren war das Berechnen von expliziten Formeln fiir Stammfunktionen ein
wichtiger Bestandteil jedes Anfangerkurses in Mathematik. Heutzutage iiberldsst man
diese Arbeit meistens Maple, Mathematica oder anderen Programmen in dieser Richtung.
Diese Programme laufen iibrigens nicht durch auflerirdische Inspiration, wie einige zu
vermuten scheinen, sondern werden entworfen mit mathematischer Transpiration. Aber
wie schlau man auch programmieren mag, viele Funktionen haben keine Stammfunktion,
die sich schreiben lasst als Zusammensetzung bekannter Funktionen. Ein erster Versuch,
trotzdem explizit-aussehende Losungen zu haben ist, weitere Funktionen zu definieren.
Wir haben schon Sinus und Cosinus eingefithrt und da kénnte man noch mehrere defi-
nieren. Das Benennen von neuen Funktionen fiithrt zu nichts, wenn man nicht gleichzeitig
die Eigenschaften dieser Funktionen studiert. Dann sind wir wieder dort angekommen,
wo wir schon waren: bei Analysis statt Calculus.

Wir werden in diesem Paragraphen einige Integrale vorstellen, bei welchen sich explizit
eine Stammfunktion beschreiben ldsst mit Hilfe bekannter Funktionen. Wenn wir auf
irgendeine Art eine Stammfunktion mit Hilfe bekannter Funktionen finden kénnen, kénnen
wir oft auch leichter Eigenschaften ableiten.

14.4.1 Integration von rationalen Funktionen

Wir erinnern uns noch mal daran, dass eine rationale Funktion r folgende Vorschrift hat:

_ pla)
r(r) = @)

wobei p und ¢ Polynome sind. In diesem Paragraphen mochten wir zeigen, wie man zu r
eine Stammfunktion findet.
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[> int(x*2,x) ; «- Integrate [x?, X]

o[l ——

3

3
x x>
3

> int (sin(x) ,x) ; wmm- Integrate [Sin[x], x]

L —COS(_x) o= —COS [X]

> int(exp(-x"2),x); .- Integrate [Exp[-x°], X]
1 1

Eﬁ erf(x) Y \/; Erf[x]

> int(1/1n (x) ,X) 7 wa- INtegrate[1 /Log[x], x]
—Fi(1, —In(x)) ww- LogIntegral [X]

[T R N [ T B SN [ NNV [y S [y ST [ S—" |
L

Abbildung 14.1: Einige Stammfunktionen, die Maple (links) und Mathematica herausge-
ben. Ei hat nichts mit Huhn zu tun, sondern ist eine Abkiirzung von ‘exponential integral’.

Bevor wir etwas integrieren, werden wir eine Erweiterung des Logarithmus definieren
auf C\ (—o0, 0]. Dazu verwenden wir eine Argumentfunktion arg(z) : C\ {0} - R

Arg(2) fir Arg(z) € [0, 7],

arg(z) = Arg(z) — 27 fiir Arg(z) € (m,2m).

Das heifit, fiir z = r (cos(¢) + ¢ sin(p)) mit ¢ € (=7, 7] und r € R gilt arg(z) = ¢.

arg

Abbildung 14.2: Eine Skizze zu der Funktion arg:C — R

Definition 14.7 Wir definieren Log : C\ (—o0,0] — C durch
Log(z) = In(|z|) + i arg(z).

Dieser Log ist injektiv und weil Log (C\ (—00,0]) = R 4 i (—m, ), gibt es eine Um-
kehrfunktion. Diese Funktion ist eine alte Bekannte. Weil

exp (Log(2)) = exp (In(|z])) exp (i arg(2)) = || (cos (arg(2)) + isin (arg(2))) = =

gilt ‘
Log”w (Z) = eXp\RJri(fWJr) (Z) :
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So hat man

/ _ 1 — 1
Log'(z) = exp’ (Log(z)) ~exp (Log(2))

und es gilt auch fiir die reelle Ableitung von = +— Log(zx + w) : R — C, oder =
Log(z + w) : R\ (—oo, —w] — C falls w € R, dass

1
z

1
T+w

(Log(z +w))" =

Lemma 14.8 Sei w € C\R und f(z) = (z +w) . Dann ist F(z) = Log(z + w) eine
Stammfunktion.

Bemerkung 14.8.1 Fine genaue Formulierung dieses Lemmas miisste das Definitions-
gebiet der Funktion einschlieffen. Fir w € C\R ist sowohl f als auch F auf ganz R
definiert als Funktion von R nach C.

Bemerkung 14.8.2 Fir w € R kann man entweder die Funktion f : (—w,00) — R
oder die Funktion f : (—oco,—w) — R betrachten. Die Vorschriften der dazugehdrenden
Stammfunktionen sind F(z) =In(x 4+ w) und F(x) = In|z + w|.

Es ist niitzlich, folgende Eigenschaft von diesem erweiterten Logarithmus festzuhalten.

Lemma 14.9 Fir z,w € C\ (—o0,0] mit zw ¢ R~ gibt es k € {—1,0,1} derart, dass

Log(zw) = Log(z) + Log(w) + 2kmi. (14.8)

Beweis. Der Beweis ist geradeaus und verwendet, dass In(|zw|) = In(|z|) + In(Jw|) gilt,
und, wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dass

arg(zw) = arg(z) + arg(w).
Wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dann gilt sogar
Log(zw) = Log(z) + Log(w). (14.9)

Wenn arg(z) + arg(w) € (—m, ), dann gilt arg(zw) = arg(z) + arg(w) + 27 und man
bekommt ((14.8)). |

Fiir n € Nmit n > 2 zeigt man, dass fiir ' : C\ {—w} — Cmit F(z) = =% (2 + w) "
gilt F'(z) = (z +w) ". Solches gilt fiir die reelle Ableitung. Mit der Partialbruchzerle-
gung kann man jede rationale Funktion p(x)/q(z) schreiben als eine Summe von einem

Polynom und singuldren Termen ¢; (x —w;)”"". Wenn wir eine solche Zerlegung finden
konnen, kennen wir also auch eine Stammfunktion.

Beispiel 14.5. Wir suchen eine Stammfunktion fiir f: R — R mit f(z) = Tlrz Wenn

wir uns erinnern, dass arctan’(x) = H% sind wir fertig. Wenn nicht, dann kann man wie
folgt vorgehen:
1; 1,
B 1 B 1 _ 3! 51
1+22 (rv—id)(x+i) z+i x—1

f(z)
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Eine Stammfunktion findet man wie folgt:

F(z) = 31 Log(z + i) — 3i Log(z — i) =
=li(ln|z 4+ +iarg(z+1i) — 2i(In|z —i| +iarg (z — 1)) =

= —qarg(z+1i)+sarg(x—i) = —arg (v +1) =
= — (g — arctan (:1;)) = arctan (z) — 3.

Die letzten Gleichungen findet man, wenn man sich die Darstellung in C anschaut. Selbst-

verstandlich ist auch F' (x) = arctan (x) eine Stammfunktion.
n

Man sieht in diesem Beispiel, dass der Umweg iiber komplexe Funktionen uns am
Ende doch wieder zum Reellen zuriickfiihrt. Selbstversténdlich soll das so sein, denn das
Integral von einer reellen Funktion, wenn es existiert, ist definiert als eine reelle Zahl. Dass
auch dieser Umweg da kein Problem ist, kann man verstehen, wenn man sich erinnert,
dass komplexe Nullstellen mit nicht-trivialem Imaginérteil eines reellen Polynoms immer
paarweise auftreten, in dem Sinne, dass die komplex Konjugierte einer Nullstelle auch
eine Nullstelle ist. Das fiihrt dazu, dass auch in der Partialbruchzerlegung einer rationalen
Funktion mit reellen Koeffizienten die singuldren Terme paarweise erscheinen:

X N Q aq
w:p(l’)—i— Lo L4
C_I($) T — W T — Wy

Rezeptur: Das Rezept fiir eine Stammfunktion einer rationalen Funktion f(z) =
p(z)

a(z) also p und ¢ sind Polynome, ist dann wie folgt:

1. Partialbruchzerlegung (die immer existiert, jedoch nicht immer explizit
zu berechnen ist);

2. Stammfunktionen von Polynomen und von z + (r —w) " sind bekannt:

| @ | F@
neN: " gt
(z—w)"" | Log(z —w)

neNt: | (z—w) ! Lz —w)™"
3. Das Ergebnis wieder umrechnen nach einer reellen Stammfunktion.

14.4.2 Integration von trigonometrischen Polynomen

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Verkniipfung von:

x +— (cos(z),sin(x))

mit a, , € C. Zum Beispiel

g(x) = 1+ cos(x) + 3sin(z)? cos(z)? (14.10)
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ist ein trigonometrisches Polynom.

Auch hier hilft der Weg iiber komplexe Funktionen. Erinnern wir uns, dass

T ,—Ix T —1ix
sin(x) = % und cos(x) = %,
i

dann folgt sofort eine Stammfunktion fiir ein trigonometrisches Polynom, wenn wir eine
Stammfunktion fiir eine bestimmte rationale Funktion finden kénnen.

Fiir das Beispiel in ((14.10)) findet man eine Stammfunktion via

T | e el _ ot e 4 i
=14 ——4+3
9(z) 2 + ( 21 ) ( 2 )

_ 11 1 iz 1 —ix _ 3 4ix _ 3 —dix
=35 T3¢ +3¢ 16° 6¢

namlich

11, 1. iz 1, —ix 3 4ix 3, —dix
G(z) = o — e + 5ie™ ™" + gie sile
3

= Lo+ sin(z) — 3 sin(4z).

Man kann es auch ohne komplexe Schreibweise mit dem Exponent l6sen, aber man muss
sich dann gut auskennen bei den Eigenschaften von Sinus und Cosinus.

14.4.3 Integration von rationalen Funktionen mit Exponent

So eine Funktion mit Exponent, die wir meinen, ist eine Zusammenstellung von

T — e¥
y o 2

i)
—~

Q)
=)
8
~—

Wenn man bemerkt, dass die Substitutionsregel ergibt, dass

“p(e*) 1/
dt = — ds,
/0 q (e™) alty q(s) s

ist man zurtick bei einer Stammfunktion fiir eine rationale Funktion.

Auch fiir eine Funktion mit der Vorschrift
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kann man so eine explizite Stammfunktion finden auf (—%7‘(‘, ;7‘(‘)

1T

| ’ 2 T 2et 1 [° 2
/ dS = / +d5 = / GTCZS = —,/ —dt
0 COS(S) 0 625 + 6_15 0 (eZS) —|— ]_ 1 1 t2 + 1

1T

:/16 (t—lH _tiz) dt = [Log(t—l—i)—Log(t—i)K
= Log (e'" +1) — Log (e'" — 1) —Log(1+i)+Log(1—i)

ix

—n|S +Z,1_ —1—02—111 A
et —1 1414 etr —q
cos (x) + i (sin (x) + 1)
cos (x) + ¢ (sin (x) — 1)
\/cos( )? + (sin (z) + 1)
=In

+(
Veos (@) + (sin () — 1)’
- in(3m) - b (1)

2 —2sin (x
In der dritten Zeile haben wir verwendet. Weil wir wissen, dass das Ergebnis reell
sein muss, brauchen wir uns nicht zu kilmmern um den Imaginérteil (ist sowieso Null).
Auch gibt es noch eine komplexe Zahl als Grenze im Integral und das haben wir nicht
definiert. Egal, beim Kalkiil und in der Liebe ist alles erlaubt, wenn am Ende blof alles
richtig ist:

Es wire einfacher, wenn man sich an die Ableitung von z — tan(z) erinnern wiirde.

Beispiel 14.6. Man suche eine Stammfunktion fiir

1

cos(z) sin(x)?

fx) =

Formal hat man zum Beispiel als Stammfunktion auf (() 5T ) die folgende Funktion:

x 1 ]
F (z) —/4 st.
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Wir versuchen diese Funktion zu vereinfachen:

/7 1 /‘” cos(s)? + sin(s)?
— 5 ds = : ds
1, cos(s)sin(s)? 1. cos(s)sin(s)?

4 4

* cos(s)? sin(s)?
(e i)
Jiz \cos(s)sin(s)® ~ cos(s) sin(s)

T 603 T 1
/ SOS(iS)st‘+/
1, sin(s) cos( )

s
: .—1 +1h'1 1+51n( )
sin(x) 2 1 —sin(x)

Was genau dieses c ist, ist nicht weiter wichtig. Wir suchen blof§ eine Stammfunktion.
Wenn man eine Konstante addiert, hat man wieder eine Stammfunktion.

14.4.4 Integration bei quadratischen Wurzeln aus Polynomen
von Grad 2

Wir mochten erinnern an einige Umkehrfunktionen, denen wir schon begegnet sind.

e Der ecingeschrankte Sinus @ +— sinj_r /s »/9(¢) hat als Umkehrfunktion den Arcussi-
nus arcsin : [—1,1] = R und

1
V1—22

arcsin(x) =

e Der Sinus hyperbolicus z — sinh(x) hat als Umkehrfunktion den Areasinus hyper-
bolicus sinh™” : R — R mit sinh”"(z) = In (z + V22 + 1) und

; ! 1 T 1
sinh’"”x’zln(:c—l—\/x?—l—l) :—(1+—> -
(@) r+vVar2+1 vz +1 x?+1

e Der eingeschriankte Cosinus hyperbolicus x — coshyg o) (2) hat als Umkehrfunktion
coshf&qéo) :[1,00) — R mit coshf&‘;o)(:c) =In(z+ V22 —1) und

! 1 T 1
cos mgo :ln<$+\/x2—1>:—(1+ ): )
00 () r+ Va2 —1 va?—1 x2—1

Wir finden so nicht nur Stammfunktionen fiir \/11%2, \/11“2 und \/mé, =, sondern wir
finden verniinftige Substitutionen fiir eine ganze Reihe von Beispielen. Oft hilft es dabei

sich die Termen in ein rechteckiges Dreieck anzugeben. Fiir

/ | vV :
—dx
0 1-— :L‘2
funktioniert es wie folgt:

Mit Hilfe des Dreiecks findet man

T

x=sin(p), V1 —122=cos(p) und tan(p) = Vit
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V1 —a2

Dies liefert uns ,,dz = cos (¢) dp* und

arcsin(t)

arcsin(t)
/ V 1 — .232 dx B LYCSID(O) COS COS ((p) dgp - /0' 1d§0 = arCSin (t) .

Beispiel 14.7. Man suche eine Stammfunktion fiir

xz

fle) = V1+az+a2

Weil

2w+1

1
7
\/1+x—|—x2 /% /1+ 2z+1

scheint y = \/g eine verniinftige Substitution zu sein. Ein Versuch kann nicht schaden:

3

1
v
—ds
Jr \/—
f

* s
—_—ds =
/o V14 s+ s2

_l_

21,+1
V3

13 1

. ( \/1+y 2\/1+y>
\/3

:{%\/g\/1+y2—%ln<y+\/y2+1>}1
e

2z + 1Y 22 + 1 22 +1\?

=13 1+< )—lln + 1+( ) +e

’ \/ V3 ’ V3 V3

:\/1—|—x+x2—%hl(x—l—%—l—\/l—l—:c—i—x?)—|—é.

+1

Fast immer gibt es kiirzere Wege zum Ziel. Bevor man den kiirzesten Weg kennt, soll man

aber mindestens einen Weg kennen.
||

Beispiel 14.8. Man suche eine Stammfunktion fiir

Njw

flz) = (1-2%)"
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auf dem Intervall (—1,1). Ob man geradeaus zuriickgreifen kann auf eine dieser oben
genannten Funktionen ist nicht klar, aber man kénnte an den Arcussinus denken. Das
heifit y = arcsin(z) oder x = sin(y) setzen. Wir substituieren arcsin(s) = ¢, also s = sin(t),
in

x 8 x 1 1 arcsin(x) 1
/0 (1-+) ’ /0 1—s21—¢52 ’ 0 1 — sin(¢)?

arcsin(z) 1 arcsin(x)
— /O Wdt = [tan(t)} ; = tan (arcsin(z))
_sin (arcsin(x)) x

cos(arcsin(z)) /1 — 22

Auch hier gibt es Abkiirzungen. Die Abkiirzung durch den Hof des Nachbarn ist in einer

Klausur nicht gestattet.
[ |

Beispiel 14.9. Man suche eine Stammfunktion fiir

Va2 —4x

Xz

f(z) =

auf dem Intervall (4, co0). Weil

m:mzz\/<$;2)2_1

kénnte £52 = cosh(t) eine verniinftige Substitution sein. Denn durch

\/(x_2>2_1:\/m=sinh(t) fiir £ > 0

2

wiirde die Wurzel verschwinden. In diesem Beispiel werden wir auch mal eine iibliche
Schreibweise vorfithren. Weil man bei einer Stammfunktion immer eine Konstante addie-
ren kann, schreibt man das Integral ohne Integrationsgrenzen:

) / B ) osn) =2 / _sinh ()",

cosh(t) + 1 cosh(t) + 1
cosh(t)? — 1
=2 | —F——dt=2 h(t) — 1) dt.
/ cosh(t) + 1 /(COS (t)—1)
Das Gleichheitszeichen bedeutet hier: wenn wir xT_Q = cosh(t) annehmen, stimmen die

Klassen der Stammfunktionen iiberein (also modulo Konstanten). Das letzte Integral
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konnen wir explizit 16sen:

t
2/ (cosh(7) — 1) dr = 2sinh(t) — 2t = 24/cosh(t)> — 1 — 2t
0

) \/(x;2)2_1_23rccosh(x7_2)
:2\/<x;2)2_1—21n xT?+\/(x22)21)

=Vva?—4zr—2In <x—2—|—\/x2—4x> +1n(4).

Eine Stammfunktion ist also

F(x):\/M—an(x—2+m>.

Als Alternative kénnte man es auch mit einer Substitution trigonometrischer Funktionen
versuchen, die man mit Hilfe des Dreiecks finden wiirde. In diesem Fall wiirde das heiflen:

%ijl () :2/;;(?165(@0;(@) -
2/1—Skircl:(§;0(>gp)i:((§))2d¢:2/1_00—8(;0)‘190:2/(( S 1¢)) dp=....

cos () cos)?  cos

Stammfunktionen zu diesen beiden Termen hatten wir schon mal.
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Analysis 1, Woche 15

Integralrechnung 111

15.1 Uneigentliche Integrale

Fldacheninhalt und Umfang (die Liange des Umrisses) verhalten sich nicht gleich. Verdop-
pelt man die Léngen, verdoppelt sich auch der Umfang; der Inhalt aber vervierfacht sich.
Das gibt Anlass zu der Vermutung, dass Umfang Ug und Flicheninhalt Ag fiir (zweidi-
mensionale) Gebiete sich verhalten als

Ug ~ Ag.

Wenn man dieses Verhéltnis etwas ldnger betrachtet, dann sieht man, dass es so nicht
stimmen kann. Zwar gilt

Ué 2471' AG

fiir jedes zweidimensionale Gebiet mit Gleichheit im Fall einer Kreisscheibe, aber es gibt

keine Konstante, so dass eine umgekehrte Ungleichung stimmen wiirde. Ein einfaches

Beispiel bekommt man bei Rechtecken. Setze G,, = [0, n] x [O, %] und man hat

UZ, =2n+ 2% — oo fiir n — oo,
Ag, =nt =1 fir allen € N,

Das Gebiet muss iibrigens nicht mal den Anschein haben grof§ zu werden. Auch ein
beschrinktes Gebiet kann einen unendlich groffen Rand haben. Ein bekanntes Beispiel ist
,Koch’s snowflake“, die Limesfigur, die man bekommt, wenn man folgende Konstruktion
oo fortsetzt:

A X ¥ kXXX

Ahnliches gibt es bei Integralen. Die Definition des Riemann-Integrals erlaubt uns nur
beschrinkte Funktionen und beschrinkte Intervalle. Es gibt aber beschréankte Flachen-
inhalte, ohne dass der Umfang beschrénkt ist. Wir geben zwei Beispiele:

G1={(:U,y)€R2;0§x§1und0§y2x§1},
GQZ{(:E,y)€R2;1§xund0§x2y§1},

195
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Die Flacheninhalte dieser beiden Gebiete mochte man doch als Integral
darstellen, das heifft, man mochte Riemann-Integrale so erweitern, dass
auch

| /lidwund /ooidx
0 \/E @

eine Bedeutung bekommen. Dies wird gemacht durch Limes und Integral
zu kombinieren. Man setzt

1 1
— dr=1i —d
/0\/530 o Js Va

und u
* 1 1
/ —dx ;= lim —dx.
1

x2 M—oo [ a2

0.8
0.6
0.4
0.2

15.1.1 Das uneigentliche Riemann-Integral der ersten Sorte

Definition 15.1 Sei a,b € R mit a < b und [ : (a,b] — R eine Funktion, die fiir jedes
d > 0 Riemann-integrierbar ist auf [a + 6,b]. Wenn
b

¢ :=lim (x)dx existiert,
840 a+o

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,b] und man schreibt

/abf(x)da: =/.

Bemerkung 15.1.1 Wenn f unbeschrinkt bei b wird, kann man bedenken, dass man f
uneigentlich Riemann-integrierbar auf |a,b] nennt, wenn
b—o
(=1 d stiert.
im i f(z)dz existier
Bemerkung 15.1.2 Wenn f an mehreren Stellen unendlich wird und man mdochte un-
eigentliche Riemann-Integrierbarkeit untersuchen, soll jede Stelle abgesondert betrachtet
werden. Siehe auch die folgenden Beispiele:

Beispiel 15.1. Betrachte f, : (0,1] — R fiir a > 0 mit

fw(x) =z "

Die Funktion f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 1], dann und nur dann wenn
0 < a < 1. Denn fiir 6 > 0 gilt

/1 - |:1—1(1:I;170:| - 1—1(1 (1 o 6170‘) f‘(lHS «Q 7é 1?
r Ydr =
’ [ln(:r:)] = —In(9) falls o = 1,



15.1 Uneigentliche Integrale 197

und der Grenzwert existiert nur wenn 1 — o > 0.

Beispiel 15.2. Betrachte f: R\ {0} — R mit f(z) =22
Wenn 0 < a < b oder a < b < 0ist f Riemann-integrierbar auf [a, b] und

b
1 1
/m_gd.’zj:.
" a b

Wenn a < 0 < b gilt, dann ist f nicht Riemann-integrierbar auf [a, b], auch nicht im
uneigentlichen Sinne, denn wenn f so sein wiirde, miisste sowohl

) b
lim r72dx als auch lim r 2dx existieren.
510 J, 510 Js

Man sieht sofort, dass

-5 —0

—1 1 1

lim r%dx = lim [} =lim - + — = oo.
510 J, 50 | x )

Beispiel 15.3. Betrachte f : R\ {0} — R mit f(z) = 1. Diese Funktion ist nicht
uneigentlich Riemann-integrierbar auf [—1, 1]. Wenn sie Riemann-integrierbar auf [—1, 1]
wére, sollte
1 "1
lim / —dx und lim / —dx existieren.
slo ) | x 50 Js @
Weil

1
1
lim/ —dr = —limIn(d) = oo
610 s T 610

existiert das Integral auch nicht im uneigentlichen Sinne.
||

Sicher werden einige bemerkt haben, dass es so aussieht, als ob im letzten Beispiel links
und rechts gleich grofie Flacheninhalte stehen wiirden und wegen des unterschiedlichen
Vorzeichens man die doch eigentlich gegenseitig kiirzen konnte. Dabei wiirde man co — oo
gleich 0 setzen und das ist leider nicht sehr verniinftig. Was wére denn (1 4+ 0o0) — oo und
1+ (00 — 00)? Weil es manchmal doch niitzt, beide ‘Seiten’ zu vergleichen, wird folgendes
definiert fiir eine Funktion, die bei zum Beispiel 0 Asymptoten nach +oo hat:

PV /_jf(a:)dx = lim (/_:5f(x)dx+ /;ﬂx)dx) |

P.V. heifit ,,Cauchy’s Principal Value“ oder ,, Valeur Principal® (V.P.). Dieser Hauptwert
unterscheidet sich von dem uneigentlichen Integral. Man hat zum Beispiel:

. f_ll 1dz ist nicht uneigentlich Riemann-integrierbar,

e aber fiir den Cauchy Hauptwert:

1 | 1
P.V./ —dx = lim </ —dx+/ —da;)
-1 X 610 1 e 5 xr

lim ( [1 0 '
- (i) foo]) =o.
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Fiir g : R — R differenzierbar kann man zeigen, dass g : R — R mit

) M falls = # 0,
g(z) = /
g(0) falls x =0,

stetig ist auf [—1, 1] und so auch Riemann-integrierbar auf [—1, 1]. Sogar gilt:
' g(x) " g(x) —9(0)
P.V./ —dr = / ———dx.

1 T 1 T

Abschitzungen beim ersten uneigentlichen Integral

Beispiel 15.4.  Ist cot : [0, 7] — R uneigentlich Riemann-integrierbar? Sowohl in 0 als

auch in 7 wird die Funktion unbeschréankt. Das heifit, um die Frage zu bejahen,
soll sowohl

1 T—4
b = lim/ cot(z)dr als auch {5 := lim/ cot(z)dx
510 Js 510 J;

existieren. Ubrigens darf die Zahl 1 willkiirlich gew#hlt werden innerhalb (0, 7).
Weil fiir = € (0, 1] gilt

cos(x)

cos(1) > cos(1)

>
~ sin(x) x

ot(x) =
cot(z) sin(x)

1 (cos(1) > 0) hat man

1 1
/ cot(x)dx > / COS(l)dx = —cos(1)In(d) — oo wenn 6 | 0.
5 5

T

2 Also ist der Cotangens nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 7.
e Was bei 7 passiert, muss man nicht mal mehr betrachten.

Das letzte Beispiel fithrt zum néchsten Lemma:

Lemma 15.2 Seia,b € R mita <bund f,g: (a,b] = R Funktionen, die fir jedes 6 > 0
Riemann-integrierbar sind auf [a + &,b]. Nehme an, dass

0 < f(x) < g(x) firx € (a,b].

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,b], dann ist auch [ uneigentlich
Riemann-integrierbar auf |a, b)].

Beweis. Wenn g > 0 uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a, b], gilt

/ab g(2)de < 0, = /abg(a:)dx < .

+4
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b
Weil f > 0 auf (a,b] hat man, dass f(z)dz monoton zunimmt fiir 6 | 0. Auch ist
a+9d

b
f(z)dzx gleichméBig beschrénkt, denn es gilt
a+0

b
/ f(x)dx < (.
a+o

Die Monotonie und die Beschranktheit liefern, dass

b
(=1l d
s +=lim Mf(fv) x

existiert. -

15.1.2 Das uneigentliche Riemann-Integral der zweiten Sorte

Definition 15.3 Sei a € R und f : [a,00) — R eine Funktion, die fir jedes T > a
Riemann-integrierbar ist auf [a,T]. Wenn

T
¢ := lim / f(z)dz ezistiert,

T—00

nennt man f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a, 00) und man schreibt

/aoo f(z)dx = ¢.

Beispiel 15.5. Betrachte f, : R™ — R fiir a > 0 mit
folz) =27

Die Funktion f, ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [1,00), dann und nur dann
wenn 1 < «. Denn fiir T' > 1 gilt

T
/T —a |:171ax17a} 1 - 1,1(1 (Tlia - 1) falls « 75 ]_;
r Ydr = T’

1 (@), =m(D) falls 0 = 1

1

und der Grenzwert existiert nur, wenn 1 — a < 0.

Abschitzungen beim zweiten uneigentlichen Integral

Beispiel 15.6. Ist g : RT — R mit
T
9() = x? + cos(z)

uneigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 00)?
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Hoffnung auf eine explizite Stammfunktion existiert nicht. Wir vermuten, dass fiir
grofe = diese Funktion sich fast verhilt wie 1. Weil 1 auf [10,00) nicht (un)eigentlich
Riemann-integrierbar ist, wird g es auch nicht sein. Das wollen wir aber préziser haben.

Dazu zeigen wir, dass eine Teilmenge von

A= {(1,3/) ERQ;x>Ound0§y§g(x)}

schon Flacheninhalt oo hat. Wir verwenden, dass fiir x > 1 gilt

T T T 1

> = —,
2?2 4cos(x) — 2?2 4+1 ~ 2?4222 22

und man also fiir 7" > 1 die folgende Abschéitzung hat:

T 1 T
/ R B, ! dr = / L — / x>
o 2%+ cos(x) o w2+ cos(x) 1 2?2 4 cos(x)

T "1 1
> / —————dr > / —dr = —In(T).
1 2%+ cos(x) L 2z 2

Die Integrale fo yda und f1 s-dz sind hier abgebildet:

2+Cos (z)

Weil 1 In(T) — oo wenn T' — oo, folgt

. r T
lim 27dx = 0.
T—oo Jy 22+ cos(x)

Die Funktion ¢ ist also nicht (un)eigentlich Riemann-integrierbar auf [0, 00) .

Auch hier formulieren wir ein Lemma dazu.

Lemma 15.4 Seia € R und f,g : [a,00) — R Funktionen, die fiir jedes T > a Riemann-
integrierbar sind auf [a,T]. Nehme an, dass

0 < f(x) < g(x) firx € [a,o0).

Wenn g uneigentlich Riemann-integrierbar ist auf [a,o0), dann ist auch f uneigentlich
Riemann-integrierbar auf [a, o0).

Beweis. Weil es dhnlich wie beim Beweis von Lemma [15.2] ist, {iberlassen wir es dem
Leser. [ ]

Beispiel 15.7. TIst [7 2+\f
erstens die Problemstellen inventarisieren. Neben +oo muss man dazu die Nullstellen
vom Nenner bestimmen:

dr uneigentlich Riemann-integrierbar? Dann muss man

P+ Yr=0 & 1*=-x

r(z°+1)=0 & 2°

I <

—X
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Es gibt nur zwei reelle Nullstellen: x = 0 und = —1. Insgesamt hat man so aber 6
uneigentliche Problemstellen:

{—00, —1 links, —1 rechts, 0 links, 0 rechts, +00} .

Wenn man Maple oder Mathematica die Funktion skizzieren ldsst, erkennt man die Sin-

gularitéten:
6 —

-7.5 -5

-6 -

Die Problemstellen muss man einzeln anschauen. Wenn aber eine davon schon dafiir
sorgt, dass das dazugehorende uneigentliche Integral nicht existiert, ist man fertig. Fangen
wir rechts an:

1 e . .. 1 ..
° jlgrolo f10 o %dx, fiir grofle x sollte man vergleichen kénnen mit - und das wiirde

uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

o m [ i

wiirde uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

——5~dx; falls 0 < z < 1 sollte man vergleichen kénnen mit und das

§|

1
[ ] ;J%lf 2+f

tiv!) und das wiirde uneigentlich Riemann-integrierbar bedeuten.

——3~dux; falls —% < x < 0 sollte man vergleichen kénnen mit % (nega-

_1
° lgg)l f*lQer mdaﬁ; falls —1 < z < —% sollte man vergleichen kénnen mit ;—fl (ne-
gativ!) und das wiirde ,,nicht uneigentlich Riemann-integrierbar® bedeuten. Bingo!

° hmf

——3=dz brauchen wir nicht mehr anzuschauen.
710 +f

e lim f s mzrgzdx brauchen wir nicht mehr anzuschauen.
S——o0 +\f
Wir versuchen , nicht uneigentlich Riemann-integrierbar® hinzukriegen, und schauen

—1 . . .. . .
uns lim f 2 1 _dxr an. Um zu verstehen was bei x = —1 passiert, miissen wir die
10 —14p 22+
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Funktion g(x) = 2? + /z untersuchen bei # = —1. Um abzuleiten schreiben wir

W=

g(z) =" — (—x)

und finden so

Wl

§(2) =20+ L (~2)
Dann folgt ¢'(—1) = =24 3 = —2 > —2. Aus der Stetigkeit von ¢’ auf (—oc,0) finden
wir, dass ¢'(z) > —2 in einer rechten Umgebung von x = —1 und mit dem Mittelwertsatz,
dass in dieser rechten Umgebung gilt

9(x) —g(=1) =g (0) (z = 1) > =2 (z +1).
Es ist nicht notwendig, aber man kann sogar die Umgebung abschétzen:
g(z) = g(x) — g(—1) > =2 (x + 1) firz € (-1,-3).

Dies ist im linken Bild dargestellt durch die Gerade in Rot. Im rechten Bild steht in Rot
der Flicheninhalt bei —A— auf (—1,—1/2), der schon —oo beim Integral geben wird.

—2(z+1)
l L
0.5
y = g(x)
-1.5 - -0.5 0.5
4.5t
y=-2(z+1)
-1t
Ausschnitt vom Bild auf Seite
mit der Abschiitzung.
Dann gilt ndmlich, dass
1 1

und das liefert

1 1
"z 1 2 1

S =dr < ———dr ==+ )] = —fm(d) + Fn(p)
/1+pf‘52‘|‘\3/E t 14 —2(z+ 1) ! 310 (z+1) 3 In(3) + 3 In(p)

Weil In(p) — —oo fiir p | 0, folgt

N

- 1
———dxr — —oo fii 0
[, gt = ot

_1
und f_f mdx existiert nicht als uneigentliches Integral.
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15.2 Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale

Manchmal lassen sich Reihen und uneigentliche Riemann-Integrale vergleichen.
Lemma 15.5 Wenn f : Rt — R folgende Bedingungen erfiillt:

1. f ist positiv: f(x) >0 fiir alle x € RT;

2. f ist monoton fallend: © >y > 0= f(x) < f(y);

3. lim f(x) =0,

T—00

dann gilt fiir jede N € Nt

S s < [ @< 3 o)

(15.1)

T T T t
10 11 12 13 14

i
N
w
I
[&]
o
~
o]
©

15

15

1 2 3 4 5 6 7 8 o 0 o1 12 13 1
Beweis. Man bemerke, dass fiir die Ganzzahlfunktion = — [z] folgendes gilt:
[z]+1> x> [z].
Weil f monoton fallend ist, gilt
P +1) < () < f(la]) fiw o > 1.

So gilt auch

N-1

St = [ fal+0de < [ o< [ ez =3 o)

n=1

Die Bedingung lim f(z) = 0 wird in dieser Abschdtzung nicht benutzt.
T—00

Korollar 15.6 Sei f wie in Lemma[15.5. Dann gilt folgendes:

15

Die Reihe Y ", f(n) konvergiert, dann und nur dann, wenn [ f(x)dz konvergiert.

Beweis. Man benutze die Abschétzung (15.1]) aus Lemma [15.5

Beispiel 15.8. So kénnen wir nun sofort sehen, dass die harmonische Reihe divergiert:

N 1 N 1
Z — > / —dr = hl(ﬂ/V) — oo wenn N — 00.
/ 1

n
n=1
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Konvergenzradius, harmonische, [76]
konvexe Funktion, [143 Restglied von Lagrange,
Kriterium von Fermat, [120] Riemann-Integral, [L63]
Kriterium von Leibniz, Riemann-integrierbar, [167]

_ Riemann-Zeta-Funktion,
Lagrangesche Interpolationsformel, [63]

Landau-Symbol, Satz iiber Extremwerte stetiger Funktionen,
Limes, 22] (7] 120

Limes einer Funktion, [97] Satz von Bolzano-Weierstrass,

Limes inferior, [57] Satz von de 1'Hopital,

Limes superior, Satz von Rolle,

linksdifferenzierbar, Satz von Taylor,

Lipschitz-stetig, [128 Satz zur Differenzierbarkeit von Potenzreihen,
Logarithmus, T30

] 4/
Majorantenkriterium, Satz zur Umkehrfunktion,

Maximum, S%nus, 39 .
Minimum, 53] Sinus hyperbolicus, [138
. ! Stammfunktion, [180

Mittelwertsatz, (141 teti

Mittelwertsatz fiir Integrale, Stetie, @ o
monoton fallend, gleichmiifig, (10
monoton wachsend, oberhalb,

unterhalb,

monotone Folge, 45 _
ge, £ stetig differenzierbar,

Nullstellensatz, 119 stetige Funktion, [T05]
Substitutionsregel,

obere Schranke, Supremum, 21} [50]

oberes Integral, surjektiv,

oberhalb stetig, [119 Symmetrie,

Obersumme, [L66

offenes Intervall, Tangens, [137]

Ordnung, Tangens hyperbolicus, [I38

Taylorpolynom,

Partialbruchzerlegung, Taylorreihe

Part‘lalsumme, Teilfolge,
partielle Integration, 181

. totale Ordnung,
Pascalsches Dreieck, [7] Transitivitat, [[3} [[4
Polynom, 27] [62] ’

Treppenfunktion,
E’gzgﬁi;e trigonometrische Funktionen,

Primz.ahl, Umkehrfunktion, [144

punktierte Umgebung, Umordnung,

quadratische Ergéinzung, unb.edlng't konve.rgent,

Quotientenkriterium, une?genthcher Ll.mes, BT
uneigentliches Riemann-Integral, [196],

rationale Funktion, unendlich als Symbol,

Realteil, Ungleichung

rechtsdifferenzierbar, Bernoulli,

Reflexivitit, unteres Integral,

Reihe, unterhalb stetig, [119

geometrische, [76] Untersumme, [166]
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vollstandig,
vollstindige Induktion,

Vollsténdigkeit der reellen Zahlen,

Wurzel,
Wurzelkriterium,

Zahlen

ganze,

komplexe,

natiirliche, [4]

rationale,

reelle,
Zerlegung,
Zwischenwertsatz, [120]
zyklometrische Funktionen, [148
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