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Distributionen

Eine Einfiihrung

1.1 Die Funktion, die keine ist

Die sogenannte ,,6-function“ wurde von Paul Dirac eingefiihrt,
um einen Einheitsimpuls darzustellem und sollte die folgenden
Eigenschaften haben:

1. 0(z) =0 fiir alle = # 0,
2. §(x) = oo fiir x =0,
3. [ b(z) de = 1.

Wenn § eine punktweise definierte Funktion ist und die-
se die ersten beiden Eigenschaften erfiillt, dann findet man,
dass ¢ nicht Riemann-integrierbar sein kann. Denn jede Trep-
penfunktion oberhalb von ¢ hatte mindestens eine Treppen-
stufe mit Wert oco. Auflerhalb von 0 kann man Stufen mit
Hohe 0 zulassen. So wére jedes Rieman-Oberintegral co und
jedes Riemann-Unterintegral kleiner gleich 0. Eine Funktion
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ist Riemann-integrierbar, wenn man Ober- und Unterintegrale
beliebig nahe den gleichen Wert konstruieren kann.

Fiir diejenigen, die sich mit dem Lebesgue-Integral ausken-
nen: Lebesgue-Integrale werden auch durch Approximation
mit Ober- und Unterintegralen definiert, jedoch mit allgemei-
neren “Stufen”. Hier kann man fiir ein Oberintegral mit drei
Stufen auskommen: eine zuldssige Oberfunktion ist

0 firx e (—0,0),
f(z):=< oo  fiirxe {0},
0 firz e (0,00).

Das Lebesgue-Integral in R (oder R™) einer einfachen nicht-
negativen Funktion f(z) := > ._;¢;14, mit I abzéhlbar und
¢; > 0 wird definiert durch

i€l

fd\= Z ciM(A;)
iel,
¢;>0 und A(A;)>0

R"

und hier ist



e A; eine Lebesgue-messbare Teilmenge von R™ mit

e 1, die Indikatorfunktion zu A;, also

1 fiir x € A,
La(z) = { 0 firx ¢ A,

und

e \(4;) das Lebesgue-Mai von A;. Wenn das n-
dimensionale Volumen von A; definiert ist, dann gilt

Fiir § liefert 0 eine einfache Unterfunktion und f eine ein-
fache Oberfunktion. Es gilt jedoch, dass

/OdAzOund/fdA:O
R R

und die dritte Eigenschaft der J-Funktion passt nicht.

Wie kann man § mathematisch sinnvoll definieren?

1.2 Funktionen durch Integrale festle-
gen

Definition 1.2.1 Wir schreiben C§° (R) fir die Menge aller
Funktionen ¢ : R — R, die folgende Eigenschaften besitzen:

1. ¢ st beliebig oft differenzierbar auf R,

2. @ hat einen kompakten Trdger auf R.
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Bemerkung 1.2.2 Man schreibt C*(R) fiir die Menge aller
Funktionen ¢ : R — R, die k mal stetig differenzierbar sind,
also eine solche Funktion ist derart, dass alle Ableitungen der
Ordnung n < k existieren und diese Ableitungen an sich sind
stetig. CE(R) ist die Teilmenge der Funktionen in C*(R), die
einen kompkten Trager haben.

Beliebig oft differenzierbar nennt man auch unendlich oft
differenzierbar. Das ist etwas irrefithrend, da die meisten von
Ihnen schon 841 mal differenzieren konnen, aber ich unendlich
oft personlich nicht mehr schaffe. Der Tréger (the support)
einer stetigen Funktion auf R ist definiert durch

supp() = {z € R ;p(x) # 0}, (1.1)

also als Abschluss der Menge auf der ¢ ungleich 0 ist. Kom-
pakte Mengen von R sind beschrinkte, abgeschlossene Men-
gen.

Beispiel 1.1 Eine solche Funktion ist zum Beispiel

[ exp () firze(—1,1),
ple) = { ’ (O ) firz & (—1,1). (1.2)

Die Tatsache, dass diese Funktion beliebig oft differenzierbar
ist in £1 wird nur klar nach einiger Arbeit: fiir |z| > 1 folgt
direkt ™ (x) = 0 fiir jedes n € N. Die andere Seite ist auch
beliebig oft differenzierbar. Jedoch muss man zeigen, dass die
folgenden Grenzwerte existieren und gleich sind:

(n) — pm(1
L) = ™)
z{l r—1 11 r—1




1.2 Funktionen durch Integrale festlegen

Dazu braucht man die Ableitungen fiir |z| < 1:

, —2z 1
¢@0=G;jTpr 1)
6t — 2 1
1" -
@(m)_EZT:TFQXp<x2—1)’

USwW.

Man kann mit vollstédndiger Induktion zeigen, dass

n Gn () 1 )
90( )<J;) = WGXP <x2 — 1> fiir |CL’| <1

fiir irgendein Polynom ¢, (z) und dass

; (n) -
lggrllgo (x) =0.

Wieso eigentlich?
Fiir x = —1 verwendet man, dass die Funktion symmetrisch
ist.

Aufgabe 1.1 Sei p wie in . Beweisen Sie fiir alle n € N,
dass
() () — oM(] () () — o™(]
i £ @) =o)L e () — e (L)
x|l z—1 ztl z—1

Beschreiben Sie sorgfiltig die einzelnen Schritte, die man dazu
braucht.

Lemma 1.2.3 Sei f : R — R eine stetige Funktion. Wenn fiir
alle p € C§° (R) das Integral

JC

bekannt ist, dann ist f(x) festgelegt fir jedes x € R.

-2 -1 1 2

Abbildung 1.1: Several ¢, all with integral 1

Beweis. Sei ¢ wie in (|1.2) und definiere erst

¢xm::(4w@w4fﬁww (13)

und anschlieflend fiir € > 0

ou(r) = D) (14

Fiir jedes € > 0 gilt, dass ¢, € C§° (R). Weiter gilt

/ o (x —xo)dr =1
R

fiir jedes € > 0 und xy € R. Mit der Definition vom Riemann-
Integral zeigt man, dass fiir jede stetige Funktion f gilt

mgéﬂm%@—aomzfum (15)

€l0



Denn fiir jedes § > 0 gibt es €5 > 0 derart, dass fiir |x — 2| <
gg folgt |f(x) — f(xo)| < §. So findet man fiir € € (0,e5) dass

(x — ) dz — f(xo)

(f(2) = (o)) pe(2 — o) du
/ 50) = f(ao)| .l = 0) d
§/5<,0€(a:—x0) dr =9.

Weil man ¢ > 0 beliebig wihlen kann, folgt (1.5). [ ]
In (|1.5) haben wir eine Faltung verwendet:

Definition 1.2.4 Fir f,g € Co(R) definiert man die Faltung
e @i= [ - nawdy (1.6)

Bemerkung 1.2.5 Es gilt (fxg)(x) = (g f) (x) fir f,g €
Co(R). Die Faltung oder Konvolution wird auch allgemeiner
definiert als nur fir f,g € Co(R). Das Integral in exis-
tiert schon, wenn eine der beiden Funktionen einen kompakten
Trager hat oder gentigend schnell abfdllt in oo.

Lemma 1.2.6 Seien {¢.}.., die Funktionen in und de-
finiere fiir beschrinkte f € C' (R):

(o % f) (2) = / " e — ) f() dy.

—00

Dann folgt fir f € C(R), dass
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1. fir alle e > 0 gilt p. % f € C*(R),
2. limeyo (¢, x f) (z) = f(2).

Dieses Prozedere, um durch ¢. * f mit € > 0 nahe bei f
eine beliebig “glatte” (differenzierbare) Approximation zu kon-
struieren, nennt man die Friedrichs’sche Gldttung.

Beweis. Man findet fiir |h| < ¢, dass

(e f)($+h)—(905*f)(33)

_ “sostJrh y) — p(r —y)
-/ ) I

/y+2€ (z+h—y)— %(fc—y)f(

y) dy

und weil auf [y — 2¢,y + 2¢]| folgt, dass

lim p(r+h—y)—p.(r—y)
h—0 h

= ¢(z—y)
und dies sogar gleichméfig, gilt

h—0 h

_ / (e =) () dy = (& * f) ().

2¢e

Die zweite Aussage folgt aus dem letzten Abschnitt des Be-
weises von Lemma [1.2.3] [ ]

Nicht nur stetige Funktionen werden festgelegt durch die
Integrale mit C§° (R)-Funktionen, sondern man kann auch so



1.3 Distributionen durch Integrale definieren

etwas wie die Dirac-0-Funktion damit festlegen. Man sagt, die
Wirkung von ¢ auf C§° (R) ist wie folgt:

5(p) = »(0).

Das heif3t jedoch, dass man nicht lénger versucht punktwei-
se einen Wert anzugeben.

1.3 Distributionen durch Integrale defi-
nieren

Fiir einen Funktionenraum wie C§° (R) braucht man eine
Struktur, die sagt, wie weit Elemente in dem Raum vonein-
ander entfernt sind. Oft wird da eine Norm verwendet. Man
kann fiir C§° (R) die Unendlich-Norm nehmen, also

[ulloe = sup {[u(z)[ ;2 € R},

findet dann jedoch, dass (Cg° (R), ||-]|,,) nicht abgeschlossen
ist. Funktionen wie f(z) = e~ oder g(z) = max (0,1 — |z|)
kann man in [|-|| . _-Norm mit Folgen in C¢° (R) approximieren.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Abbildung 1.2: Die Funktion g

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie, dass man die Funktion g hier oben
durch (¢, * g) mit € | 0 in ||| .-Norm approzimieren kann.

Aufgabe 1.3 Finden Sie eine Folge in C§° (R), die f(x) =
e~ approzimiert in ||-||,.-Norm.

Eine einfache Norm, die C§° (R) zu einem Banachraum
macht, gibt es leider nicht. Man miisste in solch einer Norm
mit allen Ableitungen rechnen. Sogar eine Metrik wie

ZQ n =0
1+|[ (- w><">||

die wohl-definiert ist auf C§° (R) x C§° (R), verhindert nicht,
dass eine Cauchy-Folge von Funktionen mit kompakten Tra-
gern nicht unbedingt nach einer Funktion mit wieder einem
kompakten Tréger konvergiert. Die ndchstbeste Losung ist die
folgende. Sie gibt uns keine Norm oder Metrik, sagt jedoch,
wann eine Folge konvergiert:

Definition 1.3.1 (Konvergenz fiir Testfunktionen in Z(R))
Sei {@,}nen eine Folge in C3° (R) und ¢ € Cg°(R). Wir
sagen, dass

0, = ¢ i Z(R) firn — oo, (1.7)

wenn Folgendes erfillt ist:

1. Fir alle m € N gilt H(gp —gp)(m)H — 0 fiir n — oo.

2. Es gibt eine kompakte Menge K C R derart, dass fiir alle
n € N gilt supp(y,,) C K.

Man schreibt 2(R) fir C§° (R) mit dieser Konvergenz.



Einen Vektorraum mit einer Definition von offenen Mengen
nennt man einen topologischen Raum. Man sagt v, — v in
dem Raum, wenn es fiir jede offene Menge U > v eine Zahl
m gibt derart, dass fiir alle n > m gilt, dass v, € U fiir alle
n > m. Z(R) ist ein topologischer Raum.

Weil der Trager aller ¢,, in K liegt, folgt fiir x ¢ K, dass
o(x) = lim, 00 0, () = lim, 0, 0 = 0. Also liegt auch der
Tréger vom Limes ¢ in K. Weil go%m) stetig ist, ist @™ ste-
tig auf kompakten Mengen, also auch auf K. Auflerhalb von
K ist ¢ gleich 0, also trivialerweise auch beliebig oft stetig
differenzierbar.

Man definiert nun die Schwartz-Distributionen als Dual-
raum zu Z(R):

Definition 1.3.2 (Schwartz-Distributionen 2'(R)) Die steti-
ge, lineare Funktionale F' : 2(R) — R nennt man Schwartz-
Distribution. Man verwendet fir diese Menge Z'(R).

Bemerkung 1.3.3 Also gilt fir F : 2(R) — R, dass F €
7' (R), wenn:

1. F ist linear: F (ap, + By) = aF (o)) + BF (py) fiir alle
01,09 € C5° (R) und a, 5 € R.

2. F ist stetig: wenn @, — ¢ in Z(R) fir n — oo, dann
gilt F(p,,) = F(p) in R fir n — oo.

Wenn man schon gezeigt hat, dass F' linear ist, dann reicht
es fir die Stetigkeit, wenn man dies nur fir Nullfolgen zeigt:
wenn @, — 0 in Z(R) fir n — oo, dann gilt F(p,) — 0 in
R fiir n — oo.
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Beispiel 1.2 Das o-Funktional ist eine Schwartz-Distribution,
liegt also in Z'(R). Es gilt

0 (cupy + Bipy) = (apy + Bpy) (0)
= ap; (0) + Bpy (0) = ad(py) + Bo(p,),

also ist d linear. Wenn ¢, — ¢ in Z(R), dann folgt u.A., dass
ln — ¢l — 0 und dann auch

16(2,) — 0(@)| = |¢,(0) — »(0)]
< I, — ¢l =0,

alles fiir n — oo. Das heifit, dass J stetig ist.

Aufgabe 1.4 Welche der folgenden  Funktionale  sind
Schwartz-Distributionen in 2'(R)?

1. Fi(p) = (3)
(die finfte Ableitung von ¢ an der Stelle 3);

|~

gp(n)(o);

M

2. Fy(y) = i:;l :

3. Fy(p) = lim (/1 @daﬁ/_: %‘”)dx) ;

. p(x)
4. Fy(p) :=lim —=dx.
o= B\(-ee) T

Man wird sich erinnern, dass Distributionen generalisierte
Funktionen sind. Das wird jedoch bedeuten, dass man eine
Funktion, die definiert ist auf R, als stetiges, lineares Funk-
tional von C§° (R) nach R auffassen kénnen muss. Das geht
wie folgt:



1.4 Distributionen ableiten

Lemma 1.3.4 Se: f eine lokal integrierbare Funktion und de-
finiere fir ¢ € C§° (R) das Funktional

_ / F () () da

Bemerkung 1.3.5 In Lemma sah man, dass wenn f ei-
ne stetige Funktion ist, durch Fy diese Funktion f eindeutig
bestimmdt ist.

Dann gilt Fy € 2'(R).

Beweis. Weil f lokal integrierbar ist, dann ist f integrierbar
auf kompakte Mengen wie zum Beispiel K = supp(p). Weil ¢
stetig ist, ist auch f ¢ integrierbar auf K. Das heifit wiederum,
dass F; ein Funktional von Z(R) nach R ist.

Die Linearitét von FY ist eine Eigenschaft des Integrals. Fiir
die Stetigkeit bemerke man, dass wenn ¢,, — ¢ in Z(R), dann
gibt es eine kompakte Menge K mit supp(y,) C K fiir alle
n € N und auch supp(¢) ¢ K. Wir finden

[F(pn) = Fr(0)| = — () dx

= #u(2)) dx

< /K @) [o(x) — (x| da
<o -l /K ()] da

mit [z |f(z)|dz < oo wihrend [|¢ — ¢, |, — 0 fiir n — co.
Also gilt Ft(¢,) = Ff(¢) in R fir n — oo. n

1.4 Distributionen ableiten

Die Ableitung einer Funktion ist punktweise definiert:

h—0 h

WEeil Distributionen nicht punktweise definiert sind, muss man
einen Umweg gehen, um Distributionen zu differenzieren. Der
Umweg heifit partielle Integration. Fiir f € C*(R) und ¢ €
C°(R), sagen wir mit Trager innerhalb [—M, M], gilt

[ wrptenis = / " Fael)
~ [f(2) / fa
/ f(a

Diese Gleichung kann man schreiben als

Fy(p) = —F(¢").
Dadurch inspiriert setzt man:

Definition 1.4.1 (Ableitung einer Distribution)
Fir F € 2'(R) definiert man F' € 2'(R) durch

F'(p) = —F(¢) fir o € C3°(R).

Bemerkung 1.4.2 Dies ist eine korrekte Definition: Die Li-
nearitdt von F' folgt aus der von F und dem Ableiten ¢ — ¢'.
Auferdem gilt, wenn ¢,, — ¢ in Z(R), dass auch ¢!, — ¢’ in
2(R) und

F'(p,) = —F(s,) = —F(¢) = F'(p).
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Bemerkung 1.4.3 Jede Distribution ist beliebig oft differen- AuBerhalb von 0 gilt f™(z) = 0 fiir n > 3.
zierbar und F® (p) = (=1)" F(o®) fir ¢ € C°(R). Wir schauen nun die Distribution Fy an. Dann gilt, wenn
wir supp(p) C [—M, M] nehmen, dass

Beispiel 1.3 Betrachten wir f : R — R definiert durch

F, = —F / — — / d

[0 fwa<o (9) = ~File) = = [ @) @ye
=Y 22 tir e > 0.

M
:—/ 2 (z)dx
0

M
6 f = [—$2g0($)]g/[ +/ 2z ¢(x)dz
0
5+ 0
At 0
3 Iz Die zweite Ableitung ist in distributionellem Sinne wohl defi-
20 niert:
1 M
o o Fi(¢) = ~Fy(¢) = ~Fp(@) == | 20 popto
-2 -1 1 2 0
. M
Diese Funktion ist stetig differenzierbar und =—[2z p(z)]; + /0 2 p(x)dx
(o) = 0 fir z <0, :/ 2 p(x)dr = / 2H (x) () du.
2x¢ fir x > 0. 0 R
Wenn man nochmals differenziert folgt Hier benutzen wir die Heaviside-Funktion:
() = 0 firz <0, (1) fgurx<0,
Y7 2 firz >0, H(z)=q 3 firz=0,
1 fiir z > 0.
jedoch auch, dass f in 0 nicht dreimal differenzierbar ist, denn
F(h) = f'(0) Das heif3t FJ’J = Fyy und man bemerke, dass der Wert % in

lim

I existiert nicht. 0 unwesentlich ist.
—0



1.4 Distributionen ableiten

10

05 e

Van Y
N4

-3 -2 -1 1 2

Abbildung 1.3: Die Heaviside-Funktion

Als néchste Ableitung findet man:

Fi'(o) = ~F(g) = - / T2 (a)da

= [—2¢(x)]y" = 20(0) = 25(¢),

mit & die Dirac-d-Distribution. Nochmals differenzieren

bringt:
Fi" () = 20'(¢) = —20(¢") = —2¢'(0)

und weiter

FP(p) = 28" () = —28'(') = 26(¢") = 2" (0).

Man findet fiir & > 3:

F{ (@) = 2(=1)* % p5=9)(0).

Die Funktion f kann man nur einmal auf R differenzieren. Die
Distribution F; kann man jedoch beliebig oft differenzieren.

Man findet
F ]’c =—Fp

und wenn man in 0 ein Auge zudriickt sogar Fy = Fy» aber
mehr nicht. Fiir Ableitungen Ordnung 3 und hoher hilft ein

oder mehrere Augen zudriicken auch nicht mehr.

Aufgabe 1.5 Nehme g(x) = In |z| und betrachte F,.

1. Zeigen Sie direkt und ohne Lemma dass Iy eine
Schwartz-Distribution ist.

2. Geben Sie eine Formel ohne Ableitung von Fy(p) fiir ¢ €
Ce(R).
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Anwendungen

2.1 Integral mit Singularitit

Jeder hat schon mal das folgende Integral berechnet

und vergessen, dass dies nur stimmt, wenn ab > 0. Die Funk-
tion x + 272 hat eine nicht-integrierbare Singularitit in 0
und der Hauptsatz der Integralrechnung ist nur anwendbar,
wenn a und b an der gleichen Seite von 0 liegen. Im Fall,
dass a < 0 < b gilt, sollte man zum Beispiel uneigentliche
Riemann-Integrale in Betracht ziehen und man bemerkt, dass

sowohl
—e b

lim —dz als auch lim

1
5 —dx
el0 a x el0

2
e X

beide nicht existieren.

11

Kapitel 2

Cauchy hat fiir einfache Singularitdten den Hauptwert vor-
geschlagen. Dieser Cauchy’sche Hauptwert, man schreibt
CH%, kann als Distribution verstanden werden:

Fiir ¢ € C§°(R) setzt man

(CH%) (¢) = lim ( /_ Oo %gp(a:)da: + / h i@(z)dx) (@21)

1
Lemma 2.1.1 CH- € Z'(R).
T

In englisch-sprachigen Biichern steht meistens p.v.% fiir
“principal value”, wiahrend die Franzosen iiber V.p.% sprechen.

Beweis. Wir zeigen erst, dass der Ausdruck in (2.1)) wohl-
definiert ist. Dazu verwenden wir ¢, aus (1.3) und setzen

¢1(z)
P(z) = .
( ©1(0)
Fiir diese Funktion gilt supp (¢0) = [—1, 1] und ¢(0) = 1. Weil
v symmetrisch ist, gilt

(—wa(_x)) = - (%1/}@)) fiir > 0
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und folgt fiir € > 0, dass
—& 1 1 1
—(z)dr + | —i(x)dx =0.
Lz . X

Sei nun ¢ € C§°(R) und es folgt fiir € > 0, dass

[ e+ [Tt -
[ e, [T oD 2 O,

X

[e.e]

lim - (p() — (0} ()
g (LM ) =00 )
gy (B0 0200 )

Das heifit, dass diese Funktion
1
v g(x) = — (p(2) — p(0)9(2))

in 0 eine hebbare Singularitdt hat und durch g(0) = ¢'(0) in
0 stetig fortsetzbar ist. Es gilt

(cm7) ()= (en3) o = o0 = [ ataras

und weil g nicht nur stetig ist, aber sogar einen kompakten
Tréger hat, ist das letzte Integral wohl-definiert.

Kapitel 2, Anwendungen

Die Linearitit von CH% folgt direkt:

1
<CH;> (Capq + Coipp)

_ (CHi) (catPa + 12y — (Catpa(0) + 2y (0)) 1)

(und hier verwenden wir die Linearitét von Integralen)

— 0 (M1 ) (6 = 0l000) + e (CHY ) (6= 200
= ¢q (CH%) (0a) + b (CH§> (5) -

Die Stetigkeit ist schon ldstiger und braucht die Zerlegung
von vorhin. Man sieht diese Stetigkeit wie folgt:

Ohne Verlust der Allgemeinheit, diirfen wir annehmen, dass
0, — 01in Z(R). Es gibt M € Rt mit supp (¢) = [-M, M]
und es folgt, dass

()
<| [ (B =0 V)00, ),

X xr
/ ©,(7) e
R\[-1,1] T

Es gilt wegen der Symmetrie von 1, dass

[ b0,

- |(cn) - at000)

+ = (2.2)




2.2 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

und daher, dass

_ ‘ / n () . NN

Mit dem Mittelwertsatz folgt
1 —
[ e,
-1 X

AuBerdem gilt

Pn\T
/ de' <[ le@ld <Ml
R\[-1,1] & R\[—1,1]

Wir kénnen nun (2.2) abschétzen durch

() o

und es folgt die Konvergenz |(CH%) (¢n)] = 0 fiir n — co. m

+

/ ©,(x) dx‘ _
R\[-1,1] T

<2l -

< 2(|@hlloe +2M o, ll o

Aufgabe 2.1 Zeigen Sie fir ¢ € 2(R), dass

(CHl) (0) =

lim </‘ pl@) —0(0) ;o /:O p(z) — sO(O)dx) .

€0 oo xr2 72

o) —p(0)

Hinweis: betrachten Sie p(z) =

13

2.2 Lineare gewohnliche Differentialglei-
chungen

Wenn Sie Wische mit einer Klammer authéngen, dann findet
man, abhingig von der Stelle, die folgenden Bilder:

A | (A

Setzen wir das Intervall auf [0,1], die Richtung der Aus-
lenkung u der Schnur positiv nach unten und die Hohe der
Schnur ohne Auslenkung auf 0, so lésst sich die folgende Dif-
ferentialgleichung herleiten, wenn das Einheitsgewicht an der
Stelle y € (0, 1) héngt:

—u"(z) =46 (x —y),
{ w(0) = 0 = u(1). (2:3)
Und ja, hier steht d, als ob es eine Funktion ist. Man kann
dieses Randwertproblem l6sen, wenn man bedenkt, dass die

zweite distributionelle Ableitung von v (x) = |x| zweimal §
liefert. Fiir ¢ € C§°(R) mit Trager in [—M, M] gilt

F' () = F(¢") = / ol ¢'la) da

0 M
= —/ z ¢ () d:L'—l—/ z ¢"(z) dx
0

-M

R T N e

=04 ¢(0) + 0+ ©(0) = 26(yp).
Fiir die Losung u von ([2.3]) bedeutet das:

u(@) = =3 lz =yl +c1y + ey,
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denn fiir die Losung u von (2.3)) bedeutet das:
—u"(z) = 6(x —y)

in der etwas dubitsen Schreibweise. Mit den Randwerten folgt
dann

0=u(0) = -1y + c1, und
0=u(l) = =3 (1 —y)+cry+ oy,

also ¢1y = 3y, ¢ = 3 — y und

u(@) =5 (@+y)—ay—zle—yl.
Weil diese Funktion auch abhéngt von y schreibt man explizit
g(z,y) =3 (@ +y) —zy — 5|z —y|
{0070 mecpl e
Diese Funktion g nennt man die Greensche Funktion fiir .
Weil ein lineares Problem ist, kann man Losungen

mit mehreren Klammern an den Stellen y; und Gewicht m;

auch mit Hilfe dieser Greenschen Funktion beschreiben. Die
Gewichtsdichte, etwas dubios geschrieben als

k

f(z) = Zmi o(z — yi),
i=1
hat als Losung

u(r) = Zmi 9(, yi)-

Kapitel 2, Anwendungen
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Abbildung 2.1: Die Funktion g aus 1'

Sogar eine kontinuierliche Gewichtsdichte f(z), die man fast
noch dubitser schreiben kann als

also

—u"(z) = f(z),
{ w(0) = 0 = u(1), (2:5)

hat man als Losung

u(r) = /0 f(y) g(z,y) dy. (2.6)

Eine Skizze von u fiir f = 1j,4 finden Sie in Abbildung 2.2}



2.3 Die Warmeleitungsgleichung

Abbildung 2.2: Eine Darstellung der Lésung u fiir f = 1j,4. Sie
diirfen raten, wo im Bild a und b stehen sollten.

Aufgabe 2.2 Da sind wir gerade an einigen fiirchterlichen No-
tationen vorbeigelaufen. Zeigen Sie durch direkte Berechnun-
gen, dass fir f € C'[0,1] die Funktion u in (2.6) tatsdchlich
das Problem in lost.

Aufgabe 2.3 Finden Sie eine Ldosungsformel wie in @ fiir

{ —u"(z) = f(z),
W(0) = 0 = u(1).

2.3 Die Wirmeleitungsgleichung

Diese Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung in den
Raumvariablen z und die Zeit ¢, die beschreibt, wie eine Tem-
peraturverteilung sich dndert in der Zeit. Im eindimensionalen
Raum ist sie wie folgt:

[(fle =Gt () eRAR g

u(z,0) = ug(x) fir x € R.
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Hier ist die Temperaturverteilung am Anfang durch ug gege-
ben und man sucht die Losung u(x,t) fir x € R und ¢ > 0.
Die Losung dieses Problems wird gegeben durch

2\/ 7t yER 4t

Fiir t > 0 ist dies eine Formel ohne Singularitdten und man
kann Ableiten und Integral vertauschen. Man berechnet direkt

(1 —(z—y)’
at<2\/ﬁeXp( 4t >>

1 (=1 (z—y)? —(z—y)*
_2m<2_t+ 4t2 >eXp< At )

9\’ 1 —(z—y)?

(5) (e (=)

_ 1 g(—m—wex <—<x—y>2)>
NG AR P I

N e S Gt —(r—y)
_2—m<2_t+ i )exp< I )

und sieht, dass die Differentialgleichung in (2.7)) stimmt.

Was passiert, wenn man t | 0 gehen lésst in (2.8)7 Durch
die Substitution y = = + sv/t findet man

u(z,t) = ! exp (M> uo(y) dy.  (2.8)

und

u(z,t) = %/RGXP (—15%) wo(z + sv/t) ds.
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Nehmen wir an, dass ug stetig und beschréankt ist, so folgt

) 1
lim NG /Rexp (—1s%) wo(x + sv/t) ds

t10

= uo(x)ﬁ /Rexp (—15%) ds = uo(x).

p(x,0,t)

2 4

Abbildung 2.3: Der Wérmeleitungskern p(z,y,t)

Die Funktion

1 —(z—y)’
p(x,y,t) = W exp ( ym )

16st fiir y € R das Anfangswertproblem

2 .
ap(x,y,t) = () p(r,y,t) fir (z,t) € R xR,
lgfgp(x,y,t):5(x—y) fiir x € R.

(2.9)

Kapitel 2, Anwendungen



Distributionen

Distributionen in R"

3.1 Schwartz in R"

In R™ werden wir partiellen Ableitungen begegnen und da hilft
es eine kurze Notation zu haben. Die ist wie folgt:

Notation 3.1.1 Wir verwenden mit dem Multiindex

a=(a,as,...,a,) €N

die folgenden kurzen Schreibweisen:

a1 .02

o On
xr —171])2 ...l’n,

al a2 Qn
90(0‘) (];) = <8ixl> (8;22) e (%) Sp(xla Lo, ... 7'1771)7

al = o ap! ...y,
und auferdem |of = a1 +as + - + .

Bei dem Polynom z® ist |a| der Grad dieses Polynoms.
In () (z) ist |a| die Ordnung der Ableitung.

17
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Bemerkung 3.1.2 Fir eine Funktion x — ¢(x) schreiben wir
kurz @. Mit o(x) ist der Wert der Funktion ¢ an der Stelle
x gemeint. Fine Ausnahme erlauben wir uns bei Polynomen
x — x%, die manchmal kurz notiert werden durch x®.

Auch fiir Funktionen ¢ € C' (R™;R) definiert man ahnlich
wie in einer Dimension den Tréger durch

supp () = {z € R"; ¢(x) # 0}.

Beispiel 3.1 Fiir v € C (R?) definiert durch
u(zy, x2) = max (0, (1 — (21 — x2)2)) sin (1) (3.1)
gilt

supp (u) = {($1,I2) ERY a1 — 1<z <z + 1}-

Wie in Definition schreibt man C§° (R™) fiir den Vek-
torraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R”
mit kompaktem Trager.
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Abbildung 3.1: Die Funktion in (3.1)) mit einem diagonalen Streifen
als Tréger

Definition 3.1.3 Man schreibt 2(R™) fiir den Vektorraum der
Testfunktionen ¢ € C§° (R™) mit der folgenden Konvergenz:

— 0 fir alle « € N,

2. es gibt eine kompakte Menge K C R" derart, dass

supp (p,,) C K fir alle m € N.

Definition 3.1.4 (Schwartz-Distributionen %'(R"))
Die Elemente im Vektorraum der stetigen, linearen Abbildun-
gen

F:2R") - R

nennt man Schwartz-Distribution. Man schreibt fir den Vek-
torraum 2'(R™).

Stetig heifit hier dhnlich wie vorher, dass

O — @ in Z(R") fiir m — oo

U
F(p,,) — F(p) in R fiir m — oo.

Kapitel 3, Distributionen in R"

Distributionen sind generalisierte Funktionen. Um eine
Funktion f € C'(R™) als Distribution zu verstehen, setzt man:

Fr(p):= | [(x) p(x) do fir ¢ € C°(R™).
R”
Wie in Lemma [I.3.4 kann man auch in R” zeigen, dass F fiir
f € C(R") eine Distribution in 2’'(R") ist.

Definition 3.1.5 Wenn fir F' € 2'(R™) eine Funktion f €
C(R™) existiert mit F' = Fy, dann nennt man F eine regu-
ldre Distribution.

Man kann auch eine Konvergenz von Distributionen be-
trachten:

Definition 3.1.6 Seien F,,, F € 2'(R™). Wir sagen
F,, — F in 2'(R") fiir m — oo,
wenn fir jedes ¢ € Z(R™) gilt
|F (9) — F(p)] = 0 in R fiir m — oc.

Man nennt dies die schwache Konvergenz fiir
Schwartz-Distributionen. Schwach, weil man nicht
F,, direkt betrachtet, sondern die Wirkung auf Testfunktionen
p verwendet.

Aufgabe 3.1
1. Zeigen Sie, dass fir fn(x) := %= Folgendes gilt:

z2+m—2

Fy, — (CHl) in 2'(R) fiir m — oo.
T

2. Zeigen Sie, dass fir gm(x) := e gilt:

x24+m=—2

F,, =6 in Z'(R) fir m — oco.



3.2 Friedrichs’scher Glatter

3.2 Friedrichs’scher Gliatter

Auch in héheren Dimensionen gibt es Funktionen von Fried-
richs fiir die Glattung. Wie in einer Dimension setzt man erst

exp (+> fir z € R” wenn |z| < 1,
o(x) = E!
0 fir x € R™ wenn |z| > 1,

dann

p1(7) = p(x) //|<1so(y)dy, (3.2)

und schlussendlich fiir e > 0

. () =, (5_195) . (3.3)

Y

Abbildung 3.2: Funktionen ¢_, wenn ¢ kleiner wird.

Fiir alle ¢ > 0 gilt ¢, € C§° (R™). Der Faktor e~ sorgt da-
fiir, dass [, ¢.(z)dz = 1 gilt fiir e > 0. Mit diesen Funktionen
. bekommt man das folgende Ergebnis:
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Lemma 3.2.1 Seip, in und sei F,_, 6 € '(R") definiert
fiir b € C3°(R™) und e € (0, 1] durch

Fo@)i= | ea)ilads und
5() = v (0),

Dann gilt F, ,  — § in Z'(R"™) fiir m — oo.

P1/m

Beweis. Wir verwenden zweimal [;, ¢ (z)dz = 1 und zeigen
damit, dass Folgendes gilt:

Frvy () = 3(0)| =

[ et - vy

[ o) wia) - 0(0)) da
< [ e lbl@) —v0)ldo = [ @) o) - v(0)| do

lz|<e

< sup [¢(z) — ¢(0)].

lz|<e

Weil v stetig ist, folgt
lim sup |¢)(x) —4(0)] = 0

el0 |z|<e

und damit das gefragte Ergebnis. [ ]

Die Faltung zweier Funktionen kann man auch fiir mehrere
Dimensionen definieren.

Definition 3.2.2 Fir u € C(R") und ¢ € Cy(R") definiert
man die n-dimensionale Faltung durch

e @)= [ ue@-ndp (34
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Bemerkung 3.2.3 Substituiert man y = x — y, so findet man

[ uwe-piy= [ we-pemi

und es folgt w*x ¢ = @ x u. Das Faltungsprodukt ist auch
wohl-definiert fir Funktionen, wenn sie zusammen geniigend
schnell nach 0 konvergieren fir |x| — oo.

Wenn beide Funktionen u und ¢ einen kompakten Triger ha-
ben, dann hat auch ux @ einen kompakten Trager.

Lemma 3.2.4 Wenn ¢ € Cy(R") und ¢ € Z(R"™), dann folgt
px e Z(R").

Beweis. Setze K, = supp () und Ky = supp (¢). Dann gilt

Lewee-—na=[ - ewvi-pa.

Wenn K, C B,(0) und Ky C B,(0), dann folgt fiir || > s+t,
dass

K,n ({z} - Ky) =0.
Der Triager von @ * liegt also in B, 4(0). Weil ¢ gleichméBig
stetig ist auf K, folgt

(5) [ewve-na=[ cw(5) ve-na

Das bedeutet, dass ¢ * 1 beliebig oft differenzierbar ist. ]

Man kann die Faltung verwenden, um Funktionen zu ap-
proximieren. Sei ¢, der Friedrichs’sche Glétter. So findet man
fiir u € Co (R™), dass u * ¢, ,,,, € C5°(R") und

lim (u * <P1/m) (x) = u(x).

m—o0

Kapitel 3, Distributionen in R"

Wenn supp (u) C K, dann folgt aus der Konstruktion, dass
supp (u * gol/m) C K + Bim(0). (3.5)
Fiir zwei Mengen A, B C R" definiert man
A+B:={z+y;x € Aund y € B}.
Die Tatsache, dass u * ¢, ,,,, € C*(R") gilt, folgt aus
(55)" (wx erym) =uwx ()" @1pm (3.6)

Wir haben hier spezielle Funktionen ¢, verwendet. Das ist
nicht notwendig, wie man im folgenden Lemma sieht:

Lemma 3.2.5 Sei 0 < ¢ € C3°(R™) derart, dass [g, p(x)dr =
1. Definiere fiir € € (0, 1] die Funktionen

o (x) = e "p(c ) fiir v € R™. (3.7)

Dann gilt fir jede Funktion v € C' (R"™), dass uxp, € C*(R")
und
lim || (u * ¢.) — ufl = 0. (3.8)

Wenn u € C* (R™), dann gilt sogar fir || < k, dass

@ _—u@| =o. (3.9)

151?8“(“* ©.)

Beweis. Aus [, ¢(x)dz = 1folgt [, ¢.(x)dr = 1. AuBerdem
gilt
supp (.) = {ex;x € supp (@)} -



3.3 Lineares Funktional und Distribution

Weil supp (u * ¢.) C supp (u) + B-(0), gibt es eine Kompakte
Menge K derart, dass fir alle e € (0,1) gilt, dass

[(u*¢.) — ull, = sup
zeK

/B o u(r —y)p(y)dy — u(x)

| [ =) =) %(y)dy\
< sup / e =) @l ey

Weil v auf K gleichméfig stetig ist, gibt es fiir jedes 6 > 0 ein
gs > 0 derart, dass fiir alle € € (0,e5) gilt, dass

sup |u(z —y) —u(z)| < 0.
yGBs(O)

Fiir € € (0,¢¢) folgt

(u* 0.) — ull, < sup / 3oy =
(0

rzeK

und damit folgt (3.8]). |

Man braucht im letzten Lemma [p, ¢(z)dz = 1, aber nicht
mal, dass ¢ > 0. Im Fall, dass ¢ das Vorzeichen &ndert, muss
man sich {iberlegen, dass es zwei nicht-negative Funktionen
Wy, € C°(R™) gibt derart, dass

o =1y — Py

Setzen wir

o = / Yy (x)dx und ¢y = y(x)de,
n R
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dann folgt 1 = ¢; — ¢9. Skaliert man beide Funktionen wie in
(3.7), dann zeigt man wie im Lemma, dass

H(u*gblﬁ)—cluHoo — 0,
[(u* ) —coull . — 0
und
(ux @) = ull o = || (w* (1 = 5.)) —ul|

= H((u*djla) - (“*1/)25)) —(a — c2)u”oo
< [[(ur ) = exul| 4 [ (wsady,) = caul] -

Die beiden letzten Terme gehen nach 0 wie im Lemma.

Aufgabe 3.2 Seien uy,uy € C (R?) definiert durch

ur(z) = Lexp (- |a:|2) und uz(z) = 2 exp (— |z|? /4) .

™

Zeigen Sie

(u1 * us) (z) = 2= exp (— |z|? /5).

3.3 Lineares Funktional und Distributi-
on

Jede Distribution F' € 2'(R") ist ein lineares Funktional von
Ci°(R™) nach R. Das folgende Ergebnis sagt, wann fiir so ein
lineares Funktional die Stetigkeit erfiillt ist und es eine Dis-
tribution ist. Diese Stetigkeit ist wie folgt:

O, — 0in 2'(R") = F(y,,) — 0.
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Proposition 3.3.1 Sei ' : C§5°(R") — R linear. Folgendes ist
dquivalent:

« Fc 'R,

o [lir jedes M gibt es Konstanten Cyy € RT und kyy € N
derart, dass

fiir alle ¢ € C(R™) mit supp (¢) C [—M, M]"
gilt: [F(p)l < Car 3 [le ]|,

|| <kns

Bemerkung 3.3.2 Wenn ky; = k € N eine feste Zahl ist, die
fur alle M funktioniert und dies auch die kleinstmdgliche Zahl
m N ist, die das macht, dann nennt man die Distribution
F von Ordnung k.

Beweis. (=) Sei ¢,, € C°(R") derart, dass ¢, — 0 in
2(R™) fiir m — oo. Dann gibt es M € R™ mit supp (¢,,) C
[—M, M]" fiir alle m € N. Weil nggff)H — 0 fir m — oo gilt

und weil |a| < k bedeutet, dass es nur endlich viele Indizes
betrifft, folgt auch, dass

Z ngfﬁ)”w — 0 fiir m — oo.

| <k

Mit der obigen Abschétzung findet man |F(yp,,)| — 0 fiir
m — oo und so, dass F' € Z'(R").

(<) Sei F € 2'(R™) und nehme an, es gibt eine Zahl M €
R* fiir welche die Ungleichung falsch ist. Das heift, fiir alle

Kapitel 3, Distributionen in R"

Cy und kyy, also auch Cyy = m und ky; = m gibt es ¢,, mit
supp (¢,,) C [-M, M]", und F(p,,) = 1, wihrend

m 3 [lei e <1

lal<m

Wenn die Gleichung nicht erfiillt ist fiir ¢,,, dann skaliert man

M Py, /|F(,,)]. Dann gilt ||| < L fiirm > Ja] und das

bedeutet ¢, — 0in Z(R") und F(yp,,) — 0 in R fiir m — oc.
Das ist ein Widerspruch zu F(yp,,) = 1. [

Partielle Ableitungen einer Distribution werden dhnlich wie
vorher Ableitungen definiert:

Definition 3.3.3 Fir F' € 2'(R™) wird %F € 2'(R") defi-
niert fir p € 2(R™) durch

o F(p) = —F(5-9).

Beispiel 3.2 Sei n > 3 und betrachte f : R\ {0} — R
definiert durch

flx) = |2
Dann ist Fy mit

Fi(p) = . f(x)o(z)dw

eine Distribution. Es gilt namlich fiir ¢ mit supp (¢) C B(0),
der Kugel mit Radius R, dass

F5(0)] < gl / 2"

B (0)

M 1
< lpllosn [ 770 = 3 w2
0



3.3 Lineares Funktional und Distribution

Abbildung 3.3: x — |:L“|73

Hier ist w, der (Hyper-)Flidcheninhalt der n-dimensionalen
Einheitssphére.
Wir wollen —AF} berechnen fiir

A:é(agi)?

Es gilt fiir ¢ mit supp (¢) C By(0), dass

AFy(o) = (17 Fr(ap) = [ ol Ala) d

B (0)

In 0 hat das Integral eine Singularitdt und daher miissen
wir, um partielle Integration mit Gaufl anzuwenden, folgen-
den Grenzwert betrachten:

/ 2> Ap(x) de = lim
B (0) +

0 S Bar(0)\B:(0)

2> Ap(x) da.

Dies ist moglich als uneigentliches Riemann-Integral oder auch
als Lebesgue-Integral.
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Partielle Integration fiir Integrale iiber ein Intervall liefert:

| 1@ de = f@ @) - [ fo)g (@) de

Man kann diese Regel leicht anwenden fiir rechteckige Ge-
biete in R™, wenn man den Satz von Fubini-Tonelli verwen-
det und das mehr-dimensionale Integral in wiederholten ein-
dimensionalen Integralen schreibt und da diese Regel benutzt.
Wenn man jedoch ein nicht-rechteckiges Gebiet hat, dann sind
die Formel von Gaufl und Green sehr hilfreich:

Satz von Gau3 Fiir u € C*(Q) und v € C1(Q; R™) mit Q ein
offenes, beschrinktes Gebiet in R™ mit glattem Rand 02 gilt

/Q w(z) V-i(z)ds = /a ule) (@) oo, / Vu(z)-#(z) dr

mit N, dem auswdrtigen Normalenvektor an der Stelle x €
092.

Satz von Green Fiir u,v € C?(Q) mit Q ein offenes, be-
schrinktes Gebiet in R™ mit glattem Rand 0 gilt

/Q u(z) Av(z) dr =

/asz (“(x)agé? - 6;{(5) v(x)) do, +/9Au(x) v(z) da

mit n, wie bei dem Satz von Gauf.

Zur Erinnerung hier die Differentialoperatoren:

der Gradienten V: Vu = (Oiu,...,0u),
die Divergenz V -: V-0 = 0yvy + -+ + 0,0y,
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Mit diesem Ergebnis folgt

+ / Al o) dr. (3.10)
B (0)\B:(0)

Weil supp (¢) C By(0) ist das erste Integral an der rechten
Seite gleich 0. Fiir das zweite Integral in der rechten Seite von

(3-10) ilt

0 0
- 2-—n 7 _ 2 .2-n —
[ (7 greto g et ) o
= / <62_”Vg0(x) : % —(2—-n)etm gp(x)) do,
|z|=¢
mit
‘—/ e "Vip(z) - idax <
|z|=¢ ||
Vol [ 1do = [Vl
und via

p(x) = ¢(0) + (p(z) = ¢(0)) = ¢(0) + O([z]) Vel
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folgt

/I (2=n)e'™" p(z)do,
S CRUERE S L e
= (2= n)wap(0) + [ Vell, O (e) .

Fiir das letzte Integral in (3.10) bemerkt man, dass

_n B Z;
Sk =2k (- i)

=1

also als Distribution:

—AF = (n—2)w,0



3.4 Der Tréger einer Distribution

Well fiir die Funktion

T = U, (x) = (n’x—‘m (3.11)

gilt, dass
—Au, =90

oder eigentlich —AF, = §, nennt man u,, eine Fundamental-
I6sung fiir —A. Fiir die partielle Differentialgleichung

—Au(zr) = g(x)
mit g € C§°(R™) findet man eine Losung durch
u(z) = (u, * g) (z).
Diese letzte Formel gilt sogar fiir allgemeinere Funktionen g.
Aufgabe 3.3 Zeigen Sie, dass in R eine Fundamentallésung
fir (6%)4 gegeben ist durch u(x) = 5 |z |°.

Aufgabe 3.4 In R? ist eine Fundamentallosung fiir —A gege-

ben durch uy(x) := 1°2g—7|f|. Zeigen Sie dies.

Aufgabe 3.5 Zeigen Sie, dass in R? eine Fundamentallosung

fiir A? gegeben ist durch u(z) = &= |z|* log |

Aufgabe 3.6 Sei a € R.
1. Zeigen Sie: A|z|* = a(n — 2+ a)|z|** in R™\ {0}.

2. Benutzen Sie dies und Beispiel [3.3, um eine Fundamen-
tallésung fiir A? in R™ mit n > 5 zu finden.
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Abbildung 3.4: u aus Aufgabe mit 0-Niveau

3.4 Der Triger einer Distribution

Wir werden auch die Tréger einer Distribution brauchen.
Weil Distributionen definiert sind durch ihre Wirkung auf
Funktionen und nicht punktweise, ist dies etwas umstandlich.

Abbildung 3.5: Schon endlich viele iiberdecken

Man braucht einige Ergebnisse aus der Topologie. Eine
Menge K C R" heifit kompakt, wenn man aus jeder offenen
Uberdeckung endlich viele offene Mengen wihlen kann, die K
schon iiberdecken.

Definition 3.4.1 (Zerlegung der Eins) Sei K C R" kompakt
und set U = {Ui}le eine offene Uberdeckung von K. Dann
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nennt man {1b;};_, C C*(R™) eine C°(R™)-Zerlegung der
Eins auf K beziiglich U, wenn Folgendes erfillt ist:

1. supp(¢;) C U; Vie {1,...,¢};

2. 0< v (x)<1Vie(l,... 0} Ve e R
und Zle Y, (r) <1VeeRY;

3. S () =1Vr e K.
Theorem 3.4.2 Fiir jede kompakte Menge K C R™ und end-

liche Uberdeckung U von K, gibt es eine C°(R™)-Zerlegung
der Fins auf K beziiglich U.

Beweis. Wir brauchen eine Hilfsfunktion und definieren
R — R durch

one *

Bone(5) = / " o)t (3.12)

Fiir diese Funktion gilt ¢,,, € C*°(R) und
0 fir x < —1,
Yone(s) = ¢ auf [—1, 1] wachsend von 0 nach 1,
1 fiir x > 1.
1
3 = 5 | 1 2 3

Abbildung 3.6: 1., geht glatt von 0 nach 1
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Indem man diese Funktion verschiebt, skaliert und herum-
dreht, findet man durch

qu($) = @bone(3 - 2T_1 |1L'|) (313)
eine Funktion ¥, € C§°(R") fiir r > 0 mit

U, (x)=1 fir |z| <,
U.(z) € (0,1) furr < |z| < 2r,
U, (x) =0 fir |x| > 2r.

Abbildung 3.7: U,

Bemerke, dass z — V,.(z — y) eine C3°(R")-Funktion ist
mit Werten in [0, 1]. Die Funktion ist gleich 1 auf B, (y) und
Tréager Ba,(y).

Sei U = {Ui}le die Uberdeckung. Dann gibt es fiir jedes
x € K einen U; mit x € U;. Fiir jedes x geben wir ein ¢ an fiir

die gilt x € U; und halten diesen Index fest. Dann kann man
eine Zahl r, > 0 finden, mit By, (z) C U;.

Die kompakte Menge K wird auch iiberdeckt durch
{B,,(7)},cx und auch hieraus kann man eine endliche Teil-
iiberdeckung wéhlen. Wir schreiben dafiir

{Bﬁc (x(k))}ql;nzl . (314)




3.4 Der Tréger einer Distribution

Wir nehmen an, dass es 0 = kg < k1 < ke < --- < k= m
gibt derart, dass fir alle ¢ € {1,...,¢} gilt

B2rk (x(k)) C U, fir ki1 < k <k,

Wir setzen nun

@Lk(x) =1- H (1 —V, (v — x(j))) )

=1

-5 0 5

Abbildung 3.8: Eine Skizze von ths(z) mit drei By, (z;)

Fiir {pk gilt Folgendes:

1. ¢y (x) € [0,1] fiir alle € R™.
Dies folgt, weil V. (z — z(;)) € [0, 1].

~ ko
2. Yp(z) =1 wenn z € |J B, (7))
j=1
Denn in dem Fall ist ein j € {1,...,k} derartig, dass
W, (z — 2(;y) = 1 und so gilt auch ¢ (z) = 1.

27

- k
3. Yp(z) =0 wenn x & |J Bar, (2(5)).
j=1
Denn dann gilt ¥, (z — ;) = 0 fiir alle j € {1,...,k}
und folgt auch ¢, (z) = 0.

Auflerdem findet man, weil

L= ty(x) =[] (1 = ¥, (2 — 2(3)) ,

Jj=1

dass k — 1, () wachsend ist und, weil K durch die Kugeln
in (3.14)) tiberdeckt wird, gilt fiir die letzte:

¥, (r) =1 firz € K.
Die gesuchten Funktionen fiir die Zerlegung der Eins sind
{1;}*_, definiert durch
Uy (x) = ¢y, (x) und
v,(x) = @kz(x) - ijkz;l(x) firi=2,...,¢
Die Konstruktion ist derart, dass supp(¢;) C Uj. [

Definition 3.4.3 Sei F' € Z'(R"). Sei O C R™ die grifite of-
fene Menge derart, dass F(p) = 0 fir alle ¢ € C§(R™) mit
supp (p) C O. Dann setzt man fir den Trdger von F:

supp (F) :=R"\ O.

Dies ist schon eine freche Definition, denn gibt es iiberhaupt
so eine grofite offene Menge? Die offene Menge O soll die grof3-
te sein in

, n U offen mit F'(y) = 0 fiir alle
7= {UCR " @ € C°(R™) mit supp (p) CU [~
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Diese Menge T~ offener Mengen hat eine partielle Ordnung
durch U; C U, und mit dem Lemma von Zorn hat 7 ein
grofites Element. Das grofite Element muss jedoch nicht ein-
deutig sein, es sei denn, man kann zeigen Uy, Uy € T impliziert
U,UU, € T. Das folgt genau aus dem letzten Theorem. Wenn
U, und U, beide eine grofite offene Menge wéren und weder
U, C Uy noch Uy C Uy gilt, dann ist U; U Uy grofler als bei-
de einzeln. Nehmen wir an, diese Menge gehort dann nicht
mehr zu 7. Das heifit, es gibt eine Testfunktion ¢ mit Trager
K Cc Uy UUy und F(p) # 0. Sei nun {,1,} eine Zerlegung
der Eins auf K beziiglich der Uberdeckung {U;, U,}. Es gilt

07 F(p) = F (o) + F (¢99)
und weil supp (¢;0) C K NU; folgt F (¢,0) = 0 fiir i = 1,2,

ein Widerspruch. Das heifit, U; U U, gehort doch zu 7 und es
gibt nur eine grofite offene Menge.

Ubrigens kann O auch leer sein, wie zum Beispiel fiir F 't
mit f(z) = 1.

Aufgabe 3.7 Wenn f € C (R"), gilt

supp (Fy) = supp (f).

Zeigen Sie dies.

Aufgabe 3.8 1. Sei f € C'(R") und sei O die grofite offene
Menge in supp (f). Zeigen Sie, dass supp (f) = O.

2. Gilt das auch beim Trager einer Distribution?
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3.5 Mit kompaktem Triger
Lemma 3.5.1 Sei F' € Z'(R"). Folgendes ist dquivalent:

o Fs gibt C >0, m € N und eine kompakte Menge K C R"
derart, dass fir alle ¢ € C§°(R™)

FEI <O Y 6@ pae-  (315)

o] <m
e F' hat einen kompakten Triger supp (F) C K.

Beweis. (=) Nehmen wir an die Abschéitzung gilt, jedoch
auch, dass supp (F') ¢ K. Dann sollte ein Widerspruch fol-
gen.

Der Tréger supp (F) ist definiert als Komplement der grof-
ten offenen Menge O derart, dass fiir alle ¢ € C§°(R™) mit
supp (¢) C O gilt F(p) = 0. Wenn supp (F) ¢ K, dann
gibt es xy € supp (F) \ K. Weil K abgeschlossen ist, ist
R™\ K offen und existiert € > 0 mit By.(x9) C R”\ K. Wenn
F(p) = 0 fiir alle ¢ € C§°(R™) mit supp (¢) C B.(z), dann
gehort zp nicht zum Trager von F. Also gibt es ein ¢ mit
supp (¢) C Be(zo) und F (¢) # 0. Weil supp (¢) C R"\ K,
findet man Hgo(“)H = 0 und dies widerspricht der Ab-

Lo (K)
schitzung in (3.15]).

(<) Betrachte fiir € € (0, 1] die Menge

K + B.(0) := {x+y;x € Kundy € Bg(())}.

Wie K ist dies auch eine kompakte Menge. Weil

K C K+ B.(0) C K + B.(0)
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und die Menge in der Mitte offen ist, gibt es eine Funktion
. € Cg°(R™) mit 0 < ¢ (z) <1 und

Y (r) =1 auf K + B,/»(0) und supp (v.) C K + B.(0).
Fiir ¢ € C5°(R™) gilt supp ((1 —¢.) ¢) N K = () und folgt

F((1=9.)¢)=0.

Daher gilt
F(e) = F(¥.9).

Dies bedeutet, dass wir uns, um die Abschétzung zu bewei-
sen, einschrinken diirfen auf Funktionen ¢ mit Tréger in
K + B.(0) € K + B(0). Fiir Testfunktionen mit Triger in
K + B(0) folgt mit Proposition dass es C' > 0 und

k € N gibt mit

Fl)l < Y [l -

|| <F1

Weil fiir ¢ mit Triager in K + B.(0) gilt, dass ||<,0(a)||OO =

¢ HLOO(K-&-BE(O))’ folgt

P D 6 mrpy: (316)

loo| <kq

Weil K kompakt ist, ¢ € C1*(K) gilt und es nur endlich viele
la| < k gibt, folgt

lsifél H‘P(a)||Loo(K+Bs(0)) = H"O(a)”Loo(K)
und die gewiinschte Abschéitzung. -
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Proposition 3.5.2 Wenn der Trdiger von F € 2'(R™) nur den
Punkt 0 € R™ enthdlt, dann gibt esm € N und ¢, € R derart,

dass
F(p)= Y cap(0). (3.17)

laj<m

Bevor wir dieses Ergebnis beweisen konnen, werden wir
an den Satz von Taylor erinnern, dem Sie in der Analysis-
Vorlesung begegnet sind:

Satz von Taylor in 0: Se: n,m € N und sei ¢ : R — R
(m + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

o) = 3 L) +

la|<m

m+1) 3 Z—T/tzo(1—t)%<a>(m)dt

|a|=m+1

mit der Multiindex-Notation [3 1.1

Beweis von Proposition Wegen Lemma wissen
wir, dass es C' € RT und m € N gibt derart, dass

[F(p)| <C > [ (0)]. (3.18)

laf<m

Verwenden wir Taylor fiir eine Funktion ¢ € C5°(R™), so folgt
. T .
plw) = T(x) + Ry (x) mit T(x) = Y —((0).
laj<m

Hier ist T" das Taylorpolynom und R, der Restterm bei Taylor.
WEeil T' jedoch keinen beschrénkten Tréger hat, verwenden wir
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U, aus (3.13]) und betrachten
p(2) W1 (2) = T(z) ¥ (x) + Ry(x) ¥y (x)

und bemerken, dass WUy, ¢ (1 —¥y), TV, R,¥, € CP(R).
Weil F' als Triager nur {0} hat und

supp (¢ (1 — ¥y)) C supp(yp) \ B1(0),

folgt
F(pWy) = F(p) = Fp(1 =) =F(p).

Der Restterm R, ist derart, dass die Ableitungen von Ord-
nung kleiner gleich m + 1 in 0 alle 0 sind. Weil ¥y (z) = 1 auf
By (0), gilt das auch fiir R,¥;. Dann folgt aus (3.18)), dass

IF (R,0)| = 0.

Das bedeutet

|a|<m
F (J]a\lfl) ()
- Z ol (0)
|| <m

Die Koeffizienten ¢, := F (z*V¥;) /a! hidngen nicht von ¢ ab

und so folgt (3.17)). [ |
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Distributionen

Andere Distributionen

4.1 Temperierte Distributionen in R"

Den Testfunktionen Z(R"™) und den Schwartz-Distributionen
2'(R™) begegnet man meistens zuerst, wenn man mit Distri-
butionen zu tun hat. Es gibt jedoch auch andere und auch
da fingt man mit den Testfunktionen an. Die néchste Sor-

te sind die temperierten Distributionen, die definiert sind auf
den schnell-fallenden Testfunktionen . (R").

Definition 4.1.1 (Schnell-fallende Testfunktionen)
Sei O35 (R™) die Menge aller Funktionen ¢ : R" — R fiir die
qgilt

Ha:ﬂgo(a)Hoo < oo fiir alle a, 5 € N".
Man schreibt #(R") fiir C35(R™) mit der Konvergenz:

Oy — ¢ fiir m — oo in S (R"),

definiert durch: fir alle a, 5 € N™ gilt
(@)

2 (@ — )

— 0 fiir m — oo.
(o)
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Aufgabe 4.1 Zeigen Sie fiir die Funktion ¢(z) = exp (—z?%),
dass ¢ € C5(R™).

Man sollte bemerken, dass
Cr°(R") & CR(R™)

und dass wenn ¢,, — ¢ in Z(R"), dann gilt auch ¢, — ¢ in
& (R™). Das heifit, dass man fiir die Stetigkeit in .(R") mit
mehr Funktionfolgen testet. Dann sind mehr Bedingungen zu
erfiillen und es folgt

Z'(R") C 2'(R).

Diese Beobachtung fiihrt zu folgender kleineren Klasse von
Distributionen:

Definition 4.1.2 (Temperierte Distributionen) .’(R"™) st
die Menge aller stetigen, linearen Funktionalen

F: 7R > R.



32

Stetig heifit hier erneut, dass wenn ¢,, — ¢ in .(R") fiir
m — oo, dann gilt F(p,,) = F(¢) in R fiir m — oc.

Beispiel 4.1 Definiere F': C§°(R) — R durch

— 2k?
F(p) =) ™ o(k).
Fiir Funktionen ¢,, € Cg°(R) mit ¢,, — 0 in Z(R) gibt es
M € R* mit supp(y,,) € [-M, M]. Dann gilt
Pl <3 e lonb)
<M M €|l = 0 fir m — oo.

Das bedeutet F' € Z'(R).
Fiir p(z) = exp(—2?), und ¢ € F(R), ist F(p) jedoch
nicht als reelle Zahl definiert:

F(p) = ZkeN e e = .
Wir finden ./(R") & 2'(R™).

Man kann jedoch Funktionen in C§°(R) benutzen, um Funk-
tionen in C2¢(R™) auf .#(R")-Art zu approximieren. Dazu
verwenden wir die eindimensionale Funktion ¢, € C*(R),
die in konstruiert wurde.

one

Lemma 4.1.3 Sei ¢ € Cg5(R) und definiere fir m € N die
Funktion

(@) = Q@)Y oo (€ + M) gpe(—w +m). (4.1)

Dann gilt ¢,, € C°(R) mit supp(p,,) € [-m — 1,m + 1] und
auflerdem, dass

©m — ¢ in L (R) fir m — oo.
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Bemerkung 4.1.4 Fiir p € C%5(R") definiert man

Pty ) = o(@) [ Conelwn + m)v el =21 +m)
1<k<n
und bekommt ein dhnliches Ergebnis:
O — @ in L (R") fir m — oo.
Beweis. Die folgende Skizze gehort zu
T = Yoo (X + 3)Vone(—7 + 4)

und man sieht, dass diese Funktion gleich 1 ist auf [—2, 3]
und gleich 0 auerhalb [—4,5]. Durch Multiplizieren von ¢

-4 -2 2 4

mit ¥, (- + m) Y, (— - +m) kann man Funktionen “glatt”
andern, um ihnen einen kompakten Tréger zu geben. Die
Funktion ¢,, in hat den Triger innerhalb des Tragers
von Y. (++m) . (—-+m) liegen und dieser Tréger ist
[—m —1,m + 1].

Wir miissen jetzt noch die Konvergenz ¢,, — ¢ in Z(R)
zeigen: Seien die Indizes k£ und ¢ in N beliebig. Es gilt

k.0

Hx’“(som—sf))“)H = sup |o¥"|+
oo |z|>m+1

| () (el ) +

m—1l<z<m+1

sup
—m—1<z<—-m+1

(2 ot + m>>‘ (4
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Auf [-m + 1,m — 1] gilt ¢,, = ¢. Man hat fiir m — oo, dass
fiir den ersten Term in (4.2)) gilt

k(0] < k41, (0)
milﬁl'm e m+1|$|s>lf+1‘x -
1 k+1, _(0)
< [0 0.
Weil

(%)Qa(xw(x)) -y (fl)oﬁ")(f)ﬂ“‘”)(@

0<n<y

und weil es fiir 0 < n < ¢ eine Konstante Cy gibt mit

Yl (—o +m)| = sup
—l<z<1

Vi (-a)| < G

sup one =

m—1<r<m-41

bei der C} also nicht von m abhéngt, folgt auch hier fir m —
00, dass fiir den zweiten Term in (4.2) gilt

sup
m—1<rx<m-+1

¢
<D, <n) sup [at o ()| C

0<n<t m—1l<z<m+1

Cr (!
P Y

n=0

o (aﬁ) (o)~ + m))

A

Den dritten Term in (4.2)) kann man dhnlich abschitzen. Weil

ka (O — gp)(e)H — 0 fiir m — oo,
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gilt ¢,, = ¢ in .Z(R) fir m — oo. n

Faltungen von .(R™)-Funktionen sind wohl-definiert und
liegen wieder in .7 (R™).

Lemma 4.1.5 Wenn ¢,v € Z(R"), dann folgt ¢ x ¢ €
Z(R"™).

Beweis. Man soll zeigen, dass

il (%)B (p * w)(o‘)‘ fir alle
a, 3,7 € N" beschriankt ist. Dazu reicht es, wenn man fiir

jedes k € N zeigen kann, dass

M

[(px9) (2)| < m

Es reicht sogar, wenn wir diese Abschétzung fiir k£ geniigend
grofl beweisen konnen. Nehmen wir £ > n. Es gibt die folgen-
den Abschéitzungen

M, M,
p(r)] < ——F——= und [¢(z)| < —wﬂ
(1+ 2% (14 |z[%)

Fiir ¢ * 1 wiirde es reichen, wenn wir folgendes Integral ab-
schiitzen konnen:

/ 1 1 dy
2 (14 [y)" (1+ |z =y

1 1
R~ 1x‘2>

2k
(1 fy+3al) (1+y -3

1 1
:/ dy. (4.3)
% %
Rm (1+|y+%\$|61’2> (1—1—} —%|x|61}2>
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Der letzte Schritt folgt aus einer Rotation. Fiir y; > 0 gilt

ly+3lalen] = Jyl und [y+3aler| = 3al.

Wenn wir das Integral iiber y; > 0 und y; < 0 verteilen und
jeweils das Produkt in (4.3) abschétzen durch

1 1
(L+ 1) (14 L) 2
1 1
k
(L+ yD)" (1 + Jz])f

Produkt <

<C

liefert dies uns
1 1

uagc/ dy
= veRr (14 [y)" (14 |z))*

y1>
1 o0 n—1
< k/ A
(1+[=])" Jr=0 (1 + 1)

1 * 1
<C k:/ A dr
(1+z))" Jr=0o (14 7)
o 1
k=n(l+z)"

Dabei war k > n beliebig. Weil das Integral wohl-definiert ist,
ist auch die Differenzierbarkeit gegeben. |

4.2 Distributionen mit kompaktem Tri-
ger

Die dritte Sorte von Distributionen betrachtet Testfunktionen
C*> (R™) ohne einschréinkende Bedingungen fiir || — oc.
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Man bezahlt dies, indem man Distributionen einen kompakten
Trager gibt.

Definition 4.2.1 Man schreibt &(R™) fir C> (R™) mit der
Konvergenz

Om — @ in ER") fir m — oo,

definiert durch: fiir jede kompakte Menge K C R™ und jeden
Multiindex o € N™ gilt

)@ — 0 fiir m — oo.

H (Som - ¢ Loo(K)

Die Seminorm ist definiert durch

Dies fiithrt zu:

Definition 4.2.2 &'(R") ist die Menge der Distributionen be-
stehend aus allen stetigen, linearen Abbildungen F' : &(R"™) —
R. Die Stetigkeit ist definiert durch:

Om — ¢ in ER™) fiir m — oo
U
F(p,,) — F(p) in R fir m — oo.

Weil man durch die Konvergenz in &(R") nur auf kompakte
Mengen schaut, ist eine lineare Abbildung von C*° (R™) nur
stetig, wenn sie auf kompakten Mengen wirkt. Daher kommt
der Name Distribution mit kompaktem Tréger.
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Sofort kann man folgern, dass
Co” (R") & CR(R™) & € (R™)

und man findet sogar, dass die Konvergenz in &(R") fiir

2 (R™)-Funktionen schwécher ist als die Konvergenz in
S (R™) fir C¢ (R™)-Funktionen. Daher gilt

7'(R") > ' (R") D &'(R™).

In dieser letzten Zeile kann man sogar iiberall D durch 2 erset-
zen. Fiir ein Gegenbeispiel, dass ./ (R) # &'(R), betrachten

Sie
F = Z(Sn mit 0,(¢) = p(n).
neN
e Fir ¢ € C5°(R) mit supp (p) C [-M,M] und M € N
gilt

Z n)| < Mol

und es folgt I’ € Z'(R).

o Fiir p € O (R) gilt

Z(s

und es folgt ' € .7/ (R).

M

1 s
<3 Lt ] < T el

n=0

o Fiir 1 € C=(R) gilt

F(1)=) 1=0c

neN

wir finden F' ¢ &'(R).
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In Proposition haben wir gesehen, dass eine Distribu-
tion mit einem Punkt {a} C R™ als Trédger nur eine endliche
Kombination von partiellen Ableitungen der d,-Funktion an
dieser Stelle sein kann. Dieses Ergebnis ist noch allgemeiner zu
formulieren. Leider wird ein Beweis Ergebnisse aus der Funk-
tionalanalysis brauchen, die wir hier leider nicht kurzfristig
mal zeigen koénnen.

Theorem 4.2.3 Sei F' € Z'(R"™) mit kompaktem Trager K C
R™. Dann gibt es a € N™ und eine stetige Funktion f € C(R™)
derart, dass

F(p) = (F)) () fir alle p € C°(R™).

Bemerkung 4.2.4 Die Funktion f und der Inder « hcmgen
von K ab. Betrachtet man zum Beispiel F = > 7 o5n

2'(R), dann hat F keinen kompakten Trager. Man kann lokal
eine Formel wie in dem Theorem finden, aber nicht eine, die
fuir alle Testfunktionen passt. Betrachtet man Testfunktionen
mit Trager in der kompakten Menge |a,b] mit b < 1, dann

findet man
F(p) = ¢(0)
und F(p) = (FH/Q)” (p) fiir ¢ mit solchem Trager. Wenn

a < 0 und b € (1,2), dann braucht man (Ff)(3) mit zum
Beispiel

0 fir x <0,
flz) = s@0 fir e e (0,1],
%xz—l—l—x fur x > 1.

Fiir ¢ mit Trager in [—1,3] gilt F(p) = (Ff)(g) (p). Es gibt
kein f, der fir alle ¢ funktioniert.
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Aufgabe 4.2 Kontrollieren Sie das Beispiel in der letzten Be-
merkung.

Beweis von Theorem Nehmen wir an, dass K+ B;(0) C
[— M, M]". Mit der Zerlegung der Eins gibt es ¢» € Cg° (R")
derart, dass

1/}(56) . 1 furz e K+ Bl/g(O),

Weil der Trager von F'in K liegt, folgt fiir ¢ € C§° (R™), dass

Fp)=F((1=v)p)+ F(@p) =F(Yp).

Weil F' € 2'(R"), gibt es nach Proposition ein kK € Nund
C,Cy,Cy € RT mit fiir alle ¢ € C3°(R™) mit supp (¢) C K
derart, dass

<

o0

IF(o)l =|F(vp)| <C ) H(W)@

o<k

Ch Z H@D(/B)w(a_ﬁ)H <y Z “SO(Q)“Lw([—M,M}"g‘ )
& 4.4

B<La, |al<k || <K

Wir diirfen uns eischrinken auf ¢ € C3° (R") mit Triger in
[—M, M]"™.

Jede Stelle y € R™ mit mindestens ein y; mit |y;| > M
liegt auBerhalb der Tréager von solchen ¢ und deshalb gilt da
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0@ (... y,...)=0. Fiir solche p und = € [~M, M]" gilt
o (x1,29,...,2,) = / (Y1, za, ..., xy)dyy

M
= / / 020190(Y1, Y2, - - - » Tn)dy1dys
-MJ-M

:/ / / an"'8261¢(y17y27"'7yn)dy1dy2"'dyn'
-M -MJ-M

(x1,%2)

. -M -
(_MvM)

Abbildung 4.1: Bild zu (4.5) in 2d.

Dann folgt fiir solche ¢, dass

ol < /[ 100 dadngl (4.6)
— M, M]"
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Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass fiir x; > —M gilt
6 (@1, )| < (@4 M) sup [Oip (ot 2]
—M<t<z;

< 2M (|9l - (4.7)

Dies liefert ||¢||,, < 2M ||0;¢]|, und durch wiederholte An-
wendung

18]l < M), -- - oD, -
Wir finden dann mit (4.6)), fiir 0, - - - 0201 statt ¢, dass
10l < M) [0 -- - B2Dip]l

< (2M)"! /

[_MvM]n

(D 0201)” | da.

Also gilt fiir « € N mit |a| < k dass Cho € RT existiert mit

el < O |

[7M»M}n

Dann gilt auch wegen (4.4), dass C},, € R existiert mit

(O - - 0p0y) gp’ dz.

FOI<Ci [ @000 g|dn @08)

[—M,M]"

Definieren wir F* auf Funktionen (0, - - - 8281)k+1 @ mit ¢ €
C°(K) durch

F (0 000" ) = Flp),
dann ist dieses Funktional F** linear. Wegen (4.8) gilt

()| < Ciy / ()| da fiir solche o, (4.9)

[_MvM]n
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die man wie folgt schreiben kann

= (000" o mit p € CF(K). (4.10)

Die Ungleichung in gibt dann eine L' ((—M, M)")-
Abschiitzung auf einem Teilraum von L' ((—M, M)™), ndm-
lich dem Teilraum der Funktionen, die sich wie in (4.10]) schrei-
ben lassen. Das sind nicht viele Funktionen verglichen mit
L' (=M, M)"), aber sie bilden einen Teilraum: Linearkombi-
nationen solcher Funktionen liegen wieder in dem Teilraum.

Der Vektorraum L' (A) enthdilt die Lebesque-integrierbaren
Funktionen f : A — R. Die zugehorige L'-Norm wird defi-
niert durch Norm

1l = / fldx.

Man erinnere sich, dass das Lebesgue-Integral eine Erwei-
terung des Riemann-Integrals ist. Fiir Riemann-integrierbare
Funktionen gilt also

Junan= [ 1@l
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Fin bekannter Satz aus der Funktionalanalysis, nach Hahn-
Banach benannt, besagt, dass es fiir ein lineares Funktional
Gy, definiert auf einem Teilraum Vi eines normierten Vek-
torraums V' und da

G1(u)] < Clull, fiir alle u € Vi

erfillt, eine lineare Erweiterung G auf V ¢ibt, also G, = G
auf Vi, die die dhnliche Abschdtzung mit gleicher Konstante
erfilt:

|G(u)| < C|ul]y fir alle uw € V.

Die L' ((—M, M)")-Abschitzung in ist nur bewie-
sen fiir wenige Funktionen in L' ((—M, M)™), ndmlich nur
fiir Funktionen v die erfiillen. Durch den Satz von
Hahn-Banach kann man das Funktional erweitern fiir alle
v € L'((—=M,M)"). Nennen wir diese Erweiterung eben-
falls F™*, dann ist F™* ein stetiges, lineares Funktional auf
L' ((—M, M)") auch mit der Abschétzung in (4.9)).

Ein zweiter Satz aus der Funktionalanalysis, nach Steinhaus
benannt, besagt, dass es fir stetige, lineare Funktionale G auf
LY(A) mit A C R™ beschrinkt, eine Funktion g € L>(A)
existiert derart, dass

G(w) = / 9(2)p(@)de.

Dies bedeutet, dass es fiir F™* eine Funktion
geL®((—M,M)")

gibt und wenn wir g auflerhalb von (—M, M)" durch 0 fort-
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setzen, folgt
Fp) = F* (00 0:0)"" )
[ gl Ou 3000 pla)ds,
(=M, M]"
Diese Funktion g muss aber nicht stetig sein. Das schafft man,

wenn man nochmals partiell integriert wie in (4.5]). Setzen wir
also

In T2 T
flz) = / / / 91 Y2, - - Yn)dyrdys . . . dyn,
-M -MJ-M

dann folgt (fast iiberall nach Analysis 3)

(On -~ 0201) f () = g()

und f ist Lipschitz-stetig und daher auch stetig. Wir finden
fir x € [-M, M]", dass

P = [ o) 0 00) el

= / (B - 200) f(2) (B --- 200" () du.
[—M,M]"

Mit partieller Integration unter Verwendung von supp (¢) C
K und mit der Definition einer distributionellen Ableitung
folgt

P = [T 0500 do

©).



4.2 Distributionen mit kompaktem Tréager

Fir f(z) = ()" f(@) und o = (k+ 2,k +2,..., k+2)
folgt das gewiinschte Ergebnis. [ ]

Aufgabe 4.3 Sei F' € 2'(R?) definiert durch
F(p) = p19(0,0) fir alle ¢ € C°(R?).
Finden Sie f € C(R2) und o € N? derart, dass F = (F;)®.

Aufgabe 4.4 In der letzten Aufgabe hat F einen kompakten
Triger. Gibt es f € Co(R?), also mit kompaktem Triger, und
a € N2 derart, dass F = (Fy)'® ¢

Man kann das Ergebnis in Theorem [£.2.3] anpassen fiir F'
ohne kompakten Trager.

Korollar 4.2.5 Sei F' € 2'(R™) und K C R™ kompakt. Dann
gibt es a € N™ und eine stetige Funktion f € Co(R™) derart,
dass

Fp) = (F)'™ (¢) fiir alle ¢ € C3*(R™)
mit supp () C K.

Beweis. Nehme ¢ € C§°(R") mit ¢(z) = 1 fir z € K und
Y(z) =0 fir z ¢ K 4 B1(0). Dann gilt fir ¢ € C§°(R") mit
Trager in K, dass ¢ = ¥p. Man zeigt, dass ¢.F', definiert
durch

(V.F) (p) = F (¥)

auch in Z'(R") liegt und eine Distribution mit kompaktem
Tréger ist. Fiir (¢0.F) kann man als in Theorem anwen-
den und deshalb gibt es f und a mit

(¥.F) (¢) = F}* ()

Dann gilt ¥ f € Cy(R™) und

F(p) = F (vp) = F{* ()

fir alle ¢ € C°(R™) mit supp (p) C K.
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Distributionen

Produkte

5.1 Produkt mit einer Funktion

Im Allgemeinen kann man nicht zwei Distributionen multipli-
zieren. Versuchen Sie mal ein Produkt von C'H % und ¢ auf
¢ € Z(R") verniinftig zu definieren. Man kann jedoch schon
die Multiplikation einer Distribution mit einer C'*°-Funktion
definieren:

Lemma 5.1.1 Sei F € Z'(R") und f € C>®(R"™). Dann ist
f-F € Z'(R") wohl-definiert durch

(f-F)(p) = F(fep) firee Cg°(R"). (5.1)
Beweis. Wenn f € C*(R"™) und ¢ € C§°(R") gilt, dann folgt
feo e CP(R™) und f.F ist in als Funktional auf C§°(R")
wohl-definiert. Die Linearitét von f.F folgt direkt:
(f-F)(c1p1 + capy) = F (f (c1p1 + c2,))
= F(cifer+cafey) = aF (for) + 2F (fe,)
= (f.F) (p1) + 2 (F.F) (@2)-
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Der Tréger von f¢ ist enthalten in dem Triger von ¢. Das
impliziert fiir ¢,, — 0in Z(R™), dass auch fyp,, — 0in Z(R")
wenn m — oo. Also folgt die Stetigkeit von f.F' aus der von
F. |

Aufgabe 5.1 Zeigen Sie, dass man fir f € C(R) und § €
2'(R) auch schon das Produkt f.0 definieren kann. Wieso hat
man ein Problem, wenn man das Produkt eines solchen f mit
8 € Z'(R) definieren mdichte?

Lemma 5.1.2 Sei F € 2'(R") und f € C* (R"). Wenn
fF () =0 fir alle p € 2(R"),

dann folgt
x €supp (F) = f(z)=0.

Beweis. Wenn f(xy) # 0, dann gibt es r > 0 derart, dass
f(x) # 0 fiir alle © € By.(x). Fiir alle ¢ € C§° (R™) mit
supp (¢) C B,(xg) folgt mit v, aus (3.13)), dass

F(g)=F (4, (- —20)p) = WFW) _o.
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Dann folgt B, (z9) C O mit O aus Definition [3.4.3] Dies be-
deutet, dass

supp (F7) = R*\ O CR"™\ B,()

und x¢ & supp (F). n

5.2 Die Faltung mit einer Funktion

Unter bestimmten Voraussetzungen ist es moglich die Faltung
zweier Distributionen zu definieren. Wir schauen uns erst-
mal an, wie die Faltung einer Distribution mit einer Funktion
zu definieren wére. Fiir eine reguldare Distribution sollte die
Definition mit der iiblichen Faltung iibereinstimmen und das
heif3t:

(Fy * ) (9) = Frg(e). (5.2)
Weil

Frule) = [ (729) @) ole) do

/x . /y o () 9(z —y) p(x) dydz
/yeRn /) ( /x o I@ ) @) dx) dy
f

([ o= et as)ay
Fy(o(~) )

sieht man, dass ein extra Minus-Zeichen erscheint. Wir ver-
einbaren darum:
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Definition 5.2.1 Der Spiegelungsoperator
S:C(R") — C(R")
wird festgelegt durch
(5(9)) (x) := g(—x) fir g € C(R").

So konnen wir die Faltung einer Distribution mit einer
Funktion wie folgt definieren:

Lemma 5.2.2 Sei F' € Z'(R") und g € Co(R™). Dann ist F
g € Z'(R™) wohl-definiert durch

(Fxg)(p) == F (S (g) x @) firpeCeR"). (5.3)
Bemerkung 5.2.3 Die Definition in ist so gewdhlt, dass
wenn F' eine requldre Distribution ist, dann gilt .

Bemerkung 5.2.4 Wenn F' eine Distribution mit kompaktem
Trager ist, dann ist die Faltung in sogar wohl-definiert
fir g € C(R™). In dem Fall hat S (g) % ¢ generell keinen
kompakten Trdger.

Beweis. Wenn g € Cy(R"™), dann gilt auch S (g) € Co(R")

und S (g) *x ¢ € C°(R") wegen (3.6) and (3.5). Also ist
F (S (g) * ¢) wohl-definiert. Die Linearitit zeigt man direkt.
Die Stetigkeit wird impliziert durch

(2)"(S(g) *0) = (S(9)* (£)"9) (5.4)
und
©,, — 0in Z(R")

U
S(g) * ¢, — 0in Z2(R").



5.2 Die Faltung mit einer Funktion

Hier ist wieder benutzt worden, dass der Tréager bei der Fal-
tung zweier Funktionen mit kompaktem Triger wieder kom-
pakt ist. Genauer gesagt, wenn supp(y,,) C Bu(0) und
supp(g) C Bk(0), dann gilt, weil

/ oy — 2)p(y)dy = / oy — 2)e(y)dy,
n supp(¢)N(supp(g)+{z})

dass dieses Integral 0 ist, wenn By, (0) N B (z) = (). Dies ist
der Fall, wenn |z| > M + K und daher gilt fiir alle m, dass

supp(S (9) * ¢p) C Buk(0). (5.5)
Die Konvergenz der Halbnormen H(S (g) * p,,)@ — 0
folgt mit 1 aus gpﬁ? ’ — 0. [ ]

Beispiel 5.1 Fiir die ¢-Distribution und g € Cy(R") findet
man

(6%g) () =0(S(g9) x¢) = (5(g9) *x¢)(0)
= /R 9(y = 0)p(y)dy = Fy(p).

Aufgabe 5.2 Vereinfachen Sie (8" * g) (@) fiir g € Co(R™).

Theorem 5.2.5 Sei F' € Z'(R"™) mit supp (F') kompakt. Dann
gibt es f € C(R™) und € N" derart, dass fir alle g €
Ce(R™) gilt

F*g:Ff*g(ﬁ) :Ff*g(,@).
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Beweis. Im Beweis von Lemma fanden wir, dass

supp (S (9) * ¢) C Barx(0),

wenn

supp(S (9)) C Ba(0) und supp(p) C Bk (0).

Fir G € 2'(R™) kann man die Ableitungen bei der Distribu-
tion (G * g) an mehreren Stellen schreiben. Weil (G * g) (¢) =

G (S (g) * ¢) und mit folgt

WEeil fiir eine Distribution F' mit kompaktem Tréger gilt, dass
F = F’B fir ein f € N* und f € C(R™) (siche Theorem

[1.2.3), bekommen wir mit (5.2), dass

(Fx9)(0) = (FI" +9) (¢)
— (Ff * g(’B)) () = Frago ().
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Weil ¢® einen kompakten Triger hat ist auch f x ¢/® wohl-
definiert und weil g € C°(R") gilt, folgt f * g € C=(R").
]

Mit diesem Ergebnis findet man, dass Distributionen mit
kompaktem Tréger durch C§°(R™)-Funktionen zu approximie-
ren sind.

Lemma 5.2.6 Sei p € C°(R™) derart, dass [,, o(x)dr = 1.
Definiere fiir € € (0, 1] die Funktionen

o.(z) = e "p(e x) fiir v € R™.

Dann gilt fiir jede Distribution ' € 2'(R™) mit kompaktem
Trager, dass

IEIE)IF xp. = F. (5.6)

Beweis. Aus Theorem folgt die Existenz von f € C'(R")
und 3 € N™ derart, dass fiir alle ¢ € C§°(R"™) gilt

(Fx0) (@) = (Fr +97) () = (Fpapo) (%),
also auch fiir p = .. Es gilt
(F ) (1) = (Fr + o) () = Fy (S(p) #9) .
Weil man Lemma auch fiir S (¢,) anwenden kann, gilt
S x = (1) 5 (p) 7 ¢

_ (_1)|ﬁ\ S (p,) * w(ﬁ) N (_1)|5\ w(ﬁ)
fir e L 0 in Z(R")
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und es folgt

Fy (S(p) ) > Fy ((-1) ).
Das Letzte kann man auch schreiben als

(Fxp.) () = FP () = F(y),

oder F'x o, — F fiir € | 0 in der schwachen Konvergenz von
Distributionen. [ ]

5.3 Das Tensor-Produkt zweier Distri-
butionen

Es gibt andere Arten von Produkten. Das Tensor-Produkt von
Distributionen kann man definieren, ist aber etwas komplizier-
ter als das Tensor-Produkt von Funktionen. Als Erinnerung:
Fir f € C(R") und g € C(R™) ist das Tensor-Produkt eine
Funktion in C(R™*™), definiert durch

(f®g)(z,y) = f(z)g(y) fir x € R" und y € R™.

Wenn man regulére Distributionen hat, kann man dies leicht
erweitern:

(Ff @ Fy) (p) := / (f ®@9) (x,y) p(z,y)dzdy

Rn+m

indem man z € R" und y € R™ schreibt. Fubini-Tonelli sagt,
dass dieses Integral wohl-definiert ist und dass die Integra-
tionfolge egal ist.



5.3 Das Tensor-Produkt zweier Distributionen

Hat man jedoch eine nicht-reguldre Distribution F €
2'(R™), dann beschreibt dieses Funktional die Wirkung auf
v € Z(R") und G € Z2'(R™) die Wirkung auf ¢ € Z(R™).
Man findet so zwar

(FeG)(¢ey) = F(p)G(),

aber das Problem ist, dass nicht alle Testfunktionen in
Z(R™™) als Produkt von Testfunktionen in Z(R™) mit Test-
funktionen in Z(R™) zu schreiben sind. Es gibt etwas zu be-
welsen.

Proposition 5.3.1 Sei F' € 2'(R") und G € 2'(R™). Dann

ezistiert genau ein H € 2'(R"™™) derart, dass
H(p®19)=F(p)GY) (5.7)
fir alle o € 2(R™) und i € 2(R™).

Definition 5.3.2 Man nennt H in das distributionelle
Tensor-Produkt von F und G und schreibt auch H = FQQG.

Bemerkung 5.3.3 Fir ® € 2(R"™™) definiert man ¢ durch
p(x) =G (P (x,)).

Im Beweis des Theorems beweist man, dass ¢ € Z(R™), und
weiter, dass

Beweis der Existenz von H. Sei ® € Z(R"™™). Weil ® einen
kompakten Triger hat, sagen wir supp (®) C K C K; x Ky
mit K1 C R” und Ky C R™ beide auch kompakt. Dann liegt
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der Triager von y — ®(z,y) in K, fir jeden x € R™ und
y— O (z,y) € C(R™) fiir jedes z € R™. So ist ¢ mit

p(r) =G (P (x,-))

wohl-definiert in R fiir jedes x. Aulerdem gilt wenn = — =,
dass @ (Z,:) = @ (z,-) in Z(R™) und es folgt, dass

p(7) =G (®(7,7) = ¢(r) = G (P (2,-)) in R.

Also ist ¢ stetig und weil supp (¢) C K7, ist ¢ gleichmifig
stetig auf R™.

Um zu zeigen, dass ¢ beliebig oft differenzierbar ist, ver-
wendet man die Linearitét und die Stetigkeit von G: Fiir jede
Richtung v € R" gilt

06 (1) _ puy £2+10) = pla)

ov h—0 h

1y G(®(x+ hv,)) —G(P(x,"))
h—0 h

Y S (x+ hv,-) — D (x,-)

‘ﬂ%G< h )

:G(gg¢@+h%)—¢@ﬁ>

h
:GC§@J)

Die Ableitungen erster Ordnung von ¢ existieren und man
weif}, wie diese zu berechnen sind. Mit Induktion folgt, dass
hohere Ableitungen von ¢ existieren und fir & € N" (und
0 € N™) gilt:

go(a)(x) e (q)(oc,O) (z, )) .
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Wir haben eine Abbildung
G: 2R — 2(R"),

konstruiert durch G (®) (z) := G (P (x,-)). Weil G linear ist,
ist auch G linear.

Die Abbildung G ist auch stetig: Wenn ®, — 0 in 2(R™"™™),
dann darf man annehmen, dass die Tréger von ®, alle in K x
K, liegen, wie oben, und die G (®,) haben einen Tréger in Kj.
Wenn fiir alle a € N* und g € N gilt

H(I)éa’ﬂ)H — 0 fiir £ — oo
Loo(Rn+7n)

dann folgt auch

— 0 fir ¢ — oo.

su
b Lo (R™)

r€eR™

o (a, |

Fiir Testfunktionen ¢ € C§°(R™) mit supp () C Ky gibt es
wegen Proposition die Abschitzung

(B)H

1B|<kK, Lo (R™)

und daher

(a,0)
= sup G(CID x,-)‘g
Leoo(R™) TER™ ¢ ( )

(0.)
Cre sup ZIB\SkK2 : (x")H

FASING

Hg(@Zﬁa)

— 0 fiir ¢ — oo.
oo (R"L)

Weil F € 2'(R") ist H := F oG € 2'(R™"™) wohl-definiert.
Wenn ®(x,y) = ¢(x)i(y), dann folgt

H(®) = F(p)GY)
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und folgt, dass H die genannten Eigenschaften hat. [ ]
Bevor wir behaupten diirfen, dass H die einzige Moglichkeit
ist, brauchen wir ein Lemma:

Lemma 5.3.4 Sei H € 2'(R"™™) derart, dass

H(p®1)=0
fir alle p € 2(R™) und b € 2(R™). Dann folgt H = 0.

Beweis. Wir nehmen an, dass H # 0 und zeigen einen Wi-
derspruch. Wenn H # 0, dann gibt es ein ® € Z(R") mit
H(®) # 0. Dann muss H irgendwo lokal ungleich 0 sein. Wenn
VU, die Funktion aus setzen wir v, € C§° (R™*™) durch

Ve(w,y) =" " We(z — 20) e (Y — yo)
und dann gibt es (xo, yo) € supp (P) mit
hﬂ)l’)/a.H (®) =c, #0. (5.8)

Sonst folgt ein Widerspruch mit (5.6). Fiir ein ¢ € RT, unab-
héngig von e, gilt iibrigens

], < et

oo

Wir schauen uns die Distribution «..H an. Der Trager von
~v1-H liegt in By (x0) X Ba(yo) und daher gibt es die Abschét-
zung

(1 -H) (D) < C Y D] oo B
|B|<k

fiir alle ¥ € Cg°(R™™).
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Fiir v..H mit ¢ € (O, %) gilt vy, = 7. und es folgt, dass

(ve-H) (V) = (M7 H) (V) = (71.H) (7.9)

und

o H (W) <0 H(%@)w)H

B1<k L (B2 (z0)xB2(yo))
< é Z Z H,y‘ga)\:[[(ﬁ_a)HLOO(BQE(JTO)XBQE(QO))
|B|<k 0<a<p
<C Blz<k O<Z<B glal-n-—m ”\Ij(ﬁ—a)HLOO(B%(IO)XB%(%)) (5'9)

fur alle U e Cg°(R™™).

Vergleichen wir die oben genannte Funktion ® mit deren
Taylor-Polynom Ty von Ordnung k£ 4+ n + m an der Stelle
(20, %0), so folgt aus dem Satz von Taylor (siehe Seite [29)),
dass

1 — T | oo By (w0)x B (o)) < Co €57

und sogar fiir 3 — a € N dass

< é¢ ghtntmt1—|p—al
L (Bac (z0) X B2 (y0))

H ((I) _ Tq))(ﬁ*a)

(5.10)
Das Taylorpolynom Ty liegt nicht in Z2(R"*™), aber v,Tg €
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2(R™™). Mit (5.9) folgt dann
Yo H (@ =71 Ts)|
<C c—lal=n-m H & — ~, Tp) P
|B|2<:k 0<az</3 ( o) L9 (Bze (20) % B2e (40))
LYY e (@ gy
|/3|Z<k 0;6 ( ) Loe(Bze(w0) X Bae (y0))
< C:;, Z Z €f|a|fnfm€k+n+m+1f|,6’fa\
|B|<k 0<a<p
=G ) D = ) <G e
[B|<k 0<a<p 1BI<k
Kombinieren wir mit ([5.10)), dann finden wir
- H (®)] < 7o H (P = Ta)| + [y H (11 Ta)]
< Cyf e+ |H (1.Ta). (5.11)

Weil

Ve(, y) To(, y)

— ez —w) Ve (y—w0) Y, Cap(r—0)" (¥ — 00)
(e B) <k

=Y s (0 = 20) Wl = 20) ) (v = 90) U (= w0) )
I(

a,f)|<k

sieht man eine Summe von Tensor-Produkt-Funktionen er-
scheinen,

75("}:7 y>T‘If(I’ y) =e " Z Ca,pB (@a ® {ﬁﬁ) (I, y)?
[(a,8)|<k
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und es folgt mit der Linearitét, dass

H <Z|(a,ﬂ)|§k Cap (Pi ®1_bi)> = Z casH (p; @ ;) = 0.

[(c.B)|<k

Also gilt |H (7.Ts)| = 0 und der Widerspruch folgt dann aus
(5.8) und (5.11)) fiir € gentigend klein. [ |

Mit dem letzten Lemma kann man den Beweis der Propo-
sition fertig stellen.

Beweis der Eindeutigkeit fiir Proposition Wenn H,
und H, beide ein distributionelles Tensor-Produkt von F €
Z'(R") und G € 2'(R™) sind, dann gilt fiir

HO = Hl - H27
und alle ¢ € Z(R™) und ¢ € Z(R™), dass

Hy(p®9) =Hi (¢ ®@vY) — Hy (p @)
= F(p)G¥) — F(p)G(¥) =0

und mit Lemma [5.3.4] dass Hy = 0. n

Fiir die Dirac-d-Distribution schreibt man kurz d, oder wenn
man betonen mochte, dass sie in 0 wirkt, auch d;. Wenn man
eine dhnliche Distribution an der Stelle a € R™ haben mochte,
verwendet man 9d,:

da(i0) = (a).
Im néchsten Lemma kombiniert man §y € 2'(R™) mit §, €
Z'(R™) zu 09 € Z'(R™™). Das macht eine wirre Notation
und deshalb hidngen wir noch einen Index an. Gemeint ist

jedes Mal die Dirac-9-Distribution, in jedoch verschiedenen
Dimensionen.
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Abbildung 5.1: Skizze zu (1, x2) — H(x1)H (x2)

Lemma 5.3.5 Wenn 6y, € Z'(R") und 6y, € Z'(R™), dann
qilt
50,95 & 50,2,/ - (50,(%3}) € .@,(Rner)

Beweis. Fiir alle Testfunktionen ® € Z(R"*™), die sich schrei-
ben lassen als & = ¢ ® 1, also

(2, y) = p(x)¥(y)
mit ¢ € Z(R") und ¢ € Z(R™), folgt

(00,0 ® doy) (0 @ 1p) = b0.2()d0,y ()
= 0(0)1(0) = do,(zy) (P @ 1)

Wenn 6o, ® 0,y = o,(a,y) fiir alle Tensor-Produkte von Test-
funktionen in Z(R") und Z(R™), dann gilt, wegen der Ein-
deutigkeit von Lemma [5.3.4] die Gleichheit fiir alle Testfunk-
tionen in Z(R™*™). [

Aufgabe 5.3 Sei H : R — R die Heaviside- Funktion und setze

1(R+)H(SE) = H(xl),

i=1
die Indikatorfunktion von (RT)". Sei

Fiiyn € 2'(R")

(



5.4 Faltung zweier Distributionen

die zugehdrige requlire Distribution und sei dg die Dirac-0-
Distribution in 9'(R"™). Fiir R? findet man eine Skizze in Ab-

bildung [5.1]
1. Zeigen Sie, dass
(L11) _ o
Yeryn =00

2. Fiirn = 2 sieht man in dem Bild Spriinge in der Funktion
(x1,x9) — H(x1)H (x2) bei den positiven reellen Achsen.
Bei der Ableitung der reguldren Distribution gibt es dann
meistens eine nicht-requldre Distribution. Wieso ist der
Trager von F1(3R1+))2 trotzdem nur {(0,0)} ¢

5.4 Faltung zweier Distributionen

Die Faltung einer Distribution mit einer Funktion wurde de-
finiert durch

(Fxg)(p)=F (/yeRn 9(y — -)s@(y)dy> :

Wenn wir fiir zwei Distributionen die Faltung definieren moch-
ten, dann sollte das Ergebnis auch hier bei einer reguldren
Distribution passen. Also fiir G = F}, sollen wir Folgendes
bekommen:

6 ) =F ([ gty e)iy).
Es gilt '

/ . 9(y — v)p(y)dy =

| atiete+ 9y =G lole+-)
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und wenn wir ausnahmsweise die Koordinaten hereinschrei-
ben, fithrt dies zu

(F+G)(p) = (Fuy ® Gy (¢ (z + 1)) (5.12)

Das erste Problem dient sich sofort an. Wenn supp (¢) = K,
dann hat ®(x,y) := p(z + y) den folgenden Triger:

supp () = {(z,9);z+y € K}

und dieser Triger ist, auler wenn supp () = (), immer unbe-
schrankt.

Abbildung 5.2: Als Streifen dargestellt der Trager von ¢ und der
Trager von ® als unbeschrénktes Band.

Man soll sich dann auch nicht wundern, dass es eine Bedin-
gung braucht, damit die Faltung definiert ist. Das war auch
bei Funktionen schon der Fall.

Theorem 5.4.1 Sei F,G € Z'(R"). Wenn supp (G) kompakt
ist, dann ist F x G € 9'(R") wohl-definiert durch (5.13).
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Bemerkung 5.4.2 Wenn supp (F) kompakt ist, vertauscht
man F und G und definiert G x F. Wenn supp (G) und
supp (F) kompakt sind, kann man zeigen, dass FxG = G*F.

Beweis. Nehmen wir also an, dass GG einen kompakten Trager
hat. Fixiere p € C§°(R™). Dann ist G (¢ (x + )) wohl-definiert
und eine Funktion von z. Diese Funktion liegt in C'*°(R").
Denn es gilt, wegen der Linearitdt von G und der Stetigkeit
von (7, dass

Glpz+te,++)—G(o(z+-))

lim
t—0
zlimG( o (x+te; + )
t—0
:G(hmgo(a:—{—teZ )
t—0

=G ¢z +)) = G(e”(( +4)).

Mit Induktion folgt die Existenz aller Ableitungen. Weil
G (p(x ++)) = 0 auBerhalb von der kompakten Menge

K = supp (¢) + (—supp (G)),
folgt supp (z — G (¢ (z +-))) € K. Also gilt

(z = Glp(z+))) € G (R").
Weil F € 2'(R") und

(z = G(p(z+)) € G (R")

ist (Fa) ® G) (¢ (z+-)) wohl-definiert und durch - ) ist
dann auch (F * G) (p) wohl-definiert.
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Die Linearitdt von F % G folgt direkt.

Fiir die Stetigkeit bemerkt man, dass aus
©,, — 0in Z(R"),

wegen des kompakten Tréagers und der Differenzierbarkeit von
xz — G (p,, (r+-)), auch folgt:

(ac = G (p,, (x+ .>>) S 0in Z(R").

Dann gilt (F *G)(¢,,) = (Fu) ®G) (¢, (x+-)) — 0 fiir
m — oo und F x G € Z'(R"™). u
Man kann eine schirfere Bedingung formulieren fiir die

Existenz von F' % G: Wenn fiir jede kompakte Menge K C R"
gilt, dass

{(z,y);2z €supp (F),y €supp (G),r+y € K} C R*"

beschriinkt ist, dann ist F' ® G als Distribution in 2’(R?")
wohl-definiert fiir ® € Z(R*"). Das heifit nicht sofort, dass
die Definition in wohl-definiert ist fiir ¢ € Z(R"), denn
(z,y) — ¢ (x + y) hat keinen kompakten Trager. Um die Defi-
nition trotzdem zu benutzen, muss man balancieren zwischen
&' (R?") und 2'(R*) fiir F ® G und zwischen &(R?") und
2 (R?™) fiir .

Korollar 5.4.3 Sei F,G € Z'(R). Wenn
supp (F) ,supp (G) C [a, o0)

fiir irgendein a € R, dann ist F x G € 2'(R) wohl-definiert

durch .



5.4 Faltung zweier Distributionen

Beweis. Sei supp (¢) C K C [-M, M]. Es folgt

{(z,y);z € supp (F) ,y € supp (G) ,z +y € K}
C{(z,y);z>a,y>ax+y< M}
C{(z,y);a<z<M-aa<y<M-—a}

= [a, M —a]*.

Wie im Beweis von Theorem findet man, dass
(= G(p(x+-))) € CZ(R").

Es folgt, dass G (¢ (z+-)) = 0 auBerhalb von supp (¢) +
(—o00, —a]. Diese Menge ist nach rechts beschréankt und weil
supp (F) C [a,00), folgt, dass

K = (supp (p) + (=00, —a]) N]a, 00)

kompakt ist. Das reicht, um den Beweis wie bei Theorem [5.4.1
zu vervollstandigen. [ ]

Aufgabe 5.4 Zeigen Sie Folgendes:
1. Fx0=F fir FFe 2'(R").
2. F%6© =F© fiir F e 9'(R").

Lemma 5.4.4 Seien F,G € 2'(R") beide mit kompaktem Trdi-
ger. Dann gilt

(Fx@) = F+ G = Fl9) 4 .

Aufgabe 5.5 Zeigen Sie dieses Lemma.
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Lemma 5.4.5 Seien F,G € Z'(R) beide mit dem Trager in
[a,00). Dann gilt

(FxG)™ = FxG™ = F™ « @,
Aufgabe 5.6 Zeigen Sie dieses Lemma.

Nachdem wir die Faltung fiir zwei Distributionen definiert
haben, kann man das wiederholen. Wenn F, G, H Distributio-
nen mit kompaktem Tréiger sind, kann man erst G * H und
anschlieBend F'x (G * H) definieren. Man kann beweisen, dass

Fx(GxH)=(FxG)xH

und das bedeutet, dass das Faltungsprodukt assoziativ ist und
man kann also die Klammer weglassen. Es gilt sogar, dass

(FxGx+H)(p)= (F(x) ® Gy ®H(z)) (plr+y+2).
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Distributionen

Faltungs-(leichungen

6.1 Faltungs-Algebra

Fiir Distributionen mit kompaktem Trager in 2'(R™) haben
wir gesehen, dass man eine Faltung definieren kann und sie
hat folgende Eigenschaften:

1. Fx6=1F,

2. FxG=GxF;

3. (FxG)xH=Fx(GxH).

4. (Fx @) = Fe=8 « G fir < o und o, € N".

Lemma 6.1.1 Nehme an F,G € Z'(R") haben beide einen
kompakten Trdger. Dann hat F x G auch einen kompakten
Trager und

supp (F' * G) C supp (F') + supp (G) .

Kapitel 6

Neben der Addition und Multiplikation mit einem Skalar
kénnen wir manchmal auch das Faltungsprodukt definieren
fiir Distributionen. Wenn F' % GG wieder vom gleichen Typ ist,
hat man eine Algebra.

e Die Distributionen in 2’(R™) mit der Faltung = bilden
eine Faltungs-Algebra.

e Setzt man 7 (R) fiir die Distributionen mit Tréger in
[0,00), so bekommt man auch hier mit dem Faltungspro-
dukt eine Faltungs-Algebra.

In einer Faltungs-Algebra kann man versuchen Gleichungen
zu 16sen wie

FxX=d@G,
mit F, G gegeben und X gesucht.

Lemma 6.1.2 Sei F' in der Fualtungs-Algebra. Die Gleichung
Fx X = G kann man nur losen fir alle G in der Faltungs-
Algebra, wenn F eine Inverse hat, das heifit, es existiert F~!
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in der Faltungs-Algebra mit
F'«xF=FxF"'=0.
Fiir die Lésung qgilt X = F~' x G.
Beweis. Wenn F~! in der Faltungs-Algebra existiert, dann gilt
F*(F_I*G) = (F*F‘l)*Gzé*G:G

und X = F~! % G ist eine Losung.
Wenn die Gleichung fiir alle G eine Losung hat, dann auch
fiir § und diese Losung ist F1. n

6.2 Lineare GDGL

Betrachte die folgende lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten:

u™ () + aru™ V() + agu™ " (z) + - - - + apu(z) = 0. (6.1)

Benutzt man den Differentialoperator
n n—k
0
L= ag | =
> (o)

mit ap = 1, dann wird die Differentialgleichung Lu = 0. So
eine GDGL n-ter Ordnung braucht n unabhéngige Bedingun-
gen, um eine eindeutige Losung zu haben und das kénnen zum
Beispiel die Anfangsbedingungen sein:

w(0) = co, W'(0) =cy, ..., uD(0) = c,.

Kapitel 6, Faltungs-Gleichungen

Fiir jedes n-Tupel {Ci};zol € R" hat die Differentialgleichung
genau eine Losung, die diese Anfangsbedingungen erfiillt.
Eine besondere Rolle hat das Anfangswertproblem

u(0) =u'(0) = -~ =u""2(0) =0 und «""V(0) = 1. (6.2)
Es gilt Folgendes:

Lemma 6.2.1 Se: U € C™ [0, 00) die Lisung von und
feC|0,00). Erweitere U und f fir x <0 durch 0.
Dann wird die Losung u von

Lu(z) = f(z) firx >0,
. L . (6.3)
u(0) = (0) = - = u2(0) = u"(0) = 0,
gegeben in distributionellem Sinn von 2’ (R) durch
F, = Fyxf. (6.4)

Bemerkung 6.2.2 Die erweiterte Funktion U st nur in
C"2(R), und dann direkt LU betrachten, ist mathematisch
fragwiirdig. Ist man unbekiimmert dadurch, weil LFy = dq
(ein 1-Sprung in der (n — 1)-ste Ableitung sorgt bei der n-
te Ableitung fiir 0o) als Distribution schon ezistiert, dann tut
man wie folgt:

LF, =L (Fyx*f)=(LFyx*f)
Beweis. Wir nehmen an, dass schon bekannt ist, dass Problem

(6.3) eine eindeutige Losung hat und beweisen nur, dass man
diese Losung bekommt durch die Konstruktion in ((6.4]).



6.2 Lineare GDGL

Im Beweis schreiben wir eigentlich die Schritte in der Be-
merkung nun detailliert auf. Weil wir hier nur an Lésungen
auf R interessiert sind, betrachten wir die Testfunktionen

7+ (R).
Fir p € 2, (R) mit Trager in (0, M) gilt

(Fy = f) (¢ / /f — z)p(y)dydx
- [([ vwro- x)d:v) ou)dy
= /OM </:,0 Uy — Z)f(Z)dZ) e(y)dy.

Wenn wir die Funktion
Yy
y—u(y) = / Uy — z)f(2)dz (6.6)
2=0

differenzieren, folgt

W) =V ) + [ U= )
_ / Uy - )f(z)dz,
W@ (y) = U (0 U AfE):
f(2)dz,

- / Uy — e

<

WV (y) = U (0) £ () + / Uy — 2)f(2)dz

=0

N /y Uy — 2)f(2)dz
z=0
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und erst bei der nichsten Ableitung folgt, weil U™~ Y(0) = 1,
dass

() = () + / yo Uy — 2)f(2)dz.

Mit der Definition und der Liste der Ableitungen sieht
man auch, dass u®(0) =0 fiir 0 <k <n — 1.
Wir finden fiir £ < n — 1, dass

(Fy # ) / / UB (y — 2)f(=)dzp(y)dy

und fiir £ = n, dass

(Fy+ )™ (p) =

/OM (f(y) + /io U®(y — Z)f(z)dz) o)y,

Als distributionelle Ableitung folgt

L(Fy* f) ()
= /OM (f(y) + /io LU(y — z)f(Z)dZ) w(y)dy

_ / F)e(y)dy

Das Ergebnis Lu = f hétte man auch schon direkt fiir u in
aus der Liste der Ableitungen folgern kénnen. ]

Fiir homogene lineare gewthnliche Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten Lu = 0 mit L in findet
man alle Losungen, indem man die Nullstellen der charakte-
ristischen Gleichung bestimmt:

N+ a A" PN+t a, N+ a, =0.
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Der Haupsatz der Algebra liefert die Existenz von n Nullstel-
len: Nehmen wir wiederun ag = 1 und a; € C fiir £ > 1, dann
gibt es A\q,..., A\, € C derart, dass

(A=) (6.7)

1

n n
E ak)\nfk —

k=0 j

Unabhéngige Losungen von Lu = 0 sind dann u;j(z) = eV®.
Wenn die gleiche Nullstelle A; mehrmals vorkommt, sagen wir,
A; ist eine Nullstelle mit Multiplizitét ¢ > 1, dann hat man

neben e*? als unabhingige Losungen auferdem
{a:e’\jx, z2eNT ,a:g’lew} .

Jedenfalls gibt es n unabhéngige Losungen wug(-) von relativ

einfacher Form.
Man findet dann das U aus Lemma [6.2.1] durch eine Kom-
bination dieser elementaren Funktionen, genauer gesagt:

ORI

mit den ¢; bestimmt durch

u1(0) u5(0) 1, (0) ¢ 0
uy'(0) u5(0) u, (0 Ca 0
"2 0) w2 (0) u=2(0) Cno1 0
u"700) uf V) - ulY(0) Cn 1

Man kann jedoch auch Lu = f in mehreren Schritten losen.
Statt Lu = f betrachtet man mit der gleichen Zerlegung als

Kapitel 6, Faltungs-Gleichungen

in (6.7]), ndmlich

und 16st

durch

Die Losung der einzelnen Schritte ist jeweils gegeben durch
Fuj = Fej * Uj—1

oy exp(Nz) fiir @ >0,
ej(w) = { 0 fiir z < 0,

und die Losung u von (6.3)) folgt durch
F,=F, xF,  *---xF, xf.

Beispiel 6.1 Das Anfangswertproblem

{ v (z) —2u(x) = f(z) mit > 0
u(0) =0



6.3 Evolutionsgleichungen

wird gelost via U(x) = €% fiir x > 0, erweitert durch 0 fiir
r < 0und F, = Fy * f, mit auch hier f erweitert durch 0 fiir
x < 0. Man findet fiir p € 7, (R)

(Fy ) (¢) = / U@ /  Hy =)o) dyds

_ / . ( / U@ - x)dx) o(y)dy
S R(E

w)= [ Epy-aiz= [* 0O

=0

y
= er/ e ¥ f(x)dz.
=0

und

Wenn man kontrolliert, findet man «(0) = 0 und

W) =26 [ )+ ()
= 2u(y) + f(y).

Aufgabe 6.1 Finden Sie eine Losungsformel in der Form ei-
nes Integrals (also ohne Distributionen) fir

{ u'(z) — 2/ (x) + u(z) = f(x) mit x>0
u(0) =4/'(0) =0

1. durch F, = Fy x f und

o7

2. durch F, = F.x Fex f mit e(x) = €* fir x > 0 und
erweitert durch 0.

Aufgabe 6.2 Es ist nichts gesagt worden, wenn die charakte-
ristische Gleichung komplexe Wurzeln hat. Versuchen Sie eine
Losungsformel in der Form eines Integrals zu finden fiir die
Lésung v von

u'(x) +u(z) = f(x) mit z > 0,
u(0) = u/(0) = 0.
6.3 Evolutionsgleichungen
Die zeitabhéngige Warmeleitungsgleichung
(0 — A)u(x,t) =0
ist eine Evolutionsgleichung. Die Rolle der ¢-Variablen ist we-
sentlich verschieden von den Raumvariablen © = (zy,...,x,).
Fiir das Anfangswertproblem in (2.7) wurde eine Lésungsfor-

mel gegeben in ([2.8)). Eine solche Losungsformel gibt es sogar
in n Raum-Dimensionen:

1 — |z —y[’
u(z,t) = —— exp| ————— | u dy (6.8
(1) e /yeRn p( " o(y) dy (6.8)
und liefert eine Losung von

Dz, t) = Au(x,t) fir (z,t) € R" x RT,
{atm (,t) fiir (2,1 ©9)
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Wie in Lemma kann man diese Formel verwenden fiir
das inhomogene Warmeleitungsproblem

{ Su(z,t) = Au(z,t) + f(z,t) fir (z,t) € R" x RY,

u(z,0)=0 fir x € R™.
(6.10)

Lemma 6.3.1 Sei f € C'(R" x [0,00)) und

1 ox (—\;1:]2
@vmt) T\

Uz, t) = >f1'j7“x€]R" und t > 0.

Dann ist
t
wet)= [ [ Ut flas)dsdy
s=0 JyeR"

eine Losung von :

Beweis. Wir verwenden die Erweiterung

1 =l i
Ul ) = o) exp ( ) fiir t > 0,
0 fiir t < 0,

und bemerken, wenn man die Zeit als Parameter auffasst, dass
gilt
lim Fy.. () == do(y) fir ¢ € Z(R")

und dann auch

lim Fir(.—y.p) (9) 1= 0,(3p) fiir o € Z(R). (6.11)
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Als Distribution in 2'(R x R™) hat man fiir ¢ € Z(R x R")
mit
supp (p) € R x R",

dass
= (Fu*f)(p) =
/ [ [ vt s s)isdyete a0
(@i)e s=0 JyeRn
R" xR+
und
(@—A FU*f
// / :C—y,t—s)f(y, )dey
e s=0 ERm
SR (=0 — Al 1) (x, 1)
- [~ (/ [ v—pi=9 s >dsdy)
e s=0 JyeR"
](1§"><R+ ooz, t)d (z,t)
= [ (1 [ vt =) s +
(z,t)e

Rnxﬂv/ /
s=0 yER"

(x —y,t —s) fly, s)dsdy)

-z, t)d (z,t). (6.12)
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Weil (6.11)) gilt und weil (0 — A,)U (z —y,t —s) = 0 fiir
t—s >0, folgt

6.12) = /f(x,t) o(z,t)d (z,t) = Fr(p).

(z,t)e
R™* xR+

Man kann diese Zeilen wahrscheinlich wie in (6.5]) kiirzer fas-
sen. ]

Aufgabe 6.3 Die Wellengleichung in einer Dimension ist
(0} — 02) u(z,t) =0 fir v € R,t € RY.
Seien ug, vy € C%(R). Fiir das Anfangswertproblem bei
u(z,0) = up(z) und dyu(x,0) = vo(z)

hat man eine Lisung u € C*(R x [0,00)):
r+ct
u(w,t) = % (uo(x — ct) + uo(x + ct)) + o / vo(s)ds.

NB: Oyu(x,0) := (Ou (2,1)),_o-
1. Zeigen Sie, dass diese Formel eine Lésung gibt.

2. Fiir ug, vy € C° (R) gibt diese Formel eine distributionelle
Losung. Zeigen Sie, dass gilt

(07 — c*02) Fu() = 0

fiir alle o € 2(R?) mit suppp C R x RY. Auch gilt hier
noch

lgfgl u(z,t) = up(x).
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Wie kann man die zweite Anfangsbedingung

ltlf(I)l Owu(z,t) = vo(x)

ersetzen?
3. Finden Sie eine Losung fiir
(02 — 2O} u(x,t) = f(z,t) firx e R undt >0,
{ u(z,0) =0=uy(x,0) fiir r € R.

Duhamel (1797-1872) hatte dazu eine Idee, die man mit
Distributionen verstehen kann.

6.4 Fraktionale Ableitung

Fiir das Anfangswertproblem

u™(x) = f(x) fiir z > 0
u®™(0) =0 mit 0 < k < n,

findet man die Losung durch n-mal Integrieren:

u(z) = / / / i f(sn)dsy, .. .dsads.
$1=0 J s9=0 sn=0

Mit Abschnitt [6.2] kann man das nun auch anders finden:

xn—l

(n—1)

Hier ist H die Heaviside-Funktion. Es gilt néamlich
U2 (z) = H(x)x,

F,=Fy* fmit Ux) = H(z) (6.13)

F'Y = Fy und BV = 6.
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Das heifit, dass U die Losung ist von

U (x) =0 fiir x > 0,
Ur=0(0) =1,
URO0)=0fir0<k<n-—2.

Man kann (|6.13]) verallgemeinern, aber erst nachdem man die
Gamma-Funktion in Betracht zieht:

Definition 6.4.1 Man setzt fir x > 0:
[(z) = / t*tetdt. (6.14)
0

Wir erinnern an einige Eigenschaften dieser Funktion
Lemma 6.4.2 Sei I’ wie in (6.14).

1. Firne Nt gilt T'(n+1) =n!

2. Firxz >0 gilt 2T'(x) =T(x +1).
Bemerkung 6.4.3 Die Formel in ist wohl-definiert fiir
x € C mit Re (x) > 0. Man kann sie sogar analytisch fortset-

zen auf C\ {0,—-1,-2,...}.

Beweis. Fiir x > 0 folgt

F'z+1) = / te tdt = [—txe’t}zo —/ —xt" e tdt
0 0

= x/ t" e tdt = xT(z).
0
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Dann folgt iterativ, dass

I (n+1)=nll(1)

Weil T'(1) = [ e 'dt =1 folgt I' (n + 1) = nl. u
Man definiere fiir ¢ > 0 die Funktion
l.a—l
Sei a > 1, dann gilt fiir x > 0
xa CLl'a_l

%Xi+1(37) _ %I‘ @i D) = T (a) = Xi(gj‘) (6.16)

und fiir z < 0 gilt 2x4"(z) = 0 = x%(z). In 0 sollte man
die rechte und die linke Ableitung mit Hilfe der Definition
anschauen. Zusammen findet man fiir a > 1, dass

2\ () = X% (x) fiir z € R.
Aulerdem gilt fiir a,b > 0, dass

(XL *x%) (z) = / ; X4 (z = y)X5 (y)dy

1 ’ a—1, b—1

xa—&-b—l 1 bt
:—r(@r(b)/t_o(l_t) £t (6.17)

Die Funktion

1
B (a,b) := / (1 —t)* 1 1at
t

=0

wird die Eulersche Betafunktion genannt.
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Lemma 6.4.4 Fiir a,b € Rt qilt
I'(a)I'(b)

B (a,b) = Tath)

Beweis. Es gilt:

F(a)F(b):/ t“_le_tdt/ s"le™ds
0

0
= / / 1o b et 3 dtds.
o Jo

Wir substituieren ¢ = 0p and s = (1 — ) p.

(6.18)

Abbildung 6.1: Die Substitution t = 0p und s = (1 —0) p

Die Jacobi-Determinante ergibt

i L G I
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und man findet
e’} 1
B = [ [ @0 (=000 e ooy
p 0

0o 1
= / p* T tePdp 0ot (1—6)""do
p=0 =0

Mit der Identitdt in Lemma folgt aus (|6.17))
(x4 = Xi) (z) = x%(x). (6.19)

Wir kénnen eine regulére Distribution definieren durch

Falp)= | fretads (6.20)

Lemma 6.4.5 Sei a > 0 und sei Fya € Z'(R) wie in .
Dann gilt:

1. PO =607 fiirn € N*.
+

2. Fig):Fafn fiir a >n mit a € RY und n € N.
+ X+

3. F™ 4 F)ET) = Fiffbm) fiir a,b € R™ und n,m € N.
+

e @

Beweis. Wir fangen an mit FX1+ = Fpy mit der Heaviside-
Funktion H:

Fale)= | ppetadde = [ H@ypta)ds
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Weil F}; = ¢ folgt F)E’f) = 6D fiir n € N*.
+
Die zweite Behauptung folgt aus (6.16]). Wenn a > n, dann
gilt (n) (n—1)
n) n-1) _ _ .
FP = Fol = = Fn.

Fiir die dritte Behauptung verwendet man Lemma [5.4.5
und mit

X

F oy pm) (F Yk F )(Wn)
4 X% X+ 7T Xy '

Weil F,» eine regulédre Distribution ist, gilt
+

Fyo % Fy =F

x4#xh

Mit (6.19)) folgt
F

Xi*xi = FXier

und dann auch das gewiinschte Ergebnis:

PP« PG = (F
+

X Xt x4 #xh

(n+m)
_ (ndm)
) = Fi™.

Proposition 6.4.6 Sei I\« € Z'(R) wie in . Die Funk-
tion

a+ Fa :RT = 2'(R)
ist stetig im Sinne der schwachen Konvergenz der Distribu-
tionen auf RT.

Beweis. Das Letzte heifit, wenn a,, — a, dann gilt fiir jedes
v € Z(R), dass

F% () = F'(p) in R.

x4 X+
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Weil F™ () = (=1)" F(¢™), reicht es, wenn wir zeigen, dass
EFem(p) = Fya (¢) in R

und es folgt, weil fiir a,, = a > 0 gilt, dass
0o ‘,L,amfl $a71
— x)dxr — 0.
[ (Fa~7) 7
]

Wir hatten schon, dass fir f € C(R) mit supp(f) C
[—a, 00) die Distribution Fye * f wohl-definiert ist und dass

Fya [ = Fyasg

gilt. Diese Distribution kann man ableiten und dann Folgendes
zeigen:

Korollar 6.4.7 Sei a > 0 und sei Fya € 9'(R) wie in .
Sei m,n € N mit f € C™(R). Dann folgt:

1. Fira>n gqilt

M g _
F& s f=Fl, = Fan

2. Fiira=n € Nt gilt

F&) s f = Fy.

3. Firn>a>n—m gilt
(n) _ ) _
in LS f - FX(_L;'_*f — ij:l*’mfn*f(m) (621)

und wenn auflerdem a € N, dann gilt

F& s f = Fro-o.



6.4 Fraktionale Ableitung

In der letzten Zeile sieht man, wie man durch geschicktes
Kombinieren von a und n die Ableitungen zuriickfindet. Mit
Hilfe von findet man eine Moglichkeit nicht-ganzzahlige
Ableitungen ¥ fiir 8 € (0,m) zu definieren:

Definition 6.4.8 Fir f € C™ (R*) mit supp (f) C [a,00) und
B € (0,m) mit B &N nehme

k=[8]+1:=inf{neN;n>p},
a=k—-p

und setze "
ok
Ff(ﬁ) = in * f

Diese Definition ist nicht die einzige Moglichkeit. Es gibt
viele Alternativen, die auch echt andere Funktionen als nicht-
ganzzahlige Ableitung geben. Es gibt leider keine Definiti-
on, die alle Eigenschaften der ganzzahligen Ableitungen iiber-
nimmt. Aus Lemma [6.4.5] und dem letzten Korollar folgen
einige der gewiinschten Eigenschaften:

e Die Abbildung 3 + f¥ ist stetig auf [0,m] und fiir
B € {0,1,...,m} ist die Definition konsistent mit der
klassischen Ableitung.

e Firke{l,...,m— 1} gilt

lim £9(@) = /()

B—k

und fiir £ € {0, m} auch die einseitigen Grenzwerte

lin /(@) = f(x) und lim £ (@) = 0 (z).

63

o Fiir a, f € RT mit o + 3 < m gilt (f(ﬁ))(a) _ f(OH*B).
Aufgabe 6.4 Sei v > 0 und sei f., definiert durch

|0 firxz <0,
f”(x)_{ﬂ fiir x > 0.

1. Berechnen Sie fir 0 < 8 <~ die Ableitung fy(ﬁ) ().
2. Berechnen Sie fir 0 < < die Ableitung fv(ﬁ) (x —1).

Aufgabe 6.5 Fir f,g € C*(R) hat man

(fog)V ()= (fog)(x) g(x),
(fog)® (z) = (f"og)(x) (¢()*+ (f og)(x) ¢"(x).

Sie sollten eine Formel finden kénnen fiir (f o g)® (z).
Kénnen Sie eine dhnliche Formel finden fir (f o g)®/® (z)?
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Distributionen

Fourier-Transformation

7.1 Formale Definition

Wir sind schon dem Raum der (Lebesgue-)integrierbaren
Funktionen L' (R") begegnet. Fiir L' (R") ist die Norm ||||,
wohl-definiert durch

1= [ 1l

und fiir lokal Riemann-integrierbare Funktionen in L' (R™)
wird das

/()] de.

1flly = lim

Als uneigentliches Riemann-Integral schreibt man auch

|f ()] .

|z|<R

|f(z)]dzx := lim
Rn

R—oo
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Kapitel 7

Definition 7.1.1 Sei f € L' (R™). Dann wird die Fourier-
transformierte von f definiert durch

($f) (&) ::/ e 2 xff(m)dm. (7.1)

n

Bemerkung 7.1.2 Oft schreibt man f statt §f. Oft wird die
Fourier-Transformation ohne den Faktor 27 definiert.

Auch §f ist wieder eine Funktion auf R™. Meistens ist sie
jedoch komplexwertig und aus Symmetriegriinden nimmt man

dann auch schon f € L' (R*;C). Fiir f € L' (R™; C) gilt auch
fiir jedes & € R™, dass
(x> e "¢ f(2)) € L' (R™;C).

Dann ist das Integral in ([7.1)) wohl-definiert und man findet
/ e 2m ’““ff(x)dx
< [ lemesg@lae= [ A@lde=1sl. (72

() () =
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Wenn §f eine Lebesgue-messbare Funktion ist, dann folgt
§f € LR C) mit ||Ff]|, < [|f|l;- Man kann sogar mehr
sagen:

Theorem 7.1.3 (Riemann-Lebesgue) Sei f € L'(R") und sei
Sf definiert in . Dann gilt Folgendes:

1. §f ist gleichmdf$ig stetig auf R™;
2. §f € L=R") und ||Ffll < Il
3. limjg 0o §F(€) = 0.

Bemerkung 7.1.4 Die erste und auch die letzte Eigenschaft
zeigen, dass § : L*(R™) — L>®(R") nicht surjektiv ist.

Beweis. Zu 1: Fiir die gleichméflige Stetigkeit betrachten wir
((Bf) (€ +m) — (§F) (&) Weil

() (€ +n) = @) &)
/n e € (e_%i R 1) f(z)dz
< /n }6727@ z-€ (67271'1' Tn 1) f(.ﬁlf)| dr

< }(6_27” v —1) f(z)|dx < 2| fll,

_Rn

kann man das Majorisierte-Konvergenz-Theorem von Lebes-
gue verwenden und findet, dass

lim |(e7?™ * 7 —1) f(z)| dw

n—0 Rn

= / lim ‘(6_27” v —1) f(x)‘ dr = 0.
R

n n—0
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Weil die letzte Abschitzung nicht von £ abhéngt, ist & —
Sf (&) sogar gleichméBig stetig auf R™.
Zu 2: Stetige Funktionen sind Lebesgue-messbar und dann

folgt auch die Abschétzung ||Ff]|, < ||f]l; aus (7.2).
Zu 3: Das ist die Behauptung, die etwas mehr Arbeit fragt.

Wir miissen zeigen, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein R. € R*
existiert mit || > R. impliziert |Ff(£)]| < e. Weil

lim |f]d\ =0,

R—o0 |1?|>R

gibt fiir jedes ¢ > 0 eine Zahl R; . > 0 derart, dass fiir R >
Rl,e gllt

HleR(o)Hl <|flly = Hf]‘BR(O)Hl + %8‘

Hier ist 15,0 die Indikatorfunktion zu Bg(0). Mit dem Fried-
richs’schen Glétter {¢;};¢ () betrachten wir

f(;(l’) = ((,05 * leR(O)) (IL’) (73)
Es folgt, dass f5 € C§° (R™) und auBerdem gilt

sl = [ || &) (FLan) (o = )iy da

< [ st [ (a0 (o = )] dady
= /R" ©5(y) HleR(O)H1dy = Hf]‘BR(O)Hl <7l -

Was wir nicht zeigen werden, ist, dass

lm [|fs = fLzao]|, =0



7.1 Formale Definition

Wir brauchen jedoch das Ergebnis, dass man f € L'(R") in
L*(R™)-Norm approximieren kann mit f5 € Cp (R™) fiir 4 | 0.
Sei §. > 0 derart, dass fiir alle § € (0, dp) gilt, dass

||f5 - leR(O)H1 < %5'

So eine Funktion fs ist stetig und hat einen kompakten Tréiger.
Dann ist f5 sogar gleichméfig stetig.

Wir nehmen nun an, dass f € C§°(R™) mit supp (f) C
Br(0). Sei §f wie in (7.1)). Weil e=™ = —1 findet man, dass
auch gilt:

E© == [ e (i (re43)) s

= — /BR(O) exp (—27?2' (x + ﬁ) {) f(x)dx

— —/ exp(—2m’x~§)f(x—#)dm.
Br(0)

Kombinieren wir die beiden Formeln fiir (Ff) (¢£) halbe-halbe,
so folgt

GNO= [ e (fw) - flo - i) de (1

Br(0)

Weil f5 auf R™ gleichméfig stetig ist, gibt es fiir jedes p > 0
eine Zahl M > 1 derart, dass wenn || > M, so folgt fiir alle

x € By(0):
‘f‘s(x) — sz~ )
Mit finden wir, dass fiir || > max (R, M) gilt:
(8 fs) ()] < on (R+1)" p. (7.5)

< p.
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Die Abschétzung in ([7.5)) impliziert, dass die letzte Behaup-
tung des Theorems gilt, wenn wir p > 0 so wahlen, dass
on (R+1)"p < 3¢ m

Weil die Fourier-Transformation als Integral definiert ist,
findet man sofort, dass

T LYR™) — L®(R"™) (7.6)

linear ist. Linear und beschrankt, die zweite Eigenschaft des
letzten Theorems, bedeutet dann, dass § als Abbildung in

(7.6 auch stetig ist.

Eine weitere Eigenschaft ist zum Beispiel:

e Fiir f € LY(R™) und g(z) := f(—x) gilt

(89) (€) = (F1) (£)- (7.7)

Man findet, dass auch g € L'(R") und

(39) (€) = / e P F( )

n

_ / et f(—)dr

_ /n e=2miwt f(x)dr = m

Auch kann man die folgenden Eigenschaften zeigen fiir y €
R™ und r > 0:

e Fiir f € L'(R™) und g(z) := f(z — y) gilt

(89) (&) = 7™ (5) (€)- (7.8)
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o Fiir f € L'(R") und g(z) := 2™ f(z) gilt
(§9) (€) = (§f) (€ — ). (7.9)
e Fiir f € LY(R™) und g(x) := f(rz) gilt

(89) (&) =r7"(Ff) (r™'¢). (7.10)
Aufgabe 7.1 Zeigen Sie diese letzten 3 Behauptungen.

Aufgabe 7.2 Sei f € L*(R™) und A € M™"™(R) eine inver-
tierbare Matriz mit reellen Koeffizienten. Definiere

g(z) == [ (Az).

Finden Sie eine Formel, die (Fg) (&) beschreibt mit der
Fourier-Transformation von f.

Lemma 7.1.5 Fiir f,g € L' (R") gilt

(& (f *9)) (&) =Tf(&) Sg(&)-

Beweis. Das Produkt von f und g ist im Allgemeinen nicht in
L' (R™). Ein einfaches Gegenbeispiel auf R ist f(z) = g(x) =
v/|z. Das Faltungsprodukt ist jedoch schon in L' (R™). Weil
f,g € L' (R") sind f und g Lebesgue-messbar und

/90|<M /y|<N [l —y)g(y)dy|dx
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ist wohl-definiert. Es gilt sogar die folgende, gleichméflige Ab-

ehitrtng,
[ s st
< [ = allatw sy
/|y|<N /|Z<M+N 2)| lg(y)| dzdy
B LKN </|z|<M+N‘ (2) dZ) l9(w) dy

< 1l gy 191l ey -

dx

Lasst man N und M nach unendlich gehen, so folgt

(Fro)@lde= [ | 1= patay|do

Rn

n

und dies zeigt, dass (f * g) € L'(R"). Die eigentliche Behaup-
tung folgt mit Fubini-Tonelli:

G @ = [ e [ fgle —piyds

— / ) e 2L f(y) ( / ] e 2 E gy — y)dx) dy

B / e f(y) F9(€) dy =TS (€) F9(©)-
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Beispiel 7.1 Sei ¢ > 0 und betrachte die Indikatorfunktion Man kann (§ (f * f)) (§) direkt ausrechnen, jedoch auch Lem-
1_q,q. Wir finden ma [7.1.5] verwenden und findet

a

_ —2mix€ . 2 2
(Bl-aa) (€) = / ¢ (8 (Lry * Lioa)) (€) = (@) :
—a T
e—27ria§ _ e27riaf B sin (27TCL£)
—2mi€ N m€
Ubrigens kann man zeigen, dass obwohl die dritte Eigenschaft

in Theorem erfiillt ist, F1[_qq nicht in L'(R) liegt.

—1_—
-4 -2 2 4
-4 -2 2 4
2 4 n
Abbildung 7.1: Skizzen zu x + 1|_, 4(7) und £ (Sl[,a’a]) (€)
-4 -2 2 4
Beispiel 7.2 Sei f(z) = 1j_1,1). Dann folgt Abbildung 7.2: Skizzen zu z (1[_a’a] * 1[_a’a]) () und & —
(F (—aa) * Li=aa))) (&)
(0@ = [ Leafe = vy
R
1 1
= / 111(x — y)dy = / 111 (y — x)dy Aufgabe 7.3 1. Sei g = 1/_59 * 1_11]. Zeigen Sie, dass
—1 -1
fml_lldm:2—x fir0<az <2, 2 fir x| <1,
= _lirwldx:2+:v fir —2 <2z <0, g(@)=q 3=zl f1fr1§|x|§3,
0 fir |z| > 3.
0 sonst

= max (0,2 — |z]). 2. Berechnen Sie (§g) (€).
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Beispiel 7.3 Sei a > 0. Durch Substitution sieht man, dass

/Rexp (—a(z— 2)2) dx (7.12)

nicht von z € R abhéngt.
Es gilt

/R exp (—az?) da — % /R exp (=) dy
= %\//ReXp(—xz)dx/Rexp(—yQ)dy

_ %\//: /¢>: exp (—12) rdrdg = \/7/a.

Wenn Sie mit komplexen Funktionen umgehen kénnen, dann
wissen Sie, dass der Residuensatz von Cauchy zeigt, dass das
Integral in sogar fiir alle z € C die gleiche Zahl lie-
fert. Dies gilt, weil w — exp (—aw?) analytisch ist auf C
und lim,|—,o €xp (—a (x — z)z) = 0 fiir a > 0. Wenn Sie die-
ses Ergebnis verwenden, dann koénnen Sie bei der Funktion
f(x) = exp (—ax?) die Fourier-Transformierte berechnen:

F(©O) = [ e playia
exp (—%252) /R exp (—a (z +ir¢/a)?) dv
VT /aexp (—%262) -
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7.2 Fiir schnell-fallende Funktionen

Die schnell-fallenden Funktionen sind derart, dass ¢ und auch
die Funktionen

z — %) (1)
fiir alle o, 8 € N™ in L'(R") liegen. Dieses Ergebnis folgt aus
der folgenden Abschétzung.

|xag0(5)(w>‘ < H(l ottt an) xaw(ﬁ)Hoo

- 7.13
o (1 + |x|2) (7.13)

Die Norm im Zahler ist endlich und
(14 |a:\2)_n

ist integrierbar in R™. Denn sei o, der Fliacheninhalt der Ein-
heitskugel in R", so folgt mit spherischen Koordinaten:

/ 1 d /oo T,nfl d
5Tl = 0y T ar
w (14 |2) rmo (1+72)

<o, (1 +/ r_"_ldr) < 20,.
1

Man hat das folgende Ergebnis:

Lemma 7.2.1 Sei ¢ € Z(R"). Dann gilt §p € ./ (R"). Es
gilt auflerdem, dass

(=2mi)'* § (2°pP) = (2mi) " €7 (Fp) . (7.14)

Beweis. Mit der Folgerung vor dem Lemma sind die folgen-
den Integrale wohl-definiert. Man findet mit der letzten Eigen-
schaft von Theorem dass man partiell integrieren kann.
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Dann folgt

G (€ = [ e i

o a —2mix-&
a /]R” (3%6 ) Pl

= 2mif; e L (2 dr = 2mig; (Fe) (&)

R

und

Fae) (O = [ e Cagayts

_ 1 8 —2mix-€
_ 1 8 —2miz-& 1

Durch wiederholte Anwendung folgt .

Weil z — 2% in L' (R) liegt, folgt, dass & — &% (Fp) @
in L> (R™) liegt und dies gilt fiir alle a, 5 € N". Dann folgt,
dass §p beliebig oft differenzierbar ist und auflerdem, wie in

[7-13), dass

lim €7 (5p)@ = 0.

§|—o00

Das heifit F¢ € .7 (R"). u

Aufgabe 7.4 Sei f(z) = exp (—7 \:U]Q) mit x € R™.
1. Zeigen Sie:
(&f) (x) = f(x) firxzeR" (7.15)
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2. Es gibt andere, unabhdingige Funktionen mit der gleichen
Figenschaft, zum Beispiel f; € Z(R), definiert durch

fi(z) = (1= 32" + 272*) exp (—72?) (7.16)
Zeigen Sie, dass §f1(x) = fi(z).

Wir hatten schon, dass § : L'(R") — L>(R") stetig ist.
Als Néchstes zeigen wir, dass

§: L (R") = Z(R") (7.17)
stetig ist.

Korollar 7.2.2 Seien ¢,,,¢o € L (R™). Wenn ¢,, — ¢ in
L (R™), dann folgt Fo,, = S¢ in L (R").

Beweis. Die Linearitét von § sollte klar sein. Fiir die Stetigkeit
reicht es dann, ¢,, — 0 in .(R"™) zu betrachten. Wenn ¢, —
0 in . (R™) fiir m — oo, dann bedeutet das, dass fiir alle

&, B € N™ gilt:
Mit (7.13) folgt

Hxa (B)H1<M H 1+|x| ™ gOm)H

xdgog) — 0 fiir m — oo.

HOO

und dann gilt fiir alle «, 8 € N auch

Hxacpff)Hl — 0 fiir m — oo.

Weil § : L (R") — L> (R") stetig ist, folgt aus Lemma
dass

H & (Fp, )@

— 0 fir m — oo.
o0
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Das Letzte ist genau §p,, — 0 in .(R"). n

Die Eigenschaft aus Lemma ldsst vermuten, dass es
auch eine Inverse fiir die Fourier-Transformation als Abbil-
dung in geben kénnte. Um dies zu zeigen, schauen wir
die folgende Abbildung an:

J:=S0FoF: 7R") - .7 R"). (7.18)

Hier ist S der Spiegelungsoperator aus Definition [5.2.1] Als
Zusammenstellung von stetigen, linearen Abbildungen ist
auch J stetig und linear.

Lemma 7.2.3 Die Abbildung J aus hat die folgenden
Eigenschaften:

1. 3 (xi0) = z; (Jp) fir alle p € L (R™) undi € {1,...,n};

2.

[}

ig&) = 2 (Jp) fir ale ¢ € S (R") und i €

19} ox;
n};

{1,.
3. T(e(-+vy) =T (- +y) firale o € L(R") und y €
R":

Beweis. Das wird eine Ubung im Klammersetzen und Varia-
blenwahlen. Wir fangen mit x an, schreiben £ in §¢ und wie-

der z in § o Fp. Mit Lemma folgt dann

(S0F0%) (n) = 5= (595 (3 (59))
2m

= Soz;(FoFp)=—-Sox; (Fosp)

—2m1

=i (SoFoF)(p)
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und ahnlich

(50508 () =201 (5956 Fo)

7

2 0 0

= ni0 0 oy, B0 80) =805 - (§o5y)
0

— - (50508 (0).

Die dritte Behauptung folgt aus

n

Sle(+y)(©) = / e p(x + y)do
= "TVEF () (6),
und
5@ = [ et
= @) (E—v).
Kombinieren liefert
(Fod) (p(-+y) = Fodp) (€ —y)

und wir finden so:

(SoFoF)(w(-+u) () =5((Fodp) (€ —y))
=Fodp)(=§—y)=(S0FoF)(E+vy).



7.2 Fiir schnell-fallende Funktionen

Weil die Abbildung stetig und linear ist, folgt, dass F5, de-
finiert durch

Fy () =60 (Jp), (7.19)
eine Distribution ist in ./(R").
Theorem 7.2.4 Sei Iy € .'(R"™) wie in (7.19). Dann gilt
Py = 4. (7.20)

Beweis. Aus dem ersten Ergebnis von Lemma und der
Definition von F3 in (7.19)) folgt, dass
i F5(p) = Fs(zpp) = 00 (T (zrep)) = o (z4Tp) =0 (7.21)

fur alle k € {1,...,n}. Weil /'(R") C Z'(R") und mit Lem-

ma folgt supp (£3) = {0}.
Aus Proposition folgt dann, dassesm € Nund ¢, € C

gibt mit
Fj = Z caé(o‘).

laf<m

Sei ¢ € (R") und sei T, das Taylorpolynom 7, von Ord-
nung m in zo = 0. Fiir ¢, wie in (3.13)) folgt ¢, T, € 2(R™) C
Z(R™). Dann gilt

Fy(p—T,) = Y cad™ (o —v,T,) =0
la|<m
und mit ([7.21]) folgt

FaiT,) = i (o, me )
= Z —Fj wﬁf' ¥ a)(o))

|a|<m ol

= 15 (1(0)) = cop(0).
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Es folgt, dass
F5 () = cop(0).

Wir miissen noch zeigen, dass ¢y = 1 und betrachten dazu
* 2
" (x) = exp (= [2]%)

aus (|7.15). Man findet

und weil ¢*(0) = 1, folgt
co = cop”(0) = F5 (¢") = 6 (Jp") = 6 (¢") = 1.

Damit ist die Behauptung in ((7.20)) bewiesen. [ |

Das Ergebnis in (7.20)) kann man auch schreiben als: Fiir
jedes ¢ € L (R") gilt, w

00 ((S0F) (F (¢ () = ¢(0).

Verwendet man auch noch das dritte Ergebnis in Lemmal7.2.3]
so findet man

60 ((SoF) F (e (-+v))) = w) (7.22)

Diese Gleichung gibt eine Moglichkeit fiir die Inverse von § in
(7.17)).

Das funktioniert wie folgt: Wenn man §¢ kennt, dann kennt
man auch

T (+9)(€) =™ (Fp) (€) (7.23)
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und die Inverse §! : (R") — (R") wird definiert, in-
dem man ((7.22) und (7.23) kombiniert und dann F~'¢ = ¢

schreibt .
(F719) (v) = b0 ((SoF) (™ 0)) .
Es gilt

3 (€2my-5w) (x) _ / €f2ﬂ$~562ﬂiy‘5¢(§)d§,

n

(508 (") (z) = [ =y (gag

n

und

0o ((SoF) (2™ ) = / XL (€)dE.

n

Wir haben Folgendes gefunden:

Korollar 7.2.5 Die Inverse von
5: R = (R

existiert und wird gegeben durch

(37) () = / ST (E) .

n

Bemerkung 7.2.6 Es gilt also §' = §. Diese Inverse ist
definiert auf #(R™). Wir haben schon gesehen, dass § :
L' (R") — L>(R") keine Inverse hat. Das beste Ergebnis,
das man momentan erwarten kann, ist, wenn ¢ € L' (R")
und Fo € L (R™), dann gilt 7'Fo = ¢. Der Raum L?*(R)
ist etwas zwischen LY(R™) und L>°(R™) und man kann zeigen,
dass § auf L*(R) eine Bijektion ist. Dazu braucht es einen ei-
genen Beweis.
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Bemerkung 7.2.7 FEs gilt

§ ' =0 fir p € S (R C)
und daher hat §~1 dhnliche Figenschaften wie §.

7.3 Skalarprodukt

In R™ ist die Abbildung (x,y) — x - y ein Skalarprodukt oder
inneres Produkt. Skalarprodukte kann man manchmal auch
sinnvoll definieren auf reellen Vektorrdaumen und sogar auf
komplexen Vektorrdumen.

Definition 7.3.1 Sei V ein Vektorraum. Dann ist
(,):VxV—=C

ein Skalarprodukt, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind.

1. Sesquilinear: fir alle u,v,w € V und A\, u € C gilt

(Au+ po, w) = X {u,v) + 7 (u, w)
(u, Ao + pw) = A (u,v) + p(u,w) .

2. Hermitesch: fir alle u,v € V' gilt
(u, v) = (v, u).

3. Positiv-Definit: fir alle w € V' gilt

(u,uy € [0, 00),
(u,uy =0 < u=0.



7.3 Skalarprodukt

Fir V = .(R") ist (-, -), definiert durch

(o) = [ o)t (7.24)

ein Skalarprodukt. Weil fiir jedes ¢ € #(R") ein M, € R
existiert mit

lo(x)] < My, (1+ |z])™" fiir alle z € R",

ist x — @(x)Y(z) integrierbar iiber R™:

/xemn

< MwM¢/ (1+ |z)) " dx

zeR™

oo T?’L—l
r=0 (1+T)

Theorem 7.3.2 Sei o, € L (R"). Dann folgt

P(2) 0 ()| da

[ Selw) vo) do= [ olo) Fo@) da (125)

und

(oo, 8U) = (@, ) - (7.26)
Bemerkung 7.3.3 Setzt man in @ =1 ein, dann folgt
HSSDHH(R”) = H(PHLQ(R”)' (7.27)

Die L*-Norm ist definiert auf (Lebesgue-messbare) Funktio-
nen ¢ : A — R oder C durch

1/2
2
iz = ( [ 1o d:c) .
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Man sagt ¢ € L*(A), wenn ol p20a) < 0.
Plancherel hat bewiesen, dass fiir jede Funktion o € L? (R™)
gilt, dass Fp € L* (R") und dass aufSerdem qgilt.

Beweis. Ausschreiben gibt
[ @@ v do= [ [ e ple)ig vt
= [ e v plnd = [ olo) @) de

Das zweite Ergebnis folgt aus

FOT(@ = [ emosu(e)dg
— [ G = (579) (@)

und ¥ () in ersetzen durch (§v) (z). n

Aufgabe 7.5 Zeigen Sie, dass (7.25), (7.260) und (7.27) dqui-
valent sind. Damit ist gemeint, dass wenn eine dieser Glei-
chungen fiir alle p,v € Z(R™) oder fiir alle ¢, € L*(R")
gilt, auch beide anderen fir alle solchen Funktionen gelten.
Hinwers, betrachte

lp — wHiQ(R”) und [l + wH;(Rn) -
Aufgabe 7.6 1. Zeigen Sie, dass
L* (R") ¢ L' (R™) und L' (R™) ¢ L*? (R™).

2. Zeigen Sie auch, dass L' (R™) N L™ (R") C L? (R").
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Aufgabe 7.7 1. Zeigen Sie, dass S (R") C L*(R") C
S (R™) als Mengen. Die letzte Inklusion soll aufgefasst
werden als:

fiir f € L*(R™) gilt Fy € .'(R™).

2. Zeigen Sie, dass die Inklusionen auch als topologischer
Raum gelten. Da heifst A C B, dass eine konvergente
Folge in A auch konvergiert in B.

Lemma 7.3.4 Sei F' € ./'(R"). Die Fourier-Transformierte
SF € S (R™) ist wohl-definiert fir ¢ € (R"™) durch

(§F) () = F (Fp) -

Beweis. Aus Lemma folgt Fp € #(R™). Die Linearitit
von §F ist wohl deutlich. Wenn ¢,, — 0 in ./(R") fiir m —
oo, dann folgt §¢,, — 0 in .7 (R"™) fiir m — oo. Dann folgt
die Stetigkeit von FF aus der von F. |

Aufgabe 7.8 Zeigen Sie, fir 6 € '(R") gilt §6 = F}.

Beispiel 7.4 Fiir 6 € .'(R") gilt

(36') (¢) = 2ri /R Ep(€)de.
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7.4 Anwendung auf stationire Differen-
tialgleichungen

Betrachtet man den Laplace-Operator in R,
Au(z) = Z (8—xk> u(x),
k=1
und die partielle Differentialgleichung
~Au(z) = (), (7.28)

dann konnte man die Fourier-Transformation verwenden, um
Folgendes zu finden:

(27)°¢ - € Ful) = TF(€).
Man hétte dann eine Losung u gefunden durch
1
4

Fiir den Fall, dass es eine Funktion g, derart gibt, dass

1
U= —
472

§ =3/

1 1
Fp= 155 s

AT

hat man sogar einen Losungsoperator fiir ((7.28)) gefunden:

u(x) = (gn * f) (x).

Versuchen wir die Details mal anzuschauen.



7.4 Anwendung auf stationdre Differentialgleichungen

Ansatz 1 Damit §f wohl-definiert ist, brauchen wir f €
L' (R™). Es folgt, dass §f € L>® (R"), und sogar §f €
C(R™) und Ff(&) — 0. fiir || — oo. Leider liegt
& — [€]7°Ff(€) im Allgemeinen nicht in L' (R") und
sogar nicht in L? (R").

Denn fiir

§10)= [ e 0

gilt |H§\_2 Sf(f)HLl(Bl(o)) < 0o nur wenn n > 3.
-2
Man findet H|§| ||L1(]R”\Bl(())) < oo nur wenn n = 1 und
es wiirde davon abhéngen, wie schnell Ff(£) — 0 geht fiir
|€] — oo, ob H\E]_Q Sf(é)HLl(Rn\Bl(o)) beschrankt wére.

Ansatz 2 Man konnte §f fiir f € #(R") betrachten. Dann

hitte man §f € .#(R"). Auch hier verursacht |¢|* ein
Problem. Fiir F£(0) # 0 ist |¢] 7% Ff(€) unbeschrinkt.

Ansatz 3 Es gilt oy = Fi, denn

(8d0) (¢) = (S¢) (0)

_ ( / n e—m-sgp@)dx) - / pla)dz = Fi(p).

Weiter ist |¢| ™ F} wohldefiniert fiir n > 3 durch

(Il ) () = | 1el™ ()

denn in spherischen Koordinaten folgt

2y@de= [ 3( d)d
[ete@as= [ ([ vtwo) i
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und

M.
/ (rw)dw| < / I (rw)] dew < —2%_
wESn—l weSn—l ]_ + Tn

Dieser Ansatz, also erst die spezielle Losung bei der dg-
Distribution zu berechnen, verspricht mehr als die ersten
beiden. Wenn erfolgreich und das Ergebnis ist eine Regu-
lare Distribution, dann folgt die Fundamentallosung, die

wir schon in (3.11)) sahen.

Wir werden den letzten Ansatz also fortsetzen und finden,
dass

B R)) (v) = (|€| F) (8 )

/ e / (). (7.29)

Leider ist dies kein L!-Integral fiir nicht-triviale ¢, denn

|l et e

= [ [ 16 et dode = o

und Fubini-Tonelli trifft nicht zu. Formal muss man als
uneigentliches Integral fiir || — oo betrachten. Aus Lemma,
folgt, dass § ' schnell fallend ist und wir haben daher,
dass fiir jede offene Umgebung U von {0} gilt

[ [ emeptopduas -
lim/ \f]_2/ ™8 () dwdé =
p—00 pU n
lim </ |72 e%m'gd§> o(x)dx
p—=0 Jpn pU
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Durch eine Rotation als Substitution £ = R,¢ und zwar der-
art, dass die erste Koordinate von ¢ in der x-Richtung zeigt,

folgt
[orgrtenscag = [ gt
oU pR; U
Wir nehmen als Umgebung den Zylinder
R;'U = [~1,1] x By(0)
fiir B;(0) C R*1 Mit € = (£,,£,) € R x R*! gilt

G2rileles
2 rifalé,
/RlUm - /B /mgl o .

Mit dem Cauchyschen Residuensatz (aus der Vorlesung Kom-
plexen Funktionen) folgt fiir |£,| # 0, dass

27r7,x§1
/ || ¢ - _ T omlalle] (7.30)
R §1 + |£ | |£*‘

Nun konnen wir zu Ende rechnen und bekommen

i / / e2milz|€y de de.
im 1
o= /5,0 S € + €]

T =2mlallé.] ge
o

(mit spherischen Koordinaten in R™1)

oo
:7T0n_1/ pr3em2mlelr gy
T

=0
[e.e]
2— -3 —
= 70,1 |z "/ ey
r=0

= C, |z ™.
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So etwas hatten wir schon in Beispiel [3.2]

Dieser Ansatz funktioniert nicht nur fiir A, sondern auch
fiir andere Differentialgleichungen. Das genaue Ergebnis wer-
den wir nicht formulieren. Wir haben schon gesehen, dass das
Benehmen des Symbols bei £ = 0 eine Rolle spielt. Wenn das
Symbol iiberall ungleich 0 ist, dann ist das Ergebnis leichter
zu beweisen, aber dann verpasst man die meist interessanten
Fille.

Ansatz 7.4.1 Hat man eine partielle Differentialgleichung
> (2 ) = st (7.31)
Ox
|a|<2m
auf R™ mit ¢, € C und ist das Symbol
D e’
lal<2m

ungleich 0 aufler eventuell fir |£| = 0, dann kann man

fiur f = 6o versuchen im distributionellen Sinne zu losen.
Wenn ]
F'Lm = 8{71 ; aF
g Z|a\§2m Ca (27TZ£)
diese Losung ist, dann folgt fiir
u = Fpp* [.

Bemerkung 7.4.2 Wenn Fj,, eine requldire Distribution ist,
also Fy,, = F, dann nennt man den Ausdruck

U fun

1 1
k) = (3 S e <2m~->“> @




7.4 Anwendung auf stationdre Differentialgleichungen

eine Fundamentallosung fir . Sie gibt die Liosung
von (7.31), wenn f = 0q. Fir allgemeinere f kann man
schreiben f = 6o * [ und folgt die Ldsung von durch

w(2) = (Fpn # f) (&) = / i (7 — 9) F(0)dy.

n

Ubrigens ist alles hier auf der Ebene der (requliren) Distribu-
tionen geschrieben und f sollte nicht als Testfunktion gesehen
werden.

Bemerkung 7.4.3 In konkreten Fdllen werden fast immer, wie
auch oben in , fiir einen expliziten Losungoperator, Kur-
venintegrale von meromorphen Funktionen in der komplexen
Ebene benutzt. Solche Integrale sind wohl-definiert und werden
oft berechnet mit Hilfe des Cauchyschen Residuensatzes.

Bemerkung 7.4.4 Wenn fiir das Symbol co > 0 existiert mit

D cal® = o €™ fiir alle € € R, (7.32)

|a|<2m

dann nennt man die zugehorige partielle Differentialgleichung
elliptisch von Ordnung 2m.

Aufgabe 7.9 Versuchen Sie in R? die Gleichung
(—A+1Nu=f

zu losen.

Aufgabe 7.10 Versuchen Sie in R? die Gleichung
(A+Du=f

zu losen.
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Aufgabe 7.11 Fir eine partielle Differentialgleichung rein
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ¢, € R

e (5) ute) = 1o

=2

die erfillt, gibt es eine invertierbare Matriz A €
M™™(R) derart, dass

i (Az) = u(x) und f (Az) = f(z)
die Gleichung )
—Ad(y) = f(y)
erfullt. Wie findet man A?

Hinweis: es gibt eine symmetrische Matriz M derart, dass

3 cat =€ Me.

|a|=2

Symmetrische Matrizen sind orthogonal diagonalisierbar und
wegen, sind alle Eigenwerte positiv. Das bedeutet, es
gibt eine Diagonalmatriz D mit positiven Eintrigen auf der
Diagonale und M = TDTT. Es gibt dann auch es eine Dia-
gonalmatriz /D mit positiven Eintragen auf der Diagonale
und

M =TDT" = TVDVDT™ = (TVD)(TVD)'.

Aufgabe 7.12 Ein senkrecht geflochtenes Raster von Stdben,
die nicht verschweifit sind, und auf dem man ein Gewicht plat-
ziert, wird durch die folgende Differentialgleichung modelliert:

Uggae + Uyyyy = [ (7.33)
Hier ist f die Gewichtsdichte und u die Auslenkung.
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1. Welches Symbol hat diese Differentialgleichung?

2. Kann man mit einer Matrix A transformieren

nach A% = f ¢
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