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Fourieranalysis Kapitel 1

Eine Einfiihrung

wie folgt:

1.1 Fourier und die Wirmeleitungs- o (5’%>2 i (%)2 i (%)2‘
gleichung

Die Verteilung der Temperatur u in einem Kérper Q C R3
wird modelliert durch die partielle Differentialgleichung

Au=01in Q. (1.1)

Diese Gleichung modelliert die stationdre Warmeleitung auf
Q. Auf dem Rand des Korpers wird die Temperatur gemessen,
beschrieben wird das durch

U = URanq auf 0€, (1.2)

und gefragt ist w innerhalb des Korpers. Mit 992 wird der
Rand von €2 angegeben, wobei man {2 offen nimmt. Wenn man

(z,y, z) als Koordinaten nimmt, wird der Differentialoperator Abbildung 1.1: Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830



Das Randwertproblem — wurde Anfang des
19. Jahrhunderts erforscht und Fourier hat in [6] wesentlich
zum Verstdndnis beigetragen. Es fithrte ihn zu Approxima-
tionen von Funktionen und die dazugehorende Theorie nennt
man heutzutage Fourieranalysis.

Definition 1.1.1 Fine Funktion u, die Au = 0 auf Q) erfillt,
nennt man harmonisch auf (2.

Man nennt A den Laplace[|-Differentialoperator.

Féngt man etwas Neues an, dann versucht man erst den
einfachsten Fall zu verstehen und das wére fiir das Randwert-
problem der Fall

Q=B:={(z,y) € R’ mit 2* + y* < 1}.

Hier ist €2 nur zweidimensional, jedoch ist

o\* [0\’
A=|— —
(3-%") " (311)
in R? immer noch ein partieller Differentialoperator.

Das Model Problem wird
Au(z,y) =0
u(

xvy) = uRand(QJ,y) fiir 2 —|—y2 =1,

fiir 22 + 9% < 1,
(1.3)

wobei Uurang auf dem Rand vorgeschrieben ist. Fiir die Diffe-
rentialgleichung gibt es einfache Losungen in der Form von

!Pierre Simon Laplace, 1749-1827
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speziellen Polynomen in (z,y):

U()(l',y) - 17

ul,e(xv ?/) =2, ul,o(xa y) =Y,

u2,e(x>y) = :UQ - y27 u2,o(x7y) = Qxya
use(z,y) = 23 — 3zy?, uso(z,y) = 322y — 32,
uge(z,y) = 2t — 62%Y° + v, wao(z,y) = 423y — day?,
usw

Bemerkung 1.1.2 Wenn komplexe Funktionen einem bekannt
sind, dann weifS derjenige, dass

Ume(7,y) = Re ((z +iy)™) und

Um,o(2,y) = Im ((z +iy)™).

Realteil und Imagindrteil von analytischen Funktionen wie
z +— 2™, sind harmonisch.

Wenn diese Bemerkung Neuland fiir Sie ist, kann man die
Aussage auch direkt zeigen. Zum Beispiel gilt

0\ 9\’
Augo(z,y) = <%) (2° = 3zy®) + <3_y) (z° — 3zy?)
= 6z — 6z = 0.
Oder man kann sich iiberlegen, dass fiir die komplexe Ablei-
tung von f(z) = 2™ auf C gilt, dass
flz+h) = [f(z) m-1

1CN . 1: _
) = lim, TSRS

und fiir die reellen Ableitungen

5p ) @t w) =m+ )"t = f(x +iy),
8%]”(95 +iy) = im(x +iy)" " = if'(x +iy).



1.1 Fourier und die Wérmeleitungsgleichung

So folgt
Af(z+iy) = f'(x +iy) + 2 f"(x +iy) = 0.

Dann sind auch Linearkombinationen dieser Polynome u,y, .
und u,,, harmonisch.

Kann man mit solchen Kombinationen einen gege-
benen Randwert uranq approvimieren?

Die Randfunktion kann man beschreiben mit dem Winkel
als Parameter © = cos ¢ und y = sin . Bemerke, dass (z,y) €
OB bedeutet, dass 2?2 + y? = 1.

Betrachtet man die Randwerte der Funktionen u,,. und
Um0, Und schreibt man diese als Funktion von ¢, also

Tim,e(P) := U e(COS @, 5in ) UsW.,

so findet man:

to(p) = 1,
uLe( ) = cos p, U1 () = singp,
Uge(p) = (cos cp) (sin gp)z ., Ug,o(p) = 2cos psinp

= cos(2y) = sin (2¢p)
aS,e(SD) == COS(3§0)> Z~53,0(30) == Sin(390>7
Uge(ip) = -+ = cos(4yp), Ugo(ip) =+ =sin(4p),

Diese Gleichungen sieht man mit Hilfe der Eulerschen?| For-
mel: ‘
e = cos p + isin p fiir p € R.

2Leonhard Euler, 1707-1783

3

Wenn f(z) = 2™, dann folgt aus

Um.e(r + 1y) = Re f(x + 1y),
dass
Upm,e () = U e (cOS @, sing) = Re ((cos ¢ + isinp)™)
=Re ((¢%)™) = Re (¢"™¥) = cos(mep).
Ahnlich liefert w,, ,(z + iy) = Im f(z + iy), dass
Um.o(p) = Im ((cos p + isinp)™) = sin(mep).
Setzt man Ugr(p) := URanda(cosp,siny), so wird die Frage:

Welche Funktionen ug kann man approximieren mit Linear-
kombinationen von

Br = {1, cos p, sin ¢, cos(2¢p), sin(2¢), cos(3p), sin(3¢), ... } .
(1.4)

Definition 1.1.3 Sei B = {u},; eine Menge von Funktionen
ug : D — E und mit I eine moglicherweise unendliche Index-
menge.

Man nennt eine Funktion u: D — E eine Linearkombina-
tion von Funktionen aus B, wenn es endlich viele Konstanten
C1,Coy ..., in R (oder C) und Indizes ki, ko, ... ke € I gibt
derart, dass

U = C1Up, + CoUy, + -+ - + coug, auf D.

Fiir alle solche (endliche) Linearkombinationen schreibt man

Spang [B] (oder Spang [B]).



Weil
Spang [cos(ny), sin(ngp)] = Spang [e"?, e ] |

kann man statt Linearkombinationen von Br ebenso auch Li-
nearkombinationen nehmen von

By = {e"*} (1.5)

nez’

und findet die gleichen Linearkombinationen. Mit der Euler-
schen Formel sieht man ndmlich direkt, dass

e = cos(nyp) + isin(ny) und e~ = cos(ny) — isin(ny)

als auch umgekehrt

cos(ny) = %e_m“’ + %eiw und sin(ny) = %‘e_i”‘p — %em“’.

Weil die Funktionen in By (Bp) beliebig oft differenzierbar
sind, sind Linearkombinationen solcher Funktionen das auch.
Beim Approximieren mit Linearkombinationen {, },, .y wer-
den meistens immer mehr Elemente aus Br verwendet und
das bedeutet, dass man festlegen muss, wann und wie eine
solche Approximationsfolge konvergiert. Das bedeutet auch,
dass man Konvergenz bei Funktionenfolgen festlegen muss.
Das wird uns im grofiten Teil des Skripts beschéftigen.

1.2 Beispiel mit/ohne L*°-Konvergenz

Wir werden hier zwei Beispiele vorstellen mit unterschiedli-
chem Benehmen. Fiir eine strukturierte Behandlung werden
wir uns in den néchsten Wochen erst mit der Theorie beschéf-
tigen miissen. Hier brauchen wir schon die folgenden Ergeb-
nisse aus Analysis 1:

Kapitel 1, FEine Einfiihrung

Lemma 1.2.1 Jede Potenzreihe )~ a,z" ist entweder fir al-
le z € C konvergent, oder es gibt einen Konvergenzradius
r € [0,00). Dieses r ist derart, dass

1. wenn |z| <, dann konvergiert limy,, oo Y 1 an2";
2. wenn |z| > r, dann divergiert lim,, oo > - @, 2".

Fiir |z| = r kann man ohne weiteres keine Aussage zu Kon-
vergenz oder Divergenz machen.

Lemma 1.2.2 Nehme an, die Potenzreihe Y a,z" hat
Konvergenzradius v € RT. Dann ist die Funktion

f(z):= Z a,z"

n=0
wohl definiert fiir |z| < r, beliebig oft (komplex) differenzierbar
fir |z] <r und es gilt:
/ . o0 n—1 g
fi(z) = anl na,z""" fir |z| <.

Beispiel 1.1 Die Funktionen

" sin(ng) ..
m = — f € 10,2
)= 3 fue < 2
sind Linearkombinationen aus Br. Wir wollen zeigen, dass u,,
konvergiert fiir m — oo.

Betrachten wir .
Un(z) = Z

n=0

S

I

l\Dll\z
3



1.2 Beispiel mit/ohne L*-Konvergenz

dann folgt u,, () = Im (U,,(cos ¢ + isiny)). Weil fiir |z] < 2
(der Konvergenzradius) gilt, dass

S SIC R
n:OQ” —~ 2 1-%2 2-—2
konvergiert U,,(2) fiir |z| <1 gleichméflig nach Uy (z) =

Dann konvergiert u,,(¢) nach Im (Ux (cos ¢ + isin ¢)) gleich-
méfig fir ¢ € [0, 27]. Weil

2

2
2 — (cosp +isingp)
2 —cosy +isinp 2 —cosp+ising

Uso(cosp +ising) =

(2 — cos p)* + (sin p)” 5—4cose
findet man, gleichméiBig fiir ¢ € [0, 27|, dass

. sin
1 m = Ueo = )
msao () = taol(9) 5 —4cosp

Die letzte Gleichung kann man auch mit Hilfe einer Norm
schreiben:
lim ||, — tsol|, = 0. (1.6)
m—0o0

Man kann sogar zeigen, dass die Ableitung gleichméfig kon-
vergiert:
lim |ju,, —ul|l. =0. (1.7)

m—o0 o0

Wenn man noch die Temperaturverteilung Re (U(z + iy)) se-
hen mochte, dann findet man die links in Abbildung [I.5, O

Aufgabe 1.1 Sei u,, () := 3" 27" sin(ny) fiir ¢ € [0, 27].

n=1

Abbildung 1.2: uq, us, ug, ug und us fiir Beispiel

1. Berechnen Sie die Ableitungen u, (@) und u.(p).
2. Zeigen Sie via U], und U..

Definition 1.2.3 Man definiert die L>*-Norm fir stetige
Funktionen u : [0,27] — R (oder C) durch

= . 1.8
Jull = max Jula) (18)

Bemerkung 1.2.4 Diese Norm kann man auch erweiteren fiir
beschrinkte Funktionen u : [0,27] — R (oder C) durch

[ulloe = sup fu(z)]. (1.9)
z€[0,27]

Weil stetige Funktionen auf eine kompakte Menge einen Fax-
tremwert haben, gilt da sup = max und st tatsdchlich
ewne Erweiterung von



Wenn Ihnen Lebesgue-Integrale bekannt sind, dann wissen
Sie, dass

[u]| o := ess-sup |u(z)|
z€(0,27)

=inf{M > 0;[|u(z)| > M] ist L.-Nullmenge} .  (1.10)

eine andere FErweiterung ist, die bessere FEigenschaften
hat. Dieses wesentliche Supremum lisst Lebesgue-
Nullmengerﬂ aufler Betracht. Zum Beispiel sind Mengen
von endlich oder abzdhlbar vielen Punkten Nullmengen.

Wenn die Potenzreihe mit Konvergenzradius r konvergiert
bei einem w mit |w| = r, dann gibt es das folgende Ergebnis
von Abellt

Theorem 1.2.5 (Abel) Sei Y >° a,z" eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius r > 0. Sei w € C mit |w| = r derart, dass

m
lim a,w =/¢ cC.
n=

Dann gilt

Aufgabe 1.2 Im Internet finden Sie schon einen Beweis.
Schreiben Sie diesen Beweis fiir alle verstindlich auf.

3Henri Léon Lebesgue, 1875-1941
4Niels Henrik Abel, 1802-1829
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Beispiel 1.2 Auch die Funktionen

U (p) = Z s,lngl—mp) fir ¢ € [0, 27] (1.11)

n=1

sind Linearkombinationen aus Br und auch hier wollen wir
die mogliche Konvergenz betrachten.

Schreiben wir

dann gilt auch hier
U () = Im (Upn(€')) .

AuBlerdem brauchen wir

o0 n

Us(z) = ZZ

Das Letzte ist eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius
gleich 1. Man kann sogar zeigen, dass diese Potenzreihe kon-
vergiert auf

{z€C;|z| <1und z # 1}.

Wenn |z| < 1, dann gilt

R S S

n=1 n=0



1.3 Beispiel mit L?-Konvergenz

und es folgtﬂ

Us(2z) = —Log (1 — 2) fiir |z| < 1.

Es gilt
. . ip o . )
Jm () = Jim tm (U () = 1m ( fim Ui ("))

und aus dem Theorem von Abel folgt dann fiir ¢ € (0,27),
dass

ng%o Un(€e'?) = liﬁl Uso(re?) = — lrlgl Log (1 — re’)
= —Log (1 — ei“") :
Man findet fiir ¢ € (0,27), dass
Im (—Log (1 — e“")) = —Arg (1 — ei‘p)
= —Arg (1 —cosp —isinp)

—sin g sin
= —arctan (| ——— | = arctan | ———
1 —rcosp 1 —cosp

_ arctan 2sin (%gp) coS 2(%@)
2sin (¢)
= arctan (cot (%gp)) = arctan (tan (%71‘ — %gp))

5Der komplexe Logarithmus wird generell wie folgt definiert:
Log (w) = In|w| + iArg (w) fiir w € C\ (—o0, 0]

mit Arg (w) € (—n,w). Das Argument wird definiert als der Winkel
von [0, w] mit der positiven reellen Achse und gegen den Uhrzeigersinn
gemessen.

Also gilt fiir ¢ € (0,27), dass

Hm w, (@) = uso(p) =3 (T — ). (1.12)

m—r0o0

Fiir ¢ € {0,27} findet man u,,(¢) = 0 und wére uy(p) =0
der Grenzwert. Dann ist u., jedoch keine stetige Funktion.

Es gibt auch keine andere Moglichkeit uy, in {0, 27} zu einer
stetigen, periodischen Funktion zu édndern, da

iml(r—o)=lr#£—lr—1lim?(r—
lim g (7 — ) =g # —37m = lim 3 (T — ).

Die Abschétzung in ([1.6)) passt hier auch nicht, denn fiir alle
m € N gilt
[t — ool > %77’

Skizze zu der Temperaturverteilung findet man rechts in Ab-
bildung [T.5 O

Aufgabe 1.3 Zeigen Sie die letzte Ungleichung.

1.3 Beispiel mit L?>-Konvergenz

Man sieht zwar, dass die Funktionen in ((1.11)) auf irgendeine
Art konvergieren, jedoch nicht in der L*°-Norm. Die folgende
Norm passt hier besser:

Definition 1.3.1 Man definiert die L*-Norm fiir stetige
Funktionen u : [0,27] — R (oder C) durch

= ([ utop e "



Ny E

b

Abbildung 1.3: uy bis ug und u fiir Beispiel

% Usp

ISHE=NS
1
I
N
)

Uoo

Abbildung 1.4: ... und w,, fiir m grof (hier m = 50) ,zittert* beim
Springen. Dies ist bekannt als das Gibbssche Phénomen

Kapitel 1, Fine Einfiihrung

Abbildung 1.5: Skizzen zu z = u(z,y) mit u der Losung von (1.3)
bei den letzten beiden Beispielen fiir urand(cos ¢, sin @) = ueo ()

Aufgabe 1.4 Zeigen Sie, dass ||-||, eine Norm ist fir die ste-
tigen Funktionen u : [0,27] — R.
Aufgabe 1.5 1. Zeigen Sie, dass
Jull, < V2 |lull,
fir alle stetigen Funktionen u : [0,27] — R.

2. Zeigen Sie, dass es fiir jedes n € N eine stetige Funktion
vy ¢ [0, 27] — R gibt mit

||Un||oo >n anHz .

Diese Aufgabe zeigt, dass |||, eine schwéchere Norm ist
als ||-|| .. Man kann diese Norm erweitern zu den quadratisch



1.3 Beispiel mit L?-Konvergenz

integrierbaren Funktionen auf [0, 27]. Ein Problem dabei ist
jedoch, dass |lul|, = 0 nicht bedeutet, dass u(z) = 0 fiir alle
x € [0, 27]. Das Integral merkt ja nicht den Wert der Funktion
in einzelnen Punkten: Fiir die Funktion

flz) = 1 fiir z € N,
7 0 iz € 0,27 \ N,

gilt
1£lly = 0.

Man 16st dies, indem man statt einzelne Funktionen Aquiva-
lenzklassen von Funktionen betrachtet:

Definition 1.3.2 Sei f1, fo : [0,27] — R (oder C).

1. Man sagt
J1= [

oder f; = fs fast tiberall, wenn

{x €0,27]; fi(z) # folx)}

eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Man kann zeigen, dass alle Funktionen f : [0,27] — R
(oder C) mit f = f, eine Aquivalenzklasse bilden.

2. Wenn f027r|f1(35)\2d9: wohldefiniert ist in [0,00), dann
sagt man: fy ist quadratisch integrierbar und die Aqui-
valenzklasse von fy liegt in L? (0, 2m).

8. L*(0,2r) ist die Menge aller solchen Aquivalenzklassen.

9

Dann folgt aus fozﬂ |fi(z)|” dz = 0, dass f; 2 0. Wenn fiir
die Aquivalenzklasse f von f; gilt, dass | fi|, = 0, dann gilt
f1 = 0. Das heifit, dass 0 € f und man nennt dies die Null-
klasse. Auf Aquivalenzklassen von quadratisch integrierbaren
Funktionen betrachtet, ist ||-||, eine Norm. In der Praxis wer-
den Funktionen und deren Aquivalenzklassen durcheinander
verwendet. Man soll jedoch im Auge behalten, dass fiir solche
Funktionen ihr Wert auf Nullmengen nicht wichtig ist.

Beispiel 1.3 Das letzte Beispiel werden wir hier weiter ver-
folgen und zeigen, dass fiir w,, in (1.11]) und u. in (1.12)) gilt,
dass

Tim(Jue — umlly = 0.
Fiir ¢ € (0, 27), und nicht fir ¢ € {0, 27}, gilt mit Abel, dass

k ine

Uso (ei“’) = TlLIEO Uso (rew) = kh_)rg@ I = kh_g)lo U (ew)

und weil da. tne () = Re (U (¢)) = Re (I, o Usg (r€%)),
bedeutet das

_ sin(ny)
Uoo () — Um(p) = kh_{n Z 0
Oon:m—l—l
Weil
0 fiir n # n,

/0 " in(ne) sin(iz)de = {

m fir n =n,
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folgt fiir k > m:

/0277 | (0) — (@) |* dip = /027r (Z::mﬂ Singgo))z .

2
TS

_ Zk Zk / in(ny) sin(fup)dgp
n=m-+1 n=m+1 0 n n
k 2 (sin(ne) \ >

N Zn=m+1 /0 < n ) dp

k 1
n=m+1 ﬁﬂ-
k
1 1
< / —dt m < —r.
t=m t2 m

Mit dominierter Konvergenz findet man

2w 1
2
| o) = un(e) g <

und mit der Wurzel folgt

T
[| oo _um”Q < \/ —0
m

fir m — oo. ]

Die Beispiele dienten um zu zeigen, dass die Konvergenzfra-
ge bei so einer Reihenentwicklung nicht trivial ist. Aulerdem
sah man, dass man bei beschrankten Funktionen nur Konver-
genz in L2-Norm erwarten kann.

Kapitel 1, FEine Einfiihrung



Fourieranalysis

Fourierreihen in
Differentialgleichungen

2.1 Die Fourierreihenentwicklung

Definition 2.1.1 Wenn f : [0,27] — R (oder C) derart ist,
dass es Konstanten fi. firk € N und fi, fir k € Nt gibt
mat

f(x) = foe+ nll_r}(l)o Z <f;€76 cos(kz) + fr.o sin(kx)) . (2.0)
n=1

dann nennt man die rechte Seite von die Fourterrei-
henentwicklung von f. Sie verwendet die Funktionen in Bg

aus ([1.4).

In steht eine punktweise Konvergenz, aber wie wir
in den Beispielen gesehen haben, ist es vielleicht die L2-
Konvergenz, die man generell erwarten kann. Auch dann wird
es eine Fourierreihenentwicklung genannt.
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Bemerkung 2.1.2 Wenn gilt, dann gibt es auch Kon-
stanten ¢y fir k € Z mit

. m ikx
f(z) = nllg(l)o Zk:_m cre™™. (2.2)
Oft wird auch die Fourierreihenentwicklung von f ge-

nannt.

Die Koeffizienten in (2.1) und (2.2) kann man direkt um-

rechnen:

Ck = %(fk,e - ifk,o) fllI' k < N+,
Co = f0,67
h =3 (fre+ifro) firkeZ,

und umgekehrt

fU,e = Cp,
fre =cr+ i fir k € N,
fro =tc, —iCc_y fir ke N*.
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Was man nun die Fourierreihenentwicklung nennt, ist nur
eine Frage der Bequemlichkeit. Fiir reelle Funktionen findet
man mit reelle Koeffizienten. Fiir komplexe Funktionen
findet man in eine einfachere Formel, jedoch fast immer
mit komplexen Koeffizienten.

Beides nennt man auch eine Reihenentwicklung in trigo-
nometrischen Funktionen. Das ist jedoch etwas unspezifisch,
wie wir in den néchsten Anwendungen sehen werden.

2.2 Das gespannte Seil

Wenn man ein Seil zwischen zwei Authédngepunkte spannt und
an einigen Stellen seitwirts zieht, dann wird ein einfaches Mo-
dell gegeben durch das folgende Randwertproblem

{ u'(z) + f(z) =0 fiir z € [0,7],
u(z) =0 fir € {0, 7} .

Die Aufhédngepunkte haben Entfernung 7 und die Kurve vom
Seil wird parametrisiert durch (x,u(x)). Das Fixieren an den
Enden liefert u(0) = 0 = wu(w). Die Funktion f liefert auf
dem Seil eine seitwérts gerichtete Kraft und gefragt ist die
Auslenkung u.

Fiir k € N* passt zusammen:

1
f(z) =sin (kz) = u(x) = e sin (kx) .
Das Problem ist linear. Das heifit, dass wenn u; eine Losung

ist fiir fi und ws fiir fo, dann ist u := cyu; + coug eine Losung
fir f:= ciuy + cous.
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Abbildung 2.1: Das Seil wird seitwérts gezogen, nicht von Hand,
sondern durch Kraftdichte f

Fuar

folgt so als Losung

u(z) = Z % sin (kx) .

Die Frage, die dann kommt, ist:

Welche Funktionen auf [0, 7] kann man approximieren mit
Brs = {sin(x), sin(2x), sin(3z), ... }?

Das sieht erst mal anders aus, als die Funktionen in Bp.
Sehr anders ist das jedoch nicht:

Lemma 2.2.1 Wenn man L* (0, 27)-Funktionen in der Norm
[ £2(0,20) apprOXimieren kann mit Funktionen aus Spang [Br],
dann kann man auch L* (0, 7)-Funktionen in der Norm
Il 120,y approzimieren mit Funktionen aus Spang [Brs|.



2.2 Das gespannte Seil

Man kann das Ergebnis variieren, wenn man L*° ersetzt
durch L? oder Spang durch Spang. Die Normen im Lemma
bleiben gleich.

Beweis. Wenn u € L* (0, 7), dann gilt fiir die Funktion
u(z) fur x € [0, 7],
u(z) =
—u(x —m) firze (w27,
dass @ € L™ (0,27). Dann kann man
Uy, €
Spang [1, cos(z), sin(z), cos(2z), sin(2x), . . ., cos(mz), sin(mx)]
finden und zwar derart, dass
Sei also

m
Um = Yo + Z (Vie cOS(maz) + v, ,sin(mz))
k=1

dann gilt

i =l = | (o) =~ (o) do
-/ (aw — 27i(a)
) Z (Vi cOS(ma) + v, sin(ma)) 12(:6)) dx

+2my5+ 7> (Ve +700)
k=1
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= / (u(x)2 —2 nyk,o sin(m:c)ﬁ(x)) dx

0 k=1

+2m75 + 1> (Vhe + Vio)
k=1

22/ (u(x)2 —2 Z Veo sin(mx)ﬂ(m)) dr +m Z Vo

0 k=1 k=1

> [|u — |72 (0.m

fiir

Um () = Z V.o SIN(MT).
k=1

Die Approximation u,, auf [0, 7] passt besser (oder gleich gut)
als i, auf [0,27] und liegt in

Spang [sin(z), sin(2z), . .., sin(mz)] .

Wenn (|4 — G| 129 ) — O filr m — oo, dann gilt also auch
[ = [ 29 5y = O fiir m — o0. [

Definition 2.2.2 Wenn f : [0,7] — R (oder C) derart ist,
dass es Konstanten fy, fir k € Nt gibt mit

m

fl) = lim > frsin(kz), (2.3)

n=1

dann nennt man die rechte Seite von die Fourier-
stnusrethenentwicklung von f.
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Bemerkung 2.2.3 Wenn man die Funktionen in Bgrs nach
0, 27] skaliert, findet man

B = {sin(3x),sin(z),sin(3z),sin (2z),... }. (2.4)

Weil diese Folge deutlich anders aussieht als Bp fir [0, 27],
kénnte man sich wundern, ob das wirklich passt. Fiir jede
Funktion w € Spang[B] mit B aus gilt zum Beispiel
u(0) = u(27) = 0.

Da muss man bedenken, dass die Konvergenz in L?>-Norm
den Wert in einzelnen Punkten x € [0,2w] nicht sieht. Und
auch mit Bp konnte man in Beispiel[I.3 eine Funktionen auf
0, 27| approximieren mit u(0) # w(27), obwohl jede Funktion
in Spang[Bg] in 0 und in 27 identische Werte hat.

2.3 Die schwingende Saite

Die schwingende Saite ist ein zeitabhéingiges Randwertpro-
blem bei der eindimensionalen Wellengleichung. Das heif3t, die
gesuchte Losung ist eine Funktion abhéngig von einer Raum-
variablen und von der Zeit:

{ gy (2,t) —uy(z,t) =0 firz e (0,7), t €R,

w0,y =0=u(mt) firteR, (2:5)

Die Konstante c ist positiv und wird bestimmt durch das Ma-
terial der Saite und die Spannung auf der Saite. Die beiden
Enden der Saite werden festgehalten und daher die Randbe-
dingungen u(0,¢t) = 0 und u(w,t) = 0 fiir alle t € R. Man
findet fiir £ € N Losungen

u(z,t) = sin (kz) cos (ckt) (2.6)
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=WAVaWAY2VA
X OO0

Abbildung 2.2: Drei Losungen aus (2.6) mit & = 1,2,3 bei ver-

schiedenem ¢

At At

und auch u(z,t) = sin (kz) sin (ckt).

Hadamard hat mal gesagt, dass eine verniinftige Differen-
tialgleichung Rand- und Anfangswerte braucht und zwar der-
art, dass genau eine Losung existiert. Das Problem in
hat noch sehr viele Losungen. Um genau eine Losung zu ha-
ben, kann man zum Beispiel Anfangswerte fiir ¢ = 0 festlegen
und bekommt dann:

gy (2,1) —uy(z,t) =0 firz € (0,7), t >0,
u(0,t) =0 = u(m,t) fiir ¢t > 0, 97
(i, 0) = f(x) fiir € (0,7) (2.7)
u(z,0) = g(z) fiur x € (0, 7).

Es braucht hier 2 Anfangsbedingungen, weil die Differential-
gleichung zwei Ableitungen in ¢ hat. Die Funktion f gibt die
Position der Saite und die Funktion g die Anfangsgeschwin-
digkeit, beide jeweils z-abhingig.

Eine Funktion wie in (2.6|) gibt
u(x,0) = sin (kx) und u(z,0) =0
und die Funktion u(x,t) = sin (kx) sin (ckt) liefert

u(z,0) = 0 und w(z,0) = cksin (kx) .



2.4 Noch ein Warmeproblem

So findet man, wenn

m m

f@) =Y frsin(kz) und g(z) = _ gisin(kz),

k=1 k=1

dann folgt als Losung von (12.7)

Z (fk cos(ckt) + g_k sin (ckt)) sin(kz).  (2.8)

k=1

Hier werden also auch die Funktionen aus Brg verwendet.

Will man nun Funktionen f und g approximieren und zwar
derart, dass die Differentialgleichung Sinn macht, dann sollen
nicht nur

Z frsin(kz) und ng sin(kx)
k=1 k=1

konvergieren, sondern auch die Approximationen fiir u,, und
Uy Es sei denn, man kann diese Differentialgleichung in eine
schwichere Form klaren.

Bei Saiteninstrumenten werden diese Losungen tatséch-
lich hérbar, indem die zeitabhingigen Wellen cos(ckt) und
sin (ckt) ihre Energie durch Reibung an die Umgebung iiber-
tragen. Ein besseres Modell hat noch einen Reibungsterm:

Py (2,1) — uy (2, 1) +w uy(z,t) =0 (2.9)
mit w > 0 eine (sehr kleine) Reibungskonstante.

Aufgabe 2.1 Berechnen Sie den FErsatz fiir (@ wenn die
Differentialgleichung in ersetzt wird durch .
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Der Grundton wird wiedergegeben durch den Term £k = 1.
Die Obertone sind durch k£ > 2 gegeben und sind jeweils k — 1
Oktave hoher. Beim Klavier und bei der Gitarre mit relativ
schweren Saiten und wenig Reibung gibt das ganzzahlige Ver-
héltnisse einen Klang, den wir als schon empfinden. Bei einer
Geige wird die Schwingung durch den Steg stark auf der De-
cke weitergegeben. Durch dir groflere Reibung werden nicht
nur die Obertone in der Saite gestort, sondern im hoélzernen
Klangkasten entstehen nicht direkt Oberténe. Vielleicht emp-
finden wir es daher als einen etwas schérferen Klang.

2.4 Noch ein Wirmeproblem

Fiir das rechteckige Gebiet R = (0, a) x (0,b) C R? betrachten
wir das folgende Randwertproblem:

Au(z,y) =0 fir (z,y) € R,

u(a,y) =0 fir y € [0,0],

u(z,0) = f(z) firz € [0,q], (2.10)
ux(O y)=0  firye]0,0],

u(z,b) = g(z) firz €0,al.

Man kann dieses Problem physikalisch beschreiben als eine
stationdre Warmeleitung mit folgenden Randbedingungen:

e Auf der rechten Seite wird die Temperatur auf 0 gehalten.

e Auf der unteren Seite wird die Temperatur durch f ge-
geben.

e Auf der linken Seite ist das Gebiet isoliert: Keine Wérme
geht herein oder heraus und das gibt 0 als Normalablei-
tung.
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u(x,b)=g(x)
(0,b) (a,b)
uy(0,y)=0 Au=0 u(a,y)=0
(0,0) (a,0)
u(x,0)=f(x)

Abbildung 2.3: Das Randwertproblem in 1D

e Auf der oberen Seite wird die Temperatur durch g gege-
ben.

Fiir f(z) = cos ((k+ %) Zz) und g(x) = 0 findet man die
Losung

sinh (% (k‘ + %) (b — y)) ‘

sinh (£ (k+3) b) (211)

u(z,y) = cos ((k+ 1) Zx)

Fiir f(z) = 0 und g(z) = cos ((k+ 1) Zz) findet man die
Losung
sinh (Z :
sinh (% (k + %) b) '

u(z,y) = cos ((k+ 1) Zx)

a

(2.12)

Wenn man eine Funktion f : [0,a] — R schreiben kann
mittels

flz) = Z frcos ((k+ 3) Zx) (2.13)

k=0
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Abbildung 2.4: Funktionen aus 1} und 1D mit k=3

und die dhnliche Annahme fiir g, dann kann man ([2.10)) l6sen
durch

u(z,y) :ka cos ((k+3) Zx)

1\« «
# 3 aweos (4 3) ) S

Aufgabe 2.2 Formulieren und zeigen Sie ein dhnliches Ergeb-
nis wie in Lemma mit Br (auf [0,27]) und

B={cos((k+3)2)},y (2.14)

fiir Funktionen auf [0, 7.
Hinweis: Erweitern Sie u : [0, 7] — R zu @ : [—m, 7] mittels

u(z) = u(|z|) und verwenden Sie das Lemma.

Eine Skizze der ersten Funktionen aus (2.14)) finden Sie in
Abbildung 2.5 In (2.14) stehen nur Cosinus-Funktionen, aber



2.5 Allgemeinheit

cos(x/2) cos(9x12)  cos(7x/2) cos(5x/2)

NSNS

cos(3x/2)

Abbildung 2.5: Die Funktionen in 1} firm=a

es sind nicht die Funktionen fiir die Standard Reihenentwick-
lung mit Cosinus-Funktionen. Das sind némlich die Folgen-
den:

Definition 2.4.1 Wenn f : [0,7] — R (oder C) derart ist,
dass es Konstanten fy fir k € N gibt mit

f(z) = lim ka cos(kx), (2.15)

m— 00

dann nennt man die rechte Seite von die Fourier-
cosinusrethenentwicklung von f. Setzen wir

Brc = {cos(kx)}, oy - (2.16)

Fiir £ = 0 findet man cos(0z) = 1 und das ist kein Fehler.
Um alle f € L*(0,7) approximieren zu koénnen braucht es

die konstante Funktion. Eine Skizze der ersten Funktionen
aus Byc finden Sie in Abbildung [2.6]
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VY,V

cos(4x)  cos(3x) cos(2x) cos(x)

Abbildung 2.6: Die ersten Funktionen in Bpc

Lemma 2.4.2 Wenn man L* (0, 27)-Funktionen in der Norm
[ £2(0,27) apprOTiMIeren kann mit Funktionen aus Spang (B,
dann kann man auch L* (0,7)-Funktionen in der Norm
[l 20y approzimieren mit Funktionen aus Spang [Brc.

Der Beweis ist dahnlich wie fiir Lemma [2.2.1

2.5 Allgemeinheit

Solche Reihenentwicklungen waren notwendiges Ingenieurwis-
sen aus alten Zeiten, als man froh war, zumindestens auf recht-
eckigen und runden Gebieten eine Losung fiir ein Randwert-
problen bei einer partiellen Differentialgleichung zu finden und
zu approximieren. Ein Antiquariat fiir Biicher hatte das Buch
von Churchill [2], in dem man ganz viele Beispiele findet. Lei-
der passen die Fourierentwicklungen mit Sinus und Kosinus
selten mehr, wenn das Gebiet nicht rechteckig ist. Eine War-
ze auf einem rechteckigen Gebiet (siche Abbildung sorgt
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schon dafiir, dass es keine speziellen Losungen in der Form
a(x)b(y) mehr gibt, wie in (2.11]) und . Wenn das Gebiet
kreisformig ist, dann kann man mit a(r)b(y) manchmal wei-
terkommen (oder mit a(r)b(y)c(f) in 3 Dimensionen), aber
dann hat man es auch gehabt mit den expliziten Approxi-
mationen durch Bg, Brg, Bpc oder dhnliche Funktionen bei

PDGL.

Abbildung 2.7: Kein rechteckiges Gebiet

Es wird Zeit, Gebiet mal genau zu definieren:
Definition 2.5.1 Sei () C R"™.

o Wir nennen §2 ein Gebiet, wenn es offen und zusammen-
hdingend ist.

o Wir nennen € ein Gebiet, wenn es R > 0 gibt mit ) C
{z € R";|z| < R}.

Fiir offene Mengen in R" ist zusammenhingend einfach zu
definieren: fiir jedes paar Stellen z,y € () gibt es eine stetige
Abbildung v : [0, 1] — ©Q mit v(0) = 2 und (1) = v.
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Wenn man jedoch mit einem rechteckigen Gebiet zu tun
hat, welche Reihenentwicklung sollte man nehmen?

Fiir eine besondere Loésung in der Form einer Reihenent-
wicklung bei einer partiellen Differentialgleichung sucht man
einen Produktansatz. Das heifit, man versucht in 2 Dimensio-
nen mit Funktionen der Form

u(r,y) = v(z)w(y) oder u(z,y) = a(r) ()
eine Vereinfachung zu erreichen. In 3 Dimensionen versucht

man ein Produkt von drei Funktionen zu finden, die jeweils
von einer der drei Koordinaten abhédngen.

Beispiel 2.1 Fiir das Problem auf R = (0,a) x (0,b)

Au(z,y) =0 fir (x,y) € R,
u(x,0) = f(z) fir (z,y) €[0,a] x {0}
u(z,y) =0 fir (z,y) € OR.

nimmt man eine Approximation von f mit den passenden
Randbedingungen in (0,0) und (a,0), also

- . [(km
flz) = ch sin (7$)
k=1
und sucht die Losung in der Form
k
w(z,y) =) cx(y)sin <—7Tx> . (2.17)

Dann folgt



2.5 Allgemeinheit

und das bedeutet, ¢, muss eine Losung des folgenden Pro-
blems sein:

Ck(6> == O,
Ck(b) = 1.
Man findet
sinh (%”) Y
cx(y) = < )

sinh <(%’r)2 b) .
Diese Funktion setzt man in (2.17)) ein und findet, wenn es
konvergiert, als Losung

= sinh ()" y) N (lm ) |

=1 sinh <(%’r)26) o’

u(a:,y) = a

O

Beispiel 2.2 Man kann manchmal auch eine inhomogene
Differentialgleichung mit Fourier 16sen. Fiir das Problem auf
R=(0,a) x (0,b)

u(z,y) =0 fir (z,y) € OR. '
betrachtet man das zugehorige Eigenwertproblem

u(z,y) =0 fir (z,y) € OR, '
mit einer passenden Zahl A. Von (2.19) sucht man nicht-

triviale Losungen u(z,y) = v(x)w(y) und A:

{ A (v(z)w(y)) = M(z)wly) fir (z,y) € R,
v(z)w(y) =0 fir (x,y) € OR.
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Die Differentialgleichung wird

v (z)w(y) +v(z)w"(y) = Mo(z)w(y)

und weil wir nicht-triviale Funktionen suchen, kann man (fast
tiberall) dividieren:

V(@) w(y)
v(z)  w(y)
Die Koordinaten x und y sind unabhéngig und dann folgt
1 "
@)y W)y,
v(x) w(y)

mit A\; und Ay Konstanten und A = A\; + Ay. Durch die Rand-
bedingungen v(0) = 0 und v(a) = 0 finden wir

2
v(x) = sin (klx) fir Ay = — (k—W) ,
a a
2
w(y) = sin (%Ty) fir Ag = — (%) :

=\

Wenn

—————5 sin
)+ (5
jedenfalls, wenn die Reihe konvergiert. OJ

Die bekanntesten partiellen Differentialgleichungen sind:
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e die Laplace-Poisson Gleichungen, oder stationdre Wér-
meleitungsgleichung genannt, und die ist mit x € R™ und
teR:

—Au(z) = f(x),

e die Wirmeleitungsgleichung;:

(at - A) u(xvt) = f(xvt)

e und die Wellengleichung
(07 — D) u(z,t) = f(x,1).

Durch A als Differentialoperator auf die Raumvariablen
wirkend, fiihrt ein rechteckiges Gebiet mit dem Produktan-
satz und die Suche nach speziellen ,einfachen“ Losungen zu
der gewohnlichen Differentialgleichung

u'(z) + Mu(z) =0 fiir z € (a,b) . (2.20)

Es hidngt dann von den Randbedingungen ab, welche Funk-
tionen als spezielle Lésungen bequem sind.

e Fiir (2.20) mit w periodisch folgt, nach Skalierung zu
(a,b) = (0,27), dass man €™ mit \, = n? fir n € Z
findet, also die Funktionen in Bg.

e Fiir (2.20) mit u(a) = 0 und u(b) = 0 folgt, nach Skalie-
rung zu (a,b) = (0, 7), dass man sin (nz) mit A, = n? fiir
n € N findet, also die Funktionen in Bgg.

e Fiir (2.20) mit «/(a) = 0 und «'(b) = 0 folgt, nach Ska-
lierung zu (a,b) = (0,7), dass man cos (nz) mit A, = n?
fiir n € N findet, also die Funktionen in Bpc.
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Auch u/(a) = 0 und u(b) = 0 fithrt zu einem verwandten
System und all diese Systeme fithren mit gespiegelten Erwei-
terungen zuriick auf Bg.

Ubrigens gibt es auch Produktansitze fiir radialsymmetri-
sche Gebiete. Auf einer Kreisscheibe verwendet man Polarko-
ordinaten und sucht spezielle Lésungen in der folgenden Form:

u(r, ) := R(r)®(p). (2.21)

Fir R kommt die Fourierreihe heraus. Fiir @ braucht man
andere Funktionen.

Aufgabe 2.3 Sei u aus mit A € R eine Losung von
—Au = lu (2.22)
mit ®(p) = e™* fiir n € Z. In Polarkoordinaten gilt

_ _ 2
A=r 1%7"%—1—7" 2(%) )

1. Welche Differentialgleichung erfillt R(r)?

2. Begrinden Sie, dass R(1) =0 und R'(0) = 0 die passen-
den Randbedingungen sind.

3. Fiir welche \ gibt es eine nicht-trivale Lésung von
der Form mit diesen Randbedingungen?



Fourieranalysis

Konvergenz der Fourier-
reihenentwicklung

3.1 Lebesgue-Riume

Wir sind den L (0, 27)-Funktionenklassen schon begegnet.
Mit dem wesentlichen Supremum wurde eine Norm gegeben,
die L*°(0,2m) mit ||-||, zu einem normierten Vektorraum
machte. Es gibt andere Lebesgue-Réaume.

Definition 3.1.1 Man schreibt L' (0,27) fiir die Menge aller
Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : [0,27] — R (oder C)
mat

/O " (@) dx < oo (3.1)

Bemerkung 3.1.2 Das Integral, das wir hier benutzen, ist das
Lebesque-Integral. Wenn eine Funktion Riemann-integrierbar
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ist, dann ist sie auch Lebesgue-integrierbar. Beim Lebesgue-
Integral sieht man keinen Unterschied zwischen Funktionen,
die nur auf Lebesque-Nullmengen verschieden sind und man
sagt, dass fi und fo in der gleichen Aquivalenzklasse f sind,
wenn f1 = fo fi. Wenn endlich ist und f € f, dann

setzt man

21T
1€l 1102m) = / f (@) d.

Die Menge aller solchen Aquivalenzklassen nennt man
LY (0,27) und mit der obigen Norm wird sie ein normierter
Vektorraum. Wenn deutlich ist, iber welches Gebiet man in-
tegriert, schreibt man |||, := |[£]| 10 20)-

Eine andere Klasse sind die auf A quadratisch Lebesgue-
integrierbaren Funktionen f, mit einer Norm, der wir schon

in Beispiel [I.3] begegnet sind.

Definition 3.1.3 Man schreibt £* (0,2m) fiir die Menge aller
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quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : [0,27] —
R (oder C).

Und wieder schreibt man schon L?(0,27) fiir die qua-
dratisch integrierbaren Funktionen, obwohl es eigentlich der
Raum fiir die Aquivalenzklassen f ist. Wenn f; und f, iden-
tisch sind mit Ausnahme von Lebesgue-Nullmengen, also f; =
fo f.ii., dann gilt

2
| 15@) - f@l s o
0
Wir werden das Folgende nicht beweisen.

Theorem 3.1.4 Fiir die Aquivalenzklassen L*(0,27) ist ||-||,,
definiert durch

2 1/2
Il = ( I dx) fiir f € £ € 12 (0,27).

eine Norm. So wird (L*(0,2x),|-|l,) zu einem normierten
Raum.
Dieser normierte Raum ist sogar ein Hilbertraum mit dem

Skalarprodukt (-,-), definiert durch

21 -
te) = [ g
fiir f € £ und g € g mit £,g € L*(0,27).

Spéter finden Sie mehr zum Hilbertraum.

Diese Integrale &ndern sich nicht bei Funktionen aus der
gleichen Aquivalenzklasse. Die Feinheiten lassen wir jetzt wie-
der und betrachten die Elemente von L?(0,27), als ob es
Funktionen wiren.
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Mit der Ungleichung[| von CauchyP}Schwar’| sicht man,
dass auch

" fi(@)g(a)de — / " fulw)g(x)da

0
2
§/ |fi(z) = fa(2)] g(z)dz
0
<|[[fi = Lally lglly = 0.

Lemma 3.1.5 Es gilt L' (0,27) D L*(0,27) D L= (0,27) und
sogar qilt:

|ull, < V2r||ull, fir alleuw € L*(0,27),
llull, < V27 |lu||,, fir allew e L™ (0,2m),

Beweis. Sowohl L> (0,2n) als auch L' (0,27) und L? (0, 27)
enthalten Lebesgue-integrierbare Funktionen. Die erste Un-
gleichung folgt mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

= V2 [|ull,

!Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir Integrale:

<(/ |f<ac>|2cwc)é (f |g<x>|2dx)é

fiir alle auf A quadratisch integrierbare Funktionen.
2 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857
3Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921

/A f(2)g(x)da




3.2 Die Berechnung der Koeffizienten

Die Zweite folgt aus

27 % 27 %
||u||2=(/0 |u<x>|2dx)s(||u||io / 1dx)=muu||m-

Es reicht, die Ungleichungen zu beweisen, denn diese implizie-
ren, dass aus ||u||, < oo folgt ||ull, < oo und aus |Jul|, < oo
folgt, dass |Jul|, < oco. n

Aufgabe 3.1 Beweisen Sie die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz.
Hinweis: Die Funktion v : R — [0, 00)

o(t) = / " (F @)+t o)) d

st ein quadratisches Polynom mit etnem Minimum, sagen wir
fiir t = to, und v(ty) > 0.
Wir brauchen noch folgendes Ergebnis aus der Funktional-

analysis, das wir hier nicht beweisen werden:

Theorem 3.1.6 Fiir jede Funktion u € L'(0,27) kann man
eine Folge von stetigen, 2mw-periodischen Funktionen {u,,}
finden, derart dass

meN

| — |, = 0 fir m — oo.

Fiir jede Funktion u € L?*(0,27) kann man eine Folge von
stetigen, 2m-periodischen Funktionen {un,}, .y finden, derart
dass

|w = ||y, = 0 fiir m — oo.

Wenn Sie einen Beweis suchen, dann geben Sie , Friedrichs-
schen Glatter* oder ,,mollifier an.

Aufgabe 3.2 Zeigen Sie, dass Ahnliches wie in Theorem
nicht gilt fir L>(0,27).
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3.2 Die Berechnung der Koeffizienten

Wenn eine Funktion f € L' (0,27) eine konvergente Fourier-
reihenentwicklung besitzt:

f(x) = n}g%o fm(z) mit f,(x) = f: e,

n=—m

dann kann man mit f,,(z) die Koeffizienten leicht zuriickfin-
den: Fiir |k| < m hat man

2m ) m 2r )
/ frn(z)e *ody = g cn/ e ek oy = 21ey,
0 0

denn
27 ) ) 2m X
/ emwe—zkzdl, — / ez(n—k)de; =
0 0
fo2wldx:27r firn — k=0,
) 27
[i(nik) ez(n—k’)l’i| =0 firn—keZ \ {O} :
0

Das liefert uns das folgende Ergebnis:

Lemma 3.2.1 Wenn f € L' (0,27) eine konvergente Fourier-
rethenentwicklung

m

f@) = Jim 3 cne

n=—m

besitzt, dann gilt

2
Cn = %/0 f(z)e ™ dx. (3.2)
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Korollar 3.2.2 Die Fourierreihenentwicklung einer Funktion
f e L' (0,27) ist eindeutig.

Beweis. Nehme an, es gilt sowohl

Jim =37 b

1

als auch

m .
i H _ in-
dm [lf =D, ene
mit fiir einem k € Z: by # cx. Sei v = |by, — ¢;| und nehme
m~ > |k| derart, dass

Es folgt ein Widerspruch durch

271"}/ =27 |bk — Ck|

27 m
i v .
/ e ikx 2 (bn - Cn) e
0 n=—m~
2
. My .
< / ‘6 zk:r:‘ 2 (bn - Cn) eine
0 n=—m~
My .
= H E (bp, — ) e™
n=—m-~

Die letzte Ungleichung verwendete die Dreiecksungleichung.
]

dz

< 27.
1

Es wird niitzlich sein, der obigen Partialsumme einen Na-
men zu geben:
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Definition 3.2.3 Fiir f € L' (0,2n) definieren wir die sym-
metrische m-te Ordnung Partialsumme S,,(f) durch

Sm(f)(@) = D cpe™

n=—m

mit ¢, wie in

Wir haben schon gesehen, dass man so eine Funktion f auch
wie folgt schreiben kann:

f(x) = foe + lim > (frecos (kz) + frosin(kr)). (3.3)
k=1

Korollar 3.2.4 Wenn f € L'(0,2n) eine Fourierreihenent-
wicklung hat, die man in geschrieben hat, dann gilt auch

1 2
fO,e = 2_ f(l’)dl‘,
™ Jo
1 27
Jhe=— (7) cos(kz)d,

0

T
2T
Jio = %/0 f(z) sin(kx)dx.

Es bleibt noch zu beweisen, dass die meisten ,netten* Funk-
tionen f eine konvergente Fourierreihenentwicklung haben.

Aufgabe 3.3 1. Berechnen Sie die Fourierreihenentwick-
lung von f : [—m, 7] — R definiert durch f(x) = sign (x).

2. Berechnen Sie die Fouriersinusrethenentwicklung von f :
[0, 7] = R definiert durch f(x) = 1.
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3.3 Eigenschaften der Koeffizienten

Theorem 3.3.1 (Riemann-Lebesgue) Sei f € L' (0,27) und

setze )
1 Y

:% ;

e~ f(x)d. (3.4)

Cn

Dann folgt

lim ¢, =0 und lim ¢, = 0.
n—oo n——0oo

Beweis. Wir diirfen f periodisch fortsetzen auf R und finden

1 2w ]
= oo i e " f(z)dx

1 2 ) -

= —— e_m(ﬂﬁ)f(:v)dx
2m Jo
1 2 )

=5 i e f(x = T)dx.

Da findet man, dass
1 2w

einz (f(as) — flx — 27”)) dx.

Cp = —
4 J,
Wenn f stetig ist, wird es einfach. Denn, weil stetige Funk-

tionen auf kompakten Gebieten wie [0, 27] gleichméBig stetig

sind, folgt, wenn n — oo, dass

el < & max |f(@) — fle— )] 0. (35)

2 ze0,27] n

Wenn f nicht stetig ist, dann konnen wir approximieren.
Sei € > 0. Wenn f € L'(0,27), dann kann man eine stetige,
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2m-periodische Funktion f, finden mit ||f — fs||; < €. Seien
cn,s die Fourier-Koeffizienten von f;. Es gilt

27
L / e (F(z) — fule)) da
27
< [l - L) ds
— L=l < e

Fiir f; finden Sie wegen ({3.5) einen n. derart, dass fiir |n| >
ns gilt |c, s < %5 und insgesamt haben wir dann, dass fiir
In| > n gilt:

|Cn - Cn,s‘ =

|cn| < Jen — Cns| + |Cns| < 526 + 36 <&

Das ist genau, was zu beweisen wére. [ ]

Obwohl diese Koeffizienten c, nach 0 gehen bei L' (0, 27)-
Funktionen, heifit das noch nicht, dass S,,(f) konvergiert.

Korollar 3.3.2 Fiir f € L' (0,0) gilt

b b
lim [ sin(nz)f(x)de =0 und lim | cos(nz)f(x)dx = 0.
Beweis. Sei b < 27k fiir £ € N und setze
y f(z) firze|0,b],
fz) = )
0 fiir x € (b,27k) .

Dann gilt

2r inx __ ,—inx _
= E / Lf(x + 2mm)dz.
0 21



26

Auf die einzelnen Integrale in der Summe kénnen wir das
Theorem von Riemann-Lebesgue anwenden. Das Gleiche folgt
mit cos (nx). n

3.4 Der Dirichlet-Kern

Mit Hilfe dieses Kerns werden wir eine punktweise Konvergenz
zeigen konnen.

Definition 3.4.1 Man nennt die Familie von Funktionen
{Dm}nens definiert durch

Dp(z)= Y €™, (3.6)

den Dirichlet-Kern.
Skizzen einiger D,, auf [—, 7] findet man in Abbildung[3.1]

Den Dirichlet-Kern kann man auch ohne Summe schreiben
und dann sieht man auch, dass jedes D,, eine reelle Funktion
ist. Es gilt fir  # 0O:

2m ;
—imz inz —imzx 1 — e%(?m—l—l)m
Dm(l’) =e€ Z (& =c 1_—6m
n=0
B e~imT _ ei(erl):L‘ _ efi(m+1/2)x _ 6i(m+l/2)x
o 1 — eiz o e—iz/2 _ piz/2
_ sin ((m+ 1/2) x) (3.7)
sin (z/2)

Fiir x = 0 findet man
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60

20

NI T X v

Abbildung 3.1: Der Dirichlet-Kern: D; (blau), Dy (griin), Dy (oran-
ge) und rechts oben Dsg

Lemma 3.4.2 Der Dirichlet-Kern erfillt die folgenden Bedin-
gqungen:

1. / Dy, (x)dx = 27 fiir alle m € N und dies.

2. |Dp(x)] < fir |z| € [0, 7] mit § > 0.

(%)

3. Fir alle a,b € [0, 7] oder a,b € [—m,0] gilt

x)dx

m+1/2
< / Dy (x)dx < 2.

4. Es gibt ¢ > 0 derart, dass fiir m € N

/ﬂ Dyu()] dz > cIn(m + 1),

—T



3.4 Der Dirichlet-Kern

Bemerkung 3.4.3 Diese letzte Figenschaft sorgt dafiir, dass
man bei Abschdtzungen viel verlieren kann, wenn man den
Betragstrich in dem Integral zieht:

/ | Dy () f ()] dex.

Man vergleiche mit der dritten Eigenschaft.

x)dx

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus der Integration
der rechten Seite in ({3.6]).

Die zweite Behauptung folgt direkt aus (3.7), weil

sin (36) < [sin (32)| fiir § < |z] < 7.

Weil  — sin(x/2) auf [0, 7] von 0 nach 1 wéchst, sind die

Flécheninhalte zwischen aufeinanderfolgenden Nullstellen von
D,,, fallend. Das heifit:

CEave w7z 7
/ D, (z)dx >/ | D ()| d >/ Dy (x)dx > ...
0 s 27

m+1/2 m+1/2

und fiir a,b € [0, 7| folgt, dass

m+1/2
< / Dy, (z)dx =

/m+1/2 sin((m+1/2)x da: < /m+1/2 (m+1/2 Zdr — o
0 0

x)dx

sin(z/2)
und weil D,,(z) = D,,(—x), folgt es auch fir a,b € [—m,0].
Fir z € [0, 7] findet man

sin ((m + 1/2) x)
sin (x/2)

sin ((m + 1/2) z)]

D)) = >

27
und
™ s : 1 2
/ |Dm($)|dx22/ sin (m +1/2)2)| |
,w 0 x/2
mm |Slrl m— /(n+1)7r |s1n( )|
24/ dt > 4 dt
m— (n+1)m ]sin()
>4 —_
- nz%/m (n + ) Zn—i—l sin(t
m—1
8 1 g [mtl] 8
= — > — —ds = —1 1).
wnZZ:TH—l_ﬂ/l 38 Wn(m—i—)
[]

-7 ," o JT

Abbildung 3.2: x — sin(3x)

Lemma 3.4.4 Sei f : R — R eine stetige, periodische Funkti-
on mit Periode 2w, die differenzierbar ist in 0.
Dann gilt
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Beweis. Weil [* D, (z)dz = 2, reicht es, um Folgendes zu

zeigen:
™

lim Dy (x) (f(x) — f(0))dx = 0. (3.8)

m—ro0
—T

Weil f stetig ist auf [—m, 7] und differenzierbar ist in 0, ist

{ f(z)—f(0) fiir z # 0

9(z) = f(0) furz =0,

eine stetige Funktion. Es folgt

/ D, — f(0))da

Die Funktion

—=g(x) firx #0,
h(z) = o 9(®) /
29(0)  fiir @ — 0.

ist stetig auf [—m, 7] und mit
sin ((m + 1) ) = sin (mz) cos (3z) + sin (1z) cos (mz)

und Korollar folgt (13.8)). n

Definition 3.4.5 Sei L3 _(R) die Menge der 2m-periodischen
Funktionen f mit f : [-7, 7] — C in L'(—m,m).

Lemma 3.4.6 Fir f € L} (R) folgt

500)@) = 5= [ Dule =) )y
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Beweis. Dies folgt direkt:

/ Do~ o) f(0)dy = o~ i / e £y dy

- %/ Gy = 3 ™ = Sulf)(a).

n=—m n=—m
|

Als Folge von Lemma [3.4.4] finden wir, dass fiir differenzier-
bare Funktionen in L} (R) gilt, dass

hinS (f)(x hin %/ Dp(x —vy)f(y)dy
= lim 2— Dm(y)f(a:—y)dx: f(x)
m—oo 27T

Man kann das Ergebnis in Lemma verallgemeinern
und finden dann das folgende Kriterium fiir punktweise Kon-
vergenz:

Theorem 3.4.7 (Kriterium von Dini’) Sei f € L} (R).
Wenn fiir irgendein 6 > 0 und xo € R Folgendes gilt:

/ f(wo+1t) — f(z)
[t|<d

t
dann findet man punktweise Konvergenz der Fourierreihen-
entwicklung in xg:

dt < oo, (3.9)

lim S,,(f)(xo) = f(xo).

m—ro0

4Ulisse Dini, 1845-1918
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Beweis. Aus (3.9)) folgt, dass |f(zo)| < oc.
Durch die Periodizitét folgt, dass auch

fi[vo—m 2o +7] = Cin L' (2o — 7,30 + )

liegt und so kann man die Funktion um x verschieben. Wir
nehmen an, dass xy = 0.

Wenn (3.9) gilt, dann ist die Funktion

in L' (=, m), denn g(_s.5) € L* (—6,8) wegen (3.9) und auBer-
dem gilt g;(_r—s) € L' (—m, —0) als auch g5 € L' (0, 7). Das
Letzte wegen f : [—m, 7] — Cin L' (=, 7) und

1

1
m§g<ooﬁirt€[—7r,—(5]u[5,7r].

Es folgt, dass

T ) _x sin (%y)
Weil
Y ..
— < firy € [-m, x|\ {0},
sin (iy)
liegt auch die Funktion

29
in L' (=, 7). Es folgt aus Korollar und
sin ((n+ 1) y) = sin (ny) cos (3y) + cos(ny) sin (3y) ,
dass -
7,1520 B sin ((n+ 3) y) h(y)dy = 0.
Das gibt uns lim,, . |Sm(f)(0) — f(0)| = 0. n

3.5 Ein Kriterium bei Unstetigkeit

N\ ™N N\ )

Abbildung 3.3: Periodische Funktion mit Sprung

Bevor wir das néchste Kriterium beweisen konnen, braucht
es einige Lemmas aus der Analysis.

Lemma 3.5.1 (Erster Mittelwertsatz fiir Integrale) Sei ¢ €
C'la,b] und sei g € L'(a,b) eine nicht-negative Funktion.
Dann gibt es mindestens ein & € [a, b] mit

b b
/ g(x)p(x)dr = o(€) / o(z)dz. (3.10)

Beweis. Weil g nicht negativ ist gilt

[ stwret@re = pin ott) [ ot

tela,b]

[ st < oto) [ gy

tela,b]
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Dann gibt es £ € [minte[a,b] @(t), maxecpap) go(t)} mit

b b
[ s@itarts=¢ [ gla)as
Sei t1,ts € [a, b] derart, dass

in o(t) = ot 1) = o(ty).
}g};ﬁ]@() o(t1), trg[gfbc}so() ©(t2)

Weil ¢ stetig ist, gibt es & zwischen t; und ¢, derart, dass
©(€) = £ und damit ist (3.10) erfiillt. -

Lemma 3.5.2 (Zweiter Mittelwertsatz fiir Integrale)
Sei a < b, sei g € L™ (a,b) eine wachsende Funktion und sei
¢ € Cla,b]. Dann existiert

9a :=lim g(t) und gy := lim g(t)

und es gibt mindestens ein & € [a, b] mit

/abg(a:)so(:r)dx = Ja /j o(z)dz + g, /:<p(x)dx. (3.11)

Beweis. Jede monotone beschrinkte Folge hat einen Grenz-
wert. Damit zeigt man, dass fiir jede wachsende Funktion
g € L™ (a,b) die Grenzwerte

Ja i= 1§ﬁ19<t) und g, 1= l%glg(t) (3.12)

existieren. Ohne sonstiges Wissen kann man jedoch nur zei-
gen, dass

g(a) < g, und g, < g(b).
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Wir é&ndern g durch

v | glz) furx <,
g(x)—{ g, firxz>0b,

schreiben wieder g, und erweitern auch ¢ durch (b) fiir z > b.
Das neue g ist wiederum wachsend und das neue ¢ ist stetig.
AuBerdem definieren ® als eine Stammfunktion von ¢:

O(x) = / (t)dt. (3.13)
Sei h > 0. Wegen (3.12)) gilt einerseit{’] dass
/b g(x +h)®(x+h) — g(x)q)(x)dx

= gbq)<b) + Oh¢0(1>7 (314)
aber auch
/*’ gz + W) +h) - g(@)@(z)
., h
_ / oo+ m) 2L hf)L —2@) gy
" g(z +h) —g(x)
/a 4 B(x)dr.  (3.15)

5Die Ordnungssymbole von Landau (Edmund Landau, 1877-1938):
GroB O. f(h) = Op_o(h") heifit:
Je,M >0,Vh € Rmit 0 < |h| <e: |h~"f(h)| < M;
Klein O. f(h) = Op—o(h™) heit: limy_o |h~"f(h)| = 0.
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Betrachten wir beide Integrale in (3.15]) getrennt. Weil ¢ stetig
ist, ist @ differenzierbar, und folgt

b — xr
/ g(I+h)q>(x+h})L )

— / g(z+h) (p(x + h) + Opo(h)) dz

_ / o(2)p(@)dz + Opolh). (3.16)

Weil WL,);S’(I) > (0 konnen wir das vorige Lemma anwenden

und finden &, € [a, b] mit

"glz+h) — g()
/a 7 O(z)dx

b — g\
=<I>(€h)/ g(:v+h})L 9(z) .

ot (3 [ a1 [ ot
= (&) (95 — 9a) + Onyo(1). (3.17)

Aus (B.14) = (3.15) = (3.16) + (B.17) folgt

@ (D) + 0pyo(1) =
/ g(@)p(@)de +  (€,) (9 — ga) + OnpolL). (3.18)

Wenn g, = ¢,, dann ist g konstant,

[ s =g [ o
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und (3.11)) gilt sogar fiir alle £ € [a, b].
Wenn ¢, > ¢, dann impliziert (3.18)), dass der folgende

Grenzwert existiert:

i (e = 20— [ g@)p(e)d

und

(e ([a,0]) = @ (a,b]).

Diese letzte Gleichung gilt, weil ® stetig ist. Also existiert
€ € [a,b] mit £ = ®(£) und aus (3.18)) folgt

b
0 ®(b) = / g(2)p(x)dz + () (g — ga)

und mit (3.13)) ist das identisch zu (3.11)). u

Aufgabe 3.4 Sei a,b € R mit a < b und f € L™ (a,b) eine
wachsende Funktion. Sei g : [a,b] — R definiert durch

- f(a) fir x = a,
g(x) = { sup {f(t);t € [a,2)} firz > a.

1. Zeigen Sie, dass g auch eine wachsende Funktion ist mit
g(x) < f(x) fiir alle x € [a,b].

2. Geben Sie ein Beispiel mit g(x) # f(z).

3. Zeigen Sie, dass es kein e > 0 und [ay, by| gibt mit a; < by
und f(z) —g(z) > & auf [a1, bi].
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Theorem 3.5.3 (Kriterium von Jordan®) Sei f € L} (R) die
Differenz zweier monotonen Funktionen g,h : R — R. Dann
qgilt

lim Sy (f)(z) = lim L& EES@=2)

m—o0 el0 2

Beweis. Wir diirfen wieder annehmen, dass x = 0. Die peri-
odische Funktion f kann nur die Differenz zweier wachsenden
Funktionen (oder zweier fallenden Funktionen) sein. Nennen
wir diese wachsenden Funktionen g und h:

Fiir eine wachsende Funktion ¢ existiert
=i t d g, =1i t
g0 =1lim g(t) und g, = lim g(t)

und

Weil ¢ (und auch h) beschriankt ist auf [—m, 7], ist f sogar in
L>(R). Wir werden zeigen, dass

lim S, (g)(0) = 97

m—o0 2

Dann wird das @hnliche Ergebnis auch fiir i gelten und, weil

S (f) = Sm(g) — Sm(h), auch fir f. Weil

1 [ 1 [0 1
— [ Dny)dy = — Dm(y)dy:§,

27 Jo 2 ).

6Camille Jordan, 1838-1922
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Sm(g) — @ = % </_ Din(y) (9(y) — g¢) dy +

/07r D (y) (9(y) — 9v) dy) . (3.19)

Sei e > 0. Well

lim =g,
ng(y) g

konnen wir . > 0 so wihlen, dass ¢, < ¢(y) < g, + ¢ fiir
y € (0,6.]. Betrachten wir das letzte Integral in (3.19)) und
teilen es wie folgt auf:

/07r Din(y) (9(y) — gr) dy =
Oc

i Dy(y) (9(y) — gr) dy + /; Din(y) (9(y) — gr) dy.

Weil D,, stetig ist und g wachsend, konnen wir Lemma |3.5.2
verwenden und finden &, € [0, .| mit

/0 D) (9(y) — g.) dy = (9(6.) — 9,) | Duly)dy.

&m
(3.20)

/5 . Dm(y)dy‘

m

Aus (3.20) folgt mit Lemma 3:

/0 E D (y) (9(y) — gr) dy‘ < (9(0:) — gr)

< (g(d¢) — gr) 2w < 27e.
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Korollar impliziert, dass man m. so grof§ wahlen kann,
dass fiir alle m > m, gilt

™

" D(0) 410) - 9) dy\ <.

Fir m > m,. folgt

/07r Di(y) (9(y) — g-) dy

und weil dies fiir jedes € > 0 moglich ist, gilt

<(2r+1)e

Abbildung 3.4: Sp(sign)(x) fiir n = 21 und sign(z)

2. Zeigen Sie, dass
lim — D —g,)dy = 0.
m—o0 27T
) Sn(sign) (z) =
Ahnlich folgt 1 z (ost/20) e i1/
L sin((n y N sin((n y
o ( / sty W / sy dy) '
lim 2—/ D gz)dyzo T T—T
m—o0 LTT
Man kann damit zeigen, dass S, (sign) (x) sein Mazimum
und mit (3.19)) das gewiinschte Ergebnis: nahe bei +1/2 hat. Abbzldung. kann dabei helfen.
lim [S,n(g) — get+ 9| _ 0 3. Zeigen Sie
m—00 2 s
. "2 Gin((n+1/2)y " sin(z)
| rzlggo o Wdy = 2/ . dx
nti/2 -
Aufgabe 3.5 Wir schauen nochmals, wie in Aufgabe[3.3, die und
Approzimation von sign (x) mit S,(sign)(x) an. T+ T (n41/2)9)
lim sl L/2)y) gy, — ).
sin(y/2
1. Begriinden Sie, dass S r— s w2

S, (sign) (z) = i/” sin ((n+1/2) (x — y))

27 sin ((z —y) /2) sign (y) dy.
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Mit dieser Aufgabe haben wir gefunden, dass

lim max S,,(sign) (z) =

m—00 r€[—7,7]
1 ("
lim S, (sign) (557 ) = — / sn(e) 1

m—00 ™ J_x

Weil % | " de ~ 1.178979744, gilt fiir jede Approxima-

—T

tion S,,(sign) mit m grof}, dass

max S, (sign)(z) — min S,,(sign)(z) >

lz|<m lz|<m

1.178 (max sign(z) — ln‘lin sign(az)) :

|z|<m

Dieses Phdnomen nennt man den Gibbsﬂ-Effekt und passiert
bei jeder Funktion mit einem ,,Sprung*.

WEeil jpg-Dateien auch auf Fourier-Approximation basieren,
sah man in Zeiten von Slow-Internet beim Aufbau eines Fo-
tos bei scharfen Ubergéngen auch solche ,,Farbzitterungen bei
Spriingen“. Siehe Abbildung [3.6]

—TT T T
/2 /2 T iz Tt o

- =
Abbildung 3.5: Skizzen von 5- Dy, (z) in Blau und — 5= Dy, (z) in Rot. GI h bs G I bbs

Sp(sign) <ﬁ1/2 ist dann die Summe beider Integrale, dargestellt
durch die gefirbten Flidchen. Der blaue Teil ist der Hauptteil; der

rote Teil geht nach 0 fiir n — co. Abbildung 3.6: Gibbs und Gibbs mit 2d-Gibbs-Effekt

"Josiah Willard Gibbs, 1839-1903
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Alternative
Approximationen

4.1 Gute Kerne

Die Fourierreihenentwicklung wurde definiert durch

™

f(z) = Til_l)rgo Z fne™ mit f, = %/_ e~ f(x)dw.

n=—m

Gleichzeitig wurden auch {S,,(f)},,cn als Folge von appro-
ximierenden Funktionen betrachtet. Vielleicht gibt es jedoch
gm € Span [{ei”‘”}?zfm], die es besser macht. Auf den ers-
ten Blick scheint dies unwahrscheinlich, ist jedoch wieder eine
Frage, die davon abhéngt, welche Konvergenz betrachtet wird.

In Abbildung findet man links die Standard Approxi-
mation x +— S, (sign) (z) fiir  — sign (x). Fiir jede Funktion
fgilt S, (f) € Span[{e*}"" 1. Rechts steht in Rot ei-
ne andere Approximation g,, € Span [{emx}f:_m}, die auch

x > sign (z) approximiert und besser aussieht. Oder?

35

[
C

Abbildung 4.1: Approximationen von der Funktion z +— sign(z) in
Span [{einz}nm:_m} fiir m = 5,15, 25, 35
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Wir werden alternative Moglichkeiten fiir den Dirichlet-
Kern beschreiben. Das Problem bei dem Dirichlet-Kern ist
die vierte Eigenschaft in Lemma [3.4.2] Weil

/ | Dy ()| dz — oo fiir m — oo,

—Tr

kann die Approximation S,,(f) einer Funktion f divergieren.
In 1873 hat Paul du Bois—ReymondH sogar eine stetige Funkti-
on beschrieben, bei der die Fourierreihenentwicklung tatsach-
lich nicht iiberall konvergiert.

Dieses Problem wird gelost, wenn man gute Kerne betrach-
tet.

Definition 4.1.1 Man nennt die Familie von Funktionen

{K, eL' (—W,W)}meN
einen guten Kern, wenn die folgenden Figenschaften erfiillt
sind:

1. %/ K (x)dx =1 fiir alle m € N;

2. Es gibt M € R* mit/ | K (2)|de < M fiir allem € N;

—T

3. Fiir alle 6 > 0 gilt lim

m— 00

| Ky ()| doe = 0.

o<|z|<m

'P. du Bois-Reymond, Eine neue Theorie der Convergenz und Di-
vergenz von Reihen mit positiven Gliedern, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 76 (1873), 61-91.
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Aufgabe 4.1 Zeigen Sie, dass
Kp(z) = 2rmax (m — m? |z, 0)
emn guter Kern ist.

Aufgabe 4.2 Sei f € C[—n,7|. Zeigen Sie fir jedes x €
(—m,m), dass

Gilt dies auch fir |z| =7?

Eine Fourierreihenentwicklung mit By beschéftigt sich mit
2m-periodischen Funktionen. Fiir Funktionen f : R — C und
g : R — C, die periodisch sind mit Periode 27, gilt

e wewa= [ s @t - s
- [ 1wty

So hat man fiir solche f auch

50(1) (@) = 5= [ Dl = )rw)y
1 s

=5- | Dn(y)f(z—y)dy.

2 ) .

Diese Umschreibungen lassen das néchste Theorem mit dem
Kriterium von Dini in Theorem [3.4.7] vergleichen.



4.2 Cesaro summierbar

Theorem 4.1.2 Sei f € C (R) periodisch mit Periode 21 und
sei { K, € L' (—=m,m)},,en €in guter Kern. Dann gilt

= [ K=y = 110

Beweis. Mit der ersten Eigenschaft eines guten Kerns folgt

Qg/ﬂmawﬂx—w@—f@>
2W/ K)o )~ o) ]

< o yK()Hf(:c— y) — f(x)|dy.
Dieses letzte Integral tellen wir auf in |y| < d und § < |y| < 7.
Weil f stetig und periodisch ist, ist f sogar gleichméafig stetig:

Ve>030>0:|y| <0 = |f(z—y)— flz)] <e.

=0.

lim ’
m—0o0
(o)

Es folgt mit der zweiten Eigenschaft eines guten Kerns, dass

! M
27 Jes [Kn @)l |f(@ —y) = f(@)|dy < —e.

Mit der dritten Eigenschaft und
[fz—y) = f@)] < 2| fll

finden wir fiir m — oo, dass

! Kony)| £z — ) — ()| dy <

27 Jo<ly<n
1
Sl [l dy 0.
™ s<lyl<m

Weil diese Abschétzungen unabhéngig sind von z, folgt die
Behauptung. [ ]
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4.2 Cesaro summierbar

Eine Folge {a,}, c nennt man summierbar, wenn {s, } tr

nGN

Sm = ioana (41)

konvergiert. Fiir jede summierbare Folge {a,}, .y gilt notwen-
digerweise, dass lim,, , a, = 0. Notwendig, denn

Up = Sy, — Sp_1 — s — s =0 fir n — oo.

Es ist keine ausreichende Bedingung, weil die harmonische
Reihe einen Widerspruch liefert:

1 m 1
lim — =0 und limz — = 00.

n—oo M, m—o0 n=0n

Definition 4.2.1 Sei {a,},.y C C eine Folge mit s,, in
definiert. Die C’esdrﬂSumme o der Folge {an}, oy wird
dann definiert durch

_ % 3 s (4.2)

n=0

wenn o = lim o, € C existiert.
m—00

Wir vergleichen mal s,, mit o,,:

n:|o0 1 2 3 4
Spt|ag ag+ay ao+a1+a2 ao+a1+a2+a4
On | Qg ao—i-%al ag + : a1+ a2 ap + a1+ a2+ a4

2Ernesto Cesaro, 1859-1906
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Man kann o, also auch wie folgt direkt mit a,, schreiben:

m

Om:Z(l—mLH)an.

n=0

Es sieht so aus, dass wenn s, — s fiir n — oo auch o, nach
s konvergiert. Das schauen wir uns im néchsten Lemma mal
genau an.

Lemma 4.2.2 Sei {a,}, .y eine Folge in C und setze s, und
om wie in Definition [{.2.1. Dann gilt Folgendes:

1. Wenn s = lim,,,_,o Sp in C existiert, dann existiert auch
o =1lim,,so0 0, und o = s.

2. Wenn o = lim,,_o 0, tn C existiert, dann existiert nicht
unbedingt lim,,, o S, tn C.

Beweis. 1. Wenn s = lim,, , s, existiert, dann gibt es fiir
jedes € > 0 einen m, € N derart, dass fiir m > m.:

>
a
n=m+1 "

Dann gilt fiir m > m,, dass

1 m
5= oul =|s - A 2 s
m
IO DMRCEEN
1 m 1 Mme
S 2 |8l D s =l

=|s—sm| <e.

me
m+1l—me 1 _
< m+1 €+ m+1 z :n:0 s 5n|
1 me
§€+m—+1 nzOlS—Sn’.
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Die letzte Summe ist eine feste (von ¢ abhéngige) Zahl und
durch m? > m. geniigend grof§ zu wéhlen, findet man fiir

m > m;

1 me
] n:0|3—sn|<5,

und folgt, dass
m>m: = |s—op,| < 2e.

2. Betrachte a,, = (—1)". u

Aufgabe 4.3 Das Lemma sagt, dass Konvergenz von {s,}, oy
nicht aus Konvergenz von {0y}, oy folgt. Eine Ausnahme gilt,
wenn a, € [0,00). Beweisen Sie Folgendes:

3. Wenn a, € [0,00) und o = lim,, . 0, ezistiert, dann
gilt lim,,, so0 S, = 0.

Aufgabe 4.4 Man kann das Spiel in der Definition der
Cesaro-Summe noch weiter treiben: Nennen wir eine Fol-

ge {an}, oy komplever Zahlen 3-Schritt-summierbar nach w,
wenn w = lim w,, € C existiert mit o,, in und

m— 00

1. Zeigen Sie, dass wenn lim,, .. 0,, = o € C existiert,
auch lim,,,_yoo Wy, = 0.

2. Geben Sie eine DBeispielfolge {an}, .y an, die nicht
Cesaro-summierbar ist, aber schon 3-Schritt-summierbar.



4.2 Cesaro summierbar

Definition 4.2.3 Die Cesaro-Summe fiir eine Approzimation
einer Funktion f € L' (—m,m) mit Span [Bp|-Funktionen ist
definiert durch

1 m
TN i= S 2 S @)

Auch hier zeigt man:

Lemma 4.2.4 Fir f € L} (R) folgt

L / " Pl — )7 (9)dy.

o)) = 5

In der rechten Spalte von Abbildung ist die Cesaro-
Summe der Fourier-Koeffizienten verwendet.

Auch diesen Fejér-Kern kann man ohne Summenzeichen
schreiben:

Z ZZ@ Z (m+1—|n|)e™™

n=0 n=0 k=—n n=—m

= ival—n _mm—l—i(m—l—l—n)em‘”
=1 n=1

3Lipét Fejér, 1880-1959
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A

— ———

-JT T

Abbildung 4.2: Skizzen der ersten 8 Fejér-Kerne Fy bis Fr

m

=m+1+e ™ Z (m+41—n)elmme
n=1
m
+ eima Z (m +1— n) efi(mfn)z
n=1

=m+ 14 e me Z keitk—Dz 4
k=1

eima: Z kie_i(k_l)$. (43)
k=1
Weil
a Zm—i—l 1
bl k_ 9
T 0z Z 0z z—1

_mzm+1—(m+1)zm—|—1

(=1)°

B
Il
—

Y
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folgt fiir x # 0, dass

o i(m+1)zi( imzx
_ imax me m+1)e™F 41
" =m+1+e (6“”*1)2
. —i(m+1)z _ 41 —imx+1
+ezmxm6 7‘(m 2)e
(e==—1)
—iz m_(m+1)€7iz+67i(m+l)z
7 + e in/a\2
(ezz/ —_e—iz/ )
m_(m+1)eix+ei(m+1)x
(eiz/2_67iz/2>2

_ e*—2+e
- (m + 1) (611/2_671'1/2)

+

giltn+Da _ g 4 g=itntDa  (gin (m +1)2/2)\?
(ein/2 — e—m/z)Q - sin (x/2)

Es folgt fiir x # 0, dass

Fo(e) = 1 (sin((m+1)x/2))2' (4.4)

m+1 sin (z/2)
Man zeigt direkt, dass F,,(0) = m + 1.

Einige Eigenschaften listen wir im Lemma:

Lemma 4.2.5 Der Fejér-Kern erfillt die folgenden Bedingun-
gen:

1. Fp(x) >0 fir x € [—m, 7.

2. / Fo(x)dx = 2m fiir alle m € N.

—T

3. F(x) <

T
— fii clo it o > 0.
< Sam (%5) fir |z| € [§, 7] mi

4. Fir alle 0 >0 gilt limsoc [y or [Fmn(7)| dz = 0.

Kapitel 4, Alternative Approximationen

Beweis. 1. Dies folgt direkt aus (4.4)).
2. Weil [ D,,(z)dz = 2, folgt

g 1 m T
/ F(x)dx = o HZZO/ D, (x)dx = 2.
3. Mit (4.4) findet man fiir || € [4, 7] mit § > 0, dass

1
sin (z/2)

sin ((m+ 1) z/2) x/2
(m+1)x/2 sin (x/2)
<1

Fo(x) <

1 < s
in (z/2) =~ 2sin (

m_
25 5y

2

4. Wir haben

/6<|w<7r [P ()] du = m;ﬂ /5<|I|<7r (Sin (gz (%;:/12)):(:/2))2%
1 2m

e (sin (30))°

Schreiben wir Cs,(R) fiir die stetigen, 2m-periodischen
Funktionen auf R.

Theorem 4.2.6 Sei f € Cor(R). Dann gilt

lim - / " Fle — ) f(y)dy = f(2)

m—o0 27 J_

gleichmdpig fiir v € [—m, 7.



4.3 Abel summierbar

Beweis. Wegen Theorem miissen wir nur bemerken, dass
der Fejer-Kern ein guter Kern ist. Das wurde in Lemma [4.2.5
gemacht. [ ]

Korollar 4.2.7 Sei f € (5% (R). Dann gibt es eine Folge
{fm}meN C Span [Bp] mit

| f — fmlloo = 0 fiir m — oo.

Bemerkung 4.2.8 Der Funktionenraum Car(R) ist ein nor-
mierter Raum mit Norm |||, definiert durch

lullo = sup {Ju(z)[; @ € [=m, 7]}

Das Korollar bedeutet: Die trigonometrischen Funktionen von

Span [Bg| liegen dicht in (Car(R), ||-]|.)-

Bemerkung 4.2.9 Fir f € Cy(R) konvergiert im Allgemei-
nen die Fourierreihe S,,(f) nicht nach f, sondern die Cesaro-
Summe o,,(f) der Fourierreihe. Konvergenz und Divergenz
st nur eine Sache von Good Kernel and Bad Kernel.

Aufgabe 4.5 Welche stetige Funktionen in C[0, 7| kann man
mit Span[Bys] in ||-||-Norm approximieren?

4.3 Abel summierbar

Eine andere Idee, um die Konvergenz der Fourierreihe zu be-
trachten, geht zuriick auf Fourier und seine Wérmeleitungs-
gleichung auf der Einheitsscheibe. Wenn auf dem Rand die
Funktion als Fourierreihe

o
URand (9) = ) €™

n=—oo

41

gegeben ist, dann wird die Losung des Randwertproblems in
Polarkoordinaten:

u(r cos p, rsinp) = Z e (4.5)

n=—oo

Weil fiir ugang € L' (=, ) gilt, dass

|une™| = |un| =

= uaand«o)e-mdso\

—Tr
™

1 1

é o |uRand(SO>‘ dg@ = or HuRandHl

-7

ist der Konvergenzradius von der Potenzreihe in (4.5) gleich
1. Also konvergiert die Reihe fiir u, wenn |r| < 1. Dann kann
es Sinn machen .
lim w,rl™lem?
im )

n=—oo

zu betrachten.

Definition 4.3.1 Sei {a,}, .y eine Folge komplever Zahlen.
Man nennt diese Folge Abel-summierbar, wenn der folgen-
de Grenzwert in C existiert:

W= lTlgl a,r". (4.6)

n=0

Lemma 4.3.2 Sei {ay}, oy eine Folge in C und setze o, wie
in Definition [{.2.1 Dann gilt Folgendes:

1. Wenn {an}, oy Cesaro-summierbar ist mit Summe o €
C, dann ist {an}, oy auch Abel-summierbar mit gleicher
Summe o.
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2. Es gibt Abel-summierbare Folgen {a,} die micht

Cesaro-summierbar sind.

neN’

Beweis. Wir setzen wieder s,, = > " ja, und (m + 1) 0, =

D o Sn-

1. Cesaro-summierbar heiit o,, -+ ¢ € C. Wenn o,, — o
fiir m — oo, folgt also fiir groflies n, dass |o,| < |o| + 1 und
dann auch

sn| = |(n+ 1) 0y = noya| < (20 + 1) (|o| + 1),
lan| = |0 — Sn_1]| < 4dn (o] +1).

Dann haben sowohl

oo o o
5 anr”, g s,r" als auch E (n+1)o,r"

einen Konvergenzradius grofer gleich den von > nr™, also
mindestens 1. Auflerdem gilt dann fir € [0,1)

(EEDICTEEES SIS S
n=0 n=1 n=0
und ebenso
(1 —r)i(n—i— 1) o,r" = isnr”.
n=0 n=0

Es folgt

[e.9]

(n+1)o,r"
=0

Zanr" =(1-r)

n=0 n

Kapitel 4, Alternative Approximationen

und fiir Abel-summierbar kénnen wir zeigen, dass

. 2 n __
17}%1{1 (1—r) nz:% Spr’t = 0. (4.7)

Man erinnere sich, dass
= 1 1
_d +1_ d _
() =5 > =3 (1—7‘ _1> Ta-n"
n=0
Mit dieser Identitat gilt

‘(1 —r)? ZZOZO (n+1)o,r" — o‘ _
‘(1 — 7’)2 ZZO:O (n+1) (o, —o)r™|. (4.9)

Sei ¢ > 0. Wir spalten die letzte Summe in n < n. und
n > n., mit n. derart, dass

o0

n=0

n>n. = |o,—o|<e.

Aus (4.8) folgt, dass unabhéngig von r € [0, 1) Folgendes gilt:
2 n
‘(1 —r) ane (n+1) (o, —0o)r
L= (n+1)rme<e.

n=ne

<

Weil die restliche Summe nur endlich viele Terme hat,
2 e n
=Y ) (on—o)r
(1—7’)22(n+1)|0n—0 ,

n=0

<




4.3 Abel summierbar

geht dieser Teil nach 0 fiir 1 1. Das zeigt uns, dass wir (4.9))
beliebig klein bekommen koénnen und beweist so (4.7]).

2. Schauen Sie die Folge an, definiert durch
an = (=1)""'n fiir n € N.

Man berechnet

[ —n/2 fiir n gerade,
on = (n+1) /2 fiir n ungerade,

{ 0 fiir n gerade,
op =

= fiir n ungerade.

Die Cesaro-Summe ist also nicht konvergent, wihrend fiir r €
(0,1) gilt

o0 o0 d o
?’L+1 n __ _ n—1 — . n
(=D)"" " = r;n( T) r <dz anoz )z:r

- (dili) - <ﬁ) - <1fr>2

. T 1
w = lim 5 = .
r1l (1+r> 4

Aufgabe 4.6 Beweisen Sie, dass auch die 3-Schritt-Summier-
barkeit aus Aufgabe [4.4) die Abel-Summierbarkeit impliziert.

Definition 4.3.3 Der Poissorﬁ-Kern st definiert als die Fa-
milie der folgenden r-abhdingigen Funktionen:

P, (z) = ZT'"‘e’m mit r € [0,1).

neEL

4Siméon Denis Poisson, 1781-1840
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Die Abel-Approximationen von f € L (R) mit Fourier-
Koeffizienten

Cp = %/ fy)e ™ dy fiirn € Z. (4.10)
sind definiert durch

A(f) (z) = Z cpritleme.

neL

Auch hier findet man analog zu Lemma [3.4.6] und Lemma

[4.2.4] dass

A(f) (@) = — / " P(a— ) fy)dy.

:% »

Lemma 4.3.4 Firr € [0,1) gilt

1—r?

T 1-2r cos(x) + 1?2

P, (x)
Beweis. Man rechnet direkt:

PLe) = =14 Y ()" 4 (%))

1
= —1] - -
+ 1 —rew + 1—re=
1—r2 1—r2

(1 —re—) (1 —re=) T 1-2r cos(x) + 12’
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3. Begriinden Sie, dass es stetige Funktionen f € Cor(R)
gibt mat

lim lim f,,,(0) # lim lim f,,,(0).

m—oo 1l r1tl m—

I N

T L b

Abbildung 4.3: Skizzen fir r € {%, %, %, %, %} des Poisson-Kerns

P(r,z) und bemerke, dass P(r,0) = £ — oo, wenn r 1 1

Proposition 4.3.5 Sei f € Cor(R) und seien ¢, die zugehiri-
gen Fourier-Koeffizienten . Dann gilt

-5 ot
ne’l

Aufgabe 4.7 1. Aus folgt micht direkt, dass die tri-
gonometrischen Funktionen von Span [Bg| dicht liegen in
(Cor(R), [||l.)- Wieso nicht?

— 0 firr 1 1. (4.11)

2. Kann man dies mit trotzdem noch zeigen, wenn
man mit

m .
fram(@) =" el
n=—m

vergleicht fiir geschickte m und r? Wie soll man da m
und r wdhlen?
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Ein (Gegenbeispiel

Dieser Abschnitt zeigt das Beispiel einer stetigen Funktion,
bei der die Fourierreihenentwicklung nicht {iberall konvergiert.
Wir folgen dem Ansatz in [10, Chapter 3, section 2.2].

5.1 Vorbereitung

In Beispiel [I.2] und auch Beispiel [I.3] haben wir

Z sm;n:c)

neN+

betrachtet. Die Reihe konvergiert und die dadurch definierte
Funktion f ist 2w-periodisch mit Sprung in 0. Weil

sin(nz) 1 (em‘” N e‘im’)

n 21 n -n

konnte man die Reihe vielleicht formal auch schreiben als

inT
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Man soll hier

moinx m —inT
. e . e
lim E und lim 5
m—00 n m—00 n

n=1 n=1

getrennt betrachten und beide Reihen divergieren fiir x = 0:
1 ™1 i}
Z—Z —dzx =1In(m) — oo fiir m — 0.
—~n . T

Fiir z € [-m, 7| \ {0} kann man die Reihe umschreiben zu

e:l:znx

= —Log (1 — eim)

neN+
und sieht auch da das Problem, wenn x — 0.

Die Idee, eine stetige Funktion f mit divergenter Fourier-
reihe {S,,(f)} zu konstruieren, basiert auf einem Balancieren
zwischen dem symmetrischen Aufbau der Termen in S, (f)
und einer geschickten Wahl von Funktionen aus Span[By], die
sich summieren lassen zu einer stetigen Funktion.
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Abschnitt [] hat gezeigt, dass es eine Hierarchie gibt
beziiglich der Summierbarkeit. Die Gegenbeispiele, dass
Abel-summierbar nicht Cesaro, und Cesaro nicht normal-
summierbar impliziert, hatten alternierende Termen. Hat man
keine alternierende Termen, dann ist der Unterschied klein. Es
folgt ein Lemma, das wir beim Gegenbeispiel brauchen wer-
den.

Lemma 5.1.1 Sei {a,}, . C C derart, dass |a,| = O (%). Sei
> nen @™ konvergent fir r € (0,1). Wenn |3,y anr™| fir
r € [0,1) beschrinkt ist, dann ist auch |y " a,| fir m € N
beschrdnkt.

Beweis. Wir setzen fiir m € N und r € [0, 1)
S = Zan und A, = Z a,r".
n=0 neN

Weil wir |a,| = O (£) angenommen haben, existiert

M =supnla,|.
neN
Dann findet man
|$m — Ar| = Zan (1—r") — Z a,r"
n=0 n=m-+1
M > M
SZ—(I—T")+ —r"
n=1 n n=m-+1
m 1 .. n—1 i M
SZM(l—T) rraee + —r"
n m—+1
n=1 n=m-+1
M 1

Kapitel 5, Ein Gegenbeispiel

Fiir r = 1 — 1 folgt r € [0,1) und

|$m — Ar| < 2M.

Weil A, fiir r € [0,1) beschrinkt ist, ist auch s, fir m € NT
beschrankt. m

Beispiel 5.1 Die Funktion f : [0,27) — R definiert durch

fz) =

kann man 27 periodisch fortsetzen. Sie hat die Fourierkoeffi-
zienten

(m — )

DN |

Y A | 1

. —lnx_ . = ‘1

on ) ¢y m e de =g (5.1)
Siehe Beispiel [I.2] Weil der Poisson-Kern ein guter Kern ist
und weil f eine beschrinkte Funktion ist, sind auch die Funk-
tionen A, f gleichmifig beschriankt. Weil P, (z) > 0 gilt, folgt
sogar

4,50 = |5 [ Ba =
1 m
<5 | Pla-ulfwldy
1 m
<l ge [ Py =171

und [[A, fll, < || fll..- Weil (5.1)) gilt, kann man das letzte

Lemma anwenden, und findet, dass auch

sup ||Sm fll, < oo.
meN
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5.2 Die Bausteine

Stein und Shakarchi setzen

ful@)= Y S wd ful@) = Y

n
0<|n|<m —m<n<0

inT

inx
(&

Dann definieren sie trigonometrische Funktionen
P, (z) := e*™ f, (x) und P, (z) := ¥ f, ().
Diese Funktionen enthalten nicht-triviale e"®-Termen

bei P, wenn n € {m,...,3m}\ {2m}, (5:2)
- 5.2
bei P,,, wenn n € {m,...,2m — 1}.

Léasst man den Dirichlet-Kern arbeiten auf P,,, so findet man

0 fir k <m,
= fiir m < k < 2m,
Si(Pp)(x) =< P, fir k=2m, (5.3)

.. fir 2m < k < 3m,
P, fir k> 3m.

Weiter gilt

| P () | = €27 fin(2)] = [ fin ()
| P (2) | = €27 fin(2)] = [ fun(2)].

Punktweise findet man zwar

lim_fin(2) = foo()

m—o0
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fiir
%(7?—35) fir 0 <z <m,
foolz) == 0 fir x =0,
t(—m—x) fir —w <z <0,
jedoch noch nicht eine gleichméBige Abschétzung fiir || f,,|| .-
Eine solche Abschitzung folgt aus Lemma [.1.1 wie in
Beispiel gezeigt wurde. Denn da wurde gezeigt, dass
|Sm (foo) |l beschrénkt ist und es gilt f,,(x) = Sy (fo) ().
Mit den Uberlegungen rund um das Gibbs-Phinomen kann

man sogar schliefen, dass

lim | finloe = 1178 [ fooloe < 2.
m—o0

Fiir f,, gilt keine solche Abschitzung, weil

~ 1
@ =| ¥ == mm)
—m<n<0
Mit (5.4]) gibt es also M € R* derart, dass fiir alle m € N:
[Pl < M, (5.5)
wéahrend B
Pm(O)‘ > In(m). (5.6)

Dieses unterschiedliche Verhalten und die Tatsache, dass diese
P,,(0) auftauchen in der Approximation mit dem Dirichlet-
Kern, siehe (/5.3)), wird nun ausgenutzt fiir das Gegenbeispiel.

5.3 Das eigentliche Beispiel

Die P, sind goniometrische Polynome und daher stetig. Wenn
man solche Funktionen addiert, dann ist die Summe auch wie-
der stetig. Dies gilt sogar, wenn man abzihlbar viele solche
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Funktionen addiert, wenn die Summe in ||-|| _-Norm konver-
giert, denn (C'[—m, 7], ||||.) ist ein BanachraunT]

Definiere die Funktion F' : R — C, die als Gegenbeispiel
dienen wird, durch

@)= 3 P (2) (57)

fiir geschickt gewahlten m; und ay. Was geschickt heifit, wer-
den wir im Folgenden bestimmen:

e Um die Fourierkoeffizienten der verschiedenen P, aus-
einanderzuhalten, braucht man, siche (|5.2)):

Mmry1 > 3my. (58)

Py Py P13

Abbildung 5.1: Nicht-triviale e™*-Koeffizienten von P;, Py und Pi3

e Durch ist jedes P, eine stetige Funktion mit ||-|| -
Norm beschrankt durch M. Wenn {|ay|}, oy summier-
bar ist, dann, wie eben begriindet, konvergiert die Summe
in (5.7) nach einer stetigen Funktion. Wir nehmen

1
a = 13 fiir alle k € N™.

Man hétte hier auch eine andere, absolut summierbare
Folge nehmen koénnen.

!Stefan Banach, 18924€“1945
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e Betrachtet man S,,(F)(0), dann folgt aus (5.6) mit ((5.3)),
dass

|(S2m, ) (0)] =

> i (Sam Py (0)

-1
@ P, (0) + )y P, (0)
k=1

/-1
> [0ePr, (0)] = X lo P, 0)

k=1
1 1
keNt
1
> g—zln(mg)—2M

Wir kénnen m, so wahlen, dass

1
g—zln(mg) — 00 fiir £ — oo.
Dazu nimmt man fiir {my},+ eine Folge, die ,deutlich”
schneller wichst als e” und derart ist, dass 1} erfiillt ist.
Dann ist {[S2m,(0)|},cn+ unbeschrénkt und die Fourierreihen-
entwicklung S,,(F') konvergiert nicht fir x = 0. Stein und
Shakarchi nehmen
14
my = 3%. (5.9)
Dann gilt my, € N,

mepr = 327 > 35 = 3m,
und fiir £ — oo folgt:
1 1 o 2
ﬁln(mg) = 6—2111 (3%) = K_an(3) — 00



5.3 Das eigentliche Beispiel

i
www

Abbildung 5.2: Skizze zu Re (F(x)) aus mit my aus (5.9)

Aufgabe 5.1 Sei F' wie oben in mit genau diesen oy, und
mg.

1. Stimmt es, dass wir die einzelnen Terme e
folgt nach wachsender Potenz n ausschreiben kénnen?

"Toan Fowie

F(x) =
P o S g S g
Qg {ﬂ:,f: toota _1(2m21 > + 042_@1‘(21%121%)3U Tt 23m2w+
361213: L.t z(2m31 1z +as ez(2m13+1)x Fetag 13m3x+
S (5.10)

2. Sei nun F,, die Funktion, die man bekommt, wenn man
abbricht bei Potenzen grdfier als n. Konvergiert F,, fir
n— oo?

3. Schreibe
i 2mq—1,i(2mq—1)=z
—mq
2m1+lei(2m1+1)z
+ o 4.
1
+ o rm2 gima® + + o r2mg—1gi(2mo—1)=
2T . T - 1
2
2m2+16i(2m2+1)z
e
1
mgeimgw r2mg—1gi(2mg—1)z
I R
—m3
+ a r2m3+1gi(2mg—1)z +
3 1
m4 ’Lm4z
_J’_a—e _|_...+...‘

—myq

Konvergiert lim,4+, F,.(z)?
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Fourieranalysis

Konvergenz in
L?(—m, )

6.1 Der Hilbertraum /.2

Das reelle innere Produkt oder Skalarprodukt sollte schon be-
kannt sein. Wir wiederholen es hier, um zu vergleichen mit
dem komplexen Fall.

Ein inneres Produkt auf einen reellen Vektorraum V ist
eine Abbildung (-,-) : V' x V' — R mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Symmetrie: (u,v) = (v, u) fiir alle u,v € V.

2. Bilinearitét: v — (u,v) ist linear fir alle u € V.
Wegen der ersten Eigenschaft ist auch v — (u,v) linear

fir alle v € V.

3. Positiv Definitheit: (u,u) € [0,00) fiir alle v € V' und
(u,u) = 0 impliziert u = 0.

o1

Kapitel 6

Wenn (-, ) ein inneres Produkt ist, dann ist ||-||, definiert
durch

(u, u) (6.1)

Jull =

eine Norm auf V. Man nennt (V, (-, -)) einen Prihilbertraum,
oder auch Innenproduktraum, Skalarproduktraum.

Wenn ein Prahilbertraum vollstédndig ist, also wenn jede
Cauchy-Folge im Raum konvergiert, dann nennt man diesen
Raum einen Hilbertraum(]

Das komplexe innere Produkt ist vielleicht weniger bekannt.
Definition 6.1.1 Sei V' ein komplexer Vektorraum. Ein kom-
plexes inneres Produkt (-,-) : V x V' — C hat folgende Eigen-
schaften:

1. Schiefsymmetrie: (u,v) = (v, u) fiir alle u,v € V.

'David Hilbert, 1862-1943
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2. Sesquilinearitéit: v — (u,v) ist linear fiir alle u € V.

Wegen der ersten Eigenschaft gilt in dem Fall
(o + Bo,w) = & (u, w) + B (v, w)
fiir alle u,v,w € V und «, g € C.

3. Positiv Definitheit: (u,u) € [0,00) fiir alle v € V und
(u,u) = 0 impliziert u = 0.

Schiefsymmetrisch wird auch hermitesch genannt nach Her-

miteﬂ Wegen 3. ist auch hier die Norm in (6.1)) wohl-definiert.
In inneren Produktrdumen gilt der Satz von Pythagoras:
Wenn (u,v) = 0, dann folgt |Ju + v||* = ||ul|* + ||v]||>.

Theorem 6.1.2 Der Vektorraum L?(—m,m) ist ein Hilbert-
raum mit dem inneren Produkt (-,-) definiert durch

(u,v) = / :mv(x)dx.

Dieses Ergebnis werden wir hier nicht beweisen. Man soll-
te bemerken, dass fiir L? (—m, ) die Standardnorm iiberein-
stimmt mit der Norm in (/6.1)):

w|| = ||ull, fir alle w € L* (=7, 7).
2

Fiir die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € L? (—x, )
findet man so die Formel

fo=2: (™ ).

2Charles Hermite, 1822-1901

Kapitel 6, Konvergenz in L*(—m, )

Es wird vom Vorteil sein, in der Fourierreihenentwicklung die
betreffenden trigonometrischen Funktionen zu normierenﬂ:

{Pntnez mit p, (v) = \/szﬂeim. (6.2)

Definition 6.1.3 Sei H ein Hilbertraum. Eine Menge {1,,}
aus H nennt man ein Orthonormalsystem, wenn

neN

1 wenn n=m,

(Vs Vi) = Onm = {

0 wennn # m.
Man nennt 6, ,, das K’r’onecker-é.ﬁ

Lemma 6.1.4 Sei H ein Hilbertraum und {1, }, . ein Ortho-
normalsystem. Dann gilt fir alle w € H, dass

D 1w < lull (6.3)

neN

Die Ungleichung in ist nach Bessellﬂ benannt.

Beweis. Fiir £ < m gilt

(=" W) th,) =

(o) = > (W) (W, 1,) =0

3Man normiert eine Funktion u € H \ {0}, indem man sie passend
skaliert. Die normierte Funktion wird

() = |full 7 ulx)

und erfiillt so ||al|, = 1.
4Leopold Kronecker, 1823-1891
S5Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846
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und daher
0< fu-3", |
= <u — kazo (U, u) Yy, u — Zj:o (¥, u) wn>
= <u, u— nm:(] (1, u) ¢n>

folgt fiir alle m € N, dass

S )l < llull -

WEeil eine beschrinkte, wachsende Folge einen Grenzwert hat,

folgt (6.3)). |

Korollar 6.1.5 Die Funktionen {¢,}, ., in bilden ein
Orthonormalsystem in L* (—m, ).

Nimmt man ¢,, wie in (6.2)), so wird S,, wie folgt

m

Su(H)@) = > {@us ) (),

n=—m
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Aufgabe 6.1 Statt {e}, _,
{cos (nz) ,sin ((n + 1) 2)}, oy

verwenden. Wie ist da das zugehorige Orthonormalsystem?

Aufgabe 6.2 Betrachte L? (0,m) mit innerem Produkt

() 1= /OWMU(x)dI.

1. Skalieren Sie die Funktionen der Fouriersinusrethe der-
art, dass sie ein Orthonormalsystem bilden in L* (0, 7).

kann man auf L? (—7,7) auch

2. Skalieren Sie die Funktionen der Fouriercosinusreihe der-

art, dass auch sie ein Orthonormalsystem bilden in
L?(0,m).

6.2 Parallellogrammgleichung

Das innere Produkt liefert eine Norm, aber es gibt auch einen
umgekehrten Weg.

Lemma 6.2.1 (Parallellogrammgleichung) Sei (H, (-,-)) ein

Prdahilbertraum mit Norm definiert durch ||u|| = /{u,u).
Dann gilt fir alle u,v € H
)+ [oll® = 5 (llu+ol* + u = off). (6.4)

Beweis. Die Gleichung lésst sich geradeaus beweisen:
fu A+ ol* + flu = o]
=(u+v,u+v)+(u—v,u—v)

— (u, )+ {u,v) + (v, 0) + (0, 0) +
(u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)
=2 ([lull® + [lv]") -
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Abbildung 6.1: A* + B? = 5 (C? + D?)

Ahnlich kann man auch zeigen, dass man bei einem reellen
Prahilbertraum aus der Norm das innere Produkt zuriickfin-
den kann:

Lemma 6.2.2 Sei (H,(-,-)) ein reeller Prahilbertraum mit
|ul| = v/{u,w). Dann gilt fir alle u,v € H, dass

2 2
(u,0) = § (llu+oll* = [Ju—2[[). (6.5)
Beweis. Direkt ausschreiben ergibt:

(w4l = flu =)
=1 ((u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v))

- % (<u7u> - <U7U> - <U7u> + <U7U>)
= 5 ((u,0) + (v, u)) = (u,v) .

Im letzten Schritt braucht man, dass (u,v) reell ist. n

Kapitel 6, Konvergenz in L*(—m, )

Lemma 6.2.3 (Polarisationsformel) Sei (H,(-,-)) ein kom-
plezer Prihilbertraum mit ||ul| = /{(u,u). Dann gilt fir alle
u,v € H, dass

<U,U> -
1 2 2 . . 2 . . 2
i (w4l = llu —ol]” =i flu+iv||” +illu —w[”) . (6.6)
Beweis. Hier zeigt man
2 2 . . 2 . . 2

1 (le ol = flu = []* = illu+dv|]” +i[Ju —iv])

= % (<u> U> + <U7u> —1 <u7iv> —1 <ZU7U>)

= % (<U’> U> + <’U,U,> + <U,U> - <U,U>) - <U,U> :

Aufgabe 6.3 Weniger bekannt ist, dass, wenn bei einem nor-
mierten Vektorraum (V,||-||) die Norm erfillt, dieser

Vektorraum ein Prahilbertraum ist. Im reellen Fall ist (-,-)

definiert durch ,' im komplexen Fall durch .

Zeigen Sie dies im reellen Foll. Fiir die Linearitdt von v —
(u,v) zeigt man zuerst

(u, v+ w) = (u,v) + (u, w) .

Damit findet man (u,nv) = n (u,v) firn € N und dann auch
fiirn € Z. Fiir q = gilt dann

m (u, qu) = (u,nv) =n (u,v)

und es folgt (u,qu) = q (u,v). Mit der Stetigkeit der Norm gilt
dann auch (u,tv) =t (u,v) firt € R. Siehe Abbildung[6.3



6.3 Approximieren in L*

6.3 Approximieren in L?

Theorem 6.3.1 Sei f € L* (—m,7) und {,},c, wic in (6.9).
Dann gilt

T £ = Su(f)l, =0

und

15 =D len, A (6.7)

neL

Die Gleichung in 1st nach Parse'valﬁ benannt.

Beweis. Mit

= Z fn@pn

n=—m

folgt fiir m > |n|, dass

(s [ = Sm(f)) = (s /) = (s ()

m

= (o f) — Z (P> 1) (rs [
k=—m
gpn, Z 6nk Soky (68)

Fiir g € Span [{‘Pn}|n|§m]7 sagen wir g(z) =Y " gy, (),

6Marc-Antoine Parseval, 1755-1836
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folgt dann aus Pythagoras-dhnlich, dass
m 2
Hf - ne—m gngpn
2
2
=If = Sm f||2+HZ )|,
> If = S5 - (6.9)

Das heifit, man bekommt die beste Approximation in L?-Norm
von f in Span [{(pn}|n| <m] , wenn man die Fourierkoeffizienten

nimmt.
Sei € > 0. Weil Cy,(R) dicht liegt in L2 (R), gibt es f, €
Cor(R) mit
Hf - fSHQ < %6'
Wegen Theorem gilt, dass

mh_rgo 1fs = Fn(f)llo = 0
und weil || f||, < V27| f],, folgt auch
mh_rgo 1 fs = Fn(fs)ll; = 0.

Sei nun m, . € N derart, dass fiir m > m, . gilt

“fs - Fm<f8)||2 < %5'
Wir finden wegen , dass fiir m > ms . gilt:

1f = Sm(Dlly < (1 = Fn(fs)lly
<N =Fslla +1fs = Falfo)ll, <e. (6.10)
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Die Ungleichung in (6.10)) zeigt auch, dass

[Sm(F)lly =& < [flly < NSm()lly + €

und weil

1Su(Nlz= D> D (@ns L), 00) (01 00)

k=—mn=—m

= lew NI (6.11)

n=—m

bilden die Terme in (6.11)) eine konvergente Folge mit Grenz-
wert wie in ([6.7]). [ ]

Korollar 6.3.2 Scien f,g € L? (—n,m) und {¢,},c; wic in

. Dann gilt
(f.9) = _(f,0.) (n:9)- (6.12)

neL

Bemerkung 6.3.3 Nimmt man f = g, dann folgt aus dem
Korollar sofort . Weil sie dquivalent sind, nennt man
auch die Parsevalsche Gleichung.

Aufgabe 6.4 Beweisen Sie dieses Korollar.

6.4 Vollstindiges Orthonormalsystem

Man kann diese Resultate allgemeiner formulieren. Dazu ge-
ben wir erst eine Definition.

Kapitel 6, Konvergenz in L*(—m, )

Definition 6.4.1 Sei H ein Hilbertraum. Eine Menge {1, }, cx
aus H nennt man ein Vollstindiges Orthonormalsystem
fir H, wenn

1. {,},en it ein Orthonormalsystem, und

2. jede Funktion u € H ldsst sich in der ||-|| ;-Norm appro-
zimaeren mit Funktionen in

Span [{wn}neN] )
NB. |lull, = v/Tw, .

Lemma 6.4.2 Sei H ein Hilbertraum mit {4, }, .y € H als
Vollstindiges Orthonormalsystem. Dann gilt die Identitdt von

Parseval
1£13 =D 1w, 1

neN

Beweis. Wenn f approximiert wird durch > " ¢, ¥, in H-
Norm, dann folgt wie in (6.9), dass

F=Y W Da| <\ =D cnmttn
n=0 H n=0 H
und daher
Tim ||f = (U, f) | =0,

n=0

H
Die Gleichung folgt aus

2 2

+
H

> W 1),

n=0

=Y (W, N,

n=0

If 17 =

H
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Lemma 6.4.3 Die Menge {0, }, ;. definiert in , ist ein
Vollstindiges Orthonormalsystem fiir L? (—m, 7).

Beweis. In Lemma wurde bewiesen, dass {¢,},; €in
Orthogonalsystem ist, und in Theorem [6.3.1] findet man die
Vollstéandigkeit. [ ]

Lemma [6.4.2l mit Lemma [6.4.3| zeigen eine Verbindung zwi-
schen L?(—m,7) und ¢*. Der Raum ¢? besteht aus allen qua-
dratisch summierbaren Folgen komplexer Zahlen. Einfach-
heitshalber nehmen wir hier Folgen von Z nach C, statt N
nach C. Dann setzt man

2= {{cn}nez ;cn € C und H{C”}"GZHZQ < OO} mit

H{Cn}neZng = (Znez |C’n|2> 1/2‘

Auch £? ist ein Hilbertraum mit

<{C”}neZ ) {dn}n€Z>g2 = Z Cnd_n-

nel

Korollar 6.4.4 Sei {,},o, definiert in (6.9).

1. Wenn {c,} € (%, dann istu := Y c,p, € L* (—7,7) und
nez

ull, = H{Cn}nEZHEQ' Abbildung 6.2: Um (u,v+w) = (u,v) + (u,w) zu zeigen, muss
man schon mehrmals die Parallellogrammgleichung verwenden.

2. Wennu e L*(—m, ), dann ist {{¢,,u)}, ., € (> und

[{{en )} nezlle = llully-
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Fourieranalysis

Fourier-Transformation
in L1(R)

7.1 Elementares

Wenn man das Intervall skaliert von (—m, ) nach (—a,a),
dann werden die Funktionen fiir die Fourierreihenentwicklung,
wenn man sie normiert

{ 1 einﬂx/a}
V2a nez

Léasst man a sehr grofl werden, dann scheint das 0 zu werden.
So direkt kann man es also nicht verallgemeinern.

Man definiert die Fourier-Transformation fiir geschickte
Funktionen durch

5 © = [ e (7.1)
Wiéhrend bei Fourierreihen eine Funktion festgelegt wird
mittels einer Folge von Koeffizienten, wird bei der Fourier-
Transformation eine Funktion auf R transformiert zu einer

59
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anderen Funktion auf R. Wenn die Fourier-Transformation
der Funktionen f und g wohl-definiert ist, dann ist sie auch
fir af 4+ Bg, mit a, f € C, wohl-definiert und

S (af + Bg) (§) = aF (f) (&) + B (9) (£).

Die Fourier-Transformation ist eine lineare Abbildung.

Das Integral in (7.1)) ist wohl-definiert, wenn f € L' (R),
also Lebesgue-integrierbar ist und

1l = / ()| di < oo,

In dem Fall gilt |e=2™%¢ f ()| = | f(z)| und (7.1) ist auch wohl-
definiert als Lebesgue-Integral. Sogar diese Abschatzung gilt
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sofort:

50l =| [ e

[e.9]

< /_m\mef )| dz = ||f],. (7.2)

Man kann sogar mehr sagen:

Theorem 7.1.1 (Riemann-Lebesgue) Sei f € L'(R) und sei
Sf definiert in . Dann gilt Folgendes:

1. §f ist gleichmdfsig stetig auf R;
2. limpg) 00 Sf(§) =

Bemerkung 7.1.2 Die erste und auch die letzte Eigenschaft
zeigen, dass § : L*(R™) — L>®(R") nicht surjektiv ist.

Beweis. Zu 1: Fiir die gleichméflige Stetigkeit betrachten wir
((Ff) (E+m) — (Ff) (§)]- Weil

$f) (€+n)— () (©)
/ —27i acf —2m Tn 1) f(:L‘)d:L‘

/ 2””5 e 2 e )f(x)|dx

< [l =) pw)

| dz < 2]|fll,

Kapitel 7, Fourier-Transformation in L'(R)

kann man das Majorisierte-Konvergenz-Theorem von Lebes-
gue verwenden und findet, dass

lim |(e7™ *1 —1) f(x)| dw

n—0 Rn

:/R lim | (7™ *" — 1) f(z)|dz = 0.

n nN—0

Weil die letzte Abschétzung nicht von & abhéngt, ist & —
Sf(€) sogar gleichméBig stetig auf R™.

Zu 2: Seie > 0. Weil f € L'(R), gibt es M > 0 derart, dass
fiir alle € € R:

/ ‘ ’meff |dx = / |f(z)]dx < %6.
R\[-M.M] R\[-M.M]
Wegen Korollar von Theorem gibt es n. mit fiir

In| > n.:
'/ e~ f(x)dx
(M. M]

/Remmf(x)d:c =

Wir miissen noch zeigen, dass dieser Grenzwert nicht nur fiir
ganzzahlige n gilt. Schaut man sich den Beweis von Theorem

an, dann findet man fiir

1
< 5€.
Es gilt also

lim
[n]—o0

felx) = e f(2),

/ e £ ()

dass auch

= 0.

lim sup
|n|—o0 c€[0,27)




7.1 Elementares

Es gilt namlich, dass || f.||, = |||, und wenn f, € C(R) die
Funktion f in L'-Norm approximiert, dass

f:c,S(m) = e_iwfs (2)

die Funktion f. auf gleiche Art approximiert:

Hft:,s - J;0”1 = Hfs - f”l

Setzt man n = [27¢], dann gilt 27§ —n € [0, 27] und

/R e~ () dy = / e~ £ (1) dx.

R

Das letzte impliziert

lim e P f(r)dr =  lim
R3[¢|—oo JR N3|n|—=oo JR

e " f(x)dr =0
und die zweite Behauptung. ]

Bemerkung 7.1.3 Weil die Funktion g, definiert durch g(§) =
sin(€?) in L(R) liegt, jedoch sogar beide Ergebnisse des letz-
ten Theorems nicht erfillt, ist die Fourier-Transformation
von L'(R) nach L>=(R) nicht surjektiv.

Beispiel 7.1 Wir schauen die Fourier-Transformation von
f(x) = 1;_14(x) an. Die Berechnung zeigt fiir £ # 0

1 .
§(f) (€)= / 1 e P dy = 2275 (e=2mi€ _ e2ic)

sin (27€)
T
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und fiir £ = 0 folgt §(f) (0) = 2. Die Fouriertransformierte
5 (f) liegt nicht nur in L>*(R), sondern, weil

2n

sin(z) n T
x =2 (=) (2n+ 1)!”

n=0

gilt sogar § (f) € C*(R). Man berechnet auch direkt, dass
kD72 1gin (278

dé > 2 ——d
[z [ T s
_4 L _
_WleNk—i-l -
und damit folgt § (f) & L* (R). O
. . A~ /N N\
-3 ) -1 1 2 3 -3 - -\\/ \/1 N 3

Abbildung 7.1: Skizzen zu f und F(f) aus Beispiel

Das Beispiel zeigt, dass L!(R) wahrscheinlich nicht der opti-
male Vektorraum ist fiir die Fourier-Transformation. Der Vek-
torraum L*°(R) hat Funktionen, fiir die das Lebesgue-Integral
nicht definiert ist. Man konnte hoffen, L?(R) wire der passen-
de Vektorraum, und das stimmt auch, ldsst sich jedoch nicht
so leicht beweisen. Fiir ein beschrianktes Intervall (a,b) C R
gilt zwar

L™ (a,b) C L*(a,b) C L' (a,b),

aber das ldsst sich nicht verallgemeinern auf unbeschréankte
Intervalle.
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Aufgabe 7.1 Zur Auswahl steht L*(R), L*(R) und L*°(R).

1. In welchen dieser Rdaume liegt f, definiert durch
1

x) = ?
o) = ==
2. In welchen dieser Rdume liegt g, definiert durch
1
g(x) = ?
( ) ’l‘|1/3 + |ZL'|2/3

Aufgabe 7.2 Zeigen Sie, dass jede Funktion f € L*(R) zu
zerlegen ist als f = g+ h mit g € L*(R) und h € L=(R).

Beispiel 7.2 Wir betrachten eine Funktion f : R — R, die in
LP(R) liegt fiir alle p € [1, o0

Wir finden
5O = [ e i

R
R

Wenn man mit einer Vorlesung Komplexe Funktionen erkannt
hat, dass

/e(‘””f)de = / e dx = /T,
R R

dann findet man

t

Aufgabe 7.3 Zeigen Sie, dass fir f(z) = e ™ qilt §(f) = f.

Kapitel 7, Fourier-Transformation in L'(R)

7.2 Rechenregeln bei der Fourier-Trans-
formation

Lemma 7.2.1 Seien f,g € L*(R). Dann ist die Faltung dieser
beiden Funktionen, definiert durch

(f+g) (2) = / £z - y)g(y)dy

auch eine L'(R)-Funktion.

Beweis. Eine Funktion f liegt in L'(A), wenn die Funktion
Lebesgue-messbar ist auf A und [, |f(z)|dz < oco. Fiir die
Lebesgue-Messbarkeit von f % g verweisen wir auf die Vorle-
sung Analysis 3. Das beschriankte Integral folgt aus dem Satz
von Fubini} Tonelli?

[ o @lar= [ || # =gt
< / / 9(9)| (= — v)| dyds

= [ la)l [ 16 =)l dody
~ [ lo [ 15 dudy = llsey 17 luss-

dx

LGuido Fubini, 1879-1943
2Leonida Tonelli, 1886-1946



7.2 Rechenregeln bei der Fourier-Transformation

Lemma 7.2.2 Figenschaften der Fourier-Transformation.

1. Fir f,g € L'(R) gilt
(& (f *9) (&) =) (&) @B9) (&)

2. Fir f € L'(R), h € R und f,(z) := f (z + h) gilt
(8 fn) (&) = ™" (F1) (€).

3. Fir f € L'(R), h € R und f"(z) := e f(z) gilt
(8f") () = (Bf) (€~ h).

4. Fir f € L'(R), c € Rt und f.(x) := f (cz) gilt
(§fe) (&) = (B (<79,

5. Fir f € LYR) mit f' € LY(R) gilt
(& () (&) =2mig (3f) (&)

6. Fir f € LYR) mit g(z) = xf(z) und g € L*(R) gilt

(39)(6) = —— &) (€).

Beweis. zu 1.

2019 [ e

[ [ tsta e
RJR

= [ [ gty
=51

§(9) (€)-

zu 2.
(3a) (€) = / e=2m5E F (0 4 R)d

_ 627rih§/€_27ri(m+h)5f($ + h)d.ﬁU
R
(3

= (1) (6)
zu 3.
3fh /e—2mr§ 27rzh:rf
R
—27rza:(§ h
R
=) (E—h).
zu 4.

e 2 f (cx)da

(8fe) (§) =

S K
= ().

zu 5. Aus f € L'(R) folgt nicht, dass limj;_ f(2)

T
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= 0,

jedoch schon, dass es z, — oo und y, — —oo gibt mit

f(z,) = 0und f(y,) — 0. Dann gilt

Tn

F () (€) = / ¢~ 1) 0 = Tim

R n—o0 Yn

~ i ([ ) - (e o)

n—o0

6727rix§f/<x)dx
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=t (e ) — e )
_/n(%ez’mg) f(x)dx)

= 2mig li_)m /In e 2™ f(2)dr = 2miE (Ff) (€).
zu 6. Weil

e—2miz(§+h) _—2mixg
h

e—27riach_1
h

< 2mx

und weil [, [ f(x)|dz < oo, gilt wegen majorisierter Konver-
genz, dass

lim i e TS —e 2T f(2)da =
/R lim e 2 ()
Es folgt
30)(€) = [ " af(ayts
= [# ) s
— e [ e = ) (©

7.3 Approximieren mit Friedrichs

Wir kommen nochmals zuriick auf gute Kerne. So etwas kann
man auch auf R formulieren:
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Definition 7.3.1 Man nennt die Familie von Funktionen

(Kn €L (R)}

meN

einen guten Kern auf R, wenn die folgenden Eigenschaften
erfillt sind:

1. /Km(a:)dx =1 fir alle m € N;
R
2. Es gibt M € R™ mit / | K ()| de < M fiir alle m € N;
R

3. Fir alle 6 > 0 gilt lim

m—roo

| K ()| dz = 0.

<]z

Ein sehr bekannter guter Kern ist hier der Friedrichs’sche
Glﬁttelﬂ. Dazu nimmt man zuerst ® : R — R, definiert durch

[ oexp(z) fir |zl <1,
(z) = { 0 fir |z| > 1.

Siehe Abbildung [7.2]

Aufgabe 7.4 Sie sollen zeigen, dass ® € C*(R). Beweisen
Sie dazu die ndchsten Behauptungen:

1. Fiir |x] < 1 gilt: ¥ (z) = (1}35(;))2’“ exp (=) mit py ein

Polynom.
2. 6521+%skfiiralles>0undk€N.

3. lim s™/e®* =0 fir alle m € N.

§—00

3Kurt Otto Friedrichs, 1901-1982



7.3 Approximieren mit Friedrichs

4. 13%1 (151(;))2’“ exp (=) = 0 fiir jedes Polynom.

5. Die linke k-te Ableitung von ® in 1 gleicht

Jim =2 1)
o1 e ot (1—a2)*F

6. Kombinieren Sie diese Schritte, um ® € C*(R) zu be-
weisen.

251
20[ Pe

15

_‘2 —‘1 F 1‘ é
Abbildung 7.2: ¢, mit ¢ = 1,2 1111 aus dem Friedrichs’

)27 487167 32
schen Glétter

Als Nachstes setzt man

pi(x) = @(z) /]| ],

und fiir ¢ > 0:
eulw) = (/). (7.3)
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Diese Funktionen {¢,} ce(0,) nennt man den Friedrichs’schen
Glétter. Aufler, dass dieser Glédtter C'(R)-Funktionen jeden-
falls lokal durch C*°(R)-Funktionen approximiert, hat er wei-
tere schone Eigenschaften, die wir hier nur auflisten werden.
Die Approximation u. von u ist wie folgt definiert:

ue(z) = (g % u) (z) = / (o —yul)dy.  (74)

Man soll bemerken, dass

/R 0.z — y)uly)dy = / o y)ule —y)dy

—&
und dass die Funktion w nur lokal ,ausgeschmiert® wird.

Das Integral in (7.4)) ist wohl-definiert fiir u € Li,,(R).

Definition 7.3.2 Sei 0 C R"™ eine offene Menge und p €
[1,00).

1. Dann ist LP(Q)) die Menge aller Lebesque-messbaren
Funktionen u : Q@ — R, oder C, mit

1/p
el = ( [t dx) < oo,

2. LY, (Q) ist die Menge aller Lebesque-messbaren Funk-
tionen u : 2 = R, oder C, mit

( /K ()P da:) " 0,

fiir jedes Kompaktum K C €.
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Die folgenden beiden Ergebnisse werden wir nicht beweisen.

Theorem 7.3.3 Sei Q2 C R" eine offene Menge. Dann ist
<LP(Q), H-||LP(Q)> ein normierter Raum und sogar ein Ba-

nachraum.

Theorem 7.3.4 (Friedrichs’scher Glatter) Sei {¢_}. ) de-
finiert in und us wie in .

1. Wenn v € L>®(R) N C(R) auflerdem gleichmdfig stetig
ist, dann gilt

[uelloo < llulle wnd  limfju — e[, = 0.
el0

2. Firp e [1,00) und u € LP(R) gilt u. :== ¢_xu € LP(R)N
C>=(R),

luell, < flull,  und  lim flu =, = 0.

7.4 Der Schwartz-Raum

Der Schwart4’}Raum S (R) wird auch den Vektorraum der
schnell-fallenden, beliebig oft differenzierbaren Funktionen ge-
nannt und ist definiert mit Halbnormen.

Definition 7.4.1 Eine Halbnorm ||| auf einem Vektorraum V
erfillt:

1. ||u|l >0 fir allew € V;

4Laurent Schwartz, 1915-2002
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2. ||tul| = |t] ||v]| fir allew € V undt € R (oder C);
3. Nu vl < |lu|| + ||v|| fir alle u,v € V.

Nur die strikte Positivitét, die bei einer Norm gilt, fehlt bei
einer Halbnorm.

Definition 7.4.2 S (R) ist der Vektorraum aller Funktionen
fiR—C mat

| fll ., < oo fiir alle k, £ € N.

fur die Halbnormen
¢
11 = sup fol* | (22)" £(@)]
z€eR

Wenn eine Funktion beliebig oft differenzierbar ist, dann
existiert (d%)e f(z) an jeder Stelle z € R und ist

¢
sup [« | () f(x)‘ € [0,00) U {0}
e

eindeutig festgelegt. Die Funktionen, bei denen dieser Aus-
druck fiir alle £ und ¢ in N eine Zahl liefert (co ist keine
Zahl), sind Funktionen in S (R). Fiir solche Funktionen folgt
direkt, dass ||-||, , die Eigenschaften einer Halbnorm hat.

S (R) ist nicht nur ein Vektorraum, sondern auch Folgendes
kann man direkt zeigen:

Lemma 7.4.3 Wenn f,g € S (R), dann liegt auch fg und x —
k0L f(z) in S (R).

Aufgabe 7.5 Zeigen Sie, dass S (R) C L'(R).



7.4 Der Schwartz-Raum

Aufgabe 7.6 Jede L'(R)-Funktion kann man in L'-Norm
durch stetige Funktionen approximieren.

1. Wie kann man eine Funktion in C|[—m, x| in L>°-Norm
mit C* [—m.1]-Funktionen approzimieren?

2. Zeigen Sie, dass man jede L'(R)-Funktion in L'-Norm
mit Funktionen in S (R) approzimieren kann.

Die L*(R)-Norm und auch die L>(R)-Norm sind zwar Nor-
men auf S (R), jedoch wird der Raum S (R) damit nicht voll-
stindig. Es ist schon bequem, wenn der Grenzwert einer Funk-
tionenfolge wieder eine Funktion im gleichen Raum ist. Eine
einfache Norm, die S (R) vollstandig macht, gibt es nicht. Eine
Struktur, die eng mit Banachrdumen verwandt ist und man
hier verwenden kann, sind Fréchetraume. Um dies zu definie-
ren, brauchen wir eine Metrik fiir einen Vektorraum V.

Definition 7.4.4 Die Funktion d : V x V — [0,00) ist eine
Metrik auf dem Vektorraum V', wenn Folgendes erfillt ist:

1. Positivitdt: d(u,v) > 0 und d(u,v) = 0 & u = v fir
alle u,v € V.

2. Symmetrie: d(u,v) = d(v,u) fir alle u,v € V.
3. Dreiecksungleichung: d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).
In dem Fall nennt man (V,d) einen metrischen Raum.

Definition 7.4.5 Sei (V,d) ein metrischer Vektorraum.
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o {Un}, ey 1t eine Cauchy-Folge in (V,d), wenn fir alle
€ >0 ein m. € N existiert mit

m,n>m. = d(Up,u,) <E.

o {Uy},cy it eine konvergente Folge in (V,d), wenn esu €
V' gibt und fiir alle € > 0 ein m. € N gibt mit

m>m. = d(uy,u) <e.

Bemerkung 7.4.6 Stetigkeit einer Abbildung zwischen metri-
schen Rdumen definiert man durch: die Bilder von Cauchy-
Folgen sind wieder Cauchy-Folgen. Hier wird Cauchy-Folge
mit der Metrik definiert.

Definition 7.4.7 Man nennt (V,d) einen Fréchetraunf,
wenn jede Cauchy-Folge in (V,d) konvergiert in (V,d).

Bemerkung 7.4.8 Jeder normierte Raum (V. ||-||) ist ein me-
trischer Raum, wenn man die Metrik wie folgt nimmt:

d(u,v) = [lu—wvl.

Ein Fréchetraum ist ein vollstindiger metrischer Raum. Jeder
Banachraum ist ein Fréchetraum.

Theorem 7.4.9 Sei S (R) der Vektorraum in Definition [7.4.9
und sei dg : S (R) x S (R) — [0,00) definiert durch

1 flu—ol
dS (U,?J) = Z i

k+¢ _ ’
2 FHT 4 u— ol

Dann ist ds eine Metrik auf S (R) und (S (R),ds) ist ein

Fréchetraum.

5Maurice Fréchet, 1878-1973
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Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften einer Metrik zeigt
man direkt fiir dg. Die dritte Eigenschaft folgt aus der Kon-
kavitédt der wachsenden Funktion

£(t) = 1it auf [0,00) | (7.5)

denn diese Konkavitéat impliziert, dass

fla+b) = fla) < f(b) = f(0) fiir a,b € [0,00),  (7.6)

was hier bedeutet:

a+b a b
< fii belo . 7.7
Trat s ~Tra 15prebel0,0o0) (7.7)

Man kann es auch ausschreiben.

Abbildung 7.3: f aus 1) ist konkav

Weil f wachsend ist und
[|u — wHk,z <|lu— U“k,e + [lv = w“k,ﬁ?
folgt

”u_w“k,e HU_U”M"‘ Hv_wHk,E

Lt flu—wll, = T4 lu—=vl[y, + v —wl,,

Kapitel 7, Fourier-Transformation in L'(R)
und die Ungleichung in ([7.7]) impliziert

lu =g + llv = wlly,

L+ flu— UHk,e + [lv = w“k,e

lu = vl];, v —wl,
Tl fu—vll, T flo—wll,

Nun kommen wir zu Fréchet. Wenn {u,},  eine Cauchy-
Folge in (S (R) , dg) ist, dann ist diese Folge auch eine Cauchy-

Folge in (C’m(]R), -l Cm(R)>‘ Weil der lezte Raum ein Banach-
raum ist, existiert u,, € C™(R) mit

nh_{lolo [tn — Uoo”cm(R) =0.

Ebenso ist (Ck(R), anzo HHm£> mit

k
e = D -l
m=0

ein Banachraum mit ., € C*(R) und

7}1_{20 [ — aoon*,k,é = 0.

Weil auch lim,, o0 ||ty — Too || cnm® =0, findet man ey = Uog.
Auf diese Art bekommt man einen eindeutigen Kandidaten fiir
die Limesfunktion. Diese Funktion ist beliebig oft differenzier-
bar und beschriankt nach Multiplikation mit z¢, liegt also in
S (R). Konvergenz haben wir aber so noch nicht gezeigt.
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Sei {un },cy eine Cauchy-Folge in (S (R), dg) und sei € > 0.
Weil

1 |lu—vl,, 1
Y < -
S T

k4+0>m k+0>m

“n+1 1
D o =g @mt4),

n=m

kann man m,. derart wahlen, dass fiir m > m, gilt

Z 1 [wn — um”k,é e

Der Rest in dy(un, o) besteht aus 5 (m + 1) (m + 2)-Termen.
WEeil da nur endlich viele Terme stehen, kann man n. so grofl

wiahlen, dass fir n > n. gilt

1 [wn — Uoouk,ﬁ
2. T [[um — |,
k++é<m " oollk, ¢

Dann folgt fiir n > max (m., n.), dass ds(u,, us) < 2¢. n

Beispiel 7.3 Die Funktion f : R — R, definiert durch
f(x)=e*

ist eine Funktion in S (R). Es gilt

2

.

m é —.732 m
Gme(x) = (%) e =x"p(x)e

fiir ein Polynom p, von Grad ¢ und |[gm ||, < oo fiir alle
m,{ € N. 0
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7.5 Fourier-Transformation in S (R)

Zwei der Eigenschaften der Fourier-Transformation, die in
Lemma mit Bedingungen an f bewiesen wurden, sind

(x> f'(2)) (§) = 2mig (3f) (&)

und
§ o (@) (©) = = (B0 (©)

Fiir Funktionen f € S(R) sind diese Bedingungen erfiillt.
Grob gesagt sieht man, abgesehen von dem Faktor 27, dass
Ableiten und Multiplikation mit der Variablen nach der Trans-
formation sich dndern in Multiplikation mit der Variablen
und Ableiten. Sie vertauschen sich sozusagen. Die Schwartz-
Funktionen scheinen dafiir gemacht zu sein:

§ (v am (2) f0) ©) = 22 ¢ (2)" G ©.

Lemma 7.5.1 Wenn f € S (R), dann gilt §f € S (R).
Die Abbildung

§5:(S(R),ds) — (S(R),ds)
15t sogar stetig.

Beweis. Sei m, ¢ € N. Wenn f € S (R), dann folgt

/R‘xm (%)fﬂx)\dxs/]ﬂzlﬂ (|!f||m+2,é+||f||m,€) dz
=7 (fllsns + 1)
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und das bedeutet
(v 2™ (2) f@) € L (R).
Weil [1§£11.. < 1], folat
(e=e(2)" GN©) e Lx®).

Weil dies fiir jedes m und ¢ gilt, folgt §f € S (R).
Fiir die Stetigkeit bemerkt man, dass die obigen Abschét-
zungen das Folgende implizieren:

13N < 277 (1 s+ 1 ) -
Daraus folgt, dass wenn dg (f, f,) — 0 fiir n — oo, auch gilt
ds (§f,Ffn) — 0 fiir n — oo.

Die dazugehorenden Abschétzungen zeigt man wie im Beweis
von Theorem [7.4.9] [

Theorem 7.5.2 (Fourier Inverse auf S (R)) Die Abbildung
§:(S(R),ds) = (S(R),ds),

definiert in , ist invertierbar und die Inverse ' ist de-
finiert durch

(3°') (2) = /R T f(¢)de

Bemerkung 7.5.3 Weil
(37'f) (2) = (8] ) (2),

hat die Inverse Fourier-Transformation dhnliche Eigenschaf-
ten wie die Fourier-Transformation.
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Beweis. Seien f,g € S (R). Es gilt

/R 9(€) (31) (€) =€ de

= [ o) [ ey ag
£eR yeR
_ / 9(¢) / e~ E £(y) dy de
£eR yeR
= T fy 4 x)dy d
/&R <§>/ Fly + o)y de
/ / e PTEGE F(y 4 ) dy
yeR EGR
_ / W) f+ o)y (7.8)

Ersetzt man g(£) durch g(£€), dann folgt mit ([7.8]) und Lemma
(.2.2 4, dass

9(€) (81) (§) ™4 dg

—

_ / y) fly + ) dy
- / ) fly + ) dy
- / (30) ) fley+ ) dy. (7.9)

™ nimmt, dann hat man in Aufgabe

Wenn man g(z) = e~
[7.3] gezeigt, dass

(59) (y) =™
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und aus ([7.9) folgt, wenn man ¢ | 0 gehen ldsst, dass

4(0) / (31) () *¢de = f(a) / (39) (v)dy

yEeR

—fa) [ ey

Weil g(0) =1 und [~ e ™ dy = 1, steht hier

[ Gp @i = ), (7.10)
Fir f € S(R) gilt §f € S (R) und Gleichung gibt die
Inverse. u

Aus ([7.8) folgt auch das néchste Ergebnis:
Lemma 7.5.4 (Parseval auf S(R)) Fir f,g € S(R) gilt

1fllo = I5fll; und (f,g9) = (3f,T9g) -
Beweis. Fiir z = 0 @ndert sich ( E in

/R 9(€) (31) (€) dé = / (30) () S0 dy

und ersetzt man f durch §'f = §f, dann folgt
=/Rf(£) ) d = / (33'7) (6) de
_ / G9) () (3'T) ) dy
_ / (39) () T dy = (5£.50).

Fiir die erste Gleichung nimmt man f = g. ]
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Fourieranalysis

Fourier-Transformation
in L°(R)

8.1 Temperierte Distributionen

Der Raum (S(R),ds) ist ein vollstandiger metrischer Raum
und als solcher auch ein topologischer Raum. Weil die Metrik
durch Halbnormen ||-|,. , konstruiert wurde, ist (S(R), ds) ein
lokalkonvexer topologischer Raum.

Definition 8.1.1 Man nennt A C S(R) offen, wenn es fiir jede
Funktion u € A ein € > 0 gibt mit

{veSMR);ds (u,v) <e} C A.

In solchen offenen Mengen kann man immer eine offene
Menge B finden, die eine Schnittmenge ist von endlich vie-
len Halbnormkugeln

B = ﬂk,kM By (u,e) mit

8.1
By (u,e) = {v € S(R); lv —ully, <e}. (8:1)

Genauer formuliert wird das im nachsten Lemma:
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Lemma 8.1.2 Sei u,v € S(R) und ¢ > 0. Dann gibt es M. €
N derart, dass

\V/k’g<M€ HU — UHk,é < %6 — ds (U,U) < €.

Beweis. Man rechnet fiir M. > In (16/¢) /In(2)

1 =l
ds (u U) = % :
! +£ —
,;GN2 Tt T oll,
<Y gy g2y g
k<M, l<:>M6 0> M,

1
1
<§€+8ﬁ<€.

[
Das B in (8.1) ist die Schnittmenge endlich vieler Halb-
normkugeln. Die offenen Mengen in S(R) sind somit festgelegt

als Vereinigungen von solchen Schnittmengen endlich vieler
Halbnormkugeln.
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Definition 8.1.3 Sei V' ein Vektorraum. Man nennt (V,T) ein
Topologischer Vektorraum, wenn die Klasse von Teilmen-
gen T die folgenden Eigenschaften hat:

1.0,V eT;
2. wenn By,...,B, €T, dann gilt BiN---NB, € T;

3. wenn B; € T firie I, dann gilt UEI B, eT.

In dem Fall nennt man T eine Topologie fir V und die
Mengen in T heifsen offen.

Der Vektorraum (S(R),7) ist also ein Topologischer Vek-

torraum.

Definition 8.1.4 Fine Abbildung A : (S(R),T) — (R,|]),
oder A : (S(R),T) — (C,|-|), nennt man stetig, wenn das
Urbild jeder offenen Menge auch offen ist.

Aufgabe 8.1 Zeigen Sie: Fiir eine lineare Abbildung
(SWR), T) = (C,[-])
reicht es um stetig zu sein, dass die Mengen
{ue SMR); [A(u)] < e}
fiir alle ¢ > 0 offen sind.

Definition 8.1.5 Man schreibt S'(R) fir die Menge aller ste-
tigen linearen Abbildungen A : (S(R),T) — (C,|-|).
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Diese Menge S'(R) ist auch ein Vektorraum und diesen Vek-
torraum nennt man die Temperierten Distributionen.

Distributionen kann man auffassen als eine Erweiterung von
Funktionen:

Lemma 8.1.6 Fiir jede Funktion f € L'(R) wird die Abbil-
dung Ay : S(R) — C, definiert durch

A= [ f@pula)da
R
eine temperierte Distribution.

Beweis. Weil © € L*(R), ist das Integral wohl-definiert. Die
Abbildung Ay ist auch linear. Fiir die Stetigkeit von Ay be-
merkt man, dass

A ()] < [l / F@) dz =l |l -

Bei linearen Abbildungen reicht es um die Stetigkeit nur in 0
zu beweisen. Sei € > 0. Man sieht direkt, dass fiir v € S(R)
mit

llloo < 77—
R 11wy
gilt, dass |[A¢(v)| < e. n

Lemma 8.1.7 Fiir jede Funktion f € L>®(R) wird die Abbil-
dung As : S(R) — C, definiert durch

Ap(u) = /R F(@)u(z)dz (8.2)

eine temperierte Distribution.
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Beweis. Weil z +— z?u(z) € L*(R), ist das Integral wohl-
definiert, denn

f@u)l < |2 (u@) + [ua)
< s Il (el + el
und .
(x a +x2) € L'(R)

Auch diese Abbildung Ay ist linear. Fiir die Stetigkeit von Ay
bemerkt man, dass

A5 < 71 (Jlellog + el -

Fir v € S(R) mit

e/8 e/8
[l < T —— und [vlly < T
R Hf”Ll(]R) 207 1+ Hf“Ll(R)
gilt dann, dass |Af(v)| < e. n

Weil jede Funktion f € L?*(R) zu schreiben ist als eine
Summe von Funktionen aus L'(R) und L*(R), liefert auch
eine solche Funktion mittels Ay eine temperierte Distribution.
Ubrigens ist eine passende Zerlegung von f € L?*(R) zum
Beispiel

B 0 wenn |f(z)] > 1,
f“”_{f@>wmwﬂm§L
und f1(z) = f(2) = foo(2). Es gilt || fuollo <1 und

/|f1 |d$—/ - (x)]de/R|f(x)|2dx.
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Lemma 8.1.8 Die Abbildung 6 : S(R) — C, definiert durch
d(u) = u(0) ist eine temperierte Distribution.

Bemerkung 8.1.9 Man nennt 6 die Dirac-0-Distribution.

Beweis. Die Aussage folgt aus

6(w)] = [u(0)] < Jlullye = llullo,-

Lemma 8.1.10 Sei A € S'(R). Dann gilt:
A, definiert durch A (u) := A(«), ist in S'(R).
2. A, definiert durch A (u) :== A(z — zu(z)), ist in S'(R).
Aufgabe 8.2 Beweisen Sie Lemma|8.1.10}

Lemma 8.1.11 Sei £ € R. Die Abbildung
= (Fu) (§) : S(R) = C,

mit § die Fourier-Transformation, ist eine temperierte Dis-
tribution.

Aufgabe 8.3 Beweisen Sie Lemma|8.1.11].
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8.2 Eigenschaften von Distributionen

Temperierte Distribution sind stetige lineare Abbildungen von
S(R) nach C. Eine spezielle Klasse von Distributionen ist die
Folgende:

Definition 8.2.1 Wenn fir A € S'(R) eine Funktion f €
C(R) existiert mit |f(z)] < C <1 + |:E|M> fiir irgendwelche
C,M e N, und

Aw) = [ f@puta)da
R
dann nennt man A eine reguldre Distribution in S'(R).

Bemerkung 8.2.2 Dies ist eine Distribution, weil die Abbil-
dung linear ist, und auch stetig, weil

|A(u)| < supL)')/ (1 + |x|M> (1+2%) ’u@? dz

eeit (14 |z

< C (ullgg + lullago + Nullsg + Il yrs00)

Fiir eine solche Distribution schretben wir
Afw) = [ Fayula)de.
R

Fiir reguldre Distribution will man, dass diese sich beneh-
men wie die zugrundeliegende Funktion. Zum Beispiel gilt,
dass wenn f differenzierbar ist und eine dhnliche Abschétzung
erfiillt, dass

Ap(u) = /Rf'(x)u(m)dm = —/Rf(x)u’(x)dx = —As(u).
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Definition 8.2.3 Sei A € S'(R), dann definiert man die Ab-
leitung A" € S'(R) durch

Bemerkung 8.2.4 Weil aus u € S(R) folgt, dass v € S(R)
st auch A’ eine Distribution.

8.3 Fourier-Transformation in S’'(R)
Definition 8.3.1 Man definiert § : S'(R) — S'(R) durch

(FA) (u) :== A (Fu) fir Ae S'(R) und u € S(R).

Man kann die Fourier-Transformation definieren, wie man
mochte, aber sinnvoll ist so eine Definition nur, wenn es die
bestehende Definition erweitert. Wir haben § : L'(R) —
L>®(R) definiert und bemerkt, weil S(R) C L'(R), dass
§ : S(R) — L*>*°(R) dann auch definiert. Es gilt sogar, dass
§(S(R)) = S(R) und sogar, dass es fir die Abbildung

§:S(R) - S(R)
eine Inverse gibt, ndmlich
=%

Um zu zeigen, dass die Erweiterung von § auf S’(R) eine
Erweiterung ist, miissen wir zeigen, dass

F(Ay) = Ay fir f € L'(R). (8.3)



8.3 Fourier-Transformation in S'(R)
Das stimmt tatséchlich, denn fiir u € S(R) gilt

(8 (Ap) (u) = (Ay) Fu) = [ f(E)(Fu)(&)dS

£eR

— —i27x€
/E NG / ) dg

[ ute) [ e o
r€R £eR
= [ @) @) )iz = gy
Weil § und A beide linear sind, ist auch FA linear und
S (c1A+ cB) (u) = (a1 A+ 2 B) (Fu)
= 1A (Fu) + coB (Fu) = ¢1 (FA) (u) + 2 (FB) (u)

zeigt, dass § : S'(R) — S’(R) linear ist.

Um zu zeigen, dass § : S'(R) — S’(R) eine stetige Abbil-
dung ist, miissen wir erst Stetigkeit definieren. Wir nehmen
das Folgende:

Definition 8.3.2 Eine Abbildung A : S'(R) — S'(R) nennen
wir stetig, wenn fir F,, F' € S'(R), n € N, Folgendes gilt:

F, (u) — F(u) fir alle uw € S(R) impliziert

A(F,) (u) = A(F) (u) fir alle u € S(R).

Bemerkung 8.3.3 Die Konvergenz bei F), (u) — F(u) ist
lim |F, (u) — F(u)] =0

n—00

und dhnlich fir A(F,)(u) — A(F)(u). Es ist eine grobe

Konvergenz, die nichts Gleichmdfsiges verlangt und die man
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vergleichen kann mit der punktweisen Konvergenz bei Funk-
tionenfolgen. Diese Konvergenz hat auch einen Namen: die
Schwach*-Konvergenz.

Die offenen Mengen in dieser Topologie bekommt man, durch
endliche Schnittmengen und beliebige Vereinigungen zu neh-
men, anfangend bei den Basiskugeln

B, (F.e) ={G € §'(R);|G(u) = F(u)| <e},
mit F € §'(R), u e S(R) und ¢ > 0.

Lemma 8.3.4 Die Abbildung § : S'(R) — S'(R) in Definition
8.53.1) ist stetig im Sinne von Definition[8.3.2

Beweis. Sei F,,, F' € §'(R) derart, dass F,, (u) — F(u) fiir alle
u € S(R). Dann gilt §(u) € S(R ) und

[§Fn(u) = §F (u)| = |Fu(Su) — F(Su)| — 0.

Weil F~!(u) = F(u), haben §~! und § #hnliche Eigenschaf-
ten und man kann auch ' : §'(R) — S’'(R) dhnlich definie-
ren durch

(37'A) (u) = A(F ).
Auch § : S'(R) — S'(R) ist eine stetige, lineare Abbildung.
Weil

(33 '4) ()= (3'4) Buw = A (3 'u) = A(u),
B EA) () = FA) (3 ') = A (33 'u) = Au)

ist dieses F ! : S'(R) — S'(R) die Inverse von § : S'(R) —
S'(R).
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Das néchste Theorem zeigt, dass diese Erweiterung von §
aus Definition [8.3.1] schone Eigenschaften hat, wenn man sie
einschrinkt als Abbildung auf L?(R)-Funktionen.

Theorem 8.3.5 (Plancherel') Sei f € L*(R) und sei § defi-
niert auf S'(R) wie in (8.3.1)).

1. Dann gibt es genau eine Punktion f € L*(R) mit fiir Ay,

Af als in :

S (Ap) =A4A; .
Mit heifit das Ff = f.
2. Auferdem gilt |§f[l, = || fll,-

Die Abbildungen § : L?(R) — L*(R) und §~ ' : L*(R) —
L?(R) haben dhnliche Eigenschaften. Beide Abbildungen sind
stetig. Weil §! die Inverse ist von § auf S(R) und S(R) dicht
in L?(R) liegt, ist §~ auch der Inverse von § auf L*(R) und
umgekehrt. Mit der zweiten Eigenschaft vom Theorem findet
man sogar:

Korollar 8.3.6 § : (L*(R), ||-l,) = (L*(R), ||-||,) ist eine Iso-

metrie.

Bemerkung 8.3.7 Die Funktionen f und §f = f liegen in
L?(R), aber das heifit noch nicht, dass man §f via be-
rechnen kann. Mit Lebesque-Integrierbarkeit geht es jedenfalls

nicht direkt fir f € L*(R) \ L' (R).

Im néchsten Beweis brauchen wir das folgende Ergebnis,
das wir hier nicht beweisen werden:

'Michel Plancherel, 1885-1967
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Theorem 8.3.8 (Der Reprisentationssatz von RieszE[) Sei
(H,(-,-)) ein Hilbertraum und sei A : H — C eine stetige
lineare Abbildung. Dann gibt es uw € H derart, dass

A(v) = (u,v) fir allev € H.

Beweis von Theorem Mit Cauchy-Schwarz findet man
fir alle u € S(R):

18 (A)) ()] = |As(Fu)| = ' [ @i

< (/RIf(%)IQdSE/RI(SU)(SE)IQdI)l/2

= AU, I ully = 1 £l fely (8.4)

Der letzte Schritt folgt aus Lemma (Parseval). Weil
S(R) dicht liegt in L*(R), kann man u € L*(R) approximieren
mit u, € S(R) in L*(R)-Norm und so § (4;) fiir u € L*(R)
erweitern: Wenn ||u,, — ul|, — 0 setzt man

§(Ay) (u) == lim §(Ay) (un).

n—oo

Dann gilt (8.4) auch fiir u € L*(R).

2Frigyes Riesz, 1880-1956

3Sei u € L?(R), dann gibt er fiir alle ¢ > 0 ein M. > 0 derart, dass
Hu— 1[_ME’M€]uH2 < %E. Die Funktion v := 1_p; amqu € L?(R) hat
ihren Triger in [— M., M,].

Mit dem Friedrichs’schen Glétter {¢s}s-, gibt es 0. > 0 derart, dass
v — 5. *v||, < 3e. Die Funktion w := ¢;_ * v € C*(R) hat ihren
Tréger in [-M. — ., M. + 6] und liegt dann auch in S(R). Es gilt
Ju—wll, <.
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Dies bedeutet, dass
F(Ap): L*(R) » R

eine beschrénkte, lineare Abbildung ist und daher auch stetig
ist. Mit dem Représentationssatz von Riesz gibt es genau eine
Funktion g € L* (R) derart, dass

F(Ay) (u) = (g,u) fiir alle u € L*(R).

Schreiben wir f :=7, dann folgt

3 (Ap) (u) = / f@yu@)de = A;w). (85)

Damit ist die erste Aussage bewiesen.

Aus (8.4) und (8.5) folgt fiir u = g, dass
1115 = /Rf(m)g(fﬂ)dﬂﬂ < 1£ 15 llglly = AU 1F112

und ||F£l, < || f]l,- Ahnliche Resultate gibt es fiir §~' £, also

HfHQ = HgilngQ < Hgf”27
und man findet || f|, = | ]|, u

Aufgabe 8.4 Sei A € S'(R) derart, dass |[A(u)] < cllul,.
Der Raum S(R) liegt dicht in L*(R). Zeigen Sie, dass man
A erweitern kann zu einer stetigen, linearen Abbildung A von
L*(R) nach C mit den folgenden Schritten:

1. Wenn es u, € S(R) und w € L*(R) gibt mit
|, — wll, = 0 fiir n — oo,

dann ezistiert lim, ., A (uy).
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2. Wenn auch fir v, € S(R) gilt, dass ||v, —wl||, = 0 fir
n — oo, dann gilt

lim A (u,) = lim A (v,) .

n—oo n—o0

3. So ist fl(w) = limy, 00 A (uy,) wohl-definiert und

ist eine stetige, lineare Abbildung.

8.4 Eine Ubersicht

Das FErgebnis im Theorem von Plancherel sagt, dass die
Fourier-Transformation als Abbildung von L?(R) nach L?*(R)
eine Isometrie ist. Um so weit zu kommen, gab es einen be-

achtlichen Weg, grob dargestellt in Abbildung [8.1}

S(R)

L'(R) L*(R)

Y

S'(R)

Abbildung 8.1: Der Definitionsweg von §
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1. Die Fourier-Transformation auf L!'(R)-Funktionen wer-

den direkt als Integral definiert. Fiiru € L'(R) setzt man:

§0)©) = [ e ula)da, (8.6)
R

Weil |e"?™@Yy(z)] = |u(x)| und fiir eine Funktion u €

L?*(R) das Lebesgue-Integral von |u(z)| iiber R, also die

rechte Seite in , nicht wohl-definiert ist, musste etwas

anderes gemacht werden.

Der Funktionenraum S(R) wurde eingefithrt. Weil
S(R) C L'(R), kann man auch hier die Fourier-Trans-
formation mit definieren. Hier konnte man zeigen,
dass §(S(R)) € S(R) und sogar, dass § (S(R)) = S(R).
Es gab sogar eine Inverse § !, die man mittels eines dhn-
lichen Integrals definieren konnte:

(37'u) (&) = /R XYy (z)dx. (8.7)

Eine Einschrinkung von L'(R) auf S(R) konnte auf
den ersten Blick kontraproduktiv erscheinen, war es aber
nicht.

Schone Eigenschaften von § auf dem vielleicht etwas un-
schonen Fréchetraum S(R) erlaubten es via Dualitat §
auf S'(R) zu definieren. Man konnte diese Rdume durch
Einbettungen vergleichen:

S(R) — L'(R) — S'(R).

Hier bedeutet A — B, dass nicht nur als Menge A C B
gilt, sondern auch die zugeordneten Topologien sich gut
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verhalten. Sie lockern sich von links nach rechts. Ahnlich
hat man

S(R) — L2(R) — S'(R).

Die Fourier-Transformation, die auf &’(R) erweitert wur-
de, konnte man einschriinken auf L*(R) und wurde da
sogar eine Isometrie. Obwohl fiir f € L?(R) auch §f €
L?(R) gilt, ist §f jedoch nicht als Integral definiert.

Man kann §f fiir f € L?*(R) jedoch schon mit Integra-
len approximieren und das werden wir auch im néchsten
Abschnitt sehen.

8.5 Eigenschaften

Wir haben Rechenregeln fiir § auf L'(R)-Funktionen herge-
leitet, die auch giiltig sind auf S(R). Weil S(R) dicht liegt in
L*(R) und § : L*(R) — L*(R) stetig ist, gelten diese Rechen-
regeln auch fiir L?(R). Das heifit, Lemma bleibt giiltig,
wenn man iiberall L'(R) durch L?(R) ersetzt.

Lemma 8.5.1 Sei f € L*(R) und definiere
fu(§) = / e~ 2 f (1) d. (8.8)
|z| <M

Dann gilt
Jm |57 = full, =0
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Bemerkung 8.5.2 Weil

| L-arane ™ f|, = / |f(z)| dx

lx|<M

o

z|<M

1/2
|f(93)|2d:v) < V2Nt |Ifl,

ist das Integral in wohl-definiert.
Beweis. Weil f € L*(R), gilt
|1 aranf = f||, = 0 fiir M — oo
und folgt aus Theorem [8.3.5] dass
1§ (Learanf = )|y = [Leaanf = £l

gilt auch
HfM—ng 5 0 fiir M — oo.
2

Aufgabe 8.5 Sei f € L?(R) undsei f. definiert durch

fol@) = e f(a).

1. Zeigen Sie, dass f. € L'(R) N L*(R).
Weil f. € L'(R), ist §f. als Integral definiert.

2. Zeigen Sie, dass lig)l I§fe =35 fll, =0.

Lemma 8.5.3 Seien f,g € L?*(R). Dann gilt

(§f,89) = ([.9)-

Beweis. Theorem gibt || f|l, = |5 f]l,- Die Aussage folgt
aus der Polarisationsformel von Lemma [6.2.3] ]
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8.6 Eigenfunktionen von §

Definition 8.6.1 Sei A : V. — V ein linearer Operator auf
dem Vektorraum V. Wennv € V und A € C derart sind, dass

Av = v und v # 0,

dann nennt man v eine Eigenfunktion von A mit dem Ei-
genwert \.

Eine FEigenfunktion von § haben wir schon gesehen. Fiir
f(x) = e ™ findet man

(1) (§) = f(&) fiur £ € R. (8.9)

Bemerkung 8.6.2 Man kann dies ibrigens auch ohne Kur-
venintegrale in C beweisen, wenn man bemerkt, dass f die
folgende Differentialgleichung erfillt:

f(z) = =27z f(x). (8.10)
Wegen Lemma[7.2.9.5 gilt
(/) (&) = 2mig (3f) (§)

und wegen .6, dass

1
 —2mi

§(z = xf(2)) (€) (8) (&)-

Man findet, wenn man die letzten drei Gleichungen kombiniert

2mi€ (51) (&) =5 (f)(©)
— F (x> =212 f(2)) (€) = =i () (6),
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also

(31) (&) = —2m€ (5f) (9). (8.11)

Das heifst, dass (§f) und f die gleiche Differentialgleichung
(5810, erfiillen. Bei einer linearen Differentialglei-

chung erster Ordnung bedeutet es, dass fiir irgendeine Kon-
stante ¢ gilt

(§f) () = cf(x).
Weil f(0) =1 und (Ff) (0) = [°o_ f(z)dz =1, folgt c =1.

Wenn man weitere Eigenfunktionen von § sucht, dann soll
man bemerken, dass nur ein paar Eigenwerte mdglich sind.
Weil § und ! sich nur durch ein Minuszeichen unterschei-
den, findet man

(§Fu) (2) = u(—x).
Dies bedeutet auch, dass (F*u) = u und wenn man einen
Eigenwert A von § sucht, dass A* = 1. Es gibt nur 4 Maglich-
keiten
Ae{l,i,—1,—i}.
Wie finden wir, wenn es sie iiberhaupt gibt, zugehorige Ei-
genfunktionen?

Es stellt sich heraus, dass man weitere Eigenfunktionen fin-
den kann mit Hilfe von den Operatoren Op, : S(R) — S(R),
definiert durch

(Opsu) () == (2rz F 2) u(x). (8.12)

Lemma 8.6.3 Sei fo(z) = e ™" und definiere fir n € N die
Funktionen f, € S(R) durch

fn = (Op+)nf0- (813)
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Die Funktionen §f, erfillen f, € S(R) und
3fn = (_Z)n fna
sind also Eigenfunktionen von § mit Figenwert i".

Beweis. Die Funktion fy ist eine Eigenfunktion in S(R) mit
Eigenwert A = 1. Etwas schlampig geschrieben

F(e) () =

Weiter kann man bemerken, dass die Operatoren Op, mit
Lemma [7.2.215 and .6 etwas Besonderes machen:

§ (Opy (1)) () =T ((2mz F ) f(2)) (&)
=3 Q2rx f(2) () FF(f) ()
=i (Ff) (&) F 2mi& (Ff) (€)

— i (27¢ F &) (8/) (&) = FiOps (3/) ().

Das bedeutet:

(1) (6) = Af(§) =
§ (Op+ (f)) (§) = FiAOpy (f) (). (8.14)

Setzen wir f = fy ein, dann ist Op, (fo) entweder eine Ei-
genfunktion von § mit Eigenwert i, oder identisch 0. Mit
Induktion sieht man, dass

Op™ (fo) () = pa p()e™™

mit p4 , einem Polynom von Grad hochstens n. Es folgt damit,

dass OpZ (fo) € S(R). Weil

Op_(f) =0 f(z)=ce™™ = cfy(x)
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wird Op_ fy trivial, und weil
Op, (f)=0% f(z) = ce™ mit > ™ ¢ S(R),

wird (Op +)n fo € S(R) nicht trivial werden fiir jedes n € N.
AuBlerdem gilt wegen (8.14)), dass

5 (002 () 0= 0nt (1)) 0

und das heifit f,,(x) := Op’} (e_’””z) ist eine Eigenfunktion mit
Eigenwert (—i)". u

Mit f,(x) := Op; (e‘”2) finden wir 4 Eigenrdume fiir §:

) = iv fiir v € E; := Span [{ fant1}en;

) = —v fiir v € E_y := Span [{ funi2},en];

) = —iv fiir v € E_; :== Span [{f4n+3}neN]'
Fiir die Funktionen f, gilt, wie schon bemerkt, dass
ful@) = pu(w)e ™

fiir p,, ein Polynom von Grad n. Wir haben die ersten f,, hier
gelistet:

2

fo(z e
filx) = drpe ™
fo(x) = Ar (Ama? — 1) e ™

fa(x) = 167 (167%0* — 2472 + 3) e
= 64m%c (16722 — 40ma® + 15) —a?

(x)

(x)

(@) 2
fa(x) = 1672z (471’1’ —3)e ™

(2)

(x)
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Fiir die alternative Fourier-Transformation

dx

Fu(8) = m/ “ETy

wéren die folgenden skalierten Eigenfunktionen passend:

fulz) = (z— %) —2*/2 fiir n € N. (8.15)

Aufgabe 8.6 Zeigen Sie die letzte Behauptung.
Die normalisierte f, aus 3.15) werden die Hermite-Funk-
tionen genannt. Die polynomialen Terme vor dem Exponenti-

alterm in f,, nennt man die Hermite-Polynome. Die Hermite-
Polynome sind also definiert durch

ho(z) == e /? (z — %)ne_“”Q/Q.

Aufgabe 8.7 Rodm’guecﬂ definierte

H,(z) =" (—3%)”6_””2.

Gibt es eine Verbindung zwischen h,, und H, ?

Lemma 8.6.4 Sei (-,-) das mnere Produkt auf L*(R). Die
Operatoren Op, : S(R) — S(R) aus haben die fol-
genden FEigenschaften:

1. {Opsu,v) = (u,Opyv) fir u,v € S(R).
2. Der Kommutatmﬂ von Op_ und Op__ erfillt
[Op_, Op+] = 4.

4Benjamin Olinde Rodrigues, 1795-1851
5Der Kommutator zweier Operatoren A, B : V — V ist der Operator
AB—-BA:V = V.
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Beweis. Es gilt mit partieller Integration:

(Opyu,v) = /]R (2mz F &) u(z) v(z) do
= /R <(27m::|: 2) m> v(z) dx
= /Rm (2mz + %) v(z) dv = (u,Opyv).
Weiter folgt
([Op_,Op,] u) (z)
= (Op_Op_u) (z) — (Op,Op_u) (z)
<(27rx +2) (2rz— 2) — (2rz — 2) (2nz + )) u(x)

( (8—27T:E) — ( 8%27@)) u(z)
= 4dmu(x)

und dies beweist den zweiten Punkt.

Lemma 8.6.5 Fir m,k € N gilt

(47)* k!
Sk
\/5 )

Beweis. Wegen [Op,, Op +] = 47 aus Lemma folgt

<OpT Opk _”2> =

[Op_, Opﬁ = Op_Op’t — Op}Op_

S
—

= Op’i [Op OpJ Op}~ k=l 47mOp7}r_1.
0

B
Il
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Weil Op_ fo = 0 findet man daher

Op_Op’fo = [Op_, Op™] fo = 47nOp"~ fo.

Fiir m > k folgt dann wegen der ersten Aussage in Lemma

8.0.4} dass

(Op™ fo, O fo) = (OpT" fo, Op_Op? fo)
= 47k (OpT ™ fo, OpE~1 fo) = (4m)* K1 {OPT* fo, fo) -

Fiir m = k findet man

P (47)" k!
<Op]j-f07op§_f0> == (47T)k ]{Z'/Re 2 dxr = T

Fiir m > k geht man einen Schritt weiter und folgt

<Op+ f0,f0> = <Opm = 1fo,Op_fo> =0.

Fiir m < k bemerkt man, dass (u,v) = (v, u). [
Proposition 8.6.6 Sei 1,(z) = v2¢™ ™ und

() = (Op%ey) (2). (8.16)

1
(2y/m)" V/n!
Dann ist {1}, oy €in Orthonormalsystem in L*(R).

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma [8.6.5| ]

Erstaunlicherweise kann man noch etwas mehr sagen:

Theorem 8.6.7 Das System {1}, .y aus ist ein voll-

stindiges Orthonormalsystem in L*(R).



8.6 Eigenfunktionen von §

-3

-2

-3

-3

-2 -1 1 2 3
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Abbildung 8.2: Skizzen zu 1), bis 15
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Beweis. Sei f € L*(R) eine Funktion mit (1, f) = 0 fiir alle
n € N. Wenn wir zeigen konnen, dass dies f = 0 impliziert,
dann gilt

(8]
Span [{}yen] = L(R)
und wir sind fertig. Fiir den Beweis brauchen wir Kenntnis-

se von komplexen Funktionen und betrachten F : C — C,
definiert durch

F(¢) := /Re_zmmg_“ﬁmdx.

Weil ‘6’2””4’”2 < erimlle—mz® gt das Integral wohl-

definiert. Fiir alle ¢ € C gilt

F'(¢) :/R—QWM(B_%”C_”QWCM

und auch dieses Integral ist wohl-definiert. Eine komplex-
differenzierbare Funktion auf C ist analytisch. Alle Ableitun-
gen existieren in fiir ( = 0 gilt

FM(0) = (—27?2')"/ 2™ f(x)dz.

R

Weil die Funktion  — 2"e™™ in Span [{ty, ...,,}] liegt
und (¢, f) = 0 fiir k£ € N, finden wir, dass

F™(0) =0.

Eine analytische Funktion, bei der an einer Stelle alle Ab-
leitungen gleich 0 sind, muss selber 0 sein und das zeigt
F () =0. Weil

0=F (¢ = /Re_mefe_m"dex =3 (€_M2 ?) (),
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und (x e 7(1:)) € L*(R), folgt

™ flz) = (F7'0)(z) = 0 Lil.

Dann gilt f = 0 f.ii auf R und das heifit, dass f = 0 in L*(R).
m

Korollar 8.6.8 Fiir §: L?(R) — L*(R) gilt
FF = (=0)" W )

neN

Bemerkung 8.6.9 Wieneif| hat dieses Ergebnis benutzt, um
die Fourier-Transformation auf L*(R) zu definieren. Siche

[Z4)).

Aufgabe 8.8 Wir hatten Glick, dass die Hermite-Funktionen
orthogonal waren. Wenn das nicht so wdre, hdtte man wie
folgt orthonormalisieren kénnen.

1. Zeigen Sie, wenn §u = A\yu und Fv = A0 mit Ay # Ay,
dass (u,v) = 0.

2. Wenn es mehrere (hichstens abzdhlbar viele) Eigenfunk-
tionen mit gleichem FEigenwert gibt, also sei A\ € C
und Fu, = M, mit u, # 0 fir n € {0,1,2,...}
und {u,} wunabhdngig, dann kann man ein Ortho-
normalsystem {ty}, .y fiir jeden Eigenraum bekommen
durch das Gran{-Schmidf| Orthonormierungsver-
fahren. Zeigen Sie, dass die Vereinigungen dieser Or-
thonormalsysteme wieder ein Orthonormalsystem liefert.

SNorbert Wiener, 1894-1964
"Jorgen Pederson Gram, 1850-1916
8Erhard Schmidt, 1876-1959
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Algorithmus 1 (Gram-Schmidt Orthonormierungverfahren)
Nehme I = {0,...,N} oder I = N. Sei S := {uyn}, ., eine

Teilmenge aus dem Inner-Produktraum (V,{(-,-)) mit der

iblichen Norm, ||ul| := (u, u)*/?.

0. Wenn ug # 0, dann setze iy = |Juo||”" uo.
Wenn ug = 0, losche ug aus S und wiederhole Schritt 0.

1. Wenn 0y := uy — (uy,Gp) Ug # 0, dann setze
~ ~ —1 ~
wy = ||| .
Wenn 1, = 0, losche uy aus S und wiederhole Schritt 1.
2. Wenn Gy 1= uy — (ug, Ug) U — (ug, 1) Uy # 0, dann setze
ﬂQ = ||'LALQH_1 ’112.

Wenn ty = 0, ldsche us aus S und wiederhole Schritt 2.

n. Wenn i, = u, — Z;é (Up, Ug) U # 0, dann setze
Ui o= ||| ™" i

Wenn 1, = 0, losche u,, aus S und wiederhole Schritt n.

Schreibe {iy}, ; fir das neu konstruierte System. Dann
gilt:

o {Uy},cj ist ein Orthonormalsystem.

o Seik € 1. Wenn u eine Linearkombination von {un}izo
ist, dann qibt es k € I mit k < k derart, dass u eine

. . . . ~ vk
Linearkombination ist von {t,}, _,-



Fourieranalysis

Fourier-Transformation
in L°(R")

9.1 Fourier-Transformation auf L'(R")

Man definiert die Fourier-Transformation fiir f € L!'(R")
durch

(31)(6) = / () fir £ ERY(9.)

und das Ergebnis ist eine Funktion §f € L> (R"). Das funk-
tioniert genau so wie in einer Dimension. Vergleicht man mit
dem eindimensionalen Fall, dann wurde in (9.1) R durch R"
und z¢ ersetzt durch

r-E=x& + -+ a8,

Weil
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und weil Fubini-Tonelli gilt, kann man die Fourier-
Transformation auf L'(R") sogar auffassen als wiederholte,
eindimensionale Fourier-Transformation:

T (@) () = Ban—g, O O Tansty © iy

das heifit §,,¢ ist die eindimensionale Fourier-Trans-
formation wirkend auf der k-ten Variablen, wobei die anderen
Koordinaten/Variablen sich als Parameter benehmen.

Die Rechenregeln von Lemma passen sich an:

Lemma 9.1.1 Eigenschaften der n-dimensionalen Fourier-
Transformation.

1. Fir f,g € L*(R™) ust
(f*g)(z)= - flz —y)g(y)dy

wohl-definiert, weil f x g € L*(R") gilt, und
(S (f=9)) (&) =& &) B9 (&)
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2. Fir f € L*(R"), h € R" und fi(x) := f(x + h) gilt Hier st die folgende Multiindexnotation benutzt: Fiir
, a,B € N" und x € R"™ setzt man
(§fn) (&) = €™ (3 £) (€).
= x(l)l1 xf{n’
3. Fiir f € LY R"), h € R* und f"(x) := ¥ f(x) gilt 59 ( 5 )ﬁl ( 5 )Bn
T or1 Oxn
(§1") (&) = Bf) (€= h).
AufSerdem schreibt man || = ay + - - - + o, und nennt |o| die
4. Fir f € L'N(R"), c € RT und f.(x) := f (cx) gilt Ordnung bei x* und 05.
(Sfe) (&) =c"(Tf) (0_15)- Beweis. Die Beweise der ersten 6 sind dhnlich wie die in einer
Dimension. Die Skalierung bei 4. wirkt in jeder Dimension
5. Fir f e L'(R") mit f e LY(R™) gilt und daher ¢ statt ¢7!. Die 7. Behauptung verwendet den

Trafosatz und dass R~' = RT und det(R) = det(R?) = 1 fiir
eine Rotationsmatrix R:

(5 (5%7)) (© = 2mic 5)(©).
6. Fir f ¢ Ll(Rn) mit g(a:) _ $kf(13) und g € Ll(Rn) gilt (g (fOR)) (5) = /n e*2TFiz-§f (RJ,‘) dz

(39 (6) = —— 7= (55 (©) = [ e @a (7)

—2mi 9
:/ e 2T (Ré)f ‘det (RT }d:r;
7. Fir f € LY R™) und R € M™™(R) eine Rotationsma- n

tridl] gilt

— o~ 2mid(RE) G — '
(8 (f o R)(€) = (8) (Re). / /(@) d7 = (37) (FE)

Bemerkung 9.1.2 Wenn alle Integrierbarkeitsbedingungen er-
fillt sind, zum Beispiel wenn f € S(R™), die schnell-fallen-
den, beliebig oft differenzierbaren Funktionen in R™, dann
kann man aus 5. und 6. folgern, dass

(=2mi)* § (2°0] f(2)) (€) = (2mi)” 9 (€7 (/) (€)) -

LR ist eine Rotationsmatrix, wenn RTR = I und det(R) = 1.

Auch sollte man sich erinnern, dass (AT:U) cy =z - (Ay).

Aufgabe 9.1 Seiv € R" derart, dass |v| = 1.

1. Zeigen Sie, wenn f,|V f| € L' (R™), dass dann gilt

(3 (a%f )) (&) = 2mi (v, &) (Ff) (€) fir & € R™.



9.2 Fourier-Transformation via S (R")

2. Angenommen x — |x| f(z) € L*(R™) gilt, geben Sie dann
eine Formel ohne Ableitung fiir 2 (Ff) ().

Korollar 9.1.3 Wenn f € L'(R") radialsymmetrisch ist, dann
st auch §f radialsymmetrisch.

Beweis. Dies folgt aus dem letzten Ergebnis von Lemma/9.1.1]
]

9.2 Fourier-Transformation via S (R")

Wir haben S (R™) schon genannt, aber geben noch die genaue
Definition:

Definition 9.2.1 Die Menge S (R™) beinhaltet alle Funktionen
f:R" = C, fir die

1. fir jedes o € N™ die Ableitung 0“f existiert, und

2. fiir jedes Paar o, 8 € N* die Funktion z — 2P0 f(z) auf
R™ beschrankt ist.

Auf § (R") hat man die Halbnormen ||-[| ,, wie fiir n = 1,
und man kann auch wieder eine Metrik dg definieren:

- B e
ull, , ;== max sup |z°0%f(z)]|.
H “H la|=¢, |B|=k zeRrn } f( )|

Weil S (R™) deutlich mehr Funktionen erfasst als die reinen
Produktfunktionen S (R) x- - - xS (R), konnen wir nicht direkt
die Ergebnisse von §,_¢ bekommen, wenn wir §,, ¢ o0---o0
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Se1—¢, betrachten. Wir laufen mal entlang den Schritten in
einer Dimension.

Als Folge von Bemerkung finden wir schon direkt das
folgende Ergebnis, dhnlich wie in Lemma [7.5.1}

Korollar 9.2.2 Wenn f € S (R"), dann gilt §f € S (R™) und
die Abbildung

15t stetig.

Der néchste Schritt war, dass die Abbildung § auf S (R),
nun wére das die Abbildung in (9.2), invertierbar ist. Den
Beweis des Theorems konnen wir ibernehmen, weil die
dhnlichen Rechenregeln gelten; siche Lemma Nur eine
Sache ist anders, wir brauchen namlich einen Ersatz des ein-
dimensionalen

S (e‘”2> &) = e ™ mit ¢ € R.

Der Ersatz ist die Funktion e~™*!" und gliicklicherweise gilt
exp (—m |x]2) = exp (Zn _waiL) = H exp (—ma},) .
N m=1

Weil e’ also ein Produkt seindimensionaler Funk-
tionen ist, ist die n-dimensionale Fourier-Transformation
dieser Funktion das Produkt ein-dimensionaler Fourier-
Transformationen. Es gilt

2

er—)g (677"‘£E|2) (f) _ S"IH£ ( anzl efﬂxm) (g)
H <3megm (e—min)(gm» = H e~ Em = ol

m=1 m=1
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Den Rest des Beweises von Theorem kann man tiber-
nehmen und wir erhalten:
Theorem 9.2.3 (Fourier Inverse auf S (R")) Die Abbildung
S : (S (Rn> adS) — (8 (Rn) 7d5)

ist invertierbar und die Inverse ' ist definiert durch

(57'f) (2) = / P f(€)de,

R

Auch Parseval bleibt giiltig, weil auch das Argument in ([7.8))
angepasst werden kann.

Lemma 9.2.4 (Parseval auf S(R")) Fir f,g € S (R"™) gilt
£y = I8l und (f,9) = (31, 59) -

Als Néachstes erweitert man die Fourier-Transformation §
auf S'(R™) durch

(§A) (u) == §(Au),
nimmt fiir f € L?*(R") wieder A; € S'(R"), definiert durch

Ag(u) = . f(@)u(z)dr, (9.3)

und zeigt fiir w € S (R™) mit der neuen Fassung von Parseval
die Abschétzung

[ (Ap) ul < ANl Mlully = 1181 el

Diese Abschitzung lédsst sich wieder stetig erweitern fiir u €
L*(R™). Auch hier wird der Reprisentationssatz von Riesz
angewendet und man bekommt:
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Theorem 9.2.5 (Plancherel) Sei f € L*(R") und sei § defi-
niert auf S'(R™) als Dualraum von S (R™).

1. Dann gibt es genau eine Funktion f € L*(R™) mit :
S(Af)=A; .

Hier sind Ay und A; wie in definiert. Weil § (Ay) =
Agy, heift das §f = f foi.

2. Auferdem gilt |5 £]l, = I,

Auch hier finden wir:

Korollar 9.2.6 § : (L*(R"),|||l,) — (L*(R™),|||l,) st eine
Isometrie.

Lemma 9.2.7 Sei f € L*(R™) und definiere

fu@= [ s

Dann gilt
dm 57 = ful, =0
Beweis. Weil 15,,(0)f € L'(R") gilt, ist far = § (15,0 f) als

Integral definiert. Den Grenzwert findet man durch die zweite
Aussage in Theorem [9.2.5

HSf B fMHQ =||f - 1s,0f|l, =0

fiir M — oo. ]
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Lemma 9.2.8 (Parseval) Seien f,g € L*(R™). Dann gilt

(f,9) = (3f,89)-

Beweis. Dies folgt auch hier mit der Polarisationsformel aus
der zweiten Aussage von Theorem [9.2.5 [

Aufgabe 9.2 Wenn man fir f € L*>(R") Folgendes definiert
f©= [ e pada,
TeR”

gilt dann lim, Hgf - fs

=07
2

Aufgabe 9.3 Wolfram Mathematica hat die Fourier-Trans-
formation implementiert. Hier ist ein Beispiel in R:

Untitled-1 * - Wolfram Mathematica 13.0

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
(1= FourierTransform[1l/Sqrt[Abs[x]], X, ]
1

VAbs [£]

Out[1]=

Diese Software verwendet laut Webseite:

1

V21 Jooo

Wenn man das Ergebnis in dem Bild glauben darf, ist die
Funktion

Filf D] (W) = fe dt (9.4)

1
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eine Figenfunktion von § aus . Dann wdre

f(\/ﬁx) — L
Var |l

eine Eigenfunktion von unserem §. Stimmt das?
Als Hilfe noch die Umrechnung bei den Transformationen:

V27 (Rl @) (-276) = | S et dx = (§F)(6).

9.3 Fourier-Transformation auf L’(R")

Die LP(R")-Vektorrdume mit p € [1,00) haben als Norm ||-|| ,

definiert durch
1/p
|wu:<Rm@Wm> .

Fir p € (1,2) gilt LP(R") C LY(R") + L*(R"). Wenn [ €
LP(R™), dann definiert man

‘m@:{f@)wmwﬂM>L

0  sonst,
@) = £(z) - fila)
Weil
= dr < Pdr < |If|7,
1Al A}ﬂuwnx_[mJﬂ@|x_wm

HMB=AKJﬂ@ﬁwS/ F@Pdz < If]7

[1F1<1]
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findet man f; € L'(R") und f; € L*(R"). Das bedeutet, dass
die Fourier-Transformation auch auf LP(R™)-Funktionen mit
p € (1,2) auch wohl-definiert ist. Wir haben

F(L'(R™)) € L*(R") und § (L*(R")) = L*(R"),
und so kénnte man vermuten, dass die Menge § (L?(R™)) mit
p € (1,2) irgendwie in LY(R™) mit ¢ € (2, 00) endet.
Ohne Beweis geben wir das folgende Ergebnis:

Theorem 9.3.1 (Hausdorff-Youn@ Seil<p<2<qg<
mit ]% + % = 1. Dann gilt fir alle f € LP(R™), dass

1871, < 171, - (9:5)

Bemerkung 9.3.2 Man nennt die Hausdorff- Young
Ungleichung. Wenn 1 < p <2 < ¢ < oo und + T 1 -1

(nehme ausnahmsweise ~ = 0), dann sind die Abschatzungen

fir § auf L*(R™) und auf L*(R™) auch dabei.

Fiir p € (2, 00| findet man kein solches Ergebnis. Wenn wir
den Extremfall p = oo betrachten, dann kénnten wir versu-
chen §1 herauszufinden. Die Funktion f(x) := 1 liegt ja in
L>*(R). Direkt als Integral kann man dies nicht berechnen,
aber wenn man die Approximation in Aufgabe verwendet,

folgt
/6—27Tia:§€—6a:21 dr = \/? —n222 /e
R g
lim\/? —matle — fiir = #£ 0.
€l0

2Felix Hausdorff, 1868-1942
2William Henry Young, 1863-1942

und
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Eine L'(R)-Funktion, die fast iiberall gleich 0 ist, ist die Null-
funktion. Dass §1 jedoch gleich 0 wére, scheint wohl unwahr-
scheinlich.

Betrachtet man die Fourier-Transformation auf S'(R), dann
folgt fiir die Dirac-0-Distribution

($do) (u) = 6o (Ju) = (Su) (0)

:/ e_%ixou(x)dx:/ 1 u(z)dz
zeR z€R

und &hnlich auch § 16y = 1. Weil § auf S'(R) invertierbar
ist, folgt F1 = Jp in S’'(R). Dann ist §1 eine Distribution und
keine L'(R)-Funktion.

9.4 Anwendung auf die Wellengleichung

Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung der
Form

uy(r,t) = AAu(z,t) mit t > 0 und x € R, (9.6)

oder z € 2 C R", wenn das betreffende Gebiet beschrankt
ist oder zumindest einen Rand hat. In beiden letzten Féallen
braucht es Randbedingungen auf 992. Auf R" sucht man meis-
tens Losungen, die fiir |z| — oo nach 0 gehen. Unabhingig
von Randbedingungen braucht man Bedingungen fiir ¢ = 0,
meistens in der Form

u(z,0) = uo(x),
{ ug(z,0 = vo(x). (9.7)
Die Konstante ¢ € RY liefert die Geschwindigkeit, mit der

sich die Welle (erkennbar in einer Losung) verbreitet. Durch
Skalieren kann man annehmen, dass ¢ = 1.



9.4 Anwendung auf die Wellengleichung

Die Gleichung in mit Anfangsbedingungen in ((9.7))

kann man via
a (8, t) = (Fu(-1) ()

umschreiben mit Lemma [0.1.1] und

"9 0
87 L o0 om
nach
(&) = —Am26 - a (&) fir £ €R™, ¢ >0,
@ (&,0) =1 (§) == (Suo) (§) fiir { € R", (9.8)

i (&,0) =09 (§) := (Jvo) (§) fiir § € R™.

Hier steht eine gewohnliche Differentialgleichung mit ¢ als Va-
riable und ¢ als Parameter. Mit

= ¢
ist die Losung von wie folgt:

i (6.4) = cos (2 |¢| ) (6) + T2 () (o)
2r [¢]
Bemerkung 9.4.1 Weil
. sin (2mpt)
%1_1)1% 2mp N

2rpt)
werden wir Smé—”pp fiir p = 0 durch t erweitern, ohne dass wir

dies jedes Mal erwdihnen.
Formal hat man dann mit @ aus als Losung
u(z,t) = (F'a (1)) (). (9.10)

Es gibt jedoch direkt einige Fragen, die wir mal als Problem
formulieren:
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Problem 9.4.2 1. Fiir welche Funktionen uy und vg ist u in
9.10) eine Losung von (9.049.7)%

2. Ist u in die einzige Lésung von (9.69.7)?
3. Kann man u in verniinftiger schreiben?

Zul. Wenn ug,vo € L?(R"), dann folgt, dass g, 09 €
L2 (R™). Weil

| sin(s)

|y

lcos(y)| <1 un <t (9.11)

sind die Ausdriicke
sin (27 €] t)

2 [¢]
beschrinkt, wenn t beschrankt ist, und liegt & — (&, 1)
in L? (R") fiir jedes t. Damit ist u( in - fiir je-
des t eine Funktion in L?(R"). Das helﬁt jedoch nicht,

dass man v differenzieren kann und w erfiillt so nicht die
Differentialgleichung auf klassische Art.

&> cos(2m|€|t) und € —

Wenn ug,vg € S (R"), dann kann man zeigen, dass man
tatsédchlich eine Funktion bekommt, die man differenzie-
ren kann und die (9.649.7) im klassischen Sinne erfiillt.

Weil (9.11)) gilt und die Potenzreihen

o (—AmE - € P
cos (2m|€|t) = 7T€§ )"

DM

und dhnlich
sin (27 |€] t)

il Sl o) I

2 [¢]

= (—ar’¢ ¢ )"
Z: (2m +1)!

m=0
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zeigen, dass beide Funktion beliebig oft differenzierbar
sind, geht die Differenzierbarkeit von ug und vy direkt
ein in der Differenzierbarkeit von wu(z,t).

Optimal fiir die Existenz einer Losung wére ein Funktio-
nenraum fiir ug und vy zwischen L?(R") und S(R").

Zu 2. Man betrachtet
E (u)(t) := %/ (| (z,1)]” + |Vu(a:,t)|2) dr. (9.12)

Wenn u, ug, Ugt, Uy, , Ut z;, Uz;z; als Funktionen von x alle
in L?(R") liegen, dann kann man im Folgenden partiell
integrieren und man erhéalt:

O E (u) (t) = / (uguy + Vuy - Vu) dz

n

= / (ututt — Utv . Vu) d!L’ = 0
= / ug (uye — Au) dx = 0. (9.13)

Das bedeutet E (u) (t) = E (u) (0). Hat man zwei solche
Losungen u, und wu,, die beide erfiillen, dann
erfiillt die Differenz w, — up (9.6H9.7) mit ug = vy = 0.
Wegen (9.13)) gilt

E (ug —up) (t) = E (up —ug) (0) =0
und aus ((9.12)) folgt, dass

10 (o (2, 1) = wp (2, 1))] = 0,
IV (ua (2,) = up (,1))| = 0,
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fiir alle z und ¢. Also gilt
Ug (z,t) —up (x,t) = ¢

und weil u, (x,0) = u (x,0), folgt ¢ = 0. Beide Losungen
sind identisch.

Zu 3. Wir benutzen

6271'1'|§|t + 6727Ti‘§|t

cos (27 €| t) = 5 ,
sin (27 [¢[ ) e2milélt — g 2milelt
omlé]  dmif¢ft

Dann findet man

(&' cos (27 [€] ) 1o (€)) () =
/ — e27ri|§|t 4 e—27ri\§|t
e

o (§) d€ (9.14)

2
und
(3= i) (o) -
L e2milglt _ p—2milg]t
/n 627rzz-§e o |§| ; o (5) dg. (915)

Um einfachere Losungsformeln zu finden, werden wir die
einzelnen Dimensionen getrennt betrachten.



9.5 Losungsformel fiir die Wellengleichung

9.5 Losungsformel fiir die Wellenglei-
chung

Die Kombination von (9.619.7) ist das Anfangswertproblem
fiir die homogene Wellengleichung auf R™:

ug (z,t) — Au(z,t) =0 fir (z,t) € R" x RT,
u(x,0) = ug(x) fiir x € R, (9.16)
u(z,0) = vo(x) fir x € R™.
Wir werden in diesem Abschnitt die Losung mit (9.14) und

(9.15)) expliziter schreiben. Die Ergebnisse sind dimensionsab-
héngig.

Dimension 1 In einer Dimension hat man, weil beide
Funktionen gerade sind

cos (2 |€|t) = cos (2m&t) und
sin (2 [{|t)  sin (272)

amlel  2m¢
Es folgt
27rz(x+t £ + e27rz(x t)E
O = / fio (€) de
> 0(m+t)+§u0(x—t)
und

e2mi(z+t)€ _ p—2mi(z—t)¢ p
0.15) = 0
‘ ; /R i 5 Uo(f) f

_ / eZm‘(w—&-t)ﬁ _ e—27ri(x—t)£ @0(5)
R 2 2mig

dg
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P2 H)E _ p—2mi(a—t)E x
-/ : 5 ([ wtan) @
R 0

T+t x—t
1 ( [ wtwas- v0<y>dy)
;j‘rt °
_1 / woly)dy.

—t

Theorem 9.5.1 (d’ Alembert’) Wenn uy € C*(R) und vy €
CY(R), findet man eine Lésung von durch

T+t

u(x,t) = %uo (x+1t)+ %uo (x —t)+ %/ vo(y)dy.

—t
Bemerkung 9.5.2 Wenn wir vorher nicht ¢ = 1 genommen
hditten, dann hdtte man die folgende Formel bekommen:

z+-ct

u(z,t) = tug (x +ct) + Juo (x — ct) + 5 / vo(y)dy.

—ct

Man sieht hier zwei mit Geschwindigkeit ¢ auseinanderlaufen-

de Wellen.

Einen Beweis, dass diese Formel stimmt, bekommt man
durch direktes Eingeben in das Anfangswertproblem. Dazu
braucht man nicht die Fourier-Transformation.

Dimension 3 In 3 Dimensionen brauchen wir einige Teil-
ergebnisse, die wir als Lemma formulieren.

Lemma 9.5.3 Sei S? := {z € R3; |x| = 1} die Einheitssphire.
Dann gilt fiir € € R?:

i 627riw~§dw — sin (27T ‘5’)
am wes? 2m |§’

3Jean le Rond d’Alembert, 1717-1783
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Beweis. Man kann die sphérischen Koordinaten so wéhlen,
dass die z-Achse in Richtung £ zeigt. Oder anders gesagt, das
Integral fiir € und fiir (0,0, |¢|) gibt das gleiche Ergebnis. Mit

w = (cos psinf, sin psin b, cosh) ,
dw = sin @dpdd
folgt, dass
1

4m wes?

1 21 T ]
= — / ekl st gin Odpdh
4 =0 J6=0

L.
== / ¢mlEl 050 sin g
2 0=0

1 |:_€27ri|§|c050:| ™
0

T2 2mig
el g e2milel sin (27 |¢])
ami [€] 27 [¢]

Wir brauchen auch den sphérischen Mittelwert einer Funk-
tion iiber die Sphére um z mit Raduis r:

1
(Myu) (z) == —/ u(z+rw)dw. (9.17)
4m weS?
Aufgabe 9.4 Zeigen Sie:

1. Wenn u € C(R?), dann gilt lim, o (M,u) (x) = u(x) fir
alle v € R?.

Kapitel 9, Fourier-Transformation in L*(R™)

Abbildung 9.1: Durchschnittswert {iber den Rand der Sphére um
x mit Radius r

2. Wenn u € C*R?), dann gilt M,u € C*(R®) fiir alle
r > 0.

3. Wenn u € C*R?), dann gilt r — M,u(z) € C*[0,00)
fiir alle v € R3.

4. Wennu € S(R?), dann gilt M,u € S(R?) fiir alle r > 0.

5. Wenn u € S(R?), dann gilt *M,u € S(R?®) fiir alle
r >0 undk € N.

Lemma 9.5.4 Sei u € S (R?). Dann gilt

_ sin (27 [¢] r)

(M) () = 5o 8 () (6),



9.5 Losungsformel fiir die Wellengleichung

Beweis. Es gilt

=

§ (Mu) (€)

/weSQ

:/ SQE/ y e~ 2= )&y (1) da dw
we faS
1

— 627rzw~r§dw / e—27rm-§u (IE) dx
AT Jyese TER3

_sin (27 [€] r)
o 2mgr

o1
/ 6_27””5—/ u(r+rw) dw dz
z€R3 AT J yese

/ e ™y (x + rw) dr dw
z€R3

- 5=

§ (u) (£)-

Theorem 9.5.5 Wenn ug, vy € S(R?), dann ist
u(x,t) = 0 (t (Myuo) (z)) + t (M) (x)

mit M; aus eine Losung von .

Bemerkung 9.5.6 Das M; sorgt fiir radialsymmetrische Ver-
breitung aus x mit Geschwindigkeit ¢ = 1.

Beweis. Mit Lemma finden wir, dass der zweite Teil von
(9.10) folgendes Ergebnis liefert:

5 (L5 ) 6)) o) = Mt
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Fiir den ersten Teil findet man, jedenfalls fiir uy € S(R?), dass
5" (cos (21€11)F (o) ) (@)

-5 (2225 ) )

- a5 (225 0 ©) @)

=0, <tMtu0(ac)) :

Andere Dimensionen Relativ einfache Formeln, wie in Di-
mension 1 und 3 wird man fiir Dimension 2 nicht bekommen.
Man findet fiir n = 2 eine Losung, wenn man die Funktionen
U, Vo : R? = R erweitert auf R3:

Uo (21, T2, T3) = up(21, T2),
Uy (1’171’2,373) = Uo(l'l,xz),
und diese in die Formel fiir 3 Dimensionen einsetzt. Fir

ug, vg € S(R?) gilt zwar nicht, dass g, 7y € S(R?), aber auch
hier bleibt die Formel in Theorem [9.5.5| richtig.

Auch in hoheren Dimensionen gibt es derartige Losungs-
formeln. In ungeraden Dimensionen wird dazu die sphérische
Mittelwertfunktion in R"™,

1

N |Sn| wesn

(M) () : u(x + tw) dw (9.18)

verwendet, mit S* = {z € R"; |x| = 1} und

7] = / 1 d.
wesn
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Theorem 9.5.7 Wenn ug, vy € S(R™) mit n ungerade, dann

findet man mit My aus ewne Ldsung von durch

w(z,t) = 0 (710) T 2 (Myup) (@)
+ (t—lat)"%& "2 (Mywo) (z). (9.19)

Bemerkung 9.5.8 Fiir n = 3 folgt Theorem[9.5.5

Bemerkung 9.5.9 In geraden Dimensionen steigt man herun-
ter aus der ndchsthoheren ungeraden Dimension, dhnlich wie
man fir n = 2 eine Losungsformel bekommt aus der Formel
fiir n = 3.

Aufgabe 9.5 Sei ug, vy € S(R").

1. Zeigen Sie, dass es Funktionen uy : R™ — R gibt mit

(Myuo) () = uo(z) + Y _ ™ up(x) + Opo (£2"71) .

2. Verwenden Sie dies, um zu zeigen, dass fir u in
qilt
li t) =
imu (z,t) = uo (v)
und

l}g}l u (z,t) = v () .

Kapitel 9, Fourier-Transformation in L*(R™)



Fourieranalysis

Elliptische PDGI

10.1 Gewohnliche DGL mit Fourier

Wir haben gesehen, wie die Fourier-Transformation Ableitun-
gen ersetzt durch Multiplikation:

() () = 2mig (Fu) (£).

Ein linedre Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
wird so eine algebraische Gleichung:

S par (2) u(z) = f(x)

wird die Fourier-Transformation zu

p(&) (Fu) (§) = (3/) (£)

mit p ein Polynom definiert durch

p(&) = i ar (2mi6)".
Wenn p(€) # 0 fir alle £ € R, dann folgt
1

o) = (5560 ) @

_ ((3—1]%) " f> (2). (10.1)

Kapitel 10

Fir f € S(R) folgt §f € S(R) und dann auch

1
(s L <5>) e 5(R).

Die Bedeutung von 3*1]% kann man dann so nur in L?(R)
oder §’(R) verstehen.

Beispiel 10.1 Wir betrachten die Differentialgleichung
—u"(z) + 2z u(z) = f(z) fir z € R (10.2)
Nach Fourier-Transformation folgt

1
Am26% 4 2

o) = (57 51 .

Fiir z € C\ (=00, 0] ist € — (47224 2) " in LX(R) und da

gilt
M 2mizé
(51 ! )(x)— lim L

Am26% 4 2 C Moeo J_y An28% 4 2
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Dieser Integrand hat zwei Singularitdten in C, namlich fiir
¢ € {wy,w_} mit

+2 i
we = —+/|z ezh18(z),
2

Weil z € C\ (—o0, 0] folgt
Im (wy) > 0> Im (w-)

und es gibt keine Singularitéit auf der reellen Achse. Mit Hilfe
eines Kurvenintegrals in C folgt fiir x > 0, dass

M eQﬂ'ixf
R A —
M—=oo J_ap 47T2§ + z
2mixé 2miT W4
. € e
— lim [ ————dt=i .
M— o0 :] 471'25 —|— z 47T'LU+

Wenn z < 0, dann nimmt man eine in der reellen Achse

w, e

w_e

Abbildung 10.1: Die Kurve in C wenn x > 0

gespiegelte Kurve und bekommt

M 627rix§ 2mizw_
M—oo | _prAw26° + 2

Kapitel 10, Elliptische PDGI

Fiir z € R* findet man w, = %E = —w_ und
@)= [ S (103)
wz) = [ ————Ff(y)dy. .
R 2vz

Auch fiir partielle Differentialgleichungen mit konstan-
ten oder polynomialen Koeffizienten kann man mit Fourier-
Transformation eine Losung finden. Weil man dabei dividie-
ren muss, sollte es nicht zu viele Nullstellen geben. Dies fiihrt
zu einer bestimmten Klasse von Differentialgleichungen.

Aufgabe 10.1 Sei z € RY, f € C(R) und betrachte (10.9).

1. Sie konnen die Formel in geradeaus kontrollieren.
Tun Sie das.

2. Welche Behauptungen gelten:
(a) fe L} (R) = ue L' (R),

(b) feSR) = ueSMR),
(c) [ € [*(R) = u e L*R).

3. Die Funktion in ist nicht die einzige Liosung. Ge-

ben Sie alle Lisungen.

4. Zeigen Sie, dass die Funktion in die einzige in
L2(R) ist.

Aufgabe 10.2 Sei f € C(R) und betrachte —u"(z) = f(x).

1. Fir welche f ist u(z) == =1 [ |z —y| f(y)dy eine Lj-
sung?



10.2 Definition von elliptisch

2. Fiir welche f ist u(z) == — [ (x —y) f(y)dy eine Li-
sung?

3. Gibt es eine Losung mit limyy)—e u(z) = 07

Aufgabe 10.3 Sei z € R™ und betrachte . Beantworten
Sie die gleichen Fragen wie in Aufgabe [10.3. Mdogliche Lo-

sungsformeln sind:
sin (|z — y|vV—2
)=~ [ BT
R —Z
u(e) = /m sin ((z — y) vV—2)
o V=
Aufgabe 10.4 Sei f € L*(R). Finden Sie eine Lisung u €
LA(R) von u""(x) + 4u(x) = f(z).

f(y)dy.

10.2 Definition von elliptisch

Wir werden nur solche partielle Differentialgleichungen be-
trachten, bei denen die Koeffizienten konstant sind. Als Erstes
schauen wir uns die Differentialgleichungen zweiter Ordnung
an. Diese Differentialgleichungen gaben den Namen.

Definition 10.2.1 Die partielle Differentialgleichung in R™ der

Form .
> aq (%) u(z) = f(x) (10.4)

laf<2

nennt man elliptisch zweiter Ordnung, wenn fir das Haupt-
symbol

Py (§) =) aq(2mig)” (10.5)

|af=2
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gilt, dass Py (&) # 0 fiir alle £ # 0.

Das Symbol der obigen Gleichung wird definiert durch
P = Zla\§2 o (2mi€)” und fiir das Hauptsymbol betrach-
tet man nur die Termen hochster Ordnung. Sowohl Py als P
sind hier Polynome zweiten Grades. Es ist kein Zufall, dass
man % durch 27i€; ersetzt, wie man eigentlich schon erken-
nen sollte.

Bemerkung 10.2.2 Py () # 0 heifit 37,1, aal” # 0 und das
bringt zwei Mdoglichkeiten:

Z an&” <0 fir alle £ € R\ {0}, oder
|a|=2
Z an&” >0 fir alle £ € R™\ {0}.

=2

Im ersten Fuall ist die partielle Differentialgleichung el-
liptisch, genau dann, wenn

{{eRY Py (§) =1} (10.6)

ewn Ellipsoid ist. Im zweiten Fall ersetzt man 1 durch —1, um
ein Ellipsoid zu finden..

Bemerkung 10.2.3 In dem ersten Fall von Remark
sind die Mannigfaltigkeiten {€ € R™; P (§) = A}, fir A\ genii-
gend grof$, dhnliche Ellipsoiden als in , das heifit, hochs-
tens verschoben und skaliert: Es gibt ndmlich §, € R™ mit

Py (§ = &) = P(&) — P(&) fir alle £ € R™.
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Abbildung 10.2: Die Mannigfaltigkeit £2 +-&,€o+E3+ €083 +262 =1

Aufgabe 10.5 Zeigen Sie diese letzte Behauptung. Hinweis: P
hat genau ein Minimum.

Lemma 10.2.4 Weil die a, konstant sind, ist die Elliptizitdt
zweiter Ordnung dquivalent zu:
Es gibt ¢ > 0 derart, dass

|Py(&)| > c|é® fir alle € € R™

Wenn man die Fourier-Transformation wirken lédsst auf die
Differentialgleichung in ((10.4]), dann folgt formal:

P(OFu= ) a (2mi&)" Fu = 3§/

lal<2

Wenn f gegeben ist und u wird gesucht, dann liegt es auf der
Hand, das Folgende zu versuchen:

1

SUZ%

S/

Kapitel 10, Elliptische PDGI

und nach der inversen Fourier-Transformation hatte man eine
Losung:

—1 1
u=7g %Sf

Man sieht, wieso P(£) = 0 hier ein Problem liefert.
Fiir die Vollstéandigkeit geben wir noch die folgende Klassi-

fizierung;:

Definition 10.2.5 Die partielle Differentialgleichung in R™ der

Form N
> (%) u(z) = f(z) (10.7)

|a|<2m

nennt man elliptisch von Ordnung 2m, wenn fir das Haupt-
symbol

Py (&)=Y aq(2mi§)" (10.8)

|a|=2m

gilt, dass es ¢ > 0 gibt derart, dass

|Py (6)] > c|€™™ fir alle € € R™.

10.3 Beispiele

Beispiel 10.2 Wir betrachten das Problem
—Au(x) +u(x) = f(x) fir z € R™.

Das heifit, eine Funktion f ist gegeben und eine Losung v wird
gesucht.



10.3 Beispiele

Wenn die Funktion f eine Fourier-Transformation erlaubt,
dann kann man versuchen, diese Gleichung umzuschreiben:

§(—Au+u)(€) = (Ff) () fiir § € R™.

Weil Au=>"_ 02 | folgt

m=1"xTm’

n

F(—Au) (&) = =) (2mi€,)* (3u) (€)

m=1

und

T (—Au+u) (€) = (4n? €] + 1) (Ju) (6)-
Das bedeutet

1

1 (31) (&)

(Su) (€) =

und, wenn die Inverse erlaubt ist,

w() = 5! (ﬁ 5)(©)

- (5" () 1) @

Man bekommt

1 : 1
S ) = L e
WP r1) " e e

Die (inverse) Fourier-Transformation einer radialsymmetri-
schen Funktion ist wieder radialsymmetrisch. Wenn wir dies
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mit zylindrischen Koordinaten in R™ schreiben, genauer ge-
sagt mit £ = (£1,¢') € R x R"! und ¢ mit sphérischen Ko-
ordinaten in R"!, bekommen wir :

/ e2m’x-§ 12 df _ 627”.@'&1;2
" 42 €7+ 1 R" Ar? €7 + 1

, 1
— 62m|z|§1 d de’
/R </R e a1

_ ’Sn—2| /Oo (/ e2mileléy 5 1 d§1> "2 dr.
r=0 £ €R 47T2§1+47T27“2—|—1

Mit Kenntnissen von komplexen Funktionen kann man das
innere Integral bestimmen via eines Kurvenintegrals in C und
unter Verwendung des Residuensatzes:

a 1 e—\/47r27’2+1|z\
2mi|x|€ _
/ e ! 3

§1eR

dg

Am2€ 4 am2r2 41 00 /A 4 1
Wir finden

1 oo 67\/47r2r2+1|x\
-1 <—2 ) (x) = }S”_2‘ — O
42 €7 + 1 r=0 2V/4m?r? + 1

Fiir jedes ungerade n kann man das letzte Integral explizit
berechnen. Fiir gerades n braucht man spezielle Funktionen.

e Fiir n = 3 findet man zum Beispiel

. 1 _eH
§ (4w2|s|2+1)<x>‘w|xr

und dies fithrt zu

e~lz—yl
u(z) = / by, (10.9)

s T —y|
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e [iir n = 5 findet man
_ 1 e "1 (1 + |z))
5 <2—2) @) =—" 5
Ar? |7+ 1 3n2 |z
und dies fithrt zu

[ ey
wn) = [ s s (1010)

Die Singularititen, y — |z —y|™' und y — |z —y|°, die
hier erscheinen, sind harmlos. In R? und R sind die kritischen
Potenzen in |z — y|” beziehungsweise —3 und —5 und man
bleibt davon entfernt:

/ lz—ylPdy < oo & p>—n.
y€B1(z)CR™

Wir sollten auch schauen, fiir welche Funktionen diese Rech-
nungen passen. Die Funktion

1

H—
$7 € +1

liegt leider nicht in L!'(R™) fiir n > 2 und damit ist ' dieser
Funktion nicht direkt als Integral definiert. Sie liegt auch nur
in L2(R™), wenn n < 3, und auch da wére sie nur durch die
Approximation

A 1
lim 1BM(0) (I‘) GQWH{ —dg

M—00 J¢epn 4m2 €)* + 1

definiert. Das heifit nicht, dass (|10.10|) falsch ist, jedoch schon,
dass diese Formel anders verifiziert werden muss, nédmlich als
Distribution in S’'(R™). O
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10.4 Fourier-Transformation auf S’(R")

Zum Beispiel ist die Funktion f = 1, definiert durch f(z) :=1
auf R, nicht in LP(R) fiir p € [1,2] und hat so keine Fourier-
Transformation durch ein Integral oder Integralapproximati-
on. Es bleibt nur die Fourier-Transformation auf S'(R).

Wir werden nur ein paar Félle berechnen.
Lemma 10.4.1 Sei § die Fourier-Transformation auf S'(R).

Hier ist 6y die Dirac-0-Distribution. Requldre Distributionen
werden identifiziert mit der zugehdrigen Funktion.

2. §1 = 6,.
3. (3sign) (u) = L <CH§) (u).
Fiir CH% siehe Bemerkung .
4. §(d5) (§) = 2mi€.
5. F(2miz) = —4,.

Bemerkung 10.4.2 Bei 3. findet man oft in der Literatur
i 1
(Ssign) (§) = i
Man muss jedoch bemerken, dass das Integral [, %u(g)dg fiir
u € S(R) mit u(0) # 0 nicht definiert ist. Cauchy hat den

folgenden Vorschlag gemacht, der jetzt bekannt ist als der
Cauchysche Hauptwert:

1 ) 1
(CHE) (u) :== 16%1 " gu(f)df



10.4 Fourier-Transformation auf S'(R")

Diese Formel ist fiir u € S(R) wohl-definiert:

[ o= [ u(e) —u(-€)

—u
&|>e 5 =€ 5
und hier gibt es keine Singularitat in 0, weil
u(é) —u(—
MO 20+ 0 ).
Alternativ kann man fir v € S(R) auch Folgendes nehmen:
1 1 2
lim —u(&)dé = —(u(&) —u(0)e™ ) dé. (10.11
i [ gu(@ds= |z (O —u© ) ds. (1011

Aufgabe 10.6 1. Zeigen Sie, dass fir u € S(R) gilt:

§

2. Zeigen Sie, fir u € S(R) gilt (10.11).
Beweis von Lemma [10.4.1l. Zu 1. und 2. Weil

(360) (u) = 60(Fu) = (Fu)(0) = / w(a)de = Ay (u)

z€R

(5 1 <u(§) - u(O)e—@)) € S(R).

finden wir, wenn wir regulére Distributionen mit den verbun-
denen Funktionen identifizieren, dass

Foo=1
und weil 1(—z) = 1(x), gilt

5o = F 11 = F1.
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Zu 3. Man findet
(Fsign) (o) = (sign) (50) = | sien()(Fu) )
R
— . —2mix€ daxd
</§>O /§<0) /zeRe ulw)dedg
M
_ —2mixé _ 2mix€
A}linoo /)::0 /xER (e ™) u(z)dxdé
M
= -2 A}linoo /IGR /50 sin (27x€) dfu(x)dx
— —i lim L cos@maM) o (10.12)
M=oo Jocr T

Um hier das Theorem von Riemann-Lebesgue zu verwenden,
miissen wir cos (2rz M) neben eine beschriankte Funktion set-
zen. Dies schaffen wir mittels Ersetzen von u(z) durch

2

u(z) —u(0)e ™.

WEeil das zusétzliche Integral eine antisymmetrische Funktion
betrifft, bleibt das geénderte Integral gleich dem alten Inte-
gral. Weil

folgt dann

2

dx

10.12) = —i lim (1 — cos (2 M)) u(z) — u(0)e ™

M—o0 z€R T
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= —i lim S (u(m) — u(O)e_”2> dx

M—o00 zcR TX
1 1
iy Xz

Zu 4. und 5. Ahnlich wie bei 1 und 2 folgt

(80) (u) == 0p(Fu) = —(Fu)'(0)
= ( 0 e‘gmxsu(x)da:)

_8_6 z€R £=0

= (/ 27rixe_2m"”5u(x)dm)
z€R £=0

= / 2mizu(x)dz.
z€eR

Wieder nach Identifizierung bei regulédren Distributionen folgt

T (6p) = 2miz

und &, = §! (27miz) = F (—27iz). n

Aufgabe 10.7 Was halten Sie von F(|-|)(&) = ﬁ in R?
Mathematica zeigt mit seiner Definition in .'

Fouriertransform.nb * - Wolfram Mathematica 13.0
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes

in[i:= FourierTransform[Abs[x], X, xi]

'

xi?

oulft]= -
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Aufgabe 10.8 1. Zeigen Sie, dass A € §'(R) wohl-definiert

st durch
Alu) = /R% (u(€) = (u(0) + &' (0)) e€") d — %

2. Zeigen Sie, dass A(u) = (§(|-])) (v) fir u € S(R).

Beispiel 10.3 Das Symbol fiir den Laplace-Operator A ist
—4n? € |2. Um eine Losung zu finden von

—Au=fin R"

wire es gut §F'|¢|7* zu berechnen in R™. Fiir L'(R")-
Funktionen haben wir gezeigt, dass die Radialsymmetrie er-
halten bleibt. Hoffentlich folgt auch hier aus der Radial-
symmetrie von [¢|° die von §'[¢]7%. In dem Fall gilt auch
FUET = F1E)T0 Wedl |e€| 2 = ¢ 2|€] 77, folgt mit Lemma
[0.1.] hoffentlich auch hier

F(Ie177) (2) = F (Ieg] ™) (2) = "F (1€]77) (¢ "),
Fiir ¢ = |x| wiirde nun gelten:

X

F€7%) (=) =[5 (1€ 77) (_) = |27

|z

Fiir n = 2 wére das Ergebnis eine Konstante und das kann
schon nicht stimmen. Fir n > 3 schauen wir mal weiter und
da wére die Losung der Differentialgleichung dann

u(x) =7, . |z —y|*" fy)dy.

Fir f € S(R™) ist dieses Integral wohl-definiert. O



10.5 Intermezzo zu Gaul3

10.5 Intermezzo zu Gaufl

Die ein-dimensionale partielle Integration

/ f(2)g (@)dz = [f(2)g(a)]’ — / f(@)g(x)dz

fithrt mit dem Satz von Fubini-Tonelli, der besagt

/ w(zy, ..., xp)d(xy, ..., xy,) =
[al,bl}x...[an,bn]

b by
/ / w(zy, ... xn)de, .. dry,
an al

also mehrdimensionales Integral gleicht wiederholte ein-
dimensionale Integrale, zu

/ / 'Ila ("L‘h )dl‘ldx
€A

/ [u(xy, 2" )v(z, x')]il _ dx’—

/ /321 u(xy, 2" )v(zy, 2")dedz’. (10.13)
r'eA

Um von ((10.13) nach GauB zu gelangen verweisen wir auf
Abbildung

In drei Dimensionen vergleicht man den Flacheninhalt Fj
vom Quadrat ganz links mit F, und F; der beiden Parallel-
epipeden links und rechts am skizzierten Stab. Man findet,
jedenfalls wenn die linke oder die rechte Seite nicht gerade
senkrecht steht:

o (o i) o (1)
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Abbildung 10.3: Rechts oben € mit auswirtigem Normalenvektor
und links unten ein Balkendurchschnitt in €2

und dies fiihrt hier bei dem Randintegral zu
,dr' = drydrs = —ng1do, = ny1doy©

mit 7, = (N1, Ny 2, Ny 3) dem auswirtigen Normalenvektor.

Damit so ein auswértiger Normalenvektor wohl-definiert ist,
muss der Rand 0f2 glattﬂ sein. Man braucht C' auch, um

!Den Rand 92 nennen wir glatt bei & € 92, wenn, nach einer Drehung
D und neue Koordinaten y = D (z — %), eine Funktion f € C*(R"~1;R)
existiert mit f(0,...0) = 0 und es ein r = r(Z) > 0 gibt derart, dass

QN B, (&) ={&+ D 'y;y € B, (0) und yp > f(Y1,--,Yn-1)} -
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das Randintegral als Integral {iber eine Mannigfaltigkeit zu
definieren. Ausnahmen, wie rechteckige Gebiete, sind moglich.

Das erste Integral nach dem Gleichheitszeichen in ((10.13]) ist
ein (n — 1)-dimensionales Integral und wird ein Randintegral,
wenn man auch allgemeinere Gebiete zulésst.

Die partielle Integration auf einem Gebiet ) wird dann das
folgende Ergebnis:

Theorem 10.5.1 (Satz von Gauf¥)

Nehme an Q C R"™ ist ein beschrinktes Gebiet mit glattem
Rand. Sei 1ty = (Ny1,...,Nyp) der auswirtige Normalenvek-
tor auf OS2 an der Stelle x. Dann gilt fiir einmal stetig diffe-
renzierbare Funktionen u,v : Q — R, dass

v _ ) o ou
/ua—xi dx—/ uv ng,; do /axivdm.
Q 29 Q

Allgemeiner formuliert wird es mit einem einmal stetig dif-
ferenzierbaren Vektorfeld u : 2 — R™:

/ﬁ~Vvd:c:/ v (U -7iy) da—/v(V‘ﬁ)dx (10.14)
Q B) 0

Hier gehort dx zu dem n-dimensionalen Integral und do zu
dem (n — 1)-dimensionalen Flichenintegral.

Bemerkung 10.5.2 Oft verwendet man v := 1, fir den aus-
wdrtigen Normalenvektor.

Den ganzen Rand 0f2 nennen wir glatt, wenn dies an jeder Stelle & € 92
gilt und man nur endlich viele Randstellen & braucht fiir 9Q C | B, (Z).
Eindeutiger wire es, einen solchen Rand C'! zu nennen, denn manchmal
wird glatt auch fiir C°°-Rand benutzt.

2Carl Friedrich GauB, 1777-1855
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In ([10.14)) verwendet man den Gradienten V und die Diver-
genz V- :

U-Vo=u 2+ up

v(v-ﬁ):v(g—g+---+gﬁg).

Wenn die involvierten Funktionen zweimal stetig differenzier-
bar sind, dann folgt durch zweimaliges Anwenden und mit
A=V-V =37 02 der Satz von Greerf}

/Auvdx:/ (Vuv—u Vo) - ﬁ$d0+/uAvdx.
Q 20 Q

Weil Vu - n, = % gilt, kann man die letzte Gleichung auch
wie folgt schreiben:

/Auvdx:/ (%v—u@>da+/uAvdx.
Q 90 01/ al/ Q

Beispiel 10.4 Zuriick zum letzten Beispiel. Wir miissen die-
ses Raten jedoch noch kontrollieren. Wenn u € C?(R") und
derart ist, dass die Integrale wohl-definiert sind, das heif3t,
die betreffenden Funktionen sollen geniigend schnell nach 0
konvergieren, dann kénnen wir Folgendes machen:

3George Green, 1793-1841



10.5 Intermezzo zu Gaul3

Der erste Schritt verwendet den Satz von Gauf:

/ |z —y|* " Au(y)dy

=lim [ |y[* " Au(z - y)dy

0
T 2—n ~ .
iy [ e =i,

— /| Viy " Vu(z — y)dy) . (10.15)

Weil

D
[ gt i, =
y|=¢e

52_”/ v-Vu(z — ew)e" tdw = O(e),
|w|=1

verfolgen wir und finden wieder mit dem Integralsatz von

Gauf:

ly|>e
= lim —/ g )" u(z — y)do
= lim " B Y Y)aoy
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Hier verwendet man
d 9
- —— |yI" " u(x — y)do
/ly_6 81/ Y
=(2—-n) 51_”/ u(r —ew) e tdw
|w|=1
=(2—n) }S”_l‘ u(z)
und
AP =@2-n) V-
ly|
no ny-y
"y
Via ([10.16|) folgt
u(z) = —%/ |z — y|* ™" Au(y)dy
Rn
.. . 1
fiir v, = FoEET O

Lemma 10.5.3 Fir n > 2 und f € S(R") ist u € C*(R"),
definiert durch

u(z) =1, 5 |z —y|*" fy)dy (10.17)

mat 7y, = W eine Losung von —Au = f.

Bemerkung 10.5.4 Auch wenn f € S(R™), liegt u aus
nicht in S(R™).
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Beweis. Mit sorgfiltigen Integralabschétzungen kann man zei-
gen, dass fiir ein ¢ € R gilt

C

ju(z)] <

=TT

jedoch im Allgemeinen nicht fiir gréBere Exponenten als n—2.
Mehr ist generell nicht zu holen und das heifit, dass die Losung
win ((10.17) im Allgemeinen nicht in S(R") liegt.

Weil man mit Hilfe majorisierter Konvergenz zeigt, dass

Vou(r) =7,V | |z =y " fy)dy
Rn

=9, | Velr—yl " fy)dy

Rn

S / Y, le -y fy)dy

_— / o — yI*" V£ (y)dy,
Rn

gilt auch fiir ein ¢ € RT, dass

Cc

[Vu(z)| <

< —7. 10.18
1+ |22 ( )

Man kann dieses Argument wiederholen und findet u €
C*°(R"™) und dass alle Ableitungen eine Abschétzung wie in
(10.18]) erfiillen. Dann gilt auch

—Au(x) =1, / Vylz =y Vf(y)dy

Kapitel 10, Elliptische PDGI

=7, lim Vi —y) V,ly " dy

0 Jly|>e

:'Ynhm( (x—y) VIy[* "7, do,
=0\ fyl==

- [ s AWE ) = )
ly|>e

Dieser Schritt sieht dhnlich aus, wie in Beispiel [10.3] Dort

waren wir jedoch geraten, wihrend wir hier u durch (10.17)

aus f konstruiert haben. [ ]

Aufgabe 10.9 Fir n > 4 kann man auf dhnliche Art eine

Losung raten fiir
A%u = f in R™

1. Raten Sie!

2. Beweisen Sie Ihre Vermutung.

Wenn Sie mehr wissen wollen iiber Losungsmetho-
den bei partiellen Differentialgleichungen mit Fourier-
Transformationen, dann schauen Sie in die Biicher von Hor-
manderff] zum Beispiel [8].

4Lars Hormander, 1931-2012



Fourieranalysis

Funktionalanalytisches

11.1 Kompakte Mengen

Um in diesem Abschnitt die Ergebnisse einigermaflen begriin-
det zu beschreiben, brauchen wir einige Begriffe und Resultate
aus der Funktionalanalysis und werden diese anwenden auf ei-
ne partielle Differentialgleichung. Die Beweise werden wir hier
nicht immer liefern.

In diesem Abschnitt wird (V) ||-||) ein normierter Vektor-
raum sein.

Definition 11.1.1 FEine Menge A C V heifst kompakt, wenn
jede beschrinkte Folge eine in A konvergente Teilfolge hat.

Beispiel 11.1 Das erste Beispiel einer kompakten Menge ist
eine abgeschlossene, beschrankte Menge in R, also Iy := [a, b]
mit —oo < a < b < oo. Um zu zeigen, dass diese Menge
kompakt ist, nimmt man eine Folge {z,},.y C fo und man
betrachtet [a, 3 (a + b)] und [1 (a + b) ,b]. Man wihlt eine der
beiden mit unendlich vielen Elementen und nennt das I, teilt
es wieder in zwei Halften und wahlt wieder das Intervall 15 mit
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unendlich vielen Elementen, usw. Nun wéhlt man z,, € Iy,
Tpn, € I mit ny > ng, x,, € Io mit ny > ng usw. Die Folge
{2, }pen konvergiert in [a, b]. O

Dies bedeutet, dass kompakte Mengen beschrinkt und ab-
geschlossen sind. In endlich dimensionalen R&dumen ist be-
schriankt und abgeschlossen auch ausreichend fiir kompakt,
wie der folgende Satz besagt:

Theorem 11.1.2 (Bolzand'} Weierstrafy?)
Jede beschrinkte Folge in R™ hat eine konvergente Teilfolge.

Selbstverstandlich kann man hier auch C" lesen.

In unendlich dimensionalen Vektorrdumen gilt das nicht
mehr. Man braucht immer eine zusétzliche Einschriankung.

Beispiel 11.2 Der Vektorraum ¢? ist die Menge aller Folgen
a = (ay,as,...) mit a,, € C (oder R) und

s 1/2
lale = (37 Janl) " < .

IBernhard Bolzano, 1781-1848
2Karl WeierstraB, 1815-1897
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Das passende innere Produkt ist

(a,b) = Zzzlm .

und macht ¢? zu einem Hilbertraum.
Wir kénnen hier die abgeschlossene Einheitskugel betrachten:

B={aclal,<1}.
Sei {ey}, e+ die Folge der Einheitsvektoren

e, =(0,...,0,1,0,...).

1 an n-ter Stelle

Es gilt e, € B und obwohl B beschriinkt und abgeschlossen
ist, gibt es keine konvergente Teilfolge von {e,}, s+, denn

len — emll, = V2 fiir n # m. O

Wenn wir Funktionenrdume wie C(Q2) betrachten, dann
reicht auch hier Beschranktheit und Abgeschlossenheit nicht
aus. Die Funktionen sollten zusétzlich zum Beispiel auch
gleichgradig gleichméfig stetig sein:

Theorem 11.1.3 (Arzeldf} Ascolf’)
Sei ) C R™ eine beschrdnkte, offene Menge und sei

{um:Q—>R}

meN

eine Folge mit den folgenden beiden Figenschaften:

1. gleichmdf$ig beschrankt:

IM € RY Ym € NVz € Q: |u,(r)] < M,

3Cesare Arzela, 1847-1912
4Giulio Ascoli, 1843-1896
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2. gleichgmdigﬂ gleichmdﬁiﬂ stetig:

Ve>035>0YmecNVr,yecQ:
72—yl < = |un(z) —un(y)| <e.

Dann gibt es eine Teilfolge {up, }yoy, die in (C(Q), ||| )
konvergiert.

Trivialerweise sind beschrinkte und abgeschlossene Teil-
mengen von endlich dimensionalen Teilrdumen auch in un-
endlich dimensionalen Vektorrdumen kompakt, aber das sind
vielleicht nicht die interessantesten Mengen. Der Satz von
Arzela-Ascoli liefert nicht-triviale kompakte Mengen im un-

endlich dimensionalen C(2):

Beispiel 11.3 Sei © C R"™ offen und beschrankt. Betrachte
(C(9), IRIF ). Sei Ay mit M € RT die Menge aller Funk-

tionen u : {2 = R mit

VwEQ: lu(z)| < M,
Va,y e Q: fu(a) —uly) < Mo —y).

Wegen der ersten Abschitzung ist A,; beschriankt. Wegen der
Zweiten gilt, dass die Funktionen in A,; gleichgradig gleich-
méBig stetig sind. Jede Folge {uy}, . in Ay hat mit Arzela-

Ascoli dann eine in C'(€2) konvergente Teilfolge {uy, },oy- Die-

ser Limes u, € C(Q2) in der ||-|| -Norm gibt auch den punkt-
weisen Limes:

o) = T 1, (),

Sgleichgradig stetig = equicontinuous ist eine Aussage fiir eine Familie
von Funktionen.

6gleichmaBig stetig = uniformly continuous ist eine Aussage iiber eine
Funktion auf ihrem ganzen Definitionsgebiet.
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und u, erfiillt so auch beide Abschétzungen:

oo ()] = | Jim tn, (2)] = Jim Jun, (2)] < M

und ahnlich

[tioo () = too (y)| = 1 [up, () = un, (y)] < M |2z —y].

k—o0

Dann gilt u, € Ay und Ay ist also kompakt in C/(€2). O

11.2 Kompakte Operatoren

Lineare Abbildungen werden oft Operatoren genannt. Fiir ste-
tige Operatoren A : (V4,|-]|;) = (Va,||-]|,) ist die Operator-
norm definiert durch

Bl vin oy}

A4l = s {
Stetigkeit von A ist dann dquivalent zu: [|Al[,, . < co.

Definition 11.2.1 FEine Abbildung F : (Vi,][l,) = (Va, |IIl5)
heifst kompakt, wenn fir jede beschrinkte Menge B C Vj
gilt, dass F(B) eine kompakte Menge in Vs ist.

Eine kompakte lineare Abbildung A : Vi — V5 ist iibrigens
stetig, denn A(B;(0)) ist kompakt und daher beschréinkt, sa-
gen wir A(B1(0)) € By (0) C Vi, und das letzte impliziert

1Al oy, < M.

Nicht-lineare kompakte Abbildungen sind nicht unbedingt
stetig, wie die Vorzeichenfunktion sign : R — R zeigt.
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Aufgabe 11.1 Betrachte (C [-1,1], |||, ) und die lineare Ab-
bildung F : C[-1,1] — C[—1,1], definiert durch

Zeigen Sie, dass diese Abbildung kompakt ist.

Lemma 11.2.2 Wenn A, B : V — V lineare Abbildungen sind
mit A kompakt und B stetig, dann sind AB und BA kompakt.

Aufgabe 11.2 Beweisen Sie dieses Lemmoa.

11.3 Das Spektrum

Sei (V, ||||) ein normierter Vektorraum und
A:DA)CcV =V

eine lineare Abbildung in V. Wir erlauben hier, dass A nur
auf einer Teilmenge D(A) von V' definiert ist.

e D(A) ist der Definitionsbereich.

Beispiel 11.4 Betrachte den Differentialoperator A = (%)2
in C'[—1,1] mit Norm ||-||_. Die zweite Ableitung ist nur
definiert fiir zweimal differenzierbare Funktionen, und weil
Au € C[—1,1] gelten soll, ist A sogar nur definiert fiir
zweimal stetig differenzierbare Funktionen u. Das bedeutet
D(A) = C?[-1,1] mit C?[—1,1] als die Einschrinkung aller
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf R. Die Abbil-
dung A ist linear, aber nicht stetig. O
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Damit es noch einen Zusammenhang zwischen V und D(A)
gibt, nimmt man meistens an, und wir werden das auch ma-
chen, dass jedes Element von V' mit Elementen aus D(A) zu
approximieren ist, also

A — v, (111)
Man sagt dann, dass A dicht-definiert ist in V.

e R(A):={A(u);u € D(A)} C V ist die Bildmenge.

e N(A) := {ue D(A); A(u) =0} C V ist der Nullraum,

auch Kern genannt.

Wir erinnern noch an die Dimension von V. Die endliche
Teilmenge {vy},_, C V heifit unabhéingig, wenn fir alle ¢ €
C (oder R im Fall V' ein reeller Vektorraum ist):

d awr=0 = Vke{l,...,n} gt =0
k=1

Die Dimension von V ist definiert als
dimV :=sup {n € N; 3 {v;},_, C V unabhingig}.

Die Dimension eines Teilraums V C V wird ebenso definiert.

Eigenfunktion und Eigenwert bei einer linearen Abbildung
wurden dhnlich wie bei Matrizen definiert in Definition [8.6.1l
Auch hier findet man, dass fiir einen Eigenwert A der Abbil-
dung A gilt, dass

{veV;Av = v} (11.2)

Kapitel 11, Funktionalanalytisches

ein Teilraum ist von V. Man nennt den Eigenraum von
A fiir den Eigenwert A. Die Dimension des Eigenraums ist
die geometrische Multiplizitdt von A. Es gibt auch hier die
Algebraische:

Definition 11.3.1 Sei A ein Eigenwert des linearen Operators
AV =V,

e dim{v € V;(A— \)v =0} ist die geometrische Mul-
tiplazatdt von \.

o dim{v e V;(A—\)"v=0 fir einn € N} ist die alge-
braische Multiplizitdt von ).

Bei einer linearen Abbildung in C™ oder R", also dargestellt
durch eine quadratische Matrix M, weiss man, dass (M — z1)
invertierbar ist, genau dann, wenn z kein Eigenwert ist. In
unendlich dimensionalen Rdumen ist das komplizierter.

Beispiel 11.5 Man betrachte den normierten Vektorraum der
nach 0 konvergenten Zahlenfolgen:

o = {a: (a0, a1,--.);¥yen : ax € R und lim an:O}

n—0o0
mit a],, = sup|ay|
keN
und die Verschiebungsabbildung
Al(ag,a1,a9,...) = (a,a2,a3,...). (11.3)
Hier ist A = 1 kein Eigenwert, und trotzdem ist
A—1T: Co — Co

nicht bijektiv. 0
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Aufgabe 11.3 Sei A wie in und beweisen Sie diese letz-
ten Behauptungen:

1. A =1 st kein Eigenwert von A.
2. A—1:cy— cq ist nicht bijektiv.

Definition 11.3.2
Sei V' ein Banachraum und sei A : D(A) C V. — V ein
linearer Operator.

e Die Resolventenmenge p(A) von A ist die Menge aller
Zahlen z € C derart, dass fiir

A—z2I:D(A) -V (11.4)
die folgenden Aussagen gelten:

1. Die Bildmenge R (A — zI) ist eine dichte Teilmenge
von V' und

2. es gibt eine stetige Inverse (A — zI)™".

e Das Spektrum von A ist 0(A) :==C\ p(A).

Bemerkung 11.3.3 Der Operator in liefert eine dichte

Bildmenge, wenn

Eigenwerte sind ein Teil des Spektrums, denn fir einen Ei-
genwert X ist A — X\l nicht injektiv.

Fiir reelle Operatoren wird manchmal auch nur z € R betrach-
tet.

115

Ein schones Ergebnis bei kompakten Abbildungen A ist das
Folgende: fiir jedes € > 0 gibt es in {z € C;|z| > £} nur end-
lich viele Eigenwerte mit endlicher Multiplizitdt. Nur bei 0
benimmt sich eine solche Abbildung anders als eine endlich-
dimensionale.

Theorem 11.3.4 (Riesz-Schauder) Das Spektrum o(A) ei-
ner linearen, kompakten Abbildung A -V — V besteht aus

1. isolierten Figenwerten A € C\ {0} mit endlicher Multi-
plizitdt und héchstens 0 als Haufungspunkt dieser Figen-
werte, und

2. wereinigt mit maoglicherweise A = 0. Wenn dim(V') = oo,
dann 0 € o(A).

Bemerkung 11.3.5 Man nennt einen Eigenwert X\ isoliert in
C, wenn ¢ > 0 existiert derart, dass es keine Figenwerte
in {z€C;0<|z— A <e} gibt. Der einzig magliche, nicht-
isolierte Figenwert ist hier 0.

11.4 Besonderes zum Hilbertraum

In diesem Abschnitt ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Aulerdem
nehmen wir an, dass der Hilbertraum separabel ist. Separa-
bel heifit, dass es eine abzédhlbare dichte Teilmenge von H
gibt. Wenn ein Hilbertraum separabel ist, dann existiert ein
vollstéandiges Orthonormalsystem fiir H. Das kann man wie
folgt beweisen: Wenn {u,, },, .y eine dichte Teilmenge ist, dann

"Juliusz Schauder, 1899-1943
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kann man damit eine orthonormale Teilmenge {1y}, kon-
struieren, und zwar derart, dass u,, € Span [{y},_,]. Im ers-
ten Schritt 16scht man die Funktion w, aus der Teilmenge,
iterativ nach n € N, wenn diese Funktion abhingig ist von
ihren Vorgéngern. Nachdem man so eine unabhéngige Teil-
menge mit H = Span [{dy},-,] bekommen hat, ist der zwei-
te Schritt ebenfalls ein konstruktives Prozedere, ndmlich das
Gram-Schmidt-Verfahren, das vorgestellt wurde auf Seite [36]

Bekannte normierte Vektorrdume, die separabel sind, sind
die Lebesgue-Hilbertriume fiir Q C R” offen: (L*(Q), (-, -)) ist
separabel.

Definition 11.4.1 Fir V C H setzt man
Vvt ={u € H;fiir allev eV gilt (u,v) =0}.
Man nennt V*+ das Orthogonale Komplement von V.

Lemma 11.4.2 Sei H ein Hilbertraum und sei K eine nicht-
leere, konvexe, abgeschlossene Menge in H. Zu jedem FElement
u € H gibt es genau ein ux € K mit

|lu —uk||y = inf {|ju —v||;v e K}. (11.5)

Siehe Abbildung[11.1]

Bemerkung 11.4.3 Die Menge K C H heif§t konvex, wenn

r,ye K = Ve (0,1):0z+(1—-60)ye K.
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Abbildung 11.1: Zu Lemma |11.4.2} Die konvexe, abgeschlossene
Menge K ist in gelb dargestellt/

Beweis. Fiir v € K nimmt man ux = u und man ist fertig.
Wenn u ¢ K und K nicht leer ist, gibt es vy € K und

0<d:=inf{|lu—v|;ve K} <|u—u. (11.6)
Dann gibt es eine Minimalfolge {v,}, .y C K mit
lim ||u—v,| = d. (11.7)
n—oo

Weil K konvex ist gilt auch
T(on+up) €K
und
Hu—%(vn—i—vm)HiI > d. (11.8)
Mit der Parallelogrammgleichung gilt
= 5 (on + o)l + 115 (0 = 0|4

2 2
=5 lu—vally + 3 llu = vally
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und man findet mit (11.8)):
2 2 2
H% (vy — Um)HH < % |u — vaH + % Ju — Un“H —d.

Mit (11.7) folgt, dass lim, e [|Un — Umlly = 0 und weil
Cauchy-Folgen im Hilbertraum konvergieren, gibt es einen
Grenzwert v, € H mit
fu — veel] = lim [lu— v,
=d=inf{||ju—v|;;ve K}. (11.9)
Weil K abgeschlossen ist, gilt auflerdem v, € K. Nimmt man
UK = Vs, dann folgt die Gleichung ((11.5)).
Dieses vy in (11.9)) ist eindeutig. Wenn (11.9) auch fiir

ein anderes v, € K gilt, folgt aus der Konvexitéit, dass
% (Voo + Uoo) € K, und aus der Parallelogrammgleichung, dass

0< 13 (e = 20l
= § lu— ool + 3 lu = Buolly = [u = § (v + )
e d o Bl <0
und Ve = Voo. [ |
Lemma 11.4.4 Sei H ein Hilbertraum und sei V,W C H.

Nehme an, W ist ein abgeschlossener Teilraum von H. Dann
qgilt:

1. V4 st ein abgeschlossener Teilraum von H.

2. H=W e Wt
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3. (WhH=w.

Bemerkung 11.4.5 Die Menge H ist die direkte Summe der
Mengen Hy und Hsy, wenn fiir jedes w € H genau ein Paar
(ur,us) € Hy x Hy existiert mit uwy € Hy und uy € Ho.

Beweis. Zu 1. Sei {u,}, .y C V* konvergent in H. Sagen wir,
u € H ist derart, dass [|u, —ul|; — 0 fiir n — oo. Fiir jedes
v eV gilt (u,,v) =0 und weil

[{w, 0)| = [{u, 0) = (un, 0} < lu = wnll g [0l p = 0,

gilt auch (u,v) = 0. Also findet man u € V+.

Zu 2. Sei u € H und sei W ein abgeschlossener Teilraum
von H. Teilrdume sind konvex und enthalten 0. Wegen Lemma
11.4.2| gibt es dann genau ein u, € W mit

|w — uo|| y = dy = inf {|ju —v||; ;v € W}. (11.10)

Wir behaupten u—u, € W+. Wenn nicht, dann gibt esw € W
mit (u — u,, w) = ¢ # 0 und fiir w = ¢ 'w € W gilt, dass

(u — up, wy = 1.
Weil u, + tw € W und
=y — | = d2 = 26+ £ |i5]% < 2

fir ¢ > 0 und geniigend Kklein, folgt ein Widerspruch zu
(11.10). Also u — u, € W+ und u, € W und das bedeutet
H =W +W+. Fiir u, € W mit u — u, € W+ folgt

W S Uy — g = (u—1uy) — (u—1u,) €W
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und ||t — u||* = (U — g, o — ug) = 0. Die Zerlegung ist
also eindeutig und
H=WaoW (11.11)

Zu 3. Wir haben ([11.11]) und auch

H=W*"a (W) . (11.12)

Weil W C (WL)L, folgt aus (11.11) und (11.12), dass W =
(W) n

Aufgabe 11.4 V ist eine Teilmenge vom Hilbertraum H.
1. Zeigen Sie V C (VL)L.

2. Geben Sie ein Beispiel an fir V. C H mit V # (VL)L.

11.5 Lineare Abbildungen im Hilbert-
raum

Lineare Abbildungen in separablen Hilbertrdumen H haben
Eigenschaften, die erinnern an endlich dimensionale Vektor-

riume. Fiir Matrizen A € M™*"(C) definiert man A* := AT,
also transponieren und komplex konjugieren, und findet dann

(Az,y)cn = (z, A"Y)en fiir alle z,y € C".

Eine adjungierte Abbildung auf einem Hilbertraum gibt es
auch:

Definition 11.5.1 Sei A : D(A) C H — H eine lineare Ab-
bildung. Dann wird die adjungierte Abbildung A* definiert
durch:
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1. D(A*):={v € H;3c, e R" Yu € D(A) :
[{(Au, )] < ey [|ull5},

2. (Au,v) = (u, A*v) fir alle w € D(A) und v € D(A*).

Definition 11.5.2 Sei A : D(A) C H — H eine lineare Ab-
bildung. Sie wird selbstadjungiert genannt, wenn D (A*) =
D (A) und A*u = Au fiir alle uw € D(A).

Wenn A : D(A) C H — H stetig und dicht definiert ist,
dann kann man A zu H erweitern, indem man fir v € H
eine Folge {un}, .y C D(A) nimmt mit lim, o 4, = w in H
und Au := lim,_,o, Au,, definiert. Die Stetigkeit von A und
die Vollstandigkeit eines Hilbertraums implizieren die Kon-
vergenz der Folge {Au,},, . Fiir stetige lineare, insbesondere
kompakte lineare Abbildungen diirfen wir also D(A) = H an-
nehmen.

Lemma 11.5.3 Sei A: H — H eine stetige, lineare Abbildung.
Dann gilt D (A*) = H und A* ist auch stetig.

Beweis. Stetigkeit der linearen Abbildung A bedeutet lineare
Beschrénktheit fiir A: es gibt M4 > 0 mit

|Aul| ; < My |Jul|, fiir alle w € H.
Mit Cauchy-Schwarz folgt so fiir alle u,v € H, dass
[(Au, v)| < [[Aullg Joll 7 < Mal[ullg 0]l

und mit ¢, = My ||v||y, dass D (A*) = H.
Fiir alle u,v € H folgt dann auch:

[{u, A"0)| = [{Au, v)| < Malull g [[v]l; -
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Fiir u = A*v findet man
1A N5 < Ma || A%l loll 4
und entweder ||A*v||,; = 0 oder
A%y < Malloll -

Die lineare Beschrinkheit bedeutet wieder, dass A* stetig ist.
[ |

Theorem 11.5.4 Wenn A : H — H eine kompakte, lineare
Abbildung ist, dann ist auch A* kompakt.

Beweis. Kompakt und linear liefert stetig und weil A stetig
ist, ist auch A* stetig. Sei nun {uy,}, .y eine beschrénkte Fol-
ge in H, sagen wir |lu,|, < K. Dann ist auch {v,}, . fiir
v, = A*u, eine beschriankte Folge in H. Auflerdem, weil
A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge {vy, },.y derart, dass
{Avp, }ren konvergiert. Dann gilt

| A* (tny, — u”m)”?{ = (A" (Uny, — Un,,) , Vg, — Vny)
= (Up, — Up,,, AUy, — Avy, )
< ”unk - uanH ”Avnk o AvanH
< 2K ||Avy,, — Avy,,, ||y -

Fiir &, m — oo folgt

1A (ttn, = tn,,) |l < V2K || Avy, — Avy, |l1* = 0.

Eine Cauchy-Folge im Hilbertraum ist konvergent. ]
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11.6 Die Fredholm Alternative

Wenn die kompakte lineare Abbildung A den Eigenwert A # 0
hat, dann ist A := \7'A selbstverstindlich auch linear und
kompakt und hat auflerdem den Eigenwert 1. Das folgende
Ergebnis kann man so anwenden auf A — X fiir alle Eigenwerte
A # 0. Dieser Abschnitt ist inspiriert durch den betreffenden
Abschnitt aus dem Buch von Evans [5].

Theorem 11.6.1 (Die Fredholm®|Alternative) Sei
A:H—H

eine kompakte lineare Abbildung. Dann gilt Folgendes:

1. N (I —A) ist endlich dimensional.

2. R(I — A) ist abgeschlossen.

3 R(I—A)=N(I-A")".

4. N(I —A)={0} genau dann, wenn R (I — A) = H.
5. dimN (I — A) =dim N (I — A*).

Beweis. Zu 1. Wenn N (I — A) unendlich dimensional ist,
dann gibt es {un}, .y mit Au, = wu, und jede Teilmen-
ge {u,}", unabhingig. Man kann mit dem Gram-Schmidt-
Orthonormierungsverfahren {u,}, . so dndern, dass

Span [to, . . ., U] = Span [ug, . . ., Uy,| fir jedes m

8Frik Ivar Fredholm, 1866-1927
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und dass {@,},cy orthonormal ist. Wir nennen es wieder
{un},en- Dann gilt
2 2 2
[un = ey = lunlley = 2Re (un, tm) + [lunlly
und man findet
1A, — At = lltn =t ir = V28
Dann hat {Au,}, .y keine konvergente Teilfolge, ein Wider-
spruch.
Bevor wir zum zweiten Punkt kommen, brauchen wir Fol-
gendes:
Behauptung 11.6.2 Wir behaupten, dass ¢ > 0 existiert, mait
(I — A)ull, >cllull, firue N(I—A".  (11.13)
Wenn das nicht so wire, dann gibe es {uy}, .+ mit
|tn |l = 1 und
1
I~ A ally <+ (11.14)
Weil A kompakt ist und ||u,||,; = 1, existiert eine Teilfolge
{tny, }pey mit { Aty } oy konvergent, sagen wir Au,, — ws €
H. Wegen ([11.14]) folgt
[tmy, = weoll
< luny = Aun [l + | AU, = weol[
< At ([ Ay, — sl — 0.
Dann findet man via

||Awoo _UJOOHH
< HAU)OO - AunkHH + ”Aunk - wOOHH

< Al p woo = |l g + [[Atny, = wool| g = 0,
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dass Aws — wo = 0. Das heifit wy, € N (I — A). Weil
Up, € N (I —A)L, dieser Teilraum abgeschlossen ist, und
Up, — Weo, it auch we € N (I — A)L. Das bedeutet ws, = 0
und weil u,, — Woo, ist dies ein Widerspruch zu ||ty || ; = 1.
Die Behauptung ist damit bewiesen.

Zu 2. Sei {wy}, .y C R (I — A) eine Folge mit
|wy, — w||; — 0 filr n — oo.

Dann gibt es {u,},.y C H mit w, = (I —A)u,. Weil
N (I — A) endlich dimensional ist, ist N (I — A) abgeschlos-
sen und gilt

H=N({I-A)@®N(-A".

Jedes u, kann man dann schreiben als u,, = w1 + u,2 mit

Uy € N(I—A) und ups € N (I — A)". Weil
(I —A)u, =1 —A)ups,
diirfen wir annehmen, dass u, = u,2 € N (I — A)L. Dann gilt
[wn = winll g = (1 = A) (un = um)l| g = ¢llun = tmll

und {uy,}, oy ist eine Cauchy-Folge, Cauchy liefert Konver-
genz, sagen wir u, — u € N (I — A)*. Es gilt

(L = A)u—wlly

<1 = A) (u = up)|l g + lwn — wly

< A+ Al g ) lu — vy + lwn —wlly — 0

und das bedeutet w = (I — A)u € R(I — A).
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Zu 3. Seiw € R(I — A). Dann gibt es v € H mit u — Au =
w. Fir alle v € N (I — A*) gilt dann

(w,v) = (u,v) — (Au, v)
= (u,v) — (u, A*v)
= (u, (I — A")v) =0.

Also folgt R(I — A) € N (I — A*)" und
R(I—A)* > (N (I A*)L>L — N(I—A%. (1L15)

Sei w e R(I — A)", dann gilt fiir alle v € H, dass
0= (w,(I —A)v)=(I—-A")w,v).

Setzt man hier v = (I —A")w ein, dann folgt
|(I —A*)w|; = 0 und das bedeutet w € N (I — A*). Al-
so gilt auch
R(I—A"Cc N(I—A". (11.16)
Das heifit R (I — A)" = N (I — A*) und weil R (I — A) ab-
geschlossen ist, findet man

R(I— A) = <R([—A)L>L:N(I—A*)l.

Zu4 — . Sei N(I — A)={0} und R(I — A) # H. Weil
H, := R(I — A) ein abgeschlossener Teilraum von H ist, ist
Hit nicht-trivial und es gibt uy € Hi- \ Hy mit [ul|,; = 1.
Auflerdem gilt

(I-A)H, G (I —A)H=H,.
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Man findet &, weil (I — A) H; = (I — A) H impliziert, dass

es v € H gibt mit
(I —A)Pv=(—A) u, (11.17)

und weil N (I — A) = {0}, folgt (I — A)v —uy = 0, ein Wi-
derspruch.

Der Teilraum H; ist wieder ein Hilbertraum und man kann
das Gleiche erneut machen. Es folgt eine unendliche Kette von

Teilrdumen
H():H;Hl;HQ;

und u,, € H,_1 N H: mit |Ju,||; = 1. Fiir m > n gilt
Au,, — Au,, = u, — ((I—A)un—um— (I—A)um)

mit

= —-A)u, — Uy — (I —A)u, € H,.

Weil (uy,, ty,m) = 0, gibt uns das

Un,m

1w — Avllr = eanll + 1nmll > 1

und besagt, dass {Au,},y+ keine konvergente Teilfolge hat,
obwohl A kompakt und ||u,||; beschrénkt ist, ein Wider-
spruch.

Zu 4 <. Auch A* ist kompakt. Wenn R (I — A) = H,
dann folgt aus dem dritten Punkt, dass N (I — A*)L = H und
so auch N (I — A*) = {0}. Mit dem letzten Abschnitt folgt
dann

R(I-A")=H
und mit dem dritten Punkt

N({I—-A"=R(I-A
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und das heifit N (I — A) = {0}.
Zu 5. Wir zeigen zuerst
dim N (I — A) > dim <R (I—A)i). (11.18)

Wir haben schon gezeigt, dass dim N (I — A) endlich ist.
Wenn in ([11.18]) < statt > stehen wiirde, dann existiert eine
lineare Abbildung By : N (I — A) — R (I — A)*, die injektiv,
jedoch nicht surjektiv ist. Definiere B : H — H via

H=N({—-A)®N(I-A"
und u; € N (I — A), up € N (I — A)*, durch

Weil R (B) endlich dimensional ist, ist B kompakt. Dann ist
auch A + B kompakt. Fiir u = uy + ug, wie in (11.19)), folgt

(I —A-— B) (u1 + UQ) = —Bu1 + (I - A) <u2) . (1120)

Weil —Buy; € R(I—A)" und (I — A)uy € R(I — A) mit
uy € N (I — A)* folgt aus (11.20) = 0, dass u; = uy = 0 und

N(I—-A-B)=/{0}.

Dann folgt aus dem vierten Punkt, dass R (I — A — B) = H.
Weil By nicht surjektiv ist, gibt es v € R (I — A)", das nicht
in R(I — A)+ R(B) liegt, ein Widerspruch.

Aus (|11.18)) folgt mit dem dritten Punkt, dass
dim (R (I - A*)L) > dim N (I — A*).

Weil A und A* vertauschbar sind, gilt die Gleichung. |
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Lemma 11.6.3 Sei H ein Hilbertraum und sei die lineare Ab-
bildung A : H — H stetig und selbstadjungiert. Dann folgt:

1. Firu e H gilt (Au,u) € R.

2. Mt

gilt o0(A) C [ma, My].
3. {mA,MA} - U(A)

4. Wenn X\ ein Figenwert von A ist, dann sind geometrische
und algebraische Multiplizitdt gleich.

Beweis. Zu 1. Weil

(Au,u) = (u, Au) = (Au,u)

folgt (Au,u) € R.

Zu 2. Weil A stetig, also linear beschriankt ist, folgt mit
Cauchy-Schwarz, dass

[ Aully lull g

2
[l

Au,u
\< ) < Al < 00

(u, u)

Mit der ersten Aussage existiert sowohl my als M4 in R und

ma (u,u) < (Au,u) < My (u,u)
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(M4 —ma) gilt

N[ =

Fiir ¢y = 3 (M4 +ma) und 74 =
—ra (u,u) < ((A—ca)u,u) <rgu,u). (11.21)

Weil A selbstadjungiert ist, findet man

Re ((A — ca) u,v)
:%((A—CA)U,U>+%<’U,(A—CA>’LL>
=1((A—ca)u,v) + 3 ((A—ca)v,u)

= ((A—ca) 2, 452) = (A —ca) 3% 5°)
<vallgely +rallzel

= 3ra (lullf + lvll%) -

Bei der letzten Ungleichung sind beide Ungleichungen von

(11.21)) benutzt worden.

Nehme anschlieBend an, dass [[(A — ca) ul| 5 # 0, und setze

lull,
Vy = A —cyp)u.
A —cayal,, 4~

Dann folgt

||U||H ||(A —ca) UHH

= ((A —ca)u,v,) = Re ((A — ca) u,v,)
< gra (lullfy + lloallz) = ra llully
und
HA_CAHH_)H S ra. (1122)

Sei nun z € C\ [ma, M4] und wihle eine Kreisscheibe
B,(z9) € C mit my und M, auf dem Rand und z auBer-
halb, wie in Abbildung [11.2] Dann gilt zg = c4 + @b fiir ein
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ma ---~~"""=~ - MA

.
G .

1 0 )

:' ¢ 20 I:
Abbildung 11.2: Die Kreisscheibe in C

b € R. Aus der Selbstadjungiertheit folgt
1(A = z0) ullf; =
1(A = ca) ull+ib (A = ca) u,u) =ib (u, (A = ca) u)+0% ul
= [[(A = ca) ullyy + 6 [lull
Man findet mit (11.21]) und weil ((A — c4) u,u) € R, dass
[((A = 20) w, u)| = [((A = ca) u, u) —ib(u, u)]

<7582 {uw) = rlullg

1z = A)ully llully = [z = A) u, u)|
= [(z = 20) lullz; — (A~ 20) u, u)]
> |z — 2ol lullz — (A = 20) u, )

2
> (|2 = zo| =) [lully -

und

Weil |z — 29| > r, impliziert diese Ungleichung die Injek-
tivitdt von A — zI. Die Surjektivitat findet man durch die
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Inverse

-1
A = (s — %0
(z ) (z—20)" ( z—zo>
00 — 2
Z ZO Z(Z—ZO>

Diese Summe konvergiert, weil aus ) und (11.6) folgt,
dass

A—ZO

Z— 20

r
< 1.

HoH |z — 20|
Zu 3. Wir haben

Vue H: ((My— A)u,u) € [0,00) und
Vu,v € H: (Mg — A)u,v) = (u,(Ma — A)v)
= ((My = A) v, u),

und so ist (u,v) := (M4 — A)u,v) eine positiv-semidefinite,
schiefsymmetrische Bilinearform. Die Sesquilinearitéit folgt
aus der von (-,-). Fiir solche Bilinearformen gilt die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz. Der Beweis ist dhnlich wie bei
positiv-definiten Formen.

Bemerkung 11.6.4 Sei (-,-) eine sesquilineare, positiv-
semidefinite, schiefsymmetrische Bilinearform. Fiir alle
teR und u,v € R gilt

0 < (u+tv,u+tv) = (u,u) + 2t Re (u,v) +* (v,v).
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Wenn (v,v) = 0 folgt Re (u,v) = 0. Wenn (v,v) # 0, folgt
mit t == — (v,v)" Re (u,v), dass

Re (u,v)?
CRUN

0 < (u,u) —

In beiden Fillen gilt
Re (u,v)| < (u,u)"? (v,0)"2.

Fiir ¢ € (0,27 derart, dass €'? (u,v) € [0,00), folgt

[(u,v)| = €% (u,v) = (u,e¥v) = Re (u, e%v)

< (u,u)"? (e, ewv)l/Q = (u,u)"? (v,v)"%,

Da wir also Cauchy-Schwarz verwenden diirfen, gilt

(M = A)u,0)| < (M = A)u,u)'? (Mg — A)v,0)"2
und

[(Ma = A)ully = sup{[{(Ma = A)uw,v)|; [Jo]l; = 1}

< (Mo = A, ) sup { (M = A)v,0)23 ol =1}

= O (My — A)u,u)"?. (11.23)
Weil A beschrinkt ist, existiert Oy € RT.

Wegen der Definition von M4 gibt es eine Folge {uy}, oy in
H mit ||ug||; =1 und
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Dann folgt wegen (11.23), dass ||(M4 — A) ug; — 0. Wenn
M, & o(A), dann existiert eine stetige Inverse (Ml — A)~"
und

wp = (Myl — A~ (Ml — A)uy, — 0,

ein Widerspruch. Ahnliches beweist man bei m 4.

Zu 4. Wenn )\ ein Eigenwert ist und beide Multiplizitédten
fiir A\ nicht gleich sind, dann gibt es u,v € H \ {0} mit

(A= AX)u=0und (A—X)v=u.
Man findet
0 # (u,u) = (A= A)v,u) = (v,(A—=A)u) =0,

einen Widerspruch. [ ]

Theorem 11.6.5 Sei H ein separabler Hilbertraum und sei die
lineare Abbildung A : H — H kompakt und selbstadjungiert.
Dann existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem von Ei-
genfunktionen.

Beweis. Seien {\,} -, die unterschiedlichen Eigenwerte un-
gleich 0 und setze A\g = 0. Schreibe

H,:=N(A- )\, firneN.

Weil H separabel ist, hat auch jedes H,,, wenn ungleich {0},
ein hochstens abzéhlbares, vollstdndiges Orthonormalsystem.
0 < dim(Hy) < oo,

Mit Theorem [[1.3.4] finden wir

0 < dim(H,) < oo fiir n € NT.
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Jede Funktion in H,, \ {0} ist eine Eigenfunktion mit Eigen-
wert \,,. Abzdhlbare und endlich dimensionale Teilraume kann
man mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine vollstdndige or-
thonormale Basis geben.

Wenn u € H, \ {0} und v € H,, \ {0}, dann gilt

An (1, 0) = M\u,v) = (Au,v)
= (u, Av) = (u, \pv) = A\, (u, v) .

Dann folgt A, € R fiir n = m und fiir n # m findet man
(u,v) = 0. Das letzte bedeutet

H, C H* fir n #m

und sorgt dafiir, dass die Vereinigung der vollstdndigen Or-
thonormalsysteme von Hy bis H,, ein vollstdndiges Orthonor-

malsystem ist fiir
m
@H H.

Bekommen wir so alles? Um diese Frage zu beantworten,

setzen wir
He =@, 1
B ken K

als den Raum aller Funktionen v € H, die man schreiben kann
als

u = ¢,V mit v, € Hy, ¢, € C und m € N. 11.24
)3 7
k=0

Wir wollen zeigen, dass Hg = H.

Fiir w in (11.24) gilt

Au = iCkAUk = Zm:CkAkUk € Hg

k=0 k=0
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und auBerdem, wenn w € Hi und u € Hp, weil
(Aw,u) = (w, Au) =0,

dass auch Aw € Hg.
Wir konnen A als kompakte, selbstadjungierte Abbildung
auf Hi betrachten und schreiben

AT = A‘Hé
Wir finden, dass
Ay Hg — Hg

wohl-definiert ist. Wenn Ajw = Aw fiir w € H \ {0}, dann
wére w auch eine Eigenfunktion von A und es gdbe Hj; mit
w € Hy. Fir das Spektrum von A; gilt also o(A;) C {0}.
Wegen Lemma gilt m4, = M4, = 0 und o(A;) D {0}.
Das liefert (Au,u) = 0 fiir alle u € Hj. Weil

2Re (Atu,v) = (Atu,v) + (v, Ayu) = (Ayu, v) + (Ao, u)
= (A; (u+v), (u+v)) = (Aju,u) — (Ajv,v) =0

und ebenso
2Im (Aiu,v) = 2Re (Aju, iv) = 0,
folgt (Aju,v) = 0 fiir alle v € Hi und so A; = 0. Das impli-

ziert
Hi C N(A) = Hy C Hg

und Hi = {0}. Wenn Hy = {0}, dann folgt Hg = H. u

Kapitel 11, Funktionalanalytisches



Fourieranalysis

Existenz Fourier-
dAhnlicher Reihen

12.1 Funktionenridume

Wie wir im letzten Kapitel bemerkt haben, brauchen wir ge-
nau definierte Funktionenrdume. Es gibt zwei Haupttypen,
die punktweise definierten C*- und Hélder-Réume als auch
die Sobolev-Raume von Lebesgue-integrierbaren Funktionen
mit Ableitungen, die auch im Lebesgue-Raum liegen.

Wir werden beide Typen kurz vorstellen.

12.1.1 Hoélder-Raume

Definition 12.1.1 Sei §2 ein beschrinktes Gebiet, dann ist
(C*Q), Il ox ) der Raum aller k-mal stetig-differenzierbaren
Funktionen u :  — C (oder R) mit Norm, definiert durch

lullen =Y 10%ull -

o<k

Fiir C°(Q) schreibt man auch C().
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Stetigkeit von f auf Q, mit Q einem Gebiet, wird definiert
an der Stelle x € € durch:

Ve>039>0VyeQ:|z—yl<d = |f(x) - fly)| <e.

Fiir die klassische Differenzierbarkeit in der x;-Richtung brau-
chen wir jedoch, um den Differenzquotienten in

0 F(x) == lim f(x+ he;) — f(x)

ox; h—0 h

zu definieren, dass fiir h € (—tg,to) mit ¢y klein aber positiv
gilt

Auf dem Rand 0f2 ist das ein Problem. Das heifit, dass wir
noch kléren miissen, wie man die Ableitung auf dem Rand 052
definiert. Am einfachsten ist das Folgende:

o

5. u existiert als stetige Ableitung auf Q, wenn

Wir sagen
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gi € C(Q) existiert mit

0
8131'

u = g; in Q.
Hohere Ableitungen definiert man so iterativ.

Aufgabe 12.1 Man schreibt C*(Q) fiir die auf Q k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen. Wieso ist ||-||, hier keine Norm?

Wir brauchen auch einige Teilrdume.
Definition 12.1.2 Sei € ein beschrdinktes Gebiet.
1. CE(Q) = {u € CF(Q);Y]a| <k und x € 09 gilt
9°u(z) = 0} .

2. CX(Q) = {u € Nien CF(Q); 3K C Q kompakt mit
u(z) :OfderQ\K}.

Wir werden in Beispiel sehen, dass die C*-Réume lei-
der nicht optimal sind: —Au € C°(Q) impliziert nur in einer
Dimension, dass v € C?(Q). Das heifit, dass fiir u € C?(Q)
zwar Au € C°(Q) folgt, aber der Riickweg nicht gilt. Fiir opti-
male Regularitit braucht man die Holderrdume C'*7(Q) mit

v € (0,1).
Definition 12.1.3 Sei v € (0,1]. Man sagt f € C*7(Q), wenn
f€C%Q) und

|f(z) = fy)]

[f], == sup ————=" < 0.
7 x#yeQ |.Z' - y"Y
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Der Raum C%V(Q) hat als Norm [llo,» definiert durch

1 llo = [flloo + 171 -

Ahnlich werden auch Holderrdume hoherer Ordnung defi-
niert. Wenn der Rand 0f2 geniigend nett ist, sind es Banach-
Réaume. Wir werden diesen Ansatz nicht verfolgen. Wenn Sie
interessiert sind, dann suchen Sie nach Schauder und Holder
in [7].

12.1.2 Sobolev-Riume

Fiir Ableitungen von Funktionen, die im Sinne von Lebesgue
eigentlich Funktionenklassen sind, kann man die punktweise
Definition von Ableitung so nicht verwenden. Erst miissen wir
festlegen, wie man eine Ableitung definiert. Die partielle In-
tegration bietet sich da an:

Definition 12.1.4 Sei Q) C R™ ein Gebiet. Man sagt, dass eine
Funktionu € L*(Q)) eine schwache Ableitung ;>-u € L*()

hat, wenn g; € L*(Q) emistiert, mit

/u(:z:) 0 o(x)dx = —/gi(x)go(x)d:c fir alle p € C°(Q).
Q Ox; Q
Im dem Fuall schreibt man a%iu = g;.

Bemerkung 12.1.5 FEine schwache Ableitung ist also immer
auf einer offenen Menge definiert und nicht punktweise. Wenn

f € CYQ), dann gleicht die schwache Ableitung a%f auf

2

die klassische Ableitung %f und ist daher eine Erweiterung.
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Bemerkung 12.1.6 [terativ kann man so auch schwache Ab-
leitungen hoherer Ordnung definieren, oder finden, dass sie
auf dem Gebiet nicht existieren.

Aufgabe 12.2 Sei f : R — R definiert durch f(x) = |x|.

1. Zeigen Sie, dass g(x) = sign(z) die schwache Ableitung
auf R ist.

2. Hat g eine schwache Ableitung auf (—1,1)%

Aufgabe 12.3 Sei f: R? — R definiert durch f(z) = |z|.
L1

]

1. Zeigen Sie, dass g1(x) =
auf R? ist.

die schwache Ableitung %f

2. Hat g, schwache Ableitungen 8%191 und 8%291 auf By (0)?

Mit Hilfe der schwachen Ableitung kann man die Sobolev-
Réaume definieren:

Definition 12.1.7 Sei €2 ein beschrinktes Gebiet, dann ist
(Wr2(Q), ||-lyr.2) der Sobolev-Raum aller k-mal schwach-
differenzierbaren Funktionen u :  — C (oder R) mit der
Norm, definiert durch

[ullyrs = ( /Q (ZM \8%&(3:)]2) dm) 1/2_

WEeil solche Funktionen nur Funktionenklassen darstellen,
kann man eine solche Funktion auf einer Nullmenge &ndern,
ohne dass man die Klasse verldsst. Der Rand 02 von einem
Gebiet 2 mit 9Q € O, siehe die FuBnote auf Seite , ist
eine Nullmenge. Das heifit jedoch nicht, dass man nicht einen
Randwert definieren kann. Ohne Beweis geben wir das Ergeb-
nis:
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Theorem 12.1.8 Sei Q) C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit C*-
Rand. Dann gilt Folgendes fiir jedes u € Wh2(Q):

1. Es gibt eine Folge {up,},, oy C CH(Q) mit

[ =t |yyr2(0y = O fiir m — . (12.1)

2. Wenn eine Folge {un},, .y C C'(Q) nach u konvergiert
wie in , dann gibt es v € L*(02) derart, dass

v = wmllz2(90) — 0 fiir m — oco. (12.2)

3. Dieses v hingt nicht ab von der Folge {um},,cy, sondern
nur von u und damit ist der Spuroperator

T:WH(Q) — L*(09) (12.3)

wohl-definiert.
4. T in ist ein beschrdankter linearer Operator.

5. Wenn u € WH2(Q) N C(Q), dann gilt (Tu) (z) = u(x)
fast diberall auf 0.

Bemerkung 12.1.9 In steht die Einschrinkung von
auf 02 und die ist wohl-definiert, weil w,, stetig auf € ist.

Bemerkung 12.1.10 Wenn u € W*2(Q) kann man also einen
Randwert uw € WE=12(9Q) festlegen. Man kann jedoch nicht
fiir die hichste Ordnung k den Randwert bestimmen, wie bei

CH(Q).

Definition 12.1.11 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Man
definiert

W&,Q(Q) _ WH'HWICQ(Q)‘
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Theorem 12.1.12 Seir 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit
o0 € C! und sei T der Spuroperator aus . Dann gilt:

Wy (Q) = {u e WH(Q); Tu=0}.

12.2 Das Lo6sen des Dirichlet-Laplace-
Problems auf B;(0)

In diesem Abschnitt wird gelten 2 = B;(0). Wir formulieren
das Problem schon fiir €2, ein beschrinktes Gebiet in R™. Mit
dem Dirichlet-Laplace-Problem ist Folgendes gemeint:

{ —Au(z) = f(z) firzeQ, (12.4)

u(z) =0 fir x € 092.

Die Randbedingung u = 0 ist nach Dirichlet| benannt. Eine
explizite Losungsformel ist nur in seltenen Fillen bekannt.

Theorem 12.2.1 Wenn Q = B1(0) := {x € R"; |z| < 1}, dann
findet man eine Ldosung von durch

u(r) = / G (z,y) [ (y) dy. (12.5)
B1(0)
Die Greensche Funktion ist definiert fiir n = 2 durch

1 ’$’y| —fmy‘

Ga(z,y) = 5-In Ty |

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859
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und fiirn > 3:

1 9m 1 2—n
Gn(z,y) = =2, v —y|"" ‘»’U|y\ - my‘

mit w, =[S := [, 1 do.

Wenn f € C'(By(0)), dann kann man zeigen, dass u €
C?(B;(0)) eine Losung ist von . Man kann sogar zeigen,
dass f € L? (B1(0)) eine Funktion u € W22(By(0)) liefert, die
zwar keine punktweise definierte Losung von ist, jedoch
—Au = f als Gleichung in L? () und die Randbedingung im
Sinne von Tu = 0, mit Spuroperator 7', in L? (92) erfiillt.

Schreibt man fiir (|12.5))

u:gnf7

dann kann man G, auffassen als lineare Abbildung oder Lo-
sungsoperator. Zum Beispiel als

Gna : CH(B1(0)) — C?*(B4(0)) (12.6)

oder
Gna: L7 (B1(0)) — W*2(B4(0)). (12.7)

Man kann sogar zeigen, dass beide Operatoren nicht nur linear
beschrankt sind, sondern wie folgt abbilden:

Gos (C'(Bi0))) € C2(Bi(0) N Co(Bi(0))
und

Gnz (L* (B1(0))) € W22(B1(0)) N Wy(B1(0))
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Definition 12.2.2 Fine Einbettung ist eine beschrdinkte, li-
neare Abbildung € : (V,|||l,,) = (W, |||ly), die ein Element
von V' nicht dndert, sondern nur als Teil eines grofferen Vek-
torraums auffasst.

Bemerkung 12.2.3 Im Fulle, dass man einen Vektorraum
von Funktionenklassen betrachtet, ist es zugelassen, aus jeder
Funktionenklasse eine spezielle Funktion zu wdhlen.

Lemma 12.2.4 Sei Q) C R"™ ein beschrdanktes Gebiet und zwar
derart, dass

Gt CHY) — C*(Q),
ein stetiger Losungoperator ist. Mit den Einbettungen
& : C*HQ) — CHQ),
ist die Abbildung
E10Gn1: CHQ) — CHQ),
kompakt.

Beweis. Wegen des Satzes von Arzela-Ascoli ist die Einbet-
tung

E:(CHQ) MNlor) = (CO(Q), Il
kompakt. Ahnlich kann man zeigen, dass & eine kompakte

lineare Abbildung ist. Die Zusammenstellung einer kompakten
und einer stetigen linearen Abbildung ist kompakt. ]

Beispiel 12.1 Wir haben W2 (Q) definiert als der Vektor-
raum der Funktion(enklass)en u :  — R mit

fullyszi= [ (uta)f + [Vu(@)?) do < o

131

Dann gibt es die Einbettung
(W), [ llyyrz) = (L2, ]l 2) -

Uberraschender ist vielleicht, dass es fiir das eindimensionale
[a, b] auch die folgende Einbettung gibt:

(W2 (@,8), llwr2) = (C%[a,8], o) -

[ wsas| < [sas
([ora)" ([ )

< Wl 2 V12 =yl

Dann gilt, dass u € W2 (a,b) auch stetig ist und auflerdem
gilt

Es gilt ndmlich, dass

|u(z) —u(y)| =

ju(@)] < Ju@)] + 12 =
und
b b
b)) = [ u@ldy+ 1l [ V=l
< \/m HUHL2 + % b — CL|3/2 ||u/||L2
< (VE=a+21b—af"*) lully

Das gibt uns

1 3
lolle < (= + 3V0— ) luhyes
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Man soll sich hier jedoch bewusst sein, dass u € W2 (a, ) ei-
ne Aquivalenzklasse darstellt, withrend u € C [a, b] eine punkt-
weise definierte Funktion ist. Genau wiére es, wenn man sagen
wiirde, dass es in der Aquivalenzklasse von W12 (a,b) einen
stetigen Vertreter gibt. 0

Wir brauchen fiir die restliche Theorie zwei Rdume, wobei
der Losungsroperator eine Bijektion darstellt. Leicht wére es
in einer Dimension, wo man

G :C[-1,1] = C?*[-1,1] N Cy [-1,1]

nehmen kann. Leider gilt so etwas nicht fiir C-Raume in Di-
mensionen n > 1.

Beispiel 12.2 In diesem Beispiel findet man eine stetige Funk-
tion f mit einer Losung u, die nicht zweimal stetig differen-

zierbar ist. Sei B;(0) C R2.
Betrachte die Funktion f € C°(B;(0)), definiert durch

0 fir (z,y) =(0,0),

f((lf, y) - 4xy(210g(x2+y2)—3)

ansonsten.
(z24y2) (log(x2+y2)—1)*

Weil lim 1) (0,0) f (2, %) = 0 und es sonst keine Problemstel-

len gibt, ist diese Funktion f stetig auf By(0).

Man kann durch Rechnen zeigen, dass fiir dieses f die fol-
gende Funktion eine Losung ist von (12.4) mit Q = By (0):

u(z,y) = zylog (1 — log (x2 + y2)) .

Man kann auch zeigen, dass diese Losung eindeutig ist in
W>2(B1(0)) N Wy (B1(0)).
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Man findet jedoch auch

%%u(z,y) =log (1 —log (2° +¢*)) +
2 (¢! +y*)log (4% +¢?) — 2 (2 + ¢)°
(2 +y?)* (log (22 + y?) — 1)°

und weil

: 9 0 2 2\ _
) S 2200 () =00,

ist u also nicht zweimal stetig differenzierbar. Skizzen zu f, u

und u,, finden Sie in Abbildung

Die Rechnerei zu u, die Ableitungen und f, kann man kon-
trollieren; die Tatsache zu beweisen, dass es die einzige Losung
ist, wird etwas schwieriger:

Die Funktion u ist derart, dass v € C'(B;(0)) und

Um(l’ay) = uyy<xay) = —%f(x,y) € CO(T(O))‘

Weil auch die schwache Ableitung u,, auf B;(0) existiert und
in L2(B(0)) liegt, gilt u € W22(By(0)) N W,*(B1(0)). Das
heifit, fiir alle w € L?(B4(0)) gilt

/B (0) (—Au(z,y) = f(z,y)) wiz, y)dzdy = 0.

Bis hier gibt es keine Probleme. Nehmen wir an, es gibt noch
eine andere Losung @ € W22(B1(0)) N Wy ?(B1(0)), also folgt

/B o (~au(e,y) + dae,y)) wiz, y)dedy = 0. (128)

Wir haben nicht gezeigt, dass man mit solchen Funktionen In-
tegralrechnungen anstellen kann wie fiir punktweise definierte
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Abbildung 12.1: Skizze von f in griin, v in gold und wug, in rot
(insofern es im Bild passt)
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Funktionen. Nehmen wir an, wir kénnen bei ((12.8)) partiell in-
tegrieren mit dem Satz von Gauf fiir w = v — @. Dann finden
wir

/. o |V (@ 9) = o) dady = 0.

Weil |V (u(z,y) — @(z,y))| = 0 auf By(0) als schwache Ablei-
tung gilt, folgt hoffentlich

u(z,y) — u(z,y) = c auf By(0).

Weil u und u beide auf dem Rand gleich 0 sind, folgt in dem
Fall ¢ = 0. Dies kann man begriinden mit dem Spuroperator.
Mit uv = u gébe es nur eine solche Losung. 0

12.3 Das Lo6sen des Dirichlet-Laplace-
Problems auf )

Wir werden das folgende Ergebnis verwenden ohne Beweis.
Man findet das Ergebnis bewiesen in [7] und [5].

Theorem 12.3.1 Sei Q C R"™ ein beschrdanktes Gebiet mit
o0 € C%. Dann gilt:

1. Fiir jedes f € L*(Q) existiert eine Funktion
u e WHHQ) N W, (Q) (12.9)
mit —Au = f.

2. Fiir jedes f € L*(Q) gibt es hdchstens eine Funktion u
mit —Au = f, die erfillt.
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Damit ist der Léosungsoperator
G : L*(Q) — W2(Q) N W2 (Q), (12.10)
also u = G f, wohl-definiert.
3. Dieser G ist eine beschrdankte lineare Abbildung.

Theorem 12.3.2 (Rellich?) Sei @ C R™ ein beschrinktes Ge-
biet. Dann ist die Finbettung

E:WH(Q) — L*(Q) (12.11)
eine kompakte, lineare Abbildung.
Dann ist auch die Einbettung
E:WH(Q) — L*(Q) (12.12)
eine kompakte, lineare Abbildung.

Bemerkung 12.3.3 Rellich hat diesen Satz 1930 bewiesen in
[9]. Ein allgemeineres Ergebnis fiir Sobolev-Riume ist bekannt
geworden als der Satz von Rellich-Kondrachov und diesen fin-
det man zum Beispiel in [J]. Die Quelle fir Finbettungen bei
Sobolev-Riaumen ist [1]. Da findet man nicht nur Einbettun-
gen zwischen Sobolev-Rdumen, sondern auch zum Beispiel die
Folgende von einem Sobolev-Raum in einen Hélder-Raum:

Wenn €2 C R™ ein beschranktes Gebiet ist und OS2 gentigend
requldr, dann ist fir k — % > m + 7y die Abbildung

E:WHP(Q) = C™7(Q)

eine Einbettung.

2Franz Rellich, 1906-1955
2Vladimir Iosifovich Kondrashov, 1909-1971
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Korollar 12.3.4 Sei Q) C R™ ein beschrinktes Gebiet mit OF) €

C? und seien G und & wie in und . Dann hat
Eo0G: L*Q) — L*(Q)
abzihlbar viele Eigenwerte {\},cn+- Auferdem gilt:

1. Alle Eigenwerte liegen in R, haben endliche Multiplizi-
tat und die algebraische Multiplizitdit gleicht jeweils der
geometrischen Multiplizitdt.

2. Man kann die Eigenwerte ordnen:

0< - <A1 S A< < A

3. 0 ist der einzige Hiufungswert.

4. FEs gibt ein vollstindiges Orthonormalsystem von Figen-
funktionen von € o G fiir L*().

Beweis. Seien f,g € L*(Q2) und setze v = Gf und v = Gg.
Dann gilt mit Green

((€0G) f,9) = (u,=Av) = (=Au,v) = (f,(E0G) g)

Dann ist £ o G beschriankt und symmetrisch (und dann auch
selbstadjungiert) und hat daher abzéhlbar viele Eigenwerte
{ Mk }ien+ mit 0 als einzigem Haufungspunkt. Mit GauB folgt

«eog>ﬁf>:«%—szzzﬂvuﬁ¢nzo

Lemma [11.6.3) zeigt o (£ 0 G) C [0, ]|€ o G]|] mit
I€ 0 Gl = sup {I(€ 0 D) ll sy iy <1}
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und dass es nur Eigenwerte geben kann mit der algebraischen
Multiplizitét gleich der geometrischen. Theorem [11.6.5| zeigt
den Rest. |

Fiir diejenigen, die an partiellen Differentialgleichungen in-
teressiert sind, wird das Eigenwertproblem meistens wie folgt
geschrieben:

—Au=pu in Q,
{ u=20 auf 0f). (12.13)

Man soll bemerken, dass (ug, ;) Eigenfunktion/Eigenwert
von (|12.13)) ist, mal abgesehen von Regularitiatsfragen, genau
dann, wenn

(€ 0G)up = 3, uy..

Wenn die Rede ist von Eigenwerten, soll man sich also verge-
wissern, ob j;, oder Ay = ;! gemeint ist.

Wenn wir das Ergebnis aus diesem Abschnitt iibersetzen
nach

(12.14)

—Au=pu+ f in €,
u=20 auf 092,

mit 2 ein Gebiet in R™ mit glattem Rand, dann kann man
dieses Problem lésen fiir f € L*(Q) und alle

peRN {Alzl}keI\H'

Korollar 12.3.5 Sei {¢}},cn+ das vollstindige Orthonormal-
system von Eigenfunktionen von £o0G aus Korollar[12.3.4 mit
(€0G)pr = My Dann gilt fiir f € L*(Q), dass

F=Y lowf) o

keNT
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und, wenn 1 & {\; fiir die Losung v € W*2(Q) N

Wy (Q), dass

1}keN+’

—1
keN+ Aes —H

Beweis. Wenn 1 # A ', findet man fiir f = ¢, dass u =

()\,;1 — [L)_l ¢ Der Rest folgt aus der Vollstandigkeit von
{1} ken+ und der Linearitét des Problems. n

Die Eigenfunktionen {¢},y+ liegen in L*(Q2). Wenn der
Rand von Gebiet C*7 ist, dann ist die Losung u = A\, von

—Au =, in (),
{ u=>0 auf 0f1, (12.15)

in W22(Q)NW,*(Q). Das bedeutet, dass ¢, mehr Regularitéit
hat als nur L*(Q2). Mit der Theorie, die in [7] und [5] erklart
wird, findet man sogar, dass ¢, € C%7(Q) fiir ¥ € (0,7).

12.4 Der erste Eigenwert

Die Eigenfunktion, die zu dem kleinsten Eigenwert ju; = A;*
gehort, hat eine besondere Eigenschaft, ndmlich, dass Positi-
vitat erhalten bleibt:

f>20 = u>0.

Betrachten wir

—Au=f in €,
{ u=0 auf 09, (12.16)
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Wenn die Funktionen u, f und Awu alle in C°(Q) liegen wiirden
und es gibe ein negatives Minimum fiir u, dann findet man
einen Widerspruch. Sei Q C Bp/2(0) und sagen wir u(zg) =
—m < 0, dann betrachtet man die Funktion

v(z) = u(z) + % (1 — ]x;%—;vof) . (12.17)

Siehe Abbildung

\\_///

Abbildung 12.2: w in blau und v aus ((12.17) in rot

Weil Q@ C Br/2(0) C Br(xo) gilt v(x) > u(z) fir x € Q. Die
Funktion v hat jedoch immer noch ein negatives Minimum,
denn v(z) = —3m < 0 und auf dem Rand gilt v(z) > u(z) =
0. In dem Minimum z, von v gilt jedoch

mn mn _ mn
—Av(z,) = —Au(z,) + e flze) + 3 > ke 0
und mindestens eine der zweiten Ableitungen ist negativ.
Dann kann es kein Minimum sein.

Theorem 12.4.1 (Maximumprinzip) Sei Q@ C R™ ein be-
schrinktes Gebiet und sei u € C?(Q) N Co(Q). Sei pp < 0
und

—Au(z) > pu(z) fir alle x € Q.

Dann gilt u(x) > 0 in Q.
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Beweis. Sei zp € (2 derart, dass u(zg) < 0. Weil u stetig ist
auf €2, gibt es ein zusammenhéingendes Gebiet )y C 2 mit
u(z) < 0in Q und u(z) = 0 auf 9Q. Man findet

—Au(x) > pu(z) > 0 fir alle x € €.

Auf Qg wendet man die Argumente von vorher an. |

Theorem 12.4.2 (Starkes Maximumprinzip) Sei Q2 C R ein
beschrinktes Gebiet und sei u € C*(Q) N Co(Q). Sei p <0
und

fir alle x € Q gilt: —Au(z) — pu(z) > 0,

es gibt x € Q mit:  —Au(x) — pu(x) > 0.

Dann gilt fir alle x € €2, dass

u(z) > 0. (12.18)
Bemerkung 12.4.3 Mit den gleichen Bedingungen wie im
Theorem, kann man sogar zeigen, dass es fir jedes r > 0
ein ¢, > 0 gibt derart, dass fir jede Kugel B,.(xo) C Q gilt

u(z) > ey (r* — |z — x0|2) fir v € B,(x). (12.19)

Wenn 02 € C?, dann kann man Q fiillen mit Kugeln fester
Grifie und findet ¢,,, > 0 mit

u(z) > Eppd(x,00). (12.20)
Hier ist d (-,000) die Distanz zum Rand:

d(z,00) == min{|x — y|;y € 0N} .
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Beweis. Aus dem Maximumprinzip folgt, dass u(x) > 0. Im
ersten Schritt werden wir zeigen, dass

u(z) > 0 fiir alle z € Q.

Weil v nicht identisch 0 sein kann folgt, dass es x, € €2 gibt
mit u(x,) > 0. Nehme an, es gibt auch z € £ mit u(zy) = 0.
Weil Q als Gebiet zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg
von zg nach z, innerhalb von ) und wir kénnen auf diesem
Weg eine Stelle z; finden mit u (z1) > 0 und derart, dass fiir
ein r > 0 gilt:

1. u(x) > 0 fir alle By, (x);

2. u(wy) = 0 fir ein zy; € 0By, (71);
3. Bs,(x1) C Q.

Nehme

T = % (w1 + 1)

und betrachte die Funktion v, definiert durch
v(x) == u(x) + ew(z — zm)
mit

{ w(z) :==n(lz|/r) firn=2, (12.21)

(z) = |z|*" = r>" fiir n > 3.

Bemerke, dass Aw(x) = 0 fiir |z| > 0. Die Funktion v hat
eine Singularitét in xyy, ist jedoch stetig auf B, jo(zr).

Wir wollen das Maximumprinzip anwenden bei v auf
B, jo(z1) (die griine Scheibe in Abbildung [12.3). Auf B, (zn)
(die rote Scheibe von Abbildung [12.3)) ist der Zusatz nach e
in genau negativ.

Den Rand 0B, /(1) kann man in 3 Teilen anschauen:
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Abbildung 12.8: Zum Beweis des starken Maximumprinzips mit
Qo = {z € Qu(z) =0}

1. Fiir x € 0B, j2(x) N gilt u(x) = 0 und w(x — ) > 0.
Also fiir alle ¢ > 0 findet man v(z) > 0.

¢ > 0 und hier
c> 0.

2. Fir o € 0B, 2(xn) N By jo(zmm) gilt u(z)
kann man £ > 0 so wéhlen, dass v(x) >

i |V

3. Auf dem Rest von 0B, s(xn) gilt u(x) > 0 und w(r —
zyr) > 0 und mindestens eine der beiden Funktionen ist
strikt positiv.

Fiir ein solches € > 0 folgt

mo:= min ov(z) > 0.
.Z‘EBBT/Q(:L‘H)
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Wir finden jedoch auch, dass fiir x € B, o(zr) gilt
—Av(x) = —Au(z) — eAw(x — zm) = —Au(z) > 0.
Weil

v(rn) = u(rn) + ew(zn — om) = 0 < mg

hat v ein Minimum kleiner mg auf B, o(21) und das ist ein
Widerspruch zum Maximumprinzip. [ ]

Der Beweis des Maximumprinzips ist nicht direkt fiir un-
sere Losung anwendbar. Wie definiert man, dass eine nicht
punktweise bestimmte Funktion negativ ist? Wenn gilt, dass
u < —c < 0 f.i. auf Q; offen, dann kann man das punktweise
Argument indirekt verwenden. Die Details sind leider nicht
trivial. Ein grobe Skizze des Arguments ist wie folgt: Man
nimmt den Friedrichs’schen Glatter und betrachtet ¢, * w.
Dann gilt fiir alle € € (0,g0] mit gy geniigend klein, dass es
xg € Q und m > 0 gibt mit (¢, * u) (rg) < —m, wihrend
(¢, * u) (x) > —3m fiir z in der Nihe von 9. Man setzt

() = (p, %) () + (1 - %) .

Innerhalb von 2 und weg vom Rand gilt dann Folgendes:

mn mn

—A.(@) = = (9. Au) () + T = (o + ) (2) + 2.

Im Minimum von v, folgt der Widerspruch wie vorher.

Theorem 12.4.4 Sei QQ C R™ ein beschranktes Gebiet und sei
we H>2(Q)N Hy?(Q). Sei <0 und f € L*(Q) derart, dass

—Au=pu+ f in.
Wenn f >0 in Q, dann gilt auch u > 0 n Q.
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Bemerkung 12.4.5 Hier sind die Ungleichungen jeweils im

Wfast diberall Sinne gemeint. Wenn v € C(Q) und f > 0
nicht in der 0-Aquivalenzklasse liegt, dann folgt 0 # u > 0.
Dann kann auch die Losung u nicht in der 0-Aquivalenzklasse
liegen. Man kann sogar zeigen, dass in dem Fall u(zx) > 0 fir
alle x € €.

Definition 12.4.6 Sei (V, ||-||;) ein Banachraum und sei A :
V' — V ein stetiger linearer Operator. Der Spektralradius r(A)
von A wird definiert durch

r(A) = limsup (/|| A"y -

n—oo

Bemerkung 12.4.7 Weil A stetig ist, ist die Operatornorm
| Ally, .y von A beschrdnkt und so folgt aus

1Ay < TAlYSy

dass r(A) < | Ally Ly

Lemma 12.4.8 Sei (V,|-||;;) ein Banachraum und sei A :
V' — V ein stetiger linearer Operator. Dann ist A — zI inver-
tierbar fir |z| > r(A).

Beweis. Sei 0 < ¢ < |z] — r(A). Wir koénnen ny € N so grof3
nehmen, dass fiir alle n > ng gilt

\/ [A™ |l <7(A) + .

Dann konvergiert der Operator

(1) =3 ()"

n=0



12.4 Der erste Eigenwert

—27 (I — 271 A) " existiert.
u

Schreiben wir v = Gf fiir die Losung von (12.16) in
H>2(Q) N Hy?(Q), wenn f € L*(Q). Dann konnen wir, fiir
bestimmte y jedenfalls, auch die Losung in H>2(Q) N Hy?(Q)
von

und das bedeutet, (A — zI)"" =

—Au=pu+ f in (12.22)
finden. Hier gilt
u=puGolu+gf
und dann auch
(I —puGo&)u=gf.
Wenn |p| < A;', dann ist (I —puGo &) :
invertierbar und es gilt

L2(Q) — LX(Q)

o0

=> (uGo&)".

k=0

Weil fiir f > 0 folgt, dass Gf > 0, finden wir fiir u € [0, Afl),
dass auch

(I —puGo&)~

(I—pGo&) ' f>0. (12.23)

Hier ist der Spektralradius gleich dem ersten Eigenwert.

Korollar 12.4.9 Die Aussage von Theorem gilt sogar
Jir < gy

Aus dem letzten Paragraph wissen wir, dass es fiir L?(Q)
ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen
{&rtrens gibt. Eine Funktion f € L?*(Q2) kann man schrei-

ben als
F=Y (e he

keNT
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und die Losung von ((12.22)) wird fiir g € R\ {11 } .oy Wie folgt:

_Z QOk,

keN+
Wenn iy = pty = -+ = pt,, < fly, 41, dann gilt
lim (g — p)u =
Ty
: - 0
lim | Y (g, f) on + Z L (o4, f) 4
M\ = ——

Z Soka
k=1
Fiir 0 # f > 0 gilt wegen des Maximumprinzips, dass

(1y — p)u> 0 fiir p < py.
Das bedeutet
> (op S > 0 (1224
k=1

und gibt eine positive Eigenfunktion bei p,, ndmlich die nor-
malisierte Linearkombination in . Diese Linearkombi-
nation ist ungleich 0 und deshalb mit dem starken Maximum-
prinzip sogar positiv in €.

Theorem 12.4.10 Sei 2 C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit
00 € C*7 und sei u € H*2(Q) N Hy*(Q) und f € L*(Q)
derart, dass

—Au=pu+ f nQ. (12.25)
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Sei iy = piy.q > 0 der erste Eigenwert und sei ¢, € H>*(Q)N
Hy*(Q) eine Eigenfunktion, also

—Apy = pypy in €L
Dann gilt:
1. Wenn p < py und f >0, dann folgt u > 0.

2. Es gibt eine Eigenfunktion @, fir pu, mit festem Vorzei-
chen.

3. Fir pu >y und 0% f >0 gibt es keine Losung u > 0.
Bemerkung 12.4.11 Wenn 02 € C*7, dann gilt wegen des

starken Mazimumprinzips fiir jedes f € C(Q) mit 0 # f >0,
dass es c; > 0 gibt derart, dass fir die Lisung u € W*%(Q) N

WOI’Q(Q) von —Au = f die folgende Abschditzung gilt
u(x) > cpd(x,00) fir x € Q

also auch fiir ¢, > 0. Fir 002 € C?7 liegen alle Eigenfunktio-
nen in C*(Q) und das bedeutet, dass es ¢, € R gibt mit

|or ()] < Erd(z, 09).
Dann gibt es eine positive Konstante ¢ mit

0 < p1(7) — cpy().

Nehme f = ¢1(x) — cpy(x) und weil u = p7'o; — cpy iy,
folgt ein Widerspruch wenn p; = py. Die Multiplizitdt von p,
st also 1.

Fiir die einfache Multiplizitit der ersten FEigenfunktion
braucht es nicht unbedingt 00 € C?*7. Fiir belicbige Gebiete
ohne irgendwelche Annahmen beziiglich Rand oder Liosungs-
raum, kenne ich jedoch keinen Beweis.
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Beweis. Zu 1. Dies folgt aus ((12.23)).
Zu 2. Auch wenn die Multiplizitdt von p, grofer 1 wére,

sagen wir
My = = Mg < Hitas

dann gibt es noch eine positive Eigenfunktion. Es folgt wegen

(112.23)), dass fiir die Losung u,, von (12.25) gilt, dass u, > 0.
Weil

k
lim (py — ) we = Y {op ) pr > 0,

iy =1

gibt es eine Linearkombination von ersten Eigenfunktionen,
die positiv ist:
k
Sb R Zn:l <90k:7 f> Pk
1= .
Hanl (Pr: f) 901@‘

L)

Zu 3. Nennen wir die positive Eigenfunktion wieder ¢;.
Wenn 0 # f >0, p > py und v > 0, dann folgt

02> (1= pq) {1, ) = (p1,0) > 0.

Das bedeutet (¢;,u) = 0 und mit u > 0 ergibt das u = 0.
Dies kann keine Losung sein fiir ein nicht triviales f. |

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die positive erste Eigenfunk-

tion zu approximieren:

e Sei G : L*(Q) — W?2(Q) N W, *(Q) der Losungsopera-
tor fiir (12.16)). Sei 0 < uy € L*(N2) mit [woll 2 = 1.
Definiere iterativ die Folge

Upt1 1= ||gun||g§(m Gu,, fir n € N,



12.4 Der erste Eigenwert

Dann gibt es 0 < uy € L?(Q) mit |Jus — Unl|p2(q) = 0
fiir n — oo und
guoo = MUso-

Kennt man den ersten Eigenwert schon, dann kann man
auch die Folge

Upt1 = 4 Gu, fiirn € N
betrachten.

e Mit Hilfe der Ungleichung von Barta: B
In [3] findet man, dass fiir jede Funktion u € C?(2) mit
u(z) > 0 auf Q die folgende Ungleichung gilt:

2 By =int { =20 e )

Nimmt man u = ¢, mit ¢, positiv, dann folgt B, = p.
Also gilt

py =sup {B,;0 <u e C*N)}.

e Mit dem Rayleigh-Quotienten und das werden wir im
nachsten Abschnitt betrachten.
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Fourieranalysis

Rechnen mit Fourier-
dhnlichen Reihen

13.1 Schwache Losungen

Bei
in €,

auf 02 (13.1)

—Au=f
u=20

haben wir angefangen mit klassischen Losungen u € C?(Q).
Dafiir hat f € C(Q) nicht gereicht und man brauchte f €
C%7(Q) fiir eine v € (0, 1]. AuBerdem sollte 9Q € C%7 liegen.
Man konnte Hilbertriume verwenden und fiir f € L*(2) fand
man eine Losung von

—Au=f

in W22(Q) N W, *(Q), brauchte jedoch noch immer Regula-
ritdt von 0€2. Dazu musste man schon schwache Ableitungen
definieren. Die schwache Ableitung wurde definiert mit Test-
funktionen und partieller Integration. Wir kénnen sogar noch
weitergehen:
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Definition 13.1.1 Sei Q C R" ein Gebiet und f € L*().
Dann nennt man v € W,2(Q) eine schwache Lisung von
13.1, wenn fiir alle v € Wy(Q) gilt:

/Vu-Vvdx = / fudzx.
Q Q

Bemerkung 13.1.2 Wenn auferdem gilt, dass u € W??(Q),
dann folgt fiir alle v € WS’Q(Q)

(13.2)

/Q(—Au—f)vdxz/Q(Vu-Vv—fv)dxzo.

Das Hauptlemma der Variationsrechnung sagt, wenn u €
L*(Q) derart ist, dass [, updz =0 fir alle ¢ € C5°(2), dann
folgt u =0 f.1i. Also folgt hier in dem Fall, dass

—Au— f=0inQ. (13.3)

Das bedeutet, Lisungen u € W22(Q) N Wy (Q) von (m
sind schwache Losungen von .
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Setzen wir in ((13.2)) fiir v die Losung u ein, so finden wir

Vul|* dz = dz. 4
/Q|u|x/9fux (13.4)

Verwendet man dies fiir die Eigenfunktion ¢, bei —Ayp, =
My, dann folgt:

/ Vo2 dr = / . (13.5)
Q Q

13.2 Rayleigh-Quotient

Wenn man bei einer Matrix A € M™"(R) die Eigenwerte
berechnen mochte, dann gilt:

A ist Eigenwert von A

0
det (A — AI) =0.

Das Losen der letzten Gleichung geht algebraisch im Allgemei-
nen nur bis n = 4. Wenn A jedoch eine symmetrische positive
Matrix ist, das heit A = AT und

Je > 0 mit Ve € R : - Az > c|z|?,

dann findet man fiir den kleinsten Eigenwert:

. . x-Ax
A = minz - Az = min )
|z|=1 A0 T - X

Um dies zu beweisen, sollte man sich erinnern, dass fiir sym-
metrische Matrizen gilt, dass sie orthonormal diagonalisierbar
sind:
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Es gibt S,D € M™™(R) mit ST = S™', D eine
Diagonalmatriz und

STDS = A. (13.6)

Also gibt es Eigenwerte d; € R von A und

d 0 - 0
D_ 0 ds :
N ¢
0 --- 0 d,

Die Spalten von S sind die Eigenvektoren. Weil die Eigenvek-
toren orthonormal sind, folgt

minz - Az =min STz - ASTx = min STz - STDzx
|z|=1 |z|=1 |z|=1

= minz - Dz = min d;.
lz|=1 1<i<n

Wenn S positiv ist, dann sind die Diagonaltermen von D
auch positiv. Dann kann man Folgendes definieren:

\/d_1 0 - 0
VD= | U V&
: A
0 . 0 Vd,
Auch wenn man die genauen Zahlen d; nicht kennt, kann man
so VA € M™"™(R) definieren durch

VA :=SV/DS. (13.7)



13.2 Rayleigh-Quotient

Aufgabe 13.1 Sei A € M™™(R) eine positive symmetrische
Matrix. Zeigen Sie Folgendes:

1. FirvA in gilt VAVA = A.
2. Die Zerlegung in muss nicht eindeutig sein.
3. Die Definition von VA in 1st eindeutig.

4. VA ist eine positive symmetrische Matriz.

Aufgabe 13.2 Nehme
41 —12
A= ( —12 34 )
1. Ist A eine positive symmetrische Matrix?

2. Wenn Sie Mathematica fragen, fir welche Matrizen B
qilt B?> = A, dann bekommen Sie folgendes Ergebnis:

i(—9+16\/5) %(-1-\/3) %(9+16\/§) %(1-\/5)

{{%«1—@ P(ae09vz) [ | F (1-42) §<16+9ﬁ>]’
%(—9—16\/5) %(71”/3) %(9—16\/3) L:(1+ﬁ)
[%(m@ é(wsﬁ)]’[%(nﬁ) : (16-942)

El

)

Wieso 4 Losungen? Welche sind positiv symmetrisch?

Fiir positive symmetrische Matrizen gilt also

x-A:L'_mw/Z\/Zx_\/wa/Zx_!\/fo
x-x T-x N T-x N |;1;"2 '
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Ein dhnliches Ergebnis gilt fiir das Eigenwertproblem
—Au=pu in €,
{ u=20 auf 09. (13.8)

Es gilt fiir u,v € W22(Q) N W, ?(Q) mit dem Satz von GauB,
dass

/(—Au)vda}:/ —%Uda%—/Vu-Vvdx
Q oo On Q
:/VU-VU dx (13.9)
Q

und damit

/(—Au)udx:/Vu-Vuda::/|Vu|2d:v20.
0 Q Q

Aus ((13.9) folgt auch die Symmetrie:

/Q(—Au)vdx:/Qu(—Av) dz.

In einer Dimension kann man eine schérfere Abschéitzung
zeigen:

Lemma 13.2.1 Sei ¢ > 0 und u € C*[0,4] N Cy[0,¢]. Dann
qilt

1 l
/0 |u(w)|2dm§€2/0 |/ (2)]? dz. (13.10)
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Beweis. Weil u(0) = 0, gilt

/ ()P do = / () | s
< [ o [ uts)ias ao
< (/Oé |u(:p)|2dx) - (/Oé |u’(x)|2d:v) ! /Og 1dz

und wir finden die Aussage. In der letzten Zeile wurde zweimal

dx

2

Cauchy-Schwarz benutzt. [ ]
Weil man  W,?(Q)-Funktionen mit C'(Q) N Co(Q)-
Funktionen in |[-||y1.2 (~Norm approximieren kann, gilt

(13.10) auch fiir Funktionen in W, %(0, £).

Diese Ungleichung gilt auch in héheren Dimensionen:

Lemma 13.2.2 (Poincard}Friedrichs Ungleichung) Sei Q C
R"™ ein beschrdnktes Gebiet. Dann gibt es Cq > 0 derart, dass
fir alle w € W (Q) gilt:

[ull 2 < Ca [[Vull 2,
Mit dem Diameter von 2 definiert durch
Diam(Q2) = sup {|z — y|; 2,y € Q}

kann man dhnlich wie in Lemma [13.2.1] zeigen, dass fiir alle

we Wy(Q) gilt:

[ul|12(q) < Diam(2) [|Vul| g, - (13.11)
!'Henri Poincaré, 1854-1912
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Aufgabe 13.3 Beweisen Sie .
Es gelten sogar noch schérfere Abschiatzungen:
Aufgabe 13.4 Sei Q) ein Gebiet in R™ mit
0 :=sup{z;x € Q} —inf {z1;2 € Q} < 0.
Zeigen Sie, dass fir alle u € Wy*(Q) gilt:
ol gy < € 1Vl - (13.12)

Die beste Konstante findet man jedoch mit dem folgenden
Ergebnis:

Theorem 13.2.3 (Rayleig}ﬂ-Quotient) Sei Q ein beschrink-
tes Gebiet in R™. Dann gilt

fQ ]Vu(x)|2 dx _

oruen?(@) [y [u(@)| do

Wenn die Bedingungen von Korollar erfullt sind, gilt
~ | . . . ..
o=y = A und py ist der kleinste Eigenwert fiir .

Beweis. Durch die Ungleichung von Poincaré-Friedrichs weif3
man, dass dieses Infimum positiv ist. Durch die Skalierung
darf man annehmen, dass [[ul|2q) = 1. Im Fall, dass das

Cebiet eine erste Eigenfunktion in W22(Q) N W, () hat,
gilt mit Gauf3

/Q‘V%(@’Q dr = _/901A901d$:/l1/90%d95

2John William Strutt, 3rd Baron Rayleigh, 1842-1919




13.2 Rayleigh-Quotient

und folgt o1 < ;.
Weil jede Funktion u € W,?(Q) in [[[[yp1.2(0y-Norm ap-
proximiert werden kann mit w, € C§°(2) und dann auch

fn = —Au, € C5°(), gilt

jﬁ“7u ’ dx
0AueW, %( fQ lu(z | dr
. fg VG ()| da
0£f€C5 () fﬂ |gf(x)\2 dx
o o (Gf(@) AGf(x)da
0£feCs° () fQ |Qf(x)]2 dx
e Ja(9F@) f@)da
0£fECE(Q) fQ IGf(x ‘2 dx
— inf Zkel\H /\izc <90ka >
OAFECE(®) Y penvr Ak (@ f)

:m{zamw%z&mw%%.<mm

keNt keN+

!

Setzen wir

=) (e ) (13.14)

A=Ak

dann sind die Summen in iber unterschiedlichen .
Das wire wie Multiplizitdt 1 fiir jeden Eigenwert. Also neh-
men wir an, dass alle \; verschieden sind.

Die Zahl ji ist dann das Infimum der Funktion

F(yiye )= > M

keN+
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unter der Nebenbedingung

Gynyz )= > MNur =

keN+
Eine Unterschranke fiir das Infimum liefert
A
IRV ED LW R
keNt keN+

Wenn y;, = 0 fiir £ > 2, dann gilt

G (y1,v2,---) :)\fyle
und
Fynyo,...) = yi = A
Also folgt i = A" .

Auch die hoheren Eigenwerte kann man iterativ finden. De-

finiert man R : Wy*(Q) \ {0} — R durch

Jo [Vu(z )|? da
Jo lu(z ) da

dann kann man zeigen, wenn man die ersten k Eigenfunktio-
nen kennt, dass mit

R(u) :=

W1 := Span [¢y, ..., o] - N W2 (Q)

gilt

= inf R(u).
s u€EWg+1\{0} ( )
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13.3 Eigenfunktion und Raum

In einer Dimension, sagen wir 2 = (0,¢), kann man ei-
ne Eigenfunktion im schwachen Sinne betrachten. Das heifit
@, € W32 (0,0) und

A%mvmszA%mwwm
fur alle ¢ € C5°(0,¢). (13.15)

Mit partieller Integration findet man

/0Z (902(96) + b /Oz tpk(s)ds) W (z)dz = 0
fitr alle v € C5°(0,4). (13.16)

Lemma 13.3.1 Sei f € L'(0,(). Wenn

¢
/ f(x)Y (z)dx = 0 fiir alle ¢ € C°(0,¢), (13.17)
0
dann folgt f = c.
Beweis. Sei y eine wachsende Funktion in C*°(R) mit
x(z) =0 fiir £ < 20 und x(z) =1 fiir © > 20
Es gilt X’ € C5°(0,¢). Wenn ¢ € C5°(0,¢), dann liegt eine

Stammfunktion von ¢ nicht unbedingt in C§°(0,£), aber man
kann selber kontrollieren, dass v, definiert durch

wngw@@—mml%@w,
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schon in C§°(0, ¢) liegt. Setzt man ¢ ein in (13.17)), dann folgt

0= [ 1wy

2/0 /() (¢($) —X'(2) /Ozw(S)dS> dx

= [ 1@ [ e [ v
:A@ummM—AQ@y@Awwmw

:/04 (f(:v)—/ogf(S)X’(S)dS) P(x)de.

Weil dies fiir jedes ¢ € C§°(0,£) gilt, folgt

¥/
ﬂ@zlf@%@w

und das heifit, f(x) ist konstant. [

Aus (|13.16)) folgt dann
Al = e [ (o)
0

und wenn ¢, € Wh2(0,¢), dann folgt ¢} € W'?(0,¢) und
0, € W?2%0,4), usw. Das bedeutet, jede Eigenfunktion in
W32 (0, ¢) ist eine Eigenfunktion in W22(0,¢) "W, *(0,¢). Ei-
ne solche Eigenfunktion ist eine Eigenfunktion in C?0,¢] N
Co [0, £]. Auf Englisch nennt man ein solches Argument, wo
man schrittweise zeigt, dass die Losung eine hohere Regulari-
tat hat, bootstrapping.



13.4 Eigenfunktionen auf speziellen Gebieten

In mehr als einer Dimension héngt es vom Rand 02 und
Raum ab, ob eine Eigenfunktion in W,*(Q) auch in W22(1Q)
oder sogar in C%(Q) liegt. Kombiniert man die Existenz und
Regularititsergebnisse in zum Beispiel 7], dann kann man das
folgende Ergebnis folgern:

Theorem 13.3.2 Sei Q2 C R™ mit n > 2 ein beschrinktes Ge-
biet mit 0Q € C?7 fiir ein v € (0,1). Dann sind die Eigen-
funktionen

1. {op}ens C C*(Q) von

—Ap =pp inQ,
=0 auf 082,

2. {@u et C W22(Q) N Wy2(Q) von —Ayp = pp, und

3. {otrens C Wo™(Q) von

/(V@VU — wpv) dz = 0 fiir alle o € W,2(Q),
jeweils identisch (genauer gesagt: liefern jeweils den glei-
chen Eigenraum).

Ohne ausreichende Regularitit vom Rand kénnen andere
Ergebnisse anfallen. In [12] findet man ein Beispiel mit unter-
schiedlichen raumabhéngigen ersten Eigenfunktionen fiir

Ao =pp inQ,
{ v =Ap=0 auf 09, (13.18)

mit 2 C R? pacman-ghnlich. Siehe Abbildung [13.1]
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u=129.84...
1

Abbildung 13.1: Zwei verschiedene, positive, erste Eigenfunktionen

fiir (13.18)); das Bild wurde aus [12] iibernommen.

13.4 Eigenfunktionen auf speziellen Ge-
bieten

13.4.1 Rechtecken
Fiir Q = (0,a) x (0,b) und

_Au = f n Q,

{ sl mg (13.19)
2 o T ) si z

(dynoteyon i),

ein vollstdndiges Orthonormalsystem, das passende Eigen-
funktionen zum Dirichlet-Laplace Problem in ((13.19) enthalt.

Weil
{\/5 sin (nZa) }

ein vollstédndiges Orthonormalsystem fiir L? (0, a) und

neN+
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ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir L? (0,b) ist, folgt,
dass die Produkte ein vollstandiges Orthonormalsystem fiir
L*(Q) liefern.

Ahnliches gilt fiir hoherdimensionale ,,rechteckige® Gebiete

Q=(0,a1) % -+ %x (0,a,) CR" mit n > 3.

13.4.2 Die Kreisscheibe

Fiir Q = B;(0) C R? kann man versuchen Eigenfunktionen via
Polarkoordinaten zu finden. Fiir x = rcosf und y = rcos@
versucht man

p(r,0) := R(r)©(0)

o a 1[a\
— — 71_ - — -
Ay <T o or 12 (ae) ) 4

wird das Eigenwertproblem —Ap = pp so

und mit

(~R'0) = TRG)) 016) ~ RIS6) = kR(IO)

Dann folgt, wenn wir uns keine Sorgen bei Nullstellen machen:

,—R"(r) — %R’(’/‘) — uR(r) _ ©"(0)
R(r) o)

r

Links steht eine Funktion von r und rechts eine von 6. Weil 0
und r unabhéngig sind, muss dieser Ausdruck konstant sein:

LR() —pR() _,  ©'(0)
(

o —R'(r) — 1
R(r) CION

r
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Weil © periodisch sein muss, sind die moglichen (normalisier-
ten) Losungen

o) = \/%eme mit n € Z und A = —n”.

Weiter finden wir
r’R"(r) + R (r) 4+ (wr* —n®) R(r) =0 (13.20)
und als Randbedingung
R(1) =0.
Die Differentialgleichung in ist singulér in 0. Das heif3t,

dass die Koeffizienten bei Ableitungen 0 werden. Losungen
konnen da dann unbeschrankt werden. Fiir r = 0 sollen in
unserem Fall die Funktion R und auch ihre Ableitungen be-
schrinkt sein. Fiir n = 0 folgt so

R'(0) = lriﬁ)l (rR"(r) + R'(r) + urR(r)) =0

und dhnlich fiir n # 0, dass R(0) = 0.

Um explizite Losungen zu finden, geht man wie folgt vor:
Durch die Substitution s := \/ur und f(s) = f(\/ur) = R(r)
mit n = « folgt

S f'(s) 4+ sf'(s) + (s —a®) f(s) =0 (13.21)

Die Differentialgleichung in ist nach Bessel benannt
worden. Bei 0 beschrinkte Losungen von sind die
Bessel-Funktionen .J, mit o > 0. Diese Bessel-Funktionen
J,, kann man als Potenzreihe darstellen:

Ja(s) =D ((Tr::—)oz 1) G)ma‘

m=0
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Eine zweite unabhéngige Losung von (13.21)) hat jeweils eine
Singularitdt in 0. Dies und viele andere FEigenschaften von
Bessel-Funktionen werden in [13] vorgestellt.

Jede Bessel-Funktion J, mit o > 0 ist wohl-definiert auf
C und hat abzihlbar viele (einfache) Nullstellen auf R*, die

man notiert durch
O<ja,1 <ja,2<ja,3< s — O0.

Sei n € N fest gewihlt. Die Paare (R, ) € (C?[0,1],R),
definiert durch R(r) = Ju(jnxr) und g = j2 , erfiillen
r?R"(r) +rR (r) + (ur?* —n?) R(r) = 0 fiir r € (0,1)
R(1) =0, (13.22)
R beschrénkt auf [0, 1].

Es gibt auch keine unabhéngigen sonstigen Losungen, die
(13.22)) erfiillen und {.J,,(jnx") }cn+ ist ein vollsténdiges Sys-
tem, das orthogonal ist beziiglich

(L2 ((0,1),rdr), (-, >T) mit

(u,0), = /Olu(r)v(r)rdr.

Die Funktionen

{(T’ 0) = e, <jnvkr)}neN,keN+
sind Eigenfunktionen fiir

{ —Ap = e in Bi(0) C R?
=0 auf 0B (0).
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Kombiniert man ¢ und e~™? zu cos(nf) und sin(nf), dann

findet man reelle, orthogonale Eigenfunktionen
Oppe(r50) := cos(nb)J, (jnir) fir n € Nk e N,
Op.s(1:0) = sin(nb)Jy (jnsr) fiir n € N* ke NT.

Einige Skizzen solcher Eigenfunktionen findet man in Abbil-

dung [13.2

Die Eigenfunktionen sollte man normieren durch

1 2m
1= / lp|” dx = / / o (r,0)|° rdodr.
B1(0) r=0Jo=0

Die normierten Eigenfunktionen bilden dann ein vollstandiges
Orthonormalsystem fiir L?(B;(0)).

13.4.3 Die Kugel
Fiir B;(0) C R? verwendet man Kugelkoordinaten

x1 = rsinf cos Y
ZTo = rsinfsiny
T3 = 1 Ccos b

mit r € [0,1), 8 € [0, 7] und ¢ € [0, 27] und wird
J 4,0 1 0 9] 1 9 8)

1 .
Au = = (ET I + SmQ%st% + —(Sinﬁ)Q%%

Auch hier kann man Eigenfunktionen finden der Form
p (r,0,4) = R(r)0(0)¥(1)).

Dabei werden Bessel-Funktionen .J, erscheinen mit o = n+ %
und n € N.



152

Aufgabe 13.5 Welche Eigenwertprobleme erfiillen R, © und
U, wenn man Eigenfunktionen passend zu sucht? Ge-
ben Sie auch an, welches innere Produkt man jeweils verwen-
den muss fir das passende Orthonormieren von R, © und V.

Kapitel 13, Rechnen mit Fourier-dhnlichen Reihen

s NGEIAN
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\

Abbildung 13.2: Eigenfunktionen cos(nf)J,, (j,,r) fiir 0 < n < 4
und 1 < k < 8.
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