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ii
Vorwort

Dieses Skript wurde in online-Zeiten verfasst und enthéilt ein-
fache Aufgaben, die das selbststéndige Bearbeiten fordern
sollten. Manche dieser Aufgaben haben Késtchen, in dem Sie
selber die Aufgabe ausarbeiten konnen.

Die farbliche Markierung von Beispielen und Aufgaben soll-
ten helfen, diese verschiedenen Teile schnell zu erkennen.

Das Skript ist inspiriert durch [3] und [2]. Es wird sich loh-
nen, auch diese Biicher anzuschauen.
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Kapitel 1

Eine Einfiihrung

1.1 Lineare Algebra

Bei der Linearen Algebra hat man gelernt, dass man lineare
Abbildungen in endlich dimensionalen Rdumen wie R™ oder
C" studieren kann mittels Matrizen. Fir f € R” und A €
M™™ (R), kann man eine Losung u € R™ der Gleichung

Au = f (1.1)

finden, genau dann wenn f € Im (A) C R”, der Bildraum oder
Spaltenraum von A. Will man 16sen kénnen fiir jedes f €
R™, dann braucht man, dass Rang (A) = n. Der Rang einer
Matrix wurde definiert als die Dimension des Spaltenraums.

Will man auflerdem, dass die Losung u € R™ eindeutig ist,
dann braucht man, dass m = n. Wenn n = m = Rang (A)
gilt, dann gibt es eine inverse Matrix A=1 € M™*" (R) und
man findet die Losung von durch

u=A"f (1.2)

Um herauszufinden, ob A invertierbar ist, kann man die

Determinante det (A) berechnen. Es gilt
det (A) # 0 < A ist invertierbar.

Dies erklért die Existenz und Eindeutigkeit bei dem Problem
in (|1.1)), jedoch sollte ein wohl-definiertes Problem nach Ha-
damard die folgenden Eigenschaften haben:

Kriterien von Hadamard:

e Existenz: Es gibt mindestens eine Losung.
e Eindeutigkeit: Es gibt hochstens eine Losung.

e Stabilitit: Kleine Anderungen in den Daten geben kleine
Anderungen in den Lésungen.

Wie steht es mit dem dritten Punkt? Fiir diesen Punkt
miissen wir wissen, was klein bedeutet, das heifit, wir brau-

chen eine Norm ||-|| auf R™. Die zugehorige Matrixnorm auf
M™ ™ (R) wird definiert durch

1Al o = SUD {% Fer {0}} )
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Wenn A € M™*" (R) invertierbar ist, dann findet man, dass
wenn

Aug = fr und fr — f flir £ — oo,

dann folgt, dass {u},cy eine Cauchy-Folge ist in (R, [|-|).
Es gilt ja, dass

lug —well = [[A™fi = A7
= [|A (i = £
HA71HM—Norm ||fk - fZH :

IN

Weil Cauchy-Folgen in R™ konvergieren, existiert

Aufgabe 1.2 Welche Abbildungen sind linear?
Uso = LM wuy

k=ro0 1. f:R? = R? definiert durch
und es gilt 3z
[l y) = (ln <e—y> V@t 4 y3> :
e
|A (too — ur)|| + || fx — fooll 2. g: C — C definiert fiir x,y € R durch

<
< Al luoe = ukll + [1fx = fooll -

g (z+iy) =z —y.
Weil ||too — ug|| = 0 und || fx — fool| — 0 fiir & — oo, folgt,

. 2n n :
dass || At — fao| = 0, also Aus = fro. 3. AR — R" definiert durch

A(f1, fos s fon) = (Fifo, fofas -5 fonm1fon) -

4. 1:C10,1] — R definiert durch

Aufgabe 1.1 Sei V' ein Vektorraum iiber R. Welche Bedin- 1
gungen erfillt eine Norm auf V' ¢ I(f) = /0 f(z)dz.



1.2 Lineare Analysis
5. B:C10,1] — C[0,1] definiert durch

fl=x)
2 3

6. D:C'[0,1] — C[0,1] definiert durch
D(f)(x) = f'(z) +af (7).

Aufgabe 1.3 Die euklidische Norm |||, auf R™ ist definiert

durch
£l = /> FR

Man hat aueh | [}, = Yp_, |fel und |||l = max |f].

1<k<n

1. Berechnen Sie die besten Konstanten C;; € R firi,j €
{1,2,00} mit i # j derart, dass

If1l; < Cig llfIl; fiir alle f € R™.

2. Zwei Normen |||, und ||-||, heiffen dquivalent auf den
Vektorraum V', wenn es Konstanten ci,co € R gibt, der-
art dass

cllflle < AN < el flly fir alle f € V.

Zeigen Sie, dass auf R™ alle Normen dquivalent sind.

1.2 Lineare Analysis

Funktionalanalysis war in erster Instanz darauf gerichtet, die
linearen Funktionale in unendlich dimensionalen normierten
Vektorrdaumen zu erforschen. Inzwischen gibt es auch nicht-
lineare Funktionalanalysis, aber mit dieser werden wir uns
hier kaum beschéftigen.

Bevor wir uns in die Theorie stiirzen, werden wir uns einige
Beispiele anschauen, die die Differenz mit endlichen Dimen-
sionen zeigen. Auch einige Definitionen werden wiederholt.

In der Funktionalanalysis sind normierte Vektorrdume
(V.]|-l;;) und lineare Abbildungen zwischen solchen Raumen
der Anfang.

Definition 1.1 Seien Vi und Vs reelle Vektorraume. Der Ope-
rator A : Vi — V5 heifit linear, wenn

A(err + coy) = c1A(x) + Aca ()
fir alle ¢1,co € R und z,y € V7.

Definition 1.2 Seien (Vi,||ly,) und (Va,|-|ly,) normierte
Vektorraume, dann definiert man die induzierte Operator-
norm fir lineare Abbildungen A von Vi nach Vs durch

[Az]ly,

l2lly;

Al s { T e v 0}

Man zeigt sofort, dass diese Definition dquivalent ist zu
1Ay, v, = sup{||Am||V2 ;o € Vimit [Jzf]y, < 1}.

Definition 1.3 Fine lineare Abbildung A : Vi — V5 heifst
linear beschrdnkt, wenn || Ally, . < oc.



Meistens werden wir in linear beschrankt das Wort linear
weglassen. Wenn man das ,,beschrankt fiir Funktionen f :
R — R bei linearen Abbildungen verwendet, bleibt ja nur die
triviale Abbildung iibrig und das wére ja kaum sinnvoll.

Definition 1.4 Seien (Vi,||||;) und (Va, ||-||,) reelle normierte
Vektorrdume und Wy ein Teilraum von Vi. Fir den linearen
Operator A : Wy C Vi = Vs definiert man:

e Das Definitionsgebiet von A: Dom (A) = W;.
e Die Bildmenge von A: Range (A) = A(W)).
e Der Kern von A: Ker (A) = {z € Wy; Az = 0}.
Aufgabe 1.4 Wir betrachten
A:Dom (A) C C[0,7n] — C0,n]
definiert durch

AUM@:fm+AU@M&

1. Geben Sie das mazimal passende Dom (A) an.
Die Lésungen von Af = g sind, mit ¢ € R beliebig:

f(z) =ccos(x) + /01’ cos (z — s) g(s)ds.

2. Berechnen Sie Ker (A).

3. Berechnen Sie Range (A).

Woche 1, Eine Einfiihrung

Aufgabe 1.5 Die gleichen Fragen aus der letzten Aufgabe fir

AUM@=<N@+A%@M&

Warnung: diese Aufgabe verlangt Erfahrung in DGL.



1.2 Lineare Analysis

1.2.1 Inneres Produkt

Man kann R™ auffassen als n Kopien von R und dann R*>
als abzdhlbar unendlich viele Kopien von R. Eine natiirliche
Norm fehlt da jedoch. Eine Méglichkeit, wie man einen Raum
sogar mit einem inneren Produkt bekommt, findet man im
folgenden Beispiel:

Beispiel 1.5 Die einfachste Erweiterung von R"™ zu etwas wie
R> mit Norm ist (2. Man definiert (* als die Menge aller
Folgen x := {xy} e mit

E T3 < 00,

keNt

genauer gesagt, limpys_ s 211:1:1 x% konvergiert. Da x2 > 0 gilt,
15t ayp = Z£i1 x3 eine wachsende Folge und aus der Be-
schranktheit von {a '}, cn+ folgt die Konvergenz.

Der Vektorraum €* ist ein normierter Raum mit Norm ||-||,,

definiert durch:
A — 2
lell, = /3, . a2

Diese Norm ist die natiirliche Erweiterung der euklidischen
Norm auf R™. Man kann sogar ein inneres Produkt definieren
fiir €2, nédmlich

(z,y) == Z TkYk- (1.5)

keN+

Wenn x,y € (%, dann zeigt die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz, dass

[z, )| < [l [lyll, - (1.6)

In R? und R3 definierte man sich

Ty = T1Y1 + T2Y2 bzw.
Ty = T1Y1 + Ta2y2 + T3Y3

und fand fiir den Winkel a zwischen x und y die folgende

Formel mit ||-|| der euklidischen Norm:
Ty

cos(a) = ————

[l i

Allgemein ist ein inneres Produkt (-,-) auf einem reellen
Vektorraum V' eine Abbildung

(,): VXV =R,

mit einigen festgelegten Eigenschaften. Aus diesen Eigenschaf-
ten folgt, dass

=V =R,

definiert durch ||z|| = y/{z, x), eine Norm ist.

Aufgabe 1.6 Welche Eigenschaften muss ein inneres Produkt
auf dem reellen Vektorraum V haben?



Definition 1.6 Einen Vektorraum V mit innerem Produkt
(-,+) nennt man einen Prdhilbertraum.

Oft sieht man Skalarprodukt statt inneres Produkt. Da Ska-
larprodukt leider in der Literatur nicht einheitlich definiert ist,
verwenden wir den Begriff | inneres Produkt®. Skalarprodukt
wird manchmal ndmlich auch ohne die Positiv-Definitheit be-
nutzt.

Hat ein inneres Produkt diese Eigenschaften, so folgt fiir
die zugehorige Norm:

e Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

[z, )| < [l [ly]l fir alle z,y € V.

Woche 1, Eine Einfiihrung

e Die Dreiecksungleichung fiir einen Prahilbertraum:

[z +yll < [l + lly[| fir alle z,y € V.

Aufgabe 1.7 Sei V' ein reeller Vektorraum mait innerem Pro-
dukt (-,-) und induzierter Norm ||z|| := (z,z)"*. Beweisen
Sie die Ungleichung von Cauchy-Schwarz und die Dreiecks-
ungleichung. Hinweis: Betrachten Sie fiir Cauchy-Schwarz das
Minimum von t — (x — ty, x — ty).

Aufgabe 1.8 Wir betrachten auf (€%, |-||,) einige Abbildungen.

1. S : 02 — % definiert durch
S(Il,xg,...> = (0,1’1,1‘2,...).

Zeigen Sie, dass S eine Linksinverse hat, aber keine
Rechtsinverse.

2. Fiir welche o € R ist T, = [ + .2 a*S* definiert
als Abbildung auf (*? NB: Fiir x = (x1,%s,...) hat man
S%(z) = S(S(x)) usw.; I ist die Identitit: I (z) = .

3. Fiir welche o« € R hat T, eine Linksinverse? Rechtsin-
verse?

4. Die Operatornorm ||-|| o, fir Abbildungen A : (> — (2
definiert man wie die Matrixnorm in . Berechnen
Sie ||S|l -

5. Kdnnen Sie ||T. ||, berechnen?



1.2 Lineare Analysis

6. Zeigen Sie, dass ||Ta]] o, < 1+k~| fir o] < 1.

7. Sei ey = (1,0,0,...). Zeigen Sie, dass ||T,e1] >
fir |of < 1.

1
V1—a?

1.2.2 Banachriume

Definition 1.7 Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum. Wenn
jede Cauchy-Folge in V' konvergiert in V, dann nennt man
(V. |I-ll) ein Banachraum.

Bemerkung 1.7.1 Statt Banachraum wird auch vollstindiger
normierter Vektorraum gesagt.

Definition 1.8 Ein Prdhilbertraum (V,(-,-)) der wvollstindig
ist beziglich der Norm ||u|| := /(u,w) heifit Hilbertraum.

Beispiel 1.9 Sei ((2,(-,-)) wie in Beispiel [1.3, Dies ist ein
Hilbertraum. Das zeigt man wie folgt: Sei {x(”)} C 0% eine
Cauchy-Folge, das heifst, fir alle e > 0 gibt es M. € N derart,
dass:

n,m> M, = Hx(n) - (1.7)

I, <e
Dann folgt, dass {a:,(:)} eine Cauchy-Folge in R ist und
neN

weil R wollstindig ist, dass z5° = lim,, x,gn) in R existiert.
Es bleibt noch zu zeigen, dass x> = (25°,25°,25°,...) € (*
und dass Hx(") — xOOHQ — 0.

1) Die Cauchy-Folge ist gleichmdfig beschrdnkt:

Fiir alle n > M; gilt wegen , dass

=, < fle = a2, + e, < 1+ [l ],

2) x> € (2

Weil x,(gn) — ¢ fiir n — oo gilt fiir jedes endliche K € N,
dass es n > My gibt derart, dass

K n)
>, @) <D ) s
(Ea ||2+1§( )"+ 1= L

also st die Summe gleichmdjf$ig beschrinkt und wir dirfen
K — 0o nehmen: ||| < VL < co.

3) 2™ — x> in (2

Fiir jedes K € Nt und n,m > M, gilt

K n m 2 n m
S (e el) < o e <2

Dann gilt auch, wenn wir m — oo nehmen, dass

K 2
(n) o0 < 22
Zk:l (Ik Tk ) =c

und weil dies unabhdngig von K ist, folgt Hx(”) — xOOH < e fir
n > M..

Beispiel 1.10 Der Vektorraum £°° ist definiert als die Menge
aller beschrinkten Folgen in R mit der tublichen Addition and
Multiplikation mit Skalaren. Mit |||, definiert durch

[z = sup ||
keN+

wird (02, ]-]],,) ein normierter Raum.



Aufgabe 1.9 Auch fiir (? ist ||-|| . eine Norm. Zeigen Sie, dass
Il und |||, auf €2 nicht dquivalent sind.

Aufgabe 1.10 Ist (¢, ||-||..) auch Banachraum?

Aufgabe 1.11 Man definiert die folgenden Unterrdume von
(€ - loo):

o c:={x € (*;lim,_ .z, existiert in R}.
o o :={x € (°;lim, oz, = 0}.
e coo:=x €l dne N mit xp, =0 fiir alle k >n

Ist (¢, I111.0): (cos 1) oder (con, I].0) Bamachraum?
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Aufgabe 1.12 Zeigen Sie, dass A : (€=, |-]|..) — (€%]|l,),
definiert durch (Az), = IJ%,C:E;C, injektiv und beschrankt ist.
Ist sie auch surjektiv?

In den Beispielen gab es ¢2 und ¢>*°. Man definiert fiir p €
[1,00) der Vektorraum ¢ als die Menge aller reellen Folgen
derart, dass

loll, = (X0 b)) <o)

Nachdem man gezeigt hat, dass ||-||, die Eigenschaften einer

Norm erfiillt, werden (fp, Il p) fiir p € [1, 00) normierte Vek-

torraume. Man kann sogar zeigen, dass sie Banachrdume sind.

Definition 1.11 Sei (V,||||) ein normierter Vektorraum und
seten U C W C V.. Man sagt, dass U dicht liegt in W, wenn
es fir allew € W und e > 0 einu € U gibt mit |ju — w|| < e.

Definition 1.12 Wenn ein normierter Vektorraum (V. ||-||) ei-
ne abzihlbare dichte Teilmenge hat, dann nennt man (V, ||-||)
separabel.

Aufgabe 1.13 Als Mengen hat man coy C €2 C cg C ¢ C .
1. Liegt coo dicht in (€2,]]),)?
2. Liegt (* dicht in (co, |||l o) ?
3. Liegt cop dicht in (co, ||-||.)?

Aufgabe 1.14 Ist (co, ||||.,) separabel?
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Aufgabe 1.15 Zeigen Sie: (€%,]|-||,) ist separabel.

Beispiel 1.13 Der Raum (>, ||-|| ) ist nicht separabel. Wenn
D = {37(”);71 € N*} eine abzdhlbare dichte Teilmenge wdre,
dann betrachte x*, definiert durch

(k)

o —1 wenn x,(f) >0,
o 1 wenn x;”” <O.

Es qilt x* € (> und

o -

OOZ!x;")—x; >1

fiir alle n € N*. Also kommt kein Element in D ndher als 1
zu x*. Fire € (0,1) ist die Definition nicht erfillt.

Aufgabe 1.16 Wir betrachten fiir Folgen x = {x}, e mit
i € R den Operator Acesaro, definiert durch

k
) 1
ACesarox =Yy = {yk}kej\ﬁ- mut Y = E nz;xn

Es folgt, dass x = Agl,,.y, wenn x; =y, und

xp =kyp — (k= D) yp_y flir k> 2.

1. Berechnen Sie klim (Acesaro®),, fiir zp = (—1)k+1.
—00
Zeigen Sie:
2. Agl.ist Links- und Rechtsinverse von Agesaro;

3. Acesaro + (loos I'los) = (loos [|]|o) st ein beschrinkter
Operator,

4. Acesaro (¢) C ¢ mit ¢ der Teilmenge in ly, der konvergen-
ten Folgen.

5. Ist (Acesaro) "t (Loos ]lo0) = (oo, I|l) wohl-definiert?

Aufgabe 1.17 1. Zeigen Sie, dass

AC’esam : (627 ||H2) — (627 ||||2>

ein beschrankter Operator ist.
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Sei x € Uy definiert durch xy = %(—1)’€+1 fir k € N*.

Gilt 2 € Acusaro (12)?

Ist

(ACesam)il : (ACesaro (EQ) ) ||||2) — (ng “”2)

ein beschrdnkter Operator?

Woche 1, Eine Einfiihrung



Kapitel 2

Verallgemeinerte Normen

2.1 Distanz und Seminorm

Auf dem normierten Vektorraum (V ||-||) kann man direkt eine
Distanz definieren:

d(z,y) = ||z —y| firz,y e V.

Eine Distanz fiihrt jedoch nicht immer zu einer Norm, weil
die Homogenitét nicht gilt.

Definition 2.1 Fine Distanz auf der Menge X ist eine Ab-
bildung d : X x X — R mut folgenden Eigenschaften:

1. Positivitdt: fir alle v,y € X gilt

d(z,y) >0undd(z,y) =0<=x=y.

2. Symmetrie: fir alle x,y € X gqilt

d(z,y) =d(y,z).

11

3. Die Dreiecksungleichung gilt: fir alle x,y,z € X folgt

d(z,z) <d(z,y)+d(y,z).

Definition 2.2 Wenn d eine Distanz auf der Menge X ist,
heifit (X,d) ein metrischer Raum.

Definition 2.3 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wenn jede
Cauchy-Folge {x,}, .y C X konvergiert, dann nennt man
(X,d) ein Fréchet-Raum.

Die Folge {z,}, .y C X ist Cauchy in (X,d), wenn es fiir
alle € > 0 ein M, € N gibt derart, dass

n,m> M, = d(x,,z,) <ec.

Die Folge {x,},.y C X ist konvergent in (X, d), wenn es
Too € X gibt und fiir alle € > 0 ein M. € N derart, dass

n>M = d(r,, 1) <€
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Beispiel 2.4 Betrachten wir R*> als die Menge aller Folgen
{21} pens mit x, € R, dann ist

= _ mk—yk’
d(x = 2 ’“|— 2.1
(@)= > (2.1)

k

eine Distanz auf R*. Dies werden wir jetzt zeigen und dazu
betrachten wir

Diese Funktion ist wachsend, beschrinkt nach oben durch 1
und auferdem gilt fir s,t > 0:

t+ s t S

t p— p—
s = T T T s T 1 ts
t S
<t — F(t .
< s

Weil f(t) <1 firt e [0,00) ist die Formel in konver-
gent und deshalb wohldefiniert fiir alle x,y € R*°. Die ersten
beiden Bedingungen in Definition [2.1] sind sofort erfillt. Fir
die dritte Bedingung verwenden wir:
1) die Dreiecksungleichung fir |-|, ndamlich
|z — 2] < lzk =yl + |y — 2l

2) Dass [ wachsend ist und dies impliziert

ow — 2]) < f (loe — yel + lyk — 21l) 5

Woche 2, Verallgemeinerte Normen

3) Die obige Eigenschaft in der Form

f e = yil + lye = 2el) < F (loe = ynl) + f (e — 2l -

Damit ist die Dreiecksungleichung fiir d bewiesen.

Aufgabe 2.1 Gibt es eine Folge {ay}, .+ mit ap > 0 derart,

dass ||| : R>® — [0, 00), definiert durch
(o]
|2l = " ax o] oder ||z] = max ay |z
T keNTt

auf R*> eine Norm ist?

Definition 2.5 Sei V' ein reeller Vektorraum. Dann heifst p :
V —[0,00) eine Seminorm, wenn

1. p(z) >0 fir alle x € V;
2. p(tx) = |t|p(x) fir allex € V und t € R;

3. ple+y) <p(x)+p(y) firalex,yecV.

Besseres Deutsch wire wahrscheinlich Halbnorm. In den
meisten Sprachen wird jedoch ,semi“ verwendet.

Definition 2.6 Eine Familie {py; k € N} von Seminormen auf
V' heifit separierend, wenn aus py () = 0 fir alle k € N
folgt, dass x = 0.



2.1 Distanz und Seminorm

Lemma 2.7 Wenn {py;k € NT} eine separierende Familie
von Seminormen auf V' ist, dann ist d : 'V x V. — R, defi-
niert durch

eine Distanz fir V.

Beweis. Die Ideen fiir einen Beweis finden Sie in Beispiel
bei dem Sie verwenden, dass

pre(—2) <pe(r—y)+pe(y—2)

statt |z — 2| < |z — ye| + |y — 2k ]

Aufgabe 2.2 Zeigen Sie, dass {p,;n € NT}, fiir Folgen z €
R definiert durch p, (v) = Y 7_, |z;|, eine separierende Fa-
milie von Seminormen fiir R> ist.

Aufgabe 2.3 Sei R™ die Menge aller Folgen {xy} o+ mit
z € R und sei {p,;n € NT} wie in der letzten Aufgabe und
d wie in Lemma[2.7 Ist (R*®,d) ein Fréchet-Raum?

Beispiel 2.8 Sei [ C R ein beschrinktes Intervall. Mit C (1)
notiert man die Menge der stetigen Funktionen f : I — R.

Wenn I abgeschlossen ist und mehr als einen Punkt enthdlt,
also I = [a,b] mit a < b, dann ist (C |a,b] ) mit

[fllo = sup [f (z)]

z€la,b]
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ein normierter Vektorraum und sogar ein Banachraum.

Wenn I nicht abgeschlossen ist, zum Beispiel I = [a,b)
mit a < b, dann gibt es keine natirliche Norm fir C[a,b).
Defniert man {p,;n € Nt} durch

pn(f) = sup [f ()l

z€la,b—1/n]

und d wie in Lemmal[2.7, dann ist (C'[a,b),d) ein metrischer

Raum und sogar ein Fréchet-Raum.

Aufgabe 2.4 Sei f, () = 2" fir x € [0,1]. Zeigen Sie, dass
fn konvergiert in (C'[0,1) , d) und nicht in (C'[0,1], ||-||..)- Die
Distanz d st definiert mittels der Seminormen aus dem letzten
Beispiel.
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2.2 Stetige lineare Operatoren

In Definition [1.4] findet man, wie beschrénkte lineare Opera-
toren definiert sind.

Woche 2, Verallgemeinerte Normen

Theorem 2.9 (Linear beschrénkt ist stetig)
Seien (V4,||||;) und (Va, ||-|ly) normierte reelle Vektorrdume
und sei A : Vi — Vy linear. Dann gilt:

A ist linear beschrinkt <= A ist stetig.
Beweis. 1) (=) Wenn A beschrankt ist, dann nehme

0 =€ ([lAlly;o, + 1)

in der Stetigkeitsaussage und verwende die Linearitét:
Sei € > 0 und es gilt fiir ||z — y||, < d., dass

[Az = Ayll, = [|A(z = y)ll,

-1

141y, v,

e <€
ATy, vy +1

< Al v, Iz =yl <€

2) («<=) Wenn A stetig ist, dann auch in 0. Fiir beliebiges
e > 0 mit zugehorigem 6. > 0 gilt dann, dass

(o)
o,

und so [[Ally, .y, < ed ! u

1Az]ly = 62" |||l

\ < 6" all, =

Aufgabe 2.5 Sei ¢ und cog wie in Aufgabe[1.11. Betrachte A :
coo — ¢, definiert durch

A([El,l’g,l'g...) = (1’1,1‘1 +l’2,l’1 +ZE2+I3,...).
1. Zeigen Sie, dass

A (COQ, ||||oo) — (Cv HHoo)
wohldefiniert ist.
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2. A ist linear. Ist dieses A auch stetig?

3. Beantworten Sie die gleichen Fragen fiir

Az (coo, [I11) = (e 1Ml -

Theorem 2.10 Seien (V1,]-||,) und (Va, ||-||,) normierte reelle
Vektorrdume und sei BL (Vi;Va) die Menge aller beschrdnk-
ten linearen Abbildungen von Vi nach Vy. Dann gilt:

1. (BL (Vi;Va) |l ly, ) ist ein normierter Vektorraum.

2. Wenn (Va,||||,) ein Banachraum ist, dann ist auch
(BL (Vl;VQ),||-||V1_>V2) ein Banachraum.

Beweis. zu 1. BL (Vi; V3) ist ein Vektorraum mittels
(ClAl + C2A2> (l’) = ClAl (JI) + CQAQ (JI)
fiir alle Ay, Ay € BL (Vy; V).

Wir zeigen als néchstes, dass [|-[|;,_,, eine Norm ist:

a) [|[Ally. Ly, = 0und ||A]ly. _,,, = 0 impliziert, dass Az = 0
fiir alle x € V}, also, dass A = 0.

b) Sei t € R, dann gilt

tA
T —— {u e\ {0}}

]|
£l ]| Al
o {W € Vi\ {0} b = [t 1Al s -
1
¢) Ahnlich verwendet man die Dreiecksungleichung fiir |||,

und die Linearitédt des Operators, um die Dreiecksungleichung
fiir |||y, _y, herzuleiten.
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zu 2. Sei {A,}, oy eine Cauchy-Folge beschrinkter linearer
Operatoren. Dann folgt, dass fiir jedes x € V) gilt

[Anz = Apally < [[An = Al 2]y

und das bedeutet, dass {A,z}, .y eine Cauchy-Folge in V5 ist
und weil V5 ein Banachraum ist, ist {A,x}, .y konvergent: Es
gibt y, € Vo mit lim,, o || Anz — y.|| = 0. Definiere

Ao = Y.
Dieser Operator A ist linear:
Ay (c1m1 + cos) = TLILIEO A, (c1m1 + coe)
= lim (1 A,z + A, x0)

n—0o0

=c¢; lim A,z + ¢ lim A, 29 = 1A + o AT
n—oo n—oo

und beschrankt: Weil eine Norm stetig ist, folgt fiir x € V4,

dass
Azl = |

lim Anx) = lim ||4,z],
n—00 2 n—00

< 1 (Al lzll < (FAvlls v, + )l
Hier ist M; derart, dass fiir n,m > M; gilt, dass

[An — Anlly, Sy, < 1, und deshalb gilt fiir n > M; mit der
Dreiecksungleichung, dass

S 1 + ||AM1||V1—}V2 N

So folgt ”AOO||V14)V2 <1+ HAMIHV1~>V2' o



16

Beispiel 2.11 Wenn wir den Ableitungsoperator % betrachten
fiir Funktionen, die auf [0, 1] definiert sind, dann brauchen wir
differenzierbare Funktionen. Wohldefiniert ist zum Beispiel

d
—:C'[0,1] = C0,1].
4 otpay s ep)
In 0 und 1 ist hier die einseitige Ableitung gemeint.
Auf die Menge C1(0,1] der stetig differenzierbaren Funktio-
nen f:[0,1] — R ist die Standardnorm definiert durch

1l = sup |f' (z)] + sup |f(z)].
z€[0,1] z€(0,1]

Der Operator

% (0] o) = (€011, L)

mit || f[l o = supepo ) |f ()] st dann linear und beschrinkt:

d
’ d ”%fHC[o,l]
- = sup
dx C10,1]—C[0,1] 0#feC[0,1] HfHCl[O,l]
/
oy e

ozrectoy [/l + I1F e =
Man kann C' [0, 1] auch als eine Teilmenge von C [0, 1] auf-

fassen. Der Operator
d .
dr
18t noch immer linear, jedoch nicht beschrinkt. Man schreibt
in dem Fall:

(€0, 1] [Illse) = (€10,1], [1lo0)

d .
10,1 Cl0,1] = C o, 1]

Woche 2, Verallgemeinerte Normen

und
d
‘ d H@fHC[O,l}
dx clo,1]cclo,1]—»C0,1]  0#f€C1[0,1] ”fHC[O,l]
! k k -
ap W o g Mkeosth Mg o
0££€C1[0,1] [flle ™ kent [lsin(k )|l keN+

Aufgabe 2.6 (C'[0,1],]]-|,) wund (CH[0,1], [ c1py) sind
Banachriume. Zeigen Sie, dass (C*[0,1],[]-]|,) kein Banach-
raum 1st.

Beispiel 2.12 Man nennt eine Teilmenge €2 C R™ ein Gebiet,
wenn ) offen und zusammenhdngend ist.
Fiirp € [1,00) und Q ein Gebiet definiert man LP () als die



2.3 (Un)endliche Dimensionen

Menge aller Lebesque-messbaren Funktionenklassen f : € —

R derart, dass
1/p
LP(Q) = </Q ‘f|p d)\) < 0Q.

Zwei Funktionen fi und fo liegen in der gleichen Funktionen-
klasse f, wenn sie fast tiberall gleich sind. Das brauchte man,
damit |||y eine Norm ist. Da ein Integral Funktionen,
die fast iberall gleich sind, nicht unterscheidet, wire ||-| 1, q)
fiir Funktionen nur eine Seminorm. Genaueres findet man in
Analysis 3. Wenn Sie den Stoff nicht parat haben, dann lesen

Sie bitte
1/p
oy = ( / Lf(w)lpdw) < oo.

Fir f € C(Q) stimmen beide Integrale tiberein.

Auch L> (Q) wird definiert, ndamlich als die Menge aller
Lebesgue-messbaren Funktionenklassen mit

If1

11l oo ) = essg—zsup|f| < oo.

Fir f € C(Q), die stetigen Funktionen auf €, sind sup |f]|
und ess-sup fir die Klasse von |f| gleich:

11| zoe ) = sup [ f ()] -
z€Q

Aufgabe 2.7 Sei By (0) = {z € R"; ||z|| < 1} fiirn € NT, und
sei p € [1,00]. Wir betrachten fir o € R die Funktionen:

1. fi1: By (0) = R, definiert durch f; (z) = (1 — ||x||2)a,

17

2. fa: B1(0) = R, definiert durch fy (z) = ||z]|”.

fr e L7 (B1(0)) <= :
f2 € L7 (By(0)) <=

Ergdanzen Sie auch
f1 € L™ (B (0)) — ,
fo € L™ (B (0)) <~

Hinweis: vielleicht passt fir den Fall p € [1,00) irgendwo

-1 _
a)a>—undb)a>—n.
p p

2.3 (Un)endliche Dimensionen

Sei V' ein reeller Vektorraum und seien vq,...,v, € V. Man
definiert

Span {vy,...,v,} = {Z:Zl CrU; Cr € R}

und nennt dies die lineare Hiille von {vy,...,v,}. Sie ist ein
Untervektorraum oder Teilraum von V.

Definition 2.13 Sein € NT.

e in Vektorraum V heifit n-dimensional, wenn es
{v1,..., 0.} CV gibt, die

1. unabhdngig sind, und
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2. V aufspannen: V = Span {vy, ..., v,}.

e In dem Fall nennt man {vq,...,v,} eine Basis fir V
und schreibt Dim (V') = n.

Den Vektorraum V' nennt man endlich dimensional, wenn
so ein n € NT existiert. Wenn es so ein n nicht gibt, heifit V/
unendlich dimensional.

Aufgabe 2.8 Wann heifit {vy,...,v,} CV unabhdingig?
Wann wird V- durch {vy,...,v,} aufgespannt?

Definition 2.14 Zwei normierte Vektorraume (Vi, |-||;) und
(Va, |I-l,) heiflen homeomorph, wenn es eine bijektive linea-
re Abbildung A : Vi — Va gibt mit A und A™! stetig.

Theorem 2.15 Sei (V,||-||,,) ein endlich dimensionaler reeller
Vektorraum. Dann ezistiert n € N derart, dass (V. ||-||;,) ho-
meomorph ist zu (R™, ||-]).

Woche 2, Verallgemeinerte Normen

Beweis. Sei {v,...,v,} eine Basis fiir V und definiere die
lineare Abbildung A : R* — V' durch

A(zy,...,Tn) = x101 + -+ + TR0,

Weil {vy,...,v,} eine Basis fiir V' ist, kann man jedes v €
V' als eine solche Linearkombination schreiben und auflerdem
gibt es fiir jedes v nur eine solche Linearkombination. Das
bedeutet, dass A bijektiv ist.

Dass A linear beschrankt ist, folgt aus

[A @, wa)lly <zl floally + -+ ] loally

<
< (s ol ) sl

und A ist deshalb stetig.

Auch A~ ist linear und beschrinkt: Die Linearitéit von A
impliziert die von A~': Sei v(® = Az und v® = Az® so
folgt

A1 (cav(“) + cbv(b)) = A1 (can(“) + cha:(b))
= AtA (cax(“) + cbx(b)) = ¢,z + ¢z ®
= c, A" 1, A7 ®)

Der schwierigste Teil folgt als letztes, ndmlich zu zeigen,
dass A~! linear beschrinkt ist und dies beweisen mittels Wi-
derspruch. Wenn A~! nicht beschriinkt ist, dann gibt es nach
Definition eine Folge {v(k)}keN C V mit

|4~ O]

— 00. (2.2)
[v® 1y
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Man darf annehmen, dass ||A’lv(k) | # 0 und setzt

A~ 1
(k) — c R™.
x
[lA=To®]| ||
Es gilt Hx(k)H = 1 und wegen Bolzano-Weierstral hat

{x(k)}keN eine konvergente Teilfolge {x(km)}meN. Das bedeu-

tet, es gibt x> € R™ mit Hx(k’m) xOOH — 0. Es folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass

el 2 Jim ([l - [Ja - 2])
=1-— lim ||x (km)H =1.
m—00

Also folgt 2> # 0. Weil A linear und stetig ist, gilt wegen

, dass

| A2 = Jim ||z = Jim H JAToln] H
lim HU kM)H

S =0€ V.
e AT 0

So findet man, dass Az> = 0 fiir z*° # 0 und dies widerspricht
der Injektivitét. [ ]

Korollar 2.16 Fiir endlich dimensionale reelle Vektorrdume
sind alle Normen dquivalent.

Beweis. Wenn V' Dimension n hat, verwenden Sie, dass

(V. []-ly) und (V, ||-||,) homeomorph zu (R™, ||-||) sind. n
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Aufgabe 2.9 Geben Sie einen detaillierten Beweis dieses Ko-
rollars.

Definition 2.17 Sei (V, |-||;,) ein unendlich dimensionaler re-
eller Banachraum. Dann heif$t

{vn;n € N+} cV

eine Schauderbasis fir V, wenn fir jedes v € V eine ein-
deutige Folge {x,},cn+ C R existiert derart, dass

. m
lim Hv— E Ty Un,
m—o0 n=1 Vv

=0.

Aufgabe 2.10 Geben Sie eine Schauderbasis an fiir:

D (@ 00,) 2) (¢, 1) 3) (cos Il -
Fiir ¢y siehe Aufgabe [1.11]
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2.4 Kompakte Mengen

In den néchsten drei Definitionen ist (V, [|-||;,) ein normierter
reeller Vektorraum und K eine Teilmenge von V.

Definition 2.18 Die Menge K heifit folgenkompakt, wenn
jede Folge in K eine Teilfolge hat, die konvergiert zu einem
Element von K.

Es gibt auch die Definition fiir iiberdeckungskompakt. Man
sagt {O;},c; liberdeckt K, wenn

Uie] OZ O K.

Definition 2.19 Die Menge K heifit tiberdeckungskom-
pakt, wenn jede Uberdeckung {O;},.; von K mit offenen Men-
gen eine endliche Teilmenge {O;, },-, besitzt, die K schon
tiberdeckt.

Fiir einen metrischen Raum sind beide Definitionen &qui-
valent und es wird nur das Wort kompakt verwendet. Es gibt
auch den Begriff prikompakt:

Definition 2.20 Die Menge K heifit prakompakt, wenn fiir
jedes € > 0 endlich viele Kugeln B, (v;) existieren derart, dass

Uia B. (v;) D K.

Lemma 2.21 Sei (V,||-||,/) ein normierter reeller Vektorraum
und set K C V. Die Menge K ist prdkompakt und abgeschlos-
sen, genau dann, wenn K kompakt ist.

Woche 2, Verallgemeinerte Normen

Beweis. =) Sei {O;},_; eine offene Uberdeckung von K. Wenn
K priakompakt ist, ist auch jede Teilmenge von K prakom-
pakt. Weil K prakompakt ist, gibt es fiir jedes £ € N eine
Uberdeckung {By-x (v;4)}7%, von K, bei der wir annehmen
diirfen, dass By-« (v;%) N K # 0. Wenn By (v,) N K fiir
jedes j € {1,...,ni} in der Vereinigung endlich vieler O; lie-
gen wiirde, wéren wir fertig, denn dann wiirde K iiberdeckt
werden von diesen endlich vielen O;. Nehmen wir an, dies ist
nicht der Fall und zwar fiir jedes k& gibt es ein solches ji, bei
dem By-r (v, ) unendlich viele O; braucht. Fangen wir an
bei k = 1.

e Es hat Vi1 mit Bl/g (Ujl,l) NK 7é @ und Bl/2 (Uj1,1) NnK
liegt nicht in der Vereinigung von nur endlich vieler O;.

o Es hat vj,o mit By (vj,2) N Bija (vj,1) N K # 0 und
B4 (vj,2) N K liegt nicht in der Vereinigung von nur
endlich vieler O;.

e Und so weiter.

Die Folge {vj, i} ist Cauchy und weil es z, € K
gibt mit ||vj, r — x| < 27% und K abgeschlossen ist, gilt
limy oo Uk = Voo = limp oo 7 € K. Weil K von {O;},.,
iiberdeckt wird, gibt es iyp € [ mit v, € O;, und weil O,
offen ist, gibt es B, (Vo) C O, Weil limy_o0 v, x = Voo gilt,
folgt fiir k& gentigend grof}, dass By« (5, %) C Bey (Vo) C Oiy,
ein Widerspruch.

<) Wenn K kompakt ist, dann konvergieren Cauchy-Folgen
in K und das heift, K ist abgeschlossen. Uberdeckungs-
kompakt sagt, dass endlich viele Kugeln schon reichen fiir die
Uberdeckung. [
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Theorem 2.22 Sei (V,||||,,) ein normierter reeller Vektor-
raum. Dann sind dquivalent:

o V ist endlich dimensional.

e Die abgeschlossene Einheitskugel {v € V;||v|,, < 1} wvon
V' ist kompakt.

Beweis. Zur Erinnerung: Eine Teilmenge K eines normierten
Vektorraums heiffit kompakt, wenn jede Folge {U(k)} ren C K
eine in K konvergente Teilfolge besitzt. Aulerdem schreiben
wir B, (w) ={v e V;|lv—w|, <r}.

(=) Diese Richtung folgt aus Theorem [2.17]

Sei A : 'V — R" ein Homeomorphismus. Man zeigt direkt,
dass

K = A(B;(0)) CR"
beschriankt und abgeschlossen ist in R™. In R™ impliziert
beschrankt und abgeschlossen die Folgenkompaktheit. Fiir
{v k)}k n C B1(0) gilt {Av }k y € K und diese Folge hat
eine konvergente Teilfolge:

lim Av*m) = 2> e K.

m— 00

Dann gilt wegen der Stetigkeit von A~! auch:
lim v®) = lim A7'Av®m) = A7! lim Ap®m)

m—r0o0 m—o0 m—r0o0

= A 1g®® € B (0)

(<) Man kann Bj (0) mit endlich vielen Kugeln By (py) mit
pr € By (0) iiberdecken. Man nehme p; € By (0) beliebig und
man wahlt iterativ fur k& > 1:

pk+1€B1 \U1<m<k DPm) -
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Diesen Schritt kann man nur endlich oft machen. Denn sonst
wire {pi}peny € Bi(0) eine Folge ohne konvergente Teilfolge,
weil ||px — pm|| > 1 fiir alle & # m. Es gibt also £* € N mit

{p1,...,pr-} € B1(0) und
B (0) C U1§m§k* By (pm) - (2.3)

Wir setzen V, = Span {p1, ..., pg+} und behaupten V = V..
Dies beweisen wir durch Widerspruch und nehmen an, dass
v eV \V, existiert. Sei f: V., — R definiert durch

fw) = lv—wl.
Es gilt f(0) = ||v|l,, > 0 und fiir ||w||,, > 2||v||, folgt mit der
Dreiecksungleichung, dass
fw) = llw=olly = [lwlly = lvlly = [lvlly, = £(0).  (24)

Weil K := V. N By(0) endlich dimensional, beschrinkt und
abgeschlossen ist und weil f stetig ist, hat f ein Minimum auf
K, das wegen (2.4) sogar ein globales Minimum auf V, ist.
Nennen wir eine solche Minimalstelle w,. Es gilt f (w,) > 0,
denn f (w,) = 0 bedeutet v = w, € V., ein Widerspruch. Also
gilt fiir alle w € V,, dass

o —wlly > o~ wlly > 0.

Es gilt also auch fiir 1 < m < k*, dass

v=w, = o = wlly a2 o~ willy

und dies ergibt

1

e > 1 fiir alle m € {1,...,k"}.

\%4

— Pm

lv —=w.lly,
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Weil =% ¢ B, (0), widerspricht es der Uberdeckung in

lv—wy HV

23). .

Aufgabe 2.11 Sei V = Span{vy,...,v,} ein Vektorraum mit
Norm ||-||;,. Sei A:R™ =V definiert durch

A(xy,... ) = x101 + -+ - + Tp0,.
Definiere K := {x € R"; ||Az||,, < 1}. Zeigen Sie:

Dim (V) =n < K ist kompakt.

Woche 2, Verallgemeinerte Normen




Kapitel 3

Das Auswahlaxiom und Hahn-Banach

3.1 Ordnung und Auswahlaxiom

Fir z,y € R und =z # y, gilt entweder x < y oder y < .
Auf R? kann man definieren, dass (z1,72) < (y1,%2) bedeutet
x1 <y und xo < s, jedoch sieht man sofort, dass nicht fiir
alle nicht-identischen Paare gilt, dass z < y oder y < z, sogar
nicht, dass < y oder y < x.

Definition 3.1 (Partielle Ordnung) Die Menge P hat eine
partielle Ordnung =, wenn fir alle x,y,z € P gilt:

1. v 2 x;
2. x 2y und y X x impliziert, dass v = y;
3. x 2y und y = z impliziert, dass v =< z.

Definition 3.2 (Totale Ordnung) Die Menge P hat eine to-
tale Ordnung <, wenn = eine partielle Ordnung ist, fir die
aufSerdem gilt:

4. x 2y odery = x fir alle x,y € P.
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Sei P eine partiell geordnete Menge.

e Ein Element s € P heifit Oberschranke fiir K C P, wenn
z < s fir alle z € K.

e Ein Element 2 € P heifft maximal, wenn kein y € P\ {z}
existiert mit z <X y.

Theorem 3.3 (Das Lemma von Zorn) Jede partiell geordnete
Menge P, in der jede total geordnete Teilmenge eine Ober-
schranke in P hat, hat mindestens ein maximales Element.

Abbildung 3.1: Partiell geordnete Punkte mit 5 maximalen Ele-
menten



24

Aufgabe 3.1 Definiere < auf R? durch
(21, 22) 2 (Y1,92) © 21 <Y1 und x3 < Y.
1. Zeigen Sie, dass dies eine partielle Ordnung auf R? ist.
2. Beschreiben Sie alle total geordneten Teilmengen von R2.

3. Betrachte By (0) C R? mit dieser Ordnung von R?. Wel-
che sind die maximalen Elemente von By (0).

Woche 3, Das Auswahlaxiom und Hahn-Banach

Theorem 3.4 (Maximalititsprinzip von Hausdorff) Sei P
emne durch =< partiell geordnete Menge und set K C P
eine durch =< total geordnete Menge. Dann existiert min-
destens eine grofite durch =< total geordnete Menge K, mit
KCKyCP.

Das Lemma von Zorn ist dquivalent zu dem Maximalitéts-
prinzip von Hausdorff, und auch mit dem Auswahlaxiom:

Axiom 3.5 (Das Auswahlaxiom) Fiir jede Menge nichtleerer
Mengen gibt es eine Auswahlfunktion.

Definition 3.6 Fir A ={A;;i € I} mit A; eine Menge fiir je-
des i in der Indexmenge I, heifst f eine Auswahlfunktion,
wenn es fir jedes i € I ein a; € A; existiert mit f (A4;) = a;.

Theorem Theorem und Axiom sind Aquivalent
und das koénnte ein wenig verwirrend sein. Ein Axiom kann
man nicht beweisen (und ist bis jetzt nicht widerlegt worden),
es sei denn, man nimmt stattdessen ein anderes Axiom an. In
diesem Fall kann man eine dieser drei Aussagen annehmen
und die beiden anderen daraus folgen lassen. Das bedeutet
nicht, dass man fiir die Existenz eines maximalen Elements in
einer geschickten Teilmenge von R? mit der obigen Ordnung
das Auswahlaxiom braucht, denn das geht auch ohne. Wenn
man das Axiom annimmt, dann folgt jedoch, dass das Lemma
von Zorn bei jeder beliebigen partiellen Ordnung anzuwenden
ist.

Wir werden die Aquivalenz dieser drei Aussagen nicht be-
weisen.
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3.2 Hahn-Banach analytisch

Sei V' ein Vektorraum iiber R.

Definition 3.7 Eine Funktion p: V — R heifst
1. subadditiv: p(x +y) < p(z)+p(y) fir alle z,y € V,
2. 1-homogen: p (tx) = tp (x) fir alle x € V und t > 0.

Bemerkung 3.7.1 Eine Funktion f : V — R heifst konvex,
wenn fir alle x,y € V und 6 € (0,1) gilt, dass

flz+(1=0)y) <Of(x)+(1—-0)f(y).

Wenn p Definition [3.7 erfillt, dann ist p konvez, denn fiir
alle x,y € V und 6 € (0,1) gilt:

pz+(1—0)y) <p(0z)+p((1—0)y)
=0p(z)+(1-0)p(y).

Beispiel 3.8 Die folgenden Funktionen haben diese beiden Fi-
genschaften:

1. Fir (V,||-||) ein normierter Vektorraum iiber R die Norm
Il : V = R.

2. Fir R die Funktion p (x) = 2|z| + x.

3. Fir (V,d) ein metrischer Raum mit Q eine beschrdankte,
offene und konvexe Menge mit 0 € (), nehme

p(z):=inf {A>0;\""z € Q}.

Bemerke, dass wenn (V,|]]) fir Q = By (0) dies genau
die Norm liefert.

Aufgabe 3.2 Sei (V, (-,-)) ein reeller Hilbertraum und sei w €
V' mit [|Jw|| = 1. Fir welche ¢ € R erfillt p. : V — R definiert
durch

pe (v) = ||v]| + ¢ [(v,w)]|
die Bedingungen in Definition [3.7?

Abbildung 3.2: Skizze zu Hahn-Banach

Theorem 3.9 (Erweiterungssatz von Hahn-Banach) Sei V'
ein Vektorraum tiber R und sei p : V. — R eine Abbildung
mit den Eigenschaften in Definition[3.7. Sei Vi ein Teilraum
von V und sei f: Vo — R ein lineares Funktional mit

f(x) <p(z) firallex e V. (3.1)

Dann existiert mindestens ein lineares Funktional f : V — R,
das f erweitert, mit

—p(—2) < f(z) <p(x) firalex€V. (3.2)
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Bemerkung 3.9.1 Die Funktion f :V — R mit Vo CV heifst
eine Erweiterung von f : Vo — R, wenn f (x) = f (x) fir alle
r e V.

Beweis. Wenn V) = V' gilt, dann ist wenig zu beweisen, denn
(3.1) impliziert f(—z) < p(—=x) fir alle z € V und dann
auch, weil f linear ist, dass

—p(—x) < —f(—z)=f(x) firallexz € V =1V,

Schritt 1. Nehmen wir also an, dass V # V gilt. Dann gibt
esx; € V\Vyund

Vi ={x+txy;z € Vp,t € R}
ist echt grofler als V. Fiir z,y € V; gilt auBlerdem, dass
fa)+fy)=fat+y) <plr+y) <ple—z)+p(r+y).
Also folgt fiir alle x,y € V;
fl@)—ple—a) <plai+y) - fy). (3.3)

Die rechte Seite hangt nicht von x ab, und das bedeutet, dass
B € R wohldefiniert ist, man nehme y = 0, durch

Bi=sup{f(z)—plx—a1)} <p(x1).

zeVy

Es folgt sogar, dass fiir alle x,y € V;
f@)—plx—2)<B<plxi+y) - fy). (3.4)

Schritt 2. Man erweitert f : V; — R nach f; : Vi — R
durch

fi(z+txy) = f(x)+ pt fiir z € Vo und t € R.
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Man zeigt direkt, dass die Funktion f; linear ist, weil die Zer-
legung eindeutig ist und beide Teile linear sind. Auch findet
man fi (z) < p(z) fur alle z € V;. Das letztere folgt fiir t =0
direkt aus . Fiir t > 0 findet man es wie folgt: Die Un-

gleichungen in (3.4) implizieren

() (Gmm)) =otlo(ne?) =1 (7))

und aus der Linearitét von f und der Homogenitét von p folgt,
dass fiir alle z € Vo und t > 0

fla) =p(r—te) < Bt <p(x+txy) - f(2).

Dies impliziert fiir ¢ > 0 und z € Vj, dass

fi(e—ta) = f(x) = Bt <p(a —tx),

Das Funktional f; ist also eine Erweiterung von f nach V; mit
fi(x) <p(z) firalle z € V.

Schritt 3. So kann man f erweitern zu einem linearen Funk-
tional f; auf dem strikt grofleren Teilraum V; und, wenn
Vi € V, auf einem Teilraum V5, mit V3 C Vo, C V, und trotz-
dem die Ungleichung in erhalten.

Sei nun P die Menge aller Paare (V;, ¢;) mit V; D Vj einem
Teilraum von V und ¢; : V; — R ein lineares Funktional
derart, dass

¢; (x) = f(x) fir alle z € V,
¢; (x) < p(z) fir alle x € V;.

)

Man kann P wie folgt (partiell) ordnen:
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wenn Vi C Vj und ¢; (x) = ¢; (x) fir x € V;.

Mit dem Maximalitatsprinzip von Hausdorff folgt, dass es
ein (Vinax, Pmax) € P gibt derart, dass Vj C Vipax C V, dass
Gmax €ine Erweiterung von f auf V., ist, und ¢, (z) < p(x)
fiir alle z € Viax. Wenn Vi, # V ist, dann kénnen wir z, €
V'\ Vinax finden, und wie im zweiten Schritt die Funktion ¢
erweitern auf

max

Vinax+1 = { + tx;x € Vipay und ¢ € R} .

Dies widerspricht dem Maximalitédtsprinzip, also gilt V. =
V. |

In dem Fall, dass (V,|]|) ein normierter Vektorraum ist,
und p (z) = ||x||, liefert Hahn-Banach das folgende Ergebnis:

Theorem 3.10 (Funktionalerweiterung) Sei (V,||-||) ein nor-
mierter Vektorraum tber R und sei f eine stetige lineare Ab-
bildung auf dem Teilraum Vy. Dann kann man f erweitern zu
einer stetigen linearen Abbildung f : V — R mit der gleichen
Norm:

HfHL(V;]R) = zeaﬁf“:l ||f(x)||
= sup | f(x)|| = HfHL(VO;]R)'
z€Vp,||z||=1

Beweis. Eine stetige lineare Abbildung ist beschrankt und da-
her gilt:

f @) <p (@)= [ fllLwpm ] firalle z € V.
Die Abbildung p erfiillt Definition [3.7] u
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Korollar 3.11 Sei (V. ||-||) ein normierter Vektorraum iber R.
Dann gibt es fiir jedes Paar x,y € V mit x # y ein stetiges
lineares Funktional ¢ : V — R mit ¢ (z) # ¢ (y).

Beweis. Betrachte Vy = {t(x —y);t € R} und definiere f :
Vo & R durch f(t(x—y)) = t und p : V — R durch
p(2) = rEL Dann gilt f (¢ (z — ) = £ < |t = p(t (z — ).
Eine lineare Erweiterung von f auf V, deren Existenz durch
Hahn-Banach gegeben ist, gibt uns ¢. Weil ¢ (z) — ¢ (y) =

¢(r—y)=f(r—y)=1,folgt ¢ (x) # ¢ (y). u

Korollar 3.12 Sei (V, ||-||) ein normierter Vektorraum iber R.
Dann gibt es fir jedes x € V' ein stetiges lineares Funktional
¢ V = Rmit ¢, (x) = ||z und [|¢,] =1.

Beweis. Wenn = = 0, dann ersetze x durch ein beliebiges
T # 0. Fir © # 0 betrachte Vy = {tx;t € R} und definiere
¢ : Vo — R durch ¢ (tz) = t||z]|. Dieses ¢ ist linear und es

gilt
|9 ()]
= Su =
||¢||VO—>]R t;ég Hth
Nehme p (v) = ||v|, bemerke ¢ (tz) < p(tz) und erweitere
dieses ¢ mit Hahn-Banach zu ¢, : V — R. |

Aufgabe 3.3 Zeigen Sie, dass eine stetige lineare Abbildung
L: (> |l.) = R existiert derart, dass

o |L(x)| < |zl fir alle x € £ und,
e wenn fir x € > der Limes existiert, dann gilt

L(z)= nlgr;o Ty
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Hinweis: Existiert so ein L auf (c, ||-|| ) ?

Woche 3, Das Auswahlaxiom und Hahn-Banach

3.3 Hahn-Banach geometrisch

Definition 3.13 Sei V' ein Vektorraum und A C V. Wenn fir
jedes Paar v,w € A gilt, dass

[v,w] :={dv+ (1 =) w;9 €[0,1]} C A,

dann nennt man die Menge A konvewx.

Abbildung 8.3: Zwei konvexe Mengen A und B werden getrennt
durch ¢. Auf den Geraden ist ¢ konstant.

Theorem 3.14 (Trennung von konvexen Mengen) Sei

(V. Illy,) ein reeller normierter Vektorraum. Seien A, B
nichtleere, konvexe und disjunkte Teilmengen von V', dann
gilt:

1. Wenn A offen ist, dann gibt es eine beschrinkte lineare
Funktion ¢ : V — R und ¢ € R derart, dass

¢(a) <c< p(b) firallea€e A undb e B. (3.5)
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2. Wenn A kompakt ist und B abgeschlossen, dann gibt es
ewne beschrinkte lineare Funktion ¢ : V — R und ¢y, ¢y €
R derart, dass

d(a) <c1 <ca<@(b) firaleaec Aundbe B. (3.6)

Aufgabe 3.4 Man kann sogar in R? ein Beispiel finden, das
zeigt, dass die Bedingung ,A, B beide abgeschlossen®, nicht
ausreicht fir die zweite Folgerung. Geben Sie ein solches Bei-
spiel an.

Beweis. 1. Der erste Fall.
1) Wir nehmen ag € A und by € B und setzen vy = by — ay.
Dann definiert man die Menge

C={vw+a—bjac Abe B}.

Es gilt:

a) 0 € C: Man nehme a = ag und b = by.

b) C' ist offen: Wenn ¢ € C, dann gibt esa € Aund b € B
mit ¢ = vy + a — b. Weil A offen ist, gibt es € > 0 mit a €
B: (a) C A und dann auch

c=v9+a—be B.(vg+a—0b) CC.

¢) C ist konvex: Wenn ¢, ¢y € C, dann gibt es zugehorige
ai,as € A und by,by € B. Man findet ,,cy“mittels ,ay“und
nbﬁ“-

d) vo € C: Wenn vy € C, dann gibt es a € A,b € B mit
vg = vg + a — b. Dann folgt a = b € AN B und das ist ein
Widerspruch.
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2) Da 0 € C und C offen ist, gibt es g > 0 derart, dass
B., (0) C C und also auch By, (0) C g5 |Jv|| C. Diese Eigen-
schaft hilft uns eine homogene Funktion p : V' — R wohl zu
definieren durch

p(v) :=inf{\>0;0 € \C} <&t |0

Weil C' konvex ist, ist p subadditiv: Sei ¢ > 0, dann gilt fiir
jede x,y € V und € > 0, dass

1 1
ot el € ¢
Mit 9 = z#)(;r)i% gilt wegen der Konvexitét von C', dass

1 - 1 1
p(z)+p(y)+2¢ (JZ + y) - ﬁp(m)—&-_sx + (1 - ’19) my e C.

Dies impliziert, dass p(z+y) < p(x) + p(y) + 2 und weil
dies fiir beliebiges ¢ > 0 gilt, folgt

plr+y) <px)+py).

3) Auf Vy = {tvy;t € R} definiert man f (tvg) = t. Man
bemerke, dass

f(tvy) =t <tp(vg) = p(twy) filrt >0,
f(tvg) =t <0 <pl(tvy) firt <O0.

Dann kann man das Theorem von Hahn-Banach verwenden
fiir die Existenz einer linearen Funktion ¢ : V' — R mit

¢ (tvg) =t und —p(—v) < @ (v) < p(v) fir allev € V.

Weil |¢ (v)| < maxy [p(£v)] < g5 ||v]| gilt, ist ¢ linear be-
schrankt und deshalb stetig.
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4) Fiir a € A und b € B gilt
¢ (vo+a—"b) =0 () +d(a) o) =1+¢(a) —¢(b)
und weil vo +a — b € C und C offen ist, folgt
¢(vo+a—0b) <p(vo+a—>b) <l
Kombiniert man beides, so folgt ¢ (a) < ¢ (b). Definiere

c=sup¢(a)
acA

und man findet

¢(a) <c<o(b).
Weil A offen ist, gilt a + vy € A fiir ¢ > 0 und geniigend
klein. Daraus folgt

¢ (a) = ¢ (a+evo) — ¢ (cvo) =

dplatevy) —e<c—e<ec

Also gilt (3.5).
2. Der zweite Fall.
Man definiert

§=inf{||a—b||;a € Abe B} >0.

Dieses 0 ist sogar strikt positiv. Wenn 6 = 0 wére, dann
gibe es Folgen {a,},.y C A und {b,},.y C B mit
lim, o [[@n — bn|| = 0. Weil A kompakt ist, hétte {a,},cx
eine konvergente Teilfolge {ay,, }, oy mit a,, — a € A fiir
k — oo. Dann wiirde auch gelten, dass b,, — a € B fiir
k — oo, weil auch B abgeschlossen ist. Dies wére ein Wider-
spruch.

Woche 3, Das Auswahlaxiom und Hahn-Banach

Weil § > 0 gilt, ist A; := (J,c4 Bs (a) eine offene konvexe
Menge, und disjunkt mit B. Man kann den ersten Fall benut-
zen mit C' ersetzt durch

Cs={vo+a—bja€ As,b€ B}.
Man setze

¢1 :=max ¢ (a) und ¢y := sup ¢ (a).
acA a€As

Weil A kompakt ist, gibt es a,, € A mit sup,c4 ¢ (a) = ¢ (am)
und weil a,,, + %51}0 € As impliziert

¢ (am) + 16 = ¢ (an + 16v0) < sup ¢ (a),
a€As

folgt ¢1 < ¢o und fiir alle a € A und b € B, dass

pla)<er << (b)),

die Aussage in [3.6] [

Aufgabe 3.5

1. Zeigen Sie: Wenn A konves ist, ist auch A konver.

2. Geben Sie auch ein nicht-konvexes A an mit A konvexz.
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2. Gibt esv € (* mit A, = L aus Aufgabe ?

Aufgabe 3.9 (L' (—1,1),-||,) wird definiert in Beispiel[2.19
Zeigen Sie, dass eine stetige lineare Abbildung A
(L (=1,1), |I[l,) — R existiert derart, dass

o [A(f) < | fll, fiir alle f € L' (=1,1) und
o fiirp(x) =co+ c1r + cox® mit ¢; € R gilt
Ap) =p'(0) = c1.

Aufgabe 3.6 Sei L € BL((Vy, |]l,); (Va, |I]l5)) und sei A C
Vi konvex. Zeigen Sie, dass auch L (A) konvex ist.

Aufgabe 3.7 1. Ist A = {x € (?;||z]|, < 1} eine konveze
Teilmenge von (> ¢

2. Ist B ={x € (* x| <1} eine konveze Teilmenge von
0?2

Aufgabe 3.8 Sei v € (1. Man definiert
Ay = (M) = (R, [-])

durch A,x = lim Z:ﬁl VR

n—oo

1. Zeigen Sie, dass A, eine stetige lineare Abbildung ist und
berechnen Sie || Ayl oo g-
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Aufgabe 3.10 Sei x € (* definiert durch

_1)F
xk:( k‘) fiir k € NT.

Setze
Ay = Bsjs(z) = {y € & llx —yll, < 3}

und dhnlich Ay = Bsq (—x). Gibt es eine stetige lineare Funk-
tion f : (627 ||||2> - (R7 H); fd’l" die gilt

f(a) >0 firae Ay und f(a) <0 firae Ay?

Woche 3, Das Auswahlaxiom und Hahn-Banach



Kapitel 4

Dualraum, Konvergenz und Hilbertraum

4.1 Dualraum

Wenn nichts Anderes geschrieben wird, ist (V;||-]|) ein nor-
mierter Vektorraum in Abschnitt 11

Definition 4.1 Man nennt
V*i=BL((V,|I'); (R, [-])
den Dualraum von V. Dieser Raum (V*, ||-||,) mit
Av
jat. =sw { Kt e vy o1}

ist ein normaerter Vektorraum.

Der zweite Teil der Definition ist eigentlich eine Behaup-
tung, die man jedoch direkt zeigen kann.

Weil (R, |-]) vollstdndig ist, folgt aus Theorem [2.10, dass
(V*,]]-]],) fiir jeden normierten Vektorraum (V/||-||) ein Ba-
nachraum ist.
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Beispiel 4.2 Sei Q) C R"™ ein beschrdanktes Gebiet und betrach-
te den normierten Vektorraum <L1 (Q), H-HLI(Q)). Er ist so-

gar ein Banachraum. Fiir jede Funktionv € L* () kann man

b, : L' (Q) — R definieren durch

Man kann zeigen, dass ¢, € L' (Q)".

Gibt es fir alle ¢ € L' (Q)" ein v € L™ (Q) derart, dass
O =0¢,7

Ja, das kann man, aber der Beweis ist nicht einfach. Sie

finden ihn bei Steinhaudl]

Beispiel 4.3 Fir jede Funktion f € L'(Q) ist auch ¢; :
L> (2) — R wohldefiniert durch

¢ (v) = g f(z)v(x)de. (4.1)

'H. Steinhaus: Additive und stetige Funktionaloperationen, Math.
Zeitschrift 5 (1919), 186—221.
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Auch hier kann man zeigen, dass ¢ € L™ (Q)*. Gibt es fir
alle p € L>(Q)" ein f € L' () derart, dass ¢ = ¢;? Nein.
Ein Gegenbeispiel zu zeigen ist jedoch nicht einfach, wenn )
beschrdnkt ist.

Beispiel 4.4 Sei nunp € (1,00) und %—Fl = 1. Fir f € LP (Q))
ist ¢; € L7(Q)", wohldefiniert durch . Auch gibt es fir
jedes ¢ € L9 (Q)" ein f € LP (Q) derart, dass ¢ = ¢;.

Aufgabe 4.1 Zeigen Sie fir v € L () und ¢, aus Beispiel
dass ¢, € L' (Q)" gilt.

Aufgabe 4.2 1. Zeigen Sie, dass
o : {v € C(R); lim v(z) und lim v(x) e:m'stieren} —R

T—r00 T—r—00

wohldefiniert ist durch

M
¢@_J£&mw/
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2. Zeigen Sie, dass man dieses Funktional zu ¢ € L™ (R)"
erweitern kann.

3. Kann man fiir dieses ¢ eine Funktion f € L' (R) finden
derart, dass ¢ = ¢; wie in ?

Definition 4.5 Sei {v,}, .y C V und v € V. Wenn fir jedes
A e V* gilt, dass
lim Av, = Av,

n—oo
dann heifit die Folge {v,}, .y Schwach konvergent nach v.
Man sagt v ist der schwache Limes von {v,},  und man
schreibt
v, — v fiir n — oo.

Lemma 4.6 Sei {v,}, .y CV undv e V.
Wenn v, = v fiir n — oo, dann v,, — v fiir n — oo.

Das heif3t also:
Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.

Beweis. Sei A € V*. Dann gilt

lim |Av, — Av| = lim |A (v, —v)|

n—oo n—oo

< lim [JAJ|, flon — o]
< [[All, lim [jo, — o] =0
n—oo

und lim,, .o, Av,, = Av. []

Schwache Konvergenz ist auch wirklich schwécher als nor-
male Konvergenz, die man dann auch oft als starke Konver-
genz beschreibt. Ein Beispiel dazu sehen wir spéter.

Ahnlich mit starkem Limes ist, dass eine Folge auch nur
hochstens einen schwachen Limes haben kann:



4.2 Doppelt dual

Lemma 4.7 Sei {v,},.y C V und v,w € V. Wenn v, — v
und v, — w, dann qilt v = w.

Beweis. Sei v # w. In Korollar findet man, dass es ein
stetiges lineares Funktional ¢ € V* gibt, mit

¢ (v) # ¢ (w).

Wenn v, — v, dann gilt lim,, .o ¢ (v,) = ¢ (v) und dhnlich
gilt lim,, o0 ¢ (V) = ¢ (w), ein Widerspruch. n

Aufgabe 4.3 Wir betrachten (R",|-||) mit ||-|| der euklidi-
schen Norm.

1. Beschreiben Sie alle Elemente in (R")".

2. Geben Sie eine Norm an fiir (R")".
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4.2 Doppelt dual

Wenn man schon fiir einen normierten Vektorraum (V, [|-]|)
den normierten Dualraum (V*,||-||,) definiert, dann kann man
ja auch den doppelt Dualen (V**||-||,,) definieren. Dabei kann
man direkt fiir jedes v € V' einen Operator F, € V** finden,
ndmlich durch

F,(¢) = ¢ (v) fiir p € V™. (4.2)

Fir v = 0 folgt F, (¢) = 0 fir alle ¢ € V* und die triviale
Abbildung liegt in V**. Es gilt |¢ (v)| < ||¢||, ||v| und

Il = { 2o 2o e v

TalL
_ sup{’ﬁdfﬁz';o Lge v*} <lol. (@3)

Lemma 4.8 Sei (V,||||) ein normierter Vektorraum. Sei v €

V und F, € V** definiert durch . Dann gilt
1ol = NIl

Beweis. Fiir v = 0 folgt die Aussage direkt. Nehmen wir an,
|v]| # 0. Die Abschétzung nach oben findet man in (4.3).
Fiir die Abschétzung in der anderen Richtung definiert man
fv : Span (v) — R durch

fo (tv) =t|jv] firteR.

Mit Hahn-Banach kann man diese lineare Funktion mit Norm
1 erweitern zu ¢, € V* mit gleicher Norm und dies zeigt, dass
das Supremum in (4.3) angenommen wird fir ¢ = ¢,. [ |
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Weil (V**/||-]|,,) immer ein Banachraum ist, auch wenn
(V. |I-l) das nicht ist, weifl man, dass V** im Allgemeinen echt
grofer als V' ist. Anders gesagt, wenn (V, ||-]|) kein Banach-
raum ist, dann gibt es F' € V** die man nicht als F, fiir
v € V schreiben kann.

Definition 4.9 Sei (V. ||-||) ein Banachraum. Wenn fir jedes
FeV*™ einv eV existiert derart, dass

Fy () = ¢ (v) fir o € V7,
dann heifit (V,|]|) reflexiv.

Beispiel 4.10 o Firp € (1,00) ist <£p7 ||Hp> refleziv.
o (C1]1l)) und (£2,]]-||.) sind nicht reflexiv.

o (LT’ (Q), H-||L1,(Q)>, firp € (1,00) und Q C R™ ein Ge-

biet, ist reflexiv.
. (Ll (Q),H-HLL(Q)) und (L°° (Q), ||-|\Lm(m> sind nicht re-
flexiv.

Wenn der normierte Vektorraum nicht reflexiv ist, ist die
folgende Konvergenz interessant:

Definition 4.11 Sei (V. ||-||) ein normierter Vektorraum,
{Ontneny CV* und ¢ € V*. Wenn fiir jedes v € V' gilt, dass

Jim 6, (v) = 6 (0),

dann heifit die Folge schwach-+x konvergent in V* nach ¢.
Man schreibt
b, = ¢ fiir n — oo.

Woche 4, Dualraum, Konvergenz und Hilbertraum

Schwach-konvergent fiir eine Folge {¢,,}, .y C V* bedeutet,
dass
lim F (¢,) = F (¢) fir alle FF € V™.

n—o0

Wenn eine Folge schwach-* konvergent ist, dann bedeutet das

fiir F, in (4.2)), dass
lim F, (¢,) = F, (¢) fiir allev € V.

n—oo

Also gilt fiir ¢,,,¢ € V*, dass

by = b, = ¢, 0

Wenn (V, ||-]|) nicht reflexiv ist, dann ist schwach-* konvergent
schwicher als schwach konvergent.

Theorem 4.12 (Banach-Alaoglu) Sei (V) ||||) ein separabler
normierter Vektorraum. Dann hat jede beschrdinkte Folge von
Funktionalen {¢, }, .y C V™ eine schwach-x konvergente Teil-

folge.
Beweis. Beschrinkt heifit hier, dass ¢ € RT existiert mit
|l < cfurallen e N.

Separabel bedeutet, dass es eine abzihlbare dichte Teilmenge
S = {vm}en+ CV gibt.

e Wir werden Teilfolge {¢,, } pey fnden mit ¢, (vn) kon-
vergent fiir alle v,, € S durch ein sogenanntes Diagonalver-
fahren.

Weil {¢, (v1)},cn beschrénkt ist in R, gibt es eine konver-
gente Teilfolge und ¢, , (v1) = ¢1 =: ¢ (v1) fiir k — oco. Diese
Teilfolge hat wiederum ein Teilfolge mit ¢, , (v2) — ¢ =:
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¢ (vy) fiir k — 00. Und so weiter. Dann gilt fiir alle m € N7,
dass
By (Um) = & (0,) fiir b — 00 (4.4)

und ¢ ist wohldefiniert auf der dichten Teilmenge S von V.
Dann liefert ¢, = ¢,, , die gewiinschte Teilfolge.

e Wenn v,,,v, € S, dann folgt
6/(v) — 6 (w)] = Jim [, () — ., (00

< v — vl - (4.5)

= lim
k—o0

(bnk,k (Um - 'UZ)

Dies bedeutet, dass ¢ Lipschitz-stetig ist mit Konstante ¢ auf
S.

e Weil S dicht in V liegt, gibt es fiir jedes v € V eine Folge
{Vmy fpey Mit S 3 vy, — v fiir k — oo. Man definiert

¢ (v) = lim ¢ (vm,) (4.6)

und wegen ist die Erweiterung von ¢ auf V' nicht ab-
héngig von der gewéhlten Folge. Deshalb ist ¢ durch
wohldefiniert und auflerdem, wenn v,,, — v und v,, — w fiir
k — oo, dann folgt

6(0) = 6 (w)] = Jim |6 (vm,) — & ()]

< lim ¢ ||vm, — vn, || = c|lv —w]|. (4.7)
k—o0

Dies bedeutet, dass ¢ : V' — R Lipschitz-stetig ist mit Kon-
stante c.

e Die Linearitéit von ¢ zeigt man durch Approximation mit
by, , fur k geniigend grof}: Sei v,w € V und o, 8 € R. Fiir
e > 0 gibt es vi,, Vk,, Vg, € S mit

[o = v, [ lw = o, || [ (v + Pw) = vgy]| < e
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Man bekommt die folgenden Abschétzungen: Mit (4.7)) folgt:

|6 (aw + Bw) — ad (v) — B (w)] <
|6 (vks) — ¢ (vk,) — B¢ (k)| + (1 + || +B]) ce. (4.8)

Mit (4.4) folgt fiir k& geniigend grof}, dass fiir ¢ € {1,2,3} gilt

‘¢ (Vi) = Py, (k)

<e. (4.9)

Die Linearitdt von ¢, , zeigt

N

qbnk,k (ng) - Oégbnhk (Ukl) - 6¢nk,k (Uk2>

Dy, (Uky — QO — BUg,)

< vk, — v, = Por, | < e (L + ol +15]) e (4.10)
Kombiniert man (4.8)), (4.9) und (4.10]), so folgt
|6 (av + fw) — ag (v) = Bo (w)| < (1+ |a| +|8]) (2c+ 1) e

und weil € > 0 beliebig ist, die Linearitat. Aus (4.7) folgt
dann, dass ||¢||, < c.

e Wir miissen noch zeigen, dass ¢,, X . Fiir v, € S gilt
dies wegen der Konstruktion. Fiir v € V' \ S gibt es fiir jedes
e >0 ein v, € S mit ||[v — v,| < e. Es folgt, dass

O (0) = 0 (0)] < [0, (0) = ., (0| +
B (00) = 6 (0a)| + 16 (v0) = 6 (V)

< | (o) = & (00)] + 2.

+
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Weil | ¢, , (vn) — & (vs)| = 0 fiir & — oo gilt, folgt

lim sup
k—o00

Dy, (V) — @ ()| < 2ce

und weil dies fiir jedes € > 0 gilt, findet man
Proyo X ¢ fiir k — oo,

und das war noch zu beweisen. ]

Definition 4.13 Sei (V,||-||) ein Banachraum. Die Teilmenge
A C V heifit schwach folgenkompakt, wenn jede Folge
{vn}neny C A eine in A schwach-konvergente Teilfolge hat: Es
gibt v € A und {ng}, . mit

lim ¢ (v,,) = ¢ (v) fir alle p € V™.

k—o0

Wir haben Span definiert fiir endlich viele Vektoren, brau-
chen jedoch auch eine Definition fiir abzahlbar viele Elemente.

Definition 4.14 Sei (V,|-||) ein normierter Vektorraum und
S eine endliche oder unendliche Menge in V. Man definiert

Span (S) = {chsk;ck ER, s, €8S undn e N}.

k=1

Wenn (V. ||-||) ein Banachraum ist, nennt man Span (S) den
durch S generierten Teilraum von V.

Auch wenn S unendlich viele Elemente hat, ist die lineare
Hiille Span (S) die Menge der endlichen linearen Kombinatio-
nen von Elementen aus S, wiahrend Span (S) der Abschluss
von Span (.59) ist:

U={reVi3{fulyen CUmit lim ||f, — fIl =0}

Woche 4, Dualraum, Konvergenz und Hilbertraum

Proposition 4.15 Sei (V,||:||) ein normierter Vektorraum.
Wenn (V*,|-]],) separabel ist, dann ist (V,||-||) separabel.

Beweis. Sei F eine abzihlbare dichte Teilmenge in V*. Dann
liegt

Fo=A{f/IIfI s f e FA{0}}
dicht in {g € V*;||g||, = 1} und ist auch abzdhlbar, sagen wir

Fi= {fk}keN-
Weil || fi|l, = 1 findet man v, € V mit ||vg| = 1 und
fk (Uk) > %
Dann ist Vo := Span ({vx},cy) ein separabler Teilraum von

V. Fiir die Separabilitdt nehme man die Kombinationen in
Span ({vy},oy) mit rationalen Koeffizienten.

Wir zeigen, dass V = Vi: Wenn V' # V4, dann gibt es
v e V\ V. Fir

Vi ={v +t;vg € Vo und t € R}

definiert man g (vy + t0) = t||0]|. Dies ist ein beschrénktes
lineares Funktional auf V; mit Norm 1, das man mit Theorem
B.10] erweitern kann zu g € V* mit ||g[|, = 1.

Dieses g kann man wiederum approximieren mit Elementen
fr, aus Fi. Dann folgt mit vy, wie oben, dass

5 < frn W) = fr (Ok,) = G (0r,) < | fi, (Uk,) — G (v,,)]
<N few = 9l Mokl = 1 fv = gll, =0,
ein Widerspruch. ]

Als Korollar von Banach-Alaoglu und der letzten Proposi-
tion finden wir das néchste Ergebnis:



4.3 Hilbertraum

Korollar 4.16 Sei (V, ||-||) ein refleziver, separabler Banach-
raum. Dann ist die abgeschlossene Finheitskugel in' V' schwach
kompakt.

Aufgabe 4.4 Beweisen Sie dieses Korollar.

4.3 Hilbertraum

Wenn (H, (-,-)) ein Hilbertraum ist, dann hat die Norm |||,
definiert durch

[ull = v/ {u, u)
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eine Eigenschaft, die man auch das Parallelogrammgesetz
nennt:

«

Z Seitenlingen? = Z Diagonalldngen?® .
7 4 5

u

Abbildung 4.1: Illustration zum Parallelogrammgesetz

Lemma 4.17 (Parallelogrammgesetz) Sei ||-|| die induzierte
Norm fir den Hilbertraum (H,(-,-)), so gilt

2 |ull® + 2[v)|* = llu +v||> + |ju —v||* fir alle u,v € H.
Als néchstes werden wir einige Teilriume anschauen.

Lemma 4.18 Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und S eine endli-
che oder unendliche Menge in H. Dann ist

St :={ve H;{v,s) =0 fir alle s € S}

ein abgeschlossener Teilraum von H.
Man nennt S+ den Orthogonalraum zu S.
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Beweis. Dass S+ ein Teilraum von H ist, folgt aus
<O”)1 + ﬁv% S> = <U1a S> + /6 <U27 S>

fiir alle o, B € R und vy, vy € V. Dieser Raum ist sogar abge-
schlossen: Wenn lim,,_,c v, = v und v,, € S+, dann gilt wegen
Cauchy-Schwarz fiir s € S, weil (v,,s) = 0, dass

(v, 8)] = [(v = vn, )| < o —wnl| [|s]| =0,

fiir n — oo, also (v,s) = 0. u

Wenn V' ein Teilraum von H ist, dann gilt
Vnvt={o},
denn v € V NV bedeutet (v,v) = 0. Auch gilt
Vcv

mit Gleichheit im Fall, dass V' ein abgeschlossener Teilraum
ist.

Genaueres iiber Teilraum und dessen Orthogonalraum fin-
den Sie im néchsten technischen Theorem.

Theorem 4.19 Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und V' ein abge-
schlossener Teilraum in H. Dann gilt folgendes:

1. H=V & V=, bei dem @ bedeutet: fiir jedes h € H exis-
tiert genau ein Paar (zp,yn) € V X VL mit h =xp, + s

2. und fir die so wohl-definierten Abbildungen
P, .H—V mitpv(h)th,
Pyi: H = V* mit Pyi(h) =y,

hat man:

Woche 4, Dualraum, Konvergenz und Hilbertraum

VL

Yn

(a) Py, Py sind linear und stetig mit

||PV||H—>H ) ||PVJ-||H—>H < 1;
() b= Py ()] = inf [Ih— o] und
|h = Pyo(h)|| = yief‘l/fL A=yl

NB: Py nennt man die orthogonale Projektion auf V.

Beweis. Wir fangen hinten an. Sei » € H und {z,},.y € V
eine Folge mit

lh — z,|| = inf ||h — z|| =: d.
eV

Wegen Lemma [4.17] gilt
|20 = zll” = (b = 20) = (h = z)|I”

2 2 2
= 2||h_xn|| +2||h_xm|| _||2h_$n_xm||

2
Tp + T

— 2||h—xn||2+2\|h—:cm||2—4‘h

< 2|\ = x| + 2|k — 2| — 4d® — 0. (4.11)
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Dann ist {z,}, .y eine Cauchy-Folge und weil H ein Hilbert-
raum ist, ist {x,}, .y sogar auch konvergent und konvergiert
zu einem z,, € V', weil V' abgeschlossen ist.

Seien nun za und z, zwei solche Minimalstellen, dann gilt

dhnlich wie in (4.11)), dass
lza — 2o |® < 2[|h = zal* + 2|k — g |* — 4d® = 0

und es folgt xao = zy. Also gibt es ein eindeutiges zo, € V
mit
b~ o]l = inf [Ip ]
und wir definieren
Py (h) = 2. (4.12)
e Es gilt, dass h — Py (h) € V+, denn wenn es v € V gibt
mit (h — Py (h),v) # 0, dann folgt mit

t = <h_PV(h)7v> ER\{O}

2
o]

ein Widerspruch:

d* < ||h— Py (k) — tv|?
= || — Py (W)||* — 2t (h — Py (h) ,v) + ¢ ||v|”
= |[h— Py (B)|* = o] < .

e AuBerdem ist Py (h) das einzige Element von V' mit
h— Py (h) € V*:.
Wenn auch v € V' diese Eigenschaft hat, dann gilt

V3oPy(h)—v=(h—v)—(h—Py(h) eVt
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und weil V N V+ = {0}, folgt Py (h) = v.

Fiir jedes h € H gibt es also ein eindeutiges Paar (z,y) €
V x V+ mit h = x + y, ndmlich

x=Py(h) undy=h— Py (h).

Das zeigt H =V & V*.

e Py ist linear: Sei h = ¢1hy + coho mit ¢; € R und h; € H.
Weil
CIPV (hl) + CQPV (hQ) eV

und

h — (Clpv (hl) + CQPV (hg))
= (hl — PV (hl)) + Co (hg — PV (hg)) < VL7

und weil die Zerlegung eindeutig ist, folgt
PV (h) = Clpv (hl) + CQPV (hg) .
o |Pvlly_py < 1:Fir h e H gilt

IR[* = IIh = Py (B) + Py (B)]
= [lh = Py (WII* +2(h = Py (), Py (h)) + || Py (B)||”
= [lh = Py (W)° + |1 Py (W)

und ||Py (h)||* < ||h|]°. Dies zeigt iibrigens auch, dass fiir
Py=1—Py

gilt [Py || < 1.
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e Schlussendlich zeigen wir noch, dass

inf |5 — o] = [h—Pys (D). (4.13)
veV

Weil Py1 (h) € V-, folgt
inf ||h—v| <||h— Pyo(h)]. (4.14)
veVL

AuBerdem folgt fiir alle v € V+, dass
w:="h—Py(h) —veVt
So findet man, weil Py (h) € V, dass (w, Py (h)) = 0 und
1h = ol* = [lw+ Py ()]
= [[wl]* + 2 (w, Py (B)) + || Py (B)|
= [lwl* + 1By (W)* = [|Pv (h)]]*
= ||h = Py (B)*. (4.15)

Aus (£14) und (15) folgt (E13). .

Wenn V' = Span (a) fur |ja]| = 1, dann gilt
Py (h) = {(a,h)a und V*+ = {h € H; {a, h) = 0}.

Die Zerlegung ist eindeutig und es gilt (a, h) a € Span (a) =V
und h — {(a,hya € V*:

(h—(a,h) a,a) = (h,a) — {(a,h) |la]” = 0.

Aufgabe 4.5 Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und seien a,b €
H zwei unabhingige Elemente. Wir setzen V' = Span (a, b).
Geben Sie eine Formel fir Py (h).
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Theorem 4.20 (Der Darstellungssatz von Riesz fiir Hilbert-
rdume) Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Dann gilt:

1. Fir alle v € H ist u— (v,u) : H — R ein Element von
H*.

2. Fir jedes ¢ € H* gibt esv € H mit ¢ (u) = (v,u) fir
allevw e H.

Dieses Theorem besagt, dass man H und H* identifizieren
kann. In den néchsten Kapiteln werden wir das auch machen
und statt H* nur noch H schreiben.

Beweis. 1. Aus den Eigenschaften vom inneren Produkt folgt,
dass ¢, definiert durch ¢, (u) = (v, u), linear ist. Die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz zeigt die Beschrinktheit:

|6, (u)| = [(v, w)| < o] ||u]| fir alle uw € H.

Also gilt ¢, € H*.

2. Sei ¢ € H* und definiere V' := Ker (¢). Weil ¢ € H* gilt,
ist Ker (¢) ein abgeschlossener Teilraum von H. Fiir ¢ = 0
finden wir ¢ (u) = (0,u). Fiir ¢ # 0 gilt V # H und es gibt
a € V+ mit ¢(a) # 0. Wir diirfen annehmen, dass ||a| = 1.
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Es gilt Span (a) C V+ und wir zeigen, dass sogar
Span (a) = V*. (4.16)

Wenn es ein unabhiingiges b € V+ gibe, dann wiirde gelten,
dass

¢(¢(a)b—¢(b)a) =0,
und
Vs ¢g(a)b— ¢ (b)a e Ker (o) =V.

Weil V NV+ = {0}, folgt ¢ (a) b = ¢ (b) a und weil ¢(a) # 0
findet man, dass a, b abhéngig sind, ein Widerspruch.

Also gilt (4.16) und aus Theorem folgt dann, dass
H = Span (a) ® Ker (¢)

und weil
Pspan(a) (h)={(a,h)a
folgt
¢ (h) = ¢ (Pspan(a) (1)) + & (Pier(e) ()
= ¢ ({a,h)a) = (a,h) ¢ (a) = (¢ (a) a,h).

Setzen wir v = ¢ (a) a, so folgt ¢ (h) = (v, h). m

Aufgabe 4.6 Im obigen Beweis steht der Satz: Weil ¢ € H*
gilt, ist Ker (¢) ein abgeschlossener Teilraum von H*. Zeigen

Sie dies.
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Beispiel 4.21 Fiir den Hilbertraum (¢%,(-,-)) kann man nun
zeigen, dass schwache Konvergenz tatsdchlich schwdcher
ist als starke Konvergenz. Betrachte ndmlich die Folge

{:17(”)}%N C 2 definiert durch

() 1 firn=k.
Tk = On = { 0 firn#k.

Dieses 0, nennt man Kronecker Delta.

Man findet lim,,_,, :Egl) = 0 und das bedeutet, dass 0 € (? als
ewnziger Limes in Frage kommt. Weil jedoch Hx(”) — OH2 =1
qilt, konvergiert die Folge nicht. Sei ¢ € H*, dann gilt wegen
Riesz, dass v € H existiert mit ¢ (u) = (v,u) fir allew € H.
Es folgt, dass

o0
lim <v, .cr:(")> = lim E V0 = lim v, = 0.
n—oo n—oo k 1 n—oo

Also gilt x™ — 0 fiir n — oo.



Aufgabe 4.7 Wir betrachten den Hilbertraum
(L*(0,7),|||l,)- L*(0,7) ist die Menge aller quadratisch
integrierbaren Funktionen f : (0,7) — R und

i1~ ( [ ”f<x>2dx)l/2.

Geben Sie eine Folge an, die schwach konvergiert und nicht
stark, und zeigen Sie dies.

Aufgabe 4.8 Begriinden Sie, dass jedes ¢ € (£2)" wie folgt zu
schreiben ist:

o(x) = kaxk. (4.17)

Welche Bedingung erfillt {vy}.cn+ ?

Aufgabe 4.9 Sei p,q € (1,00) mit % + é = 1. Beweisen Sie
die Holder-Ungleichung fiir Reihen: Fir o € (P, € (9 gilt

9 oo 1/p 19 1/q
Z agf, < <Z |ak|p> (Z |5k|q> ‘
k=1 k=1 k=1
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Aufgabe 4.10 Seip,q € (1,00) mit 713 + % =1.

1. Zeigen Sie, dass mit v € {9 fiir die Abbildung ¢, = ¢,
definiert durch , gilt, dass ¢, € (¢P)" und, dass
1@l gy < [[0]]ga-

2. Zeigen Sie ||| gy = ||Vl mit Hilfe von ¢, (0) fir

. { vg/p wenn vy > 0,
Vi —

— |e|Y" wenn vy, < 0.

3. Firp e (1,00) ist (Ep, ||Hp> reflexiv. Zeigen Sie, dass es
fiir jede Abbildung ¢ € (€P)* ein v € (1 gibt mit %%—% =1

und ¢ als in .

4. Gibt es auch fir (¢, ||-]|..), dass fir jedes ¢ € (£>°)" ein
v € 0' existiert derart, dass

o (z) = Z V!
k=1

Schauen Sie Aufgaben und [3.§ nochmals an.



Kapitel 5

Gram-Schmidt und Lax-Milgram

5.1 Orthogonalisierung

Sei (V,]|-]]) ein separabler Hilbertraum. Dann existiert also
eine abzéhlbare dichte Teilmenge S = {v,},,.y. Kann man
eine Schauderbasis fiir V' finden? Der erste Schritt wire dann
dafiir zu sorgen, dass man eine unabhéngige Teilmenge von S
nehmen wiirde. Das bekommt man hin, indem man fiir jedes
k € N die Menge Sy mit Sy = {wg} betrachtet und dann
iterativ wie folgt vorgeht:

1. Wenn S} unabhéngig ist, dann betrachtet man als néchs-
tes Sk+l = Sk U {Uk+1}.

2. Wenn Sy abhéngig ist, dann betrachtet man als néchstes

Skr1 = (Sk \ {or}) U {vrsa }-

Dann ist S := Uren (Sk \ {vr}) abzéhlbar und derart, dass
jede endliche Teilmenge unabhéngig ist und auflerdem gilt,
dass

Span(S) = Span(S) =S = V.
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Man kénnte jetzt vielleicht S eine Basis fiir V nennen, denn
man kann jedes Element in V' durch endliche Linearkombina-
tionen von Elementen aus S approximieren. Das reicht jedoch
nicht, um S eine Schauderbasis zu nennen. Dazu dient das
folgende:

Algorithmus 5.1 (Gram-Schmidt) Sei S eine endliche oder
abzdihlbar unendliche, linear unabhdngige Teilmenge wvom
Hilbertraum (V, (-,-)). Also S = {uv};_, oder S = {vp} e+

1. Setze e = m
Weiter geht es iterativ nach k > 1:

2. Wenn {ey,...ex} bekannt ist, dann setze

Uk41 — 2?21 (€, Vky1) €j

Vk+1 — Z?:l <€j7 Vk41) €j

Cr+1 =

Das Ergebnis fir £ := {ey},_, oder E = {ep},p+ Ist
folgendes:
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1. Span (F) = Span (5);

2. (e;,e;) = 0; fiir e;,e; € £ mit 6;; dem Kronecker Delta-
Symbol.

3. Fiir jedes v € Span (S) gibt es k € N derart, dass

Aufgabe 5.1 Zeigen Sie diesen dritten Punkt.

Definition 5.2 Sei (V, (-, -)) ein Hilbertraum und E C V. Man
nennt die Menge E := {ei1,...,en} oder B := {ey} cn+ OT-
thonormal, wenn sie derart ist, dass

(€i,e;) = 0;; fur alle e;,e; € E.

Woche 5, Gram-Schmidt und Lax-Milgram

Aufgabe 5.2 Zeigen Sie, dass eine orthogonale Menge unab-
hdngig ist.

Lemma 5.3 Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und sei S C H.
Dann ist folgendes dquivalent:

1. Span (S) liegt dicht in H;
2. S+ ={0}.
Beweis. Wegen der Linearitédt vom inneren Produkt folgt
S+ = (Span ()"

und mit Cauchy-Schwarz, dass

(Span (S))" = Span(S)L.

Mit Theorem findet man dann

H = Span (S) @ S™. (5.1)
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Wenn Span () dicht liegt in H, dann folgt Span (S) = H und
S+ ={0}.
Wenn S+ = {0} gilt, dann folgt mit der gleichen Formel

, dass Span (S) = H. u

Theorem 5.4 (Die Ungleichung von Bessel) (H, (-,)) ist ein
Hilbertraum und S = {ey},cn+ it eine orthonormale Teil-

menge von H. Wir setzen V := Span (S) und Py ist die or-
thogonale Projektion auf V' wie in Th.[{.19. Dann gilt fir alle
h e H, dass

ST Hew W = IR < (]2,

und -
Zk:l <€k, h> € = th

Mit den offensichtlichen Anderungen gilt dieses Theorem
auch, wenn S = {ey,...,e,} endlich ist.

Beweis. Definiere V,, = Span ({ey,...,e,}) fir n € N*. Dann
findet man fiir h € H, dass

n

Py, (h) =3 {ewh)er

und wegen der Orthogonalitét:

1Py, W17 =" [lew b

k=1

Theorem sagt, dass || Py, (h)|| < ||k fiir jedes n, also gilt,
dass

S lew W = lim 3 [ W< 0P (52
k=1 k=1
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Fiir h € H ist die Folge {Py, (h)}, o+ Cauchy, denn, nehmen
wir m > n, so gilt

2

1P, () = P, IP = D7 enh)en

:ZZ_ +1‘<ek’h>’2 — 0 fiir n,m > M — oo

wegen ((5.2]). Weil H vollstandig ist, gibt es vy, € H mit

Voo = lim Py, (h).

n—oo

Weil Py, (h) € V,, C V und V abgeschlossen ist, folgt v,, € V.
Es bleibt noch zu zeigen, dass v, = Py (h). Auch Py (h) €

V' = Span (5). Es gibt also w,, € V,, derart, dass w,, — Py (h
und dann folgt auch, weil V,, C V impliziert Py, (Py (h)) =
Py, (h), dass

lwn = Py, (W] = [ Py, wn = Py, (Pv (R))]]
= [Py, (wn — Py (R))]
< |lw, — Py (h)]| = 0 fiir n — oo (5.3)

Weil Py, (h) — vo und w, — Py (v), folgt mit (5.3)), dass
Voo — PV (h) ]

Korollar 5.5 (Identitéit von Parseval)
Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und sei S = {eg} .+ €ine or-

thonormale Teilmenge von H mit H = Span (S). Dann ist S
eine Schauderbasis und

lol* =) Kewv)I*.

keNT
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Bemerkung 5.5.1 In dem Fall findet man auch, dass

(eg,v) ey fir allev € H.

<
I
= I

Definition 5.6 Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und

n

= {ertpen+ C H.

Wenn S orthonormal ist und H = Span (S), dann nennt man
S ein vollstindiges Orthonormalsystem.

Beispiel 5.7 Wir betrachten L* (0,7), die Menge der Funktio-
nen f:(0,7) = R mit

x 1/2
T ( / f(:c)zdx> e

(L2 (0,7), (-,-)) mit (u,v) := [ u(x)v(x)dz ist ein Hilbert-
raum.
Sei S = {ex}ene mil

e () = \/gsin (kx) .

Ohne Beweis bemerken wir, dass man jede Funktion
f € L*(0,7) mit Hilfe der Fourier-Sinus-Reihenentwicklung
schreiben kann:

f@) = {ex f)ex (@),

k=1

Woche 5, Gram-Schmidt und Lax-Milgram

Also ist S ein vollstindiges Orthonormalsystem fur L* (0, 7).
Unten findet man einige Approximationen fir f () =1.

12 /’_\

Ve <
101

08
06
04+

0.2

z n
2

Fine Skizze der hundertsten Approximation ist wie folgt:

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2}

I I
2

Die Konvergenz der Approximationen ist beziiglich der L?-
Norm und nicht unbedingt punktweise. Man sieht das zum
Beispiel, wenn fiir alle n gilt, dass

(@)= {ex, f)ex (z)

k=1
wéhrend f, (0) =0 # f(0).

Beispiel 5.8 Die Standard-Fourier-Reihenentwicklung  fir
L?(0,m) verwendet E = {eg},, mit

ey (1) = ¢k,

™
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Weil diese Funktionen komplexwertig sind, soll man den 1. Pg, (v) = Pcs, (v) fiirve L?(0,7).
Hilbertraum L? ((0,7); C) betrachten mit dem komplexen in- . ke sin((@n41)s) )
neren Produkt 2. Y €7 = ~sm@ - Dy, (x) fir v € (—m,m)\{0}.
(u,v) = /ﬂu (z)v (z) dx. 3. Pos, (v) (x) = 7 [ v () Dn (x = t) dt fiir v € L?(0, 7).
0

Stattdessen kann man auch die e, paarweise kombinieren zu

o (x) = \/Li (er (z) + ek (2)) = \/gcos (2kz) fir k € N,
51 () = 25 (en (0) — e (1) = \/Zsin (2ka) fiir k € N*.

Fur m € N gilt mit der komplexwertigen linearen Hiille, dass

Spang ({ex}i=_,,) = Spanc ({ex}io U {sr}isy) -

Fiir CS = {ck, sk41} ey 9ilt (Cry Sma1) = 0, (Cks Cm) = Ok,
(Sk41s Sma1) = Ogm fiir alle k,;m € N also ist C'S orthonormal.
Die Menge C'S' ist sogar ein vollstindiges Orthonormalsystem
fiir L? (0, 7):
Span (CS) = L*(0, 7).

Man beweist dieses Ergebnis meistens in zwei Schritten: 1)
Wiihle einen geschickten Teilraum X C L*(0,7) und zeige
X = L*(0,7), und 2) Zeige, dass jedes Element in X mit
trigonometrischen Polynomen in L?*-Norm zu approzimieren
15t.

Aufgabe 5.3 Sei E und C'S wie in Beispiel [5.8 Wir setzen

E, = {ex}_pcpen und CSy = {ck}ocpen U {8k} 1<pan- Zeigen
Sie, dass
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Aufgabe 5.4 Sei f € C'(R) w-periodisch. Zeigen Sie, dass

1. Pes, (f) (x) =L [75, f (x — ) D, (1) dt.

2. f(z)— Pos, (f) (z)

1 w/2

— [ U@t D

n w/2

3. Weil f € C*(R), gilt fiir

1 (x) firt =0,
v(t) = { Helofe) snt) fiir t # 0,

dass v € C° [—3m, 7).

4. Das Theorem von Riemann-Lebesque sagt, dass

b
lim [ ¢ (t)sin(kt)dt =0

k—o0 a

fiir jede integrierbare Funktion g.
Dann gilt

Fos, (f) (x) = f (z) fir n — oo,

jedoch nur punktweise.

Woche 5, Gram-Schmidt und Lax-Milgram

5.2 Positiv definite Operatoren

Definition 5.9 Sei (H, (-,-)) ein reeller Hilbertraum. Der li-
neare Operator A : H — H heifit strikt positiv definit,
wenn es ¢ € RT gibt mit

(Av,v) > ¢|jv||* fir alle v e H. (5.4)

Wenn (Av,v) > 0 fir alle v € H\{0}, konnte man dies positiv
definit nennen. Diesen Begriff werden wir nicht verwenden.

Strikt positiv definit bedeutet nicht unbedingt, dass wenn H
auch noch eine Ordnung > hat, dass v > 0 impliziert Av > 0.

Lemma 5.10 Sei (H, (-,-)) ein reeller Hilbertraum und sei A :
H — H ein strikt positiv definiter, stetiger, linearer Operator.
Dann existiert A™°™ : H — H, also

A A0Sy = = AT Ay fir alle w € H,
ist linear und linear beschrinkt.
Beweis.
1. A ist injektiv: Wenn Av = 0, dann folgt v = 0 aus (5.4)).
2. [JAv|| > c]|v|| fiir alle v € H: Dies folgt aus
clloll® < (Av, ) < | Av] [lo]]-

3. A(H) ist abgeschlossen: Wenn Av,, — w fiir n — oo,
dann ist {v,}, .+ Cauchy, weil

[vn = V|| < 21| Av, — Avy || = 0 fiir n,m — oo

und deshalb konvergent. Es gibt v € H mit v,, — v und
die Stetigkeit von A liefert Av,, — Av =w € A(H).
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4. A ist surjektiv: Weil A (H) abgeschlossen ist, gilt wegen
Theorem [£.19] dass

H=AH)®AH)".
Nehme an, es gibt w € A (H)" \ {0}. Dann gilt
¢|lw]* < (Aw,w) =0
und w = 0, ein Widerspruch.
5. Surjektiv und injektiv bedeutet AV existiert.
6. Die Linearitit von A™ ™ folgt aus der von A.
7. HAinverSH < %: Dies folgt aus
o] = [|AAinvesy|| > cHAinversUH‘ -
Definition 5.11 Sei (H, (-,-)) ein reeller Hilbertraum. Die Ab-

bildung
B:HxH—R

heif§t eine Bilinearform, wenn
1. u B (u,v) linear ist fir allev € H,
2. v+ B(u,v) linear ist fir alle u € H.
Man nennt die Bilinearform B stetig, wenn
3. es C € RT gibt mit

|B (u,v)| < Cul| ||v|| fir alle u,v € H.
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Definition 5.12 FEine Bilinearform heif§t strikt positiv de-
finit, wenn es c € R™ gibt, mit

B(v,v) > c|v|? fiir alle v e H.

Theorem 5.13 (Lax-Milgram)

Sei (H,(-,-)) ein reeller Hilbertraum und B : H x H — R
eine stetige Bilinearform, die auflerdem strikt positiv definit
ist. Dann gibt es fir jedes f € H genau eine Losung u € H
von

B (u,v) = (f,v) fir allev € H.

Beweis. Fiir jedes u € H ist v — B (u,v) eine stetige linea-
re Abbildung. Durch den Darstellungssatz von Riesz gibt es,
nennen wir es Au € H, derart, dass

B (u,v) = (Au,v) fiir alle v € H.

Weil u — B (u,v) linear ist, ist auch A linear.

Weil ¢ ||u||® < B (u,u) = (Au,u), ist A strikt positiv definit.

Mit Lemma folgt, dass A bijektiv ist mit einer linear
beschrinkten Inverse A™s. Also existiert fiir jedes f € H

genau ein v € H mit Au = f. Das liefert genau die Aussage
des Theorems, denn B(u,v) = (Au,v) = (f,v). n

Aufgabe 5.5 Wir betrachten die stetigen Bilinearformen B
auf H = R"™ mit dem tblichen inneren Produkt.

1. Sei A eine reelle n x n-Matriz und setze
B(z,y) ==z - Ay fir alle z,y € R".

Dann ist B eine stetige Bilinearform. Zeigen Sie dies.
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2. Kann man alle stetigen Bilinearformen B auf R™ x R"
so schreiben?

3. Gibt die Matriz A mit A;; =0 firi < j und A;; =1 fir
i > j eine strikt positive Bilinearform?

Aufgabe 5.6 Betrachte (L*(—1,1),(-,-)) mit dem 4iblichen
inneren Produkt. Welche Abbildungen B erfillen fiir welche
¢ € R die Bedingungen von Lax-Milgram?

1
1. B(uv) = / (@) v () do o+l ol

2. B(u,v) —/_lu(ac)v(x)dac—O—C/lu(x)dac/_lv(y)dy.

1 -1 1

5 B(u,v):/lu(x)v(x)dx+c/ u(x)dx/olv(y)dy.

1 -1

0

4. B(u,v):/u(m)v(w)dz+cu(0)v(0).

1

5. B(u,v) = /_ cosh (z)u (z) v (x) dx

+c /_11 /_11 u(z) sin (z — y) v (y) dzedy.

Woche 5, Gram-Schmidt und Lax-Milgram



Kapitel 6
Funktionenriume

6.1 1-d. stetige Funktionen

Die Menge der stetigen Funktionen auf dem Intervall I C R

notiert man durch C (7). Zum Beispiel sind f (x) = ﬁ und

g (z) = sin (1/x) stetig auf (0, ).

Wenn [ nicht abgeschlossen ist, gibt es keine offensichtliche
Norm und uns bleibt nur ein metrischer Raum. Wenn I abge-
schlossen und beschrénkt ist, sagen wir I = [a, b] mit a < b in
R, dann ist (C'[a, b], ||-|| ) mit

[ull oo := sup {Ju (2)]; 2 € [a, b]}-

Auflerdem ist das Supremum fiir jedes u € C [a, b] sogar ein
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Maximum und jede Funktion u € C'[a, b] ist gleichmé&Big ste-
tig:
Ve >0 3. >0 Va,y € [a,b]:

Aufgabe 6.1 Seiu € Cla,b).
1. Zeigen Sie

sup {|u (z)|;a <z < b} = max {|u (z)|;a <z < b}.
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2. w ist gleichmdfig stetig.
Wenn nicht, dann gdibe es g > 0 wund eine Folge
{(@n, yn) boens mit Tn,yn € [a,b], |2, —yn| < % und
u(zn) = u(yn)| = €0

Zeigen Sie, dass dies einen Widerspruch erzeugt.

Wenn das Intervall I unbeschrénkt ist, dann gibt es stetige
Funktionen, die unbeschréankt sind. Achtung, hier wird be-
schréankt im urspriinglichen Sinne verwendet und es ist nicht
das ,linear beschrankt“ gemeint! Um doch einen normierten

Woche 6, Funktionenrdume

Vektorraum zu bekommen betrachtet man

BC(I):={ueC();|u|, < oo}
mit ul|, = sup {|u(z)|;z € I}.

Wenn [ kompakt ist, dann gilt BC' (/) = C'(I). Wenn I nicht
kompakt ist, dann enthélt BC (I) nicht gleichmifig stetige
Funktionen.

Aufgabe 6.2 Begrinden Sie, dass die folgenden Funktionen
stetig und beschrinkt, jedoch nicht gleichmdfig stetig sind:
1. w:(0,3] = R definiert durch u(x) = sin ().

2. v: R — R definiert durch v (z) = sin (2?).

Wir sind grundsétzlich interessiert an der Frage, ob und
wie man Funktionen approximieren kann und dazu gehort die
Frage, ob wir einen Banachraum haben. Dazu erst ein paar
Beispiele.

Beispiel 6.1 Betrachte die Funktionenfolge

‘ nx
{un},en+ € C[0,1] mit u, (v) = ot
FEs gilt u, (0) = 0 und fir jedes x > 0, dass
nx nx 1

0 < u, () =—x .

= <
1+n22?2  n222 n
Weil £ — 0 fiir n — oo, folgt, dass
n b 7

lim w, (x) =0 fir alle x € [0,1]. (6.1)

n—oo
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Wenn wir die ersten 25 Funktionen in der Folge zeichnen las-
sen, dann sieht es nicht so aus, als ob es konvergiert:

05 p
0.4 [l

0.3l

0.2 [{l

F 02 04 06 ) 10
Der Ausdruck in bedeutet, dass die Folge punktweise

konvergiert. Betrachtet man jedoch die Konvergenz in der
||l ..-Norm, dann findet man

o — 01 = s o (2] = (2) = 3 5

In dieser Norm konvergiert die Folge nicht!

Ist diese punktweise Konvergenz dann nichts wert? Doch,
wie das folgende Lemma zeigt. Um einen eventuellen Limes-
Kandidaten zu finden, berechnet man als erstes den punktwei-
sen Limes. Obwohl dieses Ergebnis offensichtlich ist, wollen
wir es hier doch melden.

Lemma 6.2 Sei {u,},.y C Cla,b] eine in ||-||-Norm nach
u € C'la,b] konvergente Folge. Dann gilt fir alle x € [a,b],
dass

lim w, (z) = u(zx).

n—oo
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Aufgabe 6.3 Beweisen Sie Lemma[6.3

Aufgabe 6.4 Zeigen Sie, dass {wy},cn+ C C[0,00), definiert

durch wy, (v) = lfﬁ, konvergiert in ||-||-Norm.

Aufgabe 6.5 Definiere {u} o+ C C[0,1] durch u(x) =
kx

1+ka?”

1. Konvergiert u, punktweise?

2. Konvergiert ||uy,| ¢
Aufgabe 6.6 Definiere {vi}, . C BC(R) durch v, (z) =
sin ((m — %)2>

1. Konvergiert v, punktweise?

2. Konvergiert v, in ||-|| -Norm?

Definition 6.3 Sei k € NT und I C R ein Intervall. Fiir die
Menge der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf I
schreibt man C* (I).

Um dies genau festzulegen, verwendet man diese iterative
Art: Man sagt f € C*(I), wenn g € C*~! (I) existiert derart,
dass

[ (x) =g (x) fir alle z € I°,
mit [° die grofite offene Menge in I. Um zu differenzieren in
x braucht man ja eine offene Umgebung von x:

fz+h)—f(z)
- :

f(z) = lim

h—0
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6.2 Mehr-dimensionale stetige Funktio-
nen

Ahnliches macht man auch fiir Teilmengen von R™.
Definition 6.4 Sei A C R" ein Gebiet. Dann definiert man:
C(A) = {u:A— Ru ist stetig auf A},
BO(4) = {ueC(A);|ull, < oo}.

Lemma 6.5 Fir A C R" ist (BC (A) ) ein Banachraum.

Wenn 1 C R"™ ein beschrinktes Gebiet ist, dann gilt
C (Q) = BC () und dann ist also auch (C'(Q), ||||.) ein
Banachraum.

Beweis. 1) Sei {fi},cy eine Cauchyfolge in (BC (A4), |||..)-
Dann ist {fi (2)},cy filr jedes © € A eine Cauchyfolge in R
und deshalb konvergent. Man definiert

F@) = Jim fo(2).
2) Sei € > 0 und wihle:

o k.1 € Nderart, dass k,m > k.y = ||fi — [l < %6;
e k., € Nderart, dass k > k., = |f (z) — fi (z)| < 3e.
Dann gilt fiir £ > k., und ¢ > max (k. 1, k. ,), dass

|f () = fu ()] < 1S (2) = fe (@) + [[fe = fillo <&

Fir jedes x € A und k > k., gilt also |f (z) — fi (z)] < &,
und so folgt
| f — fllo, — O fiir & — oo.

Woche 6, Funktionenrdume

3) Die Stetigkeit sicht man &hnlich: Sei e > 0 und N, derart,
dass fiir n > N. gilt || f — full < 3€. Nehme n = N. +1 und
fiir alle z,y € A gilt dann folgendes:

[f (=) = [ (y)l

< |[f (@) = fu (@) + 1 fn () = fu )] + | fa (y) = [ ()]

S2f = fallo + [fn (2) = fu (v)]
<getlfal@) = fa ).

Wenn f,, stetig ist in =z, gibt es 0., > 0 derart, dass fiir
|z —y| < 0. folgt |fu(2z) — fu(y)] < 3¢ und dann auch

[f(x) = )] <e. u

Man hat bemerkt, dass punktweise Konvergenz, also
Um () — u (x) fir alle z € A, viel schwécher ist als gleichmé-
Bige Konvergenz: ||un, — ul| w4y — 0. Es gibt eine Ausnah-
me, wenn man zusétzlich die Monotonizitat der Folge und die
Kompaktheit des Gebietes voraussetzt. Das Ergebnis findet
man in dem n#chsten Theorem von Dini.

Theorem 6.6 (Dini: gleichméflige Konvergenz bei wach-
senden Funktionenfolgen) Sei K' C R" kompakt und sei
{fi}ren C C(K) eine Funktionenfolge mit folgenden Eigen-
schaften:

o fi(z) < fn(x) fir alex € K und k <m;

e lim fi(x) = f(x) fir allex € K und f € C(K).

k—o00

Dann gilt lim || fi, — f]|., = 0.
k—o0
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Beweis. Sei ¢ > 0. Weil f; punktweise nach f konvergiert,
gibt es fiir jedes x € K eine Zahl N, . € N derart, dass

k2 Nee = |filz) — f(2)] <e.

Sowohl fy, . als f sind stetig und das bedeutet, es gibt 9, . > 0
mit

e (@) = v (0)] <&,
[f(z) = fly)l <e

Betrachte die Uberdeckung {Bs, . (z)}, g von K. Weil K
kompakt ist, kann man endlich viele Elemente aus dieser
Uberdeckung wihlen, und zwar derart, dass { Bs, _ (z) }le
schon K iiberdeckt. Setze N. = maxi<;<my Ny, .. Fir jedes
y € K gibt es eine Kugel Bs, _(2,,) > y und fir m > N,

gilt:

yEBgm(x)ﬂK - {

FW) 2 (y) 2 e ) > I, (2m) =€
> f(zy) —2e > f(y) — 3e. (6.2)
Fir m > N, gilt also ||f — full, < 3e. u

Aufgabe 6.7 Geben Sie bei jeder Ungleichung in die Be-
grindung an.

o7

Aufgabe 6.8 Wir definieren fy(x) := x und fiir n € N:

fra (@) i=sin (fu(2)) .

Zeigen Sie, dass die Folge { fu}, oy C C'[0,1] gleichmdfsig kon-
vergiert.

Aufgabe 6.9 Wir betrachten uy, (z) = e =/¥* fir z € R™.

1. Fir welche A gilt u,, € BC' (A)?

2. Fir welche A gilt  {up},cn+  konvergiert —in
(BC(A), -)?

Aufgabe 6.10 2Be(mtwor’ten Sie die gleichen Fragen bei
uy, (r) = e M1 fiir £ € R™.

6.3 Gleichgradige Stetigkeit

Definition 6.7 Sei £ C R" und sei{f; : E — R}, ; eine Men-
ge stetiger Funktionen. Diese Menge nennt man gleichgra-
dig stetig in x, wenn

Ve>030>0VielVye E:
v —y| <o = |filz) - fily)] <e.

Fiir jedes € > 0 gibt es also ein 6 > 0, das nicht vom Index
i abhéngt. Allgemein héngt § jedoch von z und € ab und man
sollte vielleicht d. , schreiben.
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e Wenn die Definition zutrifft fiir jedes x € FE, dann ist
Menge punktweise gleichgradig stetig:

Vee EVe>030.,>0VielVyekE:

oyl <6 = Ufie)— fily) <e. &P

e Die Menge ist gleichméfig gleichgradigﬂ stetig, wenn:

Ve>0dd. >0VeelVe,ye E:

lz —y| <. = |fi(z) — fily)] <e. (6.4)

Lemma 6.8 Sei E C R" kompakt und sei {f; : E — R}, ei-
ne Menge punktweise gleichgradig stetiger Funktionen. Dann
st die Menge gleichmdflig gleichgradig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Fiir jedes x € E sei 0., eine zu ¢
und x passende Zahl aus . Weil E kompakt ist, kann
man £ mit endlich vielen B; 5., () iiberdecken, sagen wir
EcUy, Bis. .. (z1). Wir setzen 0. = minj<p<g 30c.4,. Sei-
en nun z,y € E mit |z —y| < J.. Dann gibt es eine Ku-
gel Bis, (zx) > = und weil |z —y| < 30.,,, findet man
y € Bs._,, (x1). Es folgt fiir alle f;, dass

fi(z) = fiy)] < [ fil) = filwp)| + [filze) — fily)| < 2e.
Wer ¢ als Abschatzung haben mochte, darf selber basteln. =

Sie erinnern sich, dass stetige Funktionen auf kompakten
Mengen gleichméfig stetig sind. Der Beweis ist sehr dhnlich.

Lgleichmé#Big = uniformly; gleichgradig stetig = equicontinuous.

Woche 6, Funktionenrdume

Theorem 6.9 (Arzela-Ascoli) Sei E C R" kompakt und sei
{fi : E = R}, eine Folge gleichgradig stetiger Funktionen
derart, dass fir alle v € E gilt

sup | fr(x)| < oo fiir alle v € E. (6.5)
keN

Dann gibt es eine Teilfolge { fr,,},en und f € C(E) mit
| frre — flloo = O fiir m — oo.

Beweis. Fiir jedes N € NT kann man E mit endlich vielen
Kugeln { By (Z'N’g)}jjl und zy, € E iiberdecken.

o Fiir N = 1ist {fi(z11),...,fi (¥1,0,)},cy eine Folge in
RE1, die beschriinkt ist wegen (6.5) und also eine konver-
gente Teilfolge {fi, (v11),..., fi,, (1,0,)},,ey hat.

o Fiir N = 2ist {fi, (v21),..., fi, (T2,0,)},,en €ine Folge
in RL2, die beschrinkt ist wegen (6.5) und also eine kon-

vergente Teilfolge {fi/m (21) 5., fir, (Ig’Lz)}meN hat.
e Fir N =3ist ....

Dies benutzt man fiir ein Diagonalverfahren: Man bekommt
eine Funktionenfolge

U Ymen = U fuas fig fi - 3

und diese Folge konvergiert in alle xy,. Wegen Lemma
sind diese Funktionen gleichméfig gleichgradig stetig. Da-
durch ist nicht nur

g(znyg) = Wlllgl)o Jrom (XN 0)



6.4 C*-Funktionen

wohl-definiert, sondern auch

g(z) = lim g(xn,.,) fir zn,, .0, — .
m—00

Das letzte sieht man wie folgt:

1) Wir schreiben Ey = {zns1<¢<Lyund N € N}.
Weil E, dicht in E liegt, gibt es Folgen {z,},, .y C Ex mit
Ty — .

2) Fiir alle e > 0 gibt es m. mit fiir m > m,, dass |z, — x| <
d. und dann auch | fy, (,,) — fr (z)| < ¢ fiir alle £ € N. Es folgt

fiir my, my > m,, dass

|g (xml) -9 (xm2)| < |g (Im1> - fk‘M (mm1)|
+ ‘ko (xﬂh) - ko (:L‘m2)‘ + ‘ko ($m2) ) (:L‘m2)‘ :

Fir M geniigend groB findet man |g (2.,,) — fi,, (Tm,)| < €

fiir ¢ = 1,2 und es folgt

|9 (Zm,) — g (Tm,)| < 3e.

Dies zeigt {g(2m)},,cn ist eine Cauchy-Folge und deshalb
auch konvergent.
3) Ahnlich zeigt man auch, dass g (z) = limy, 00 g (Tm)
nicht von der gewéhlten Folge xz,, — = abhingt.
Schlussendlich muss man noch zeigen, dass g € C' (F) gilt.
Auch hier helfen &hnliche Abschétzungen:

l9(x) =g )| < g (@) =g @m)| + 19 (Tm) = frp (@m)| +
| frar (Tm) = Fronr Um) |+ | frns (Um) — 9| + 19(ym) — 9(y)] -

Fiir |ko (xm) _ko (ym)| < & nimmt man ’Im_ym| ge-

niigend klein und das gelingt, wenn man |z —y| < %55
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nimmt. Die restlichen Termen bekommt man klein, weil

|9 (xm) =g (2)] < & und |g(ym) —g(y)| < e fir m >
me. Bei festem m folgt |g(zm) — fry, (zm)] < € und

| frns (Ym) — g (ym)| < € fiir M gentigend grof. n

6.4 C*-Funktionen

Definition 6.10 Sei 2 C R™ ein Gebiet, also offen und zu-
sammenhdngend. Schreibt man C° (Q) = C () und.C° () =
C (Q), dann kann man iterativ C* (Q) und C* (Q) definieren
durch:

o € CF(Q) wenn f stetig differenzierbar ist auf Q und fiir
die partiellen Ableitungen gilt %f, 2 feC Q).

) Oxn

o feC¥ (ﬁ) wenn f stetig differenzierbar ist auf Q und fir
die partiellen Ableitungen gibt es gi,...,q, € CF! (ﬁ)
mit g1 = %f, e s G = % auf §2.

Definition 6.11 Sei €2 C R" ein beschrinktes Gebiet und k €
N. Dann ist ||||ck(§)7 definiert durch

olaly
||u||Ck(§) = sup {H e

eine Norm auf C* (Q).

;o € Q und |0z]§k:}

o0

Hier ist « ein Multiindex, das heit o = (aq, ..., ;) € N?
mit
la] = a1 + -+ + a,.
o (o5} Qn
Man schreibt %u = ( 0 ) ( 0 ) U.

8_961 OTn
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Lemma 6.12 Sei € C R" eip beschranktes Gebiet und k € N.
Dann ist (C* (), HHC,C@) ein Banachraum.

Wir werden einen Beweis dieses Lemmas nur skizzieren: Sei
{tm}nen C CF (Q) eine Cauchy-Folge beziiglich der [|-|| . (@)
ccC (ﬁ) eine Cauchy-Folge be-
ziiglich der ||| ,(g)-Norm fiir alle o mit |o| < k. Mit Lemma

folgt, dass jede solche Ableitung konvergiert: Es gibt pas-
sende g, € C () fiir alle o mit || < k und derart, dass

. |a|
Norm. Dann ist {gTUm}

— 0 fir m — oo.

o

dlaly,,
H 0z, = Je

Das reicht noch nicht. Man muss noch zeigen, dass die Ab-
leitungen zueinander passen, also fiir x € Q und |a| < k soll
gelten, dass

0
a_xiga (x) = Gate; (SL’)

mit a+e; = (ag,...,a; + 1,..., a,). Und dafiir braucht man,
dass g, differenzierbar ist fiir || < k. Fiir die Differenzierbar-
keit soll man zeigen, dass

la lal
gza UM(fEJFhei)*gZTUM(I) Yo (z+he;)—ga(x)

h h

—0

und fiir die Passfihigkeit, dass |52 g, (2) — gate, (x)‘ beliebig
klein ist, indem man Termen mit w,, dazwischen setzt und
ofter die Dreiecksungleichung verwendet.

Woche 6, Funktionenrdume

Aufgabe 6.11 Wir betrachten {u,}, .+ C C'(By(0)), defi-

niert auf By (0) = {(z,y) ; 2* + y* < 1} durch

Un (2,y) = \/ 7z + 22 + 2.

1. Konvergiert u, in <C’(Bl (0)), ”Hoo> ¢
2. Konvergiert u, in (L*(By (0)), |-||,) ¢

3. Konvergiert u, in (C’l(Bl (0)), HH01> ?

6.5 C"7-Funktionen

Es gibt zwischen C* und C**! noch weitere Funktionenklas-
sen.



6.5 C'*7-Funktionen

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass ) ein beschrink-
tes Gebiet ist. Fiir unbeschrinkte Gebiete kann man die De-
finitionen anpassen, indem man die Bedingung verlangt auf
jedem beschriankten Teilgebiet.

Definition 6.13 Fine Funktion f : Q — R nennt man Holder-
stetig mit Koeffizienten v € (0,1] an der Stelle x € Q, wenn
folgendes gilt:

[/ () = [ ()]

ly — |’
Wenn v =1, dann nennt man f Lipschitz-stetig in x.

Wenn fiir jedes = € () gilt, dann heifit f Holder-stetig
mit Koeffizienten v € (0,7] auf Q und man schreibt f €

C%7(©2). Ohne GleichmiiBigkeit hat man jedoch noch nicht
so viel.

IM e RY Vy € Q\ {2} : < M. (6.6)

Definition 6.14 Sei Q) C R™ ein Gebiet. Man definiert fiir f :
Q — R die Holder-Seminorm:

[f}»y = sup |f($) _f(y>|

TAYEN ‘iIZ’ - y‘V

Weil fiir konstante Funktionen f gilt, dass [f], = 0, kann
es an sich keine Norm sein.

Lemma 6.15 Sei Q2 C R" ein Gebiet und v € (0,7]. Dann ist
(€7 (), 1llg,, ) mit

17105, := 1 Nzsey + 111, (6.7
1@ = {7 e @M, <00} (68)

ein normierter Vektorraum.
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Beweis. Weil |||}« eine Norm ist, muss man nur die Ho-
mogenitéit und die Dreiecksungleichung fiir ] , zeigen. Beides
folgt sehr direkt:

[tf (x) = tf (y)]

[tf]v B ziggn |z —y|” = [t] mv
und
4ol = s (@) +g <736—_ jfy) +9()|
< qup W@ =T WI+19@) ~9 W)
1£yEQ |z —y|”
<I[fl,+1dl,-

Hier wurden nur zwei elementére Abschéatzungen benutzt. =

Lemma 6.16 Sei Q2 C R"™ ein Gebiet und 0 < v, < 75 < 1.
Dann gilt

C(Q) 2 ™1 (Q) 2 €2 (Q) 2 ¢ ().

Wenn es L € R gibt derart, dass jedes Paar {x,y} € QO durch
einen Polygonzug [x,a1,as,...,am,y] C Q zu verbinden ist
mit

|z —ai|+ |ag —ao| + -+ |am —y| < Lz —y| (6.9)
dann gilt auferdem, dass C*'(Q) 2 C1(Q).

Beweis. Erst folgt eine Bemerkung zu der Seminorm [ . Ob-
wohl das Supremum fiir x # y € Q genommen wird, zahlt
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Abbildung 6.1: Ein Gebiet mit ,Schlitz* erfiillt nicht die Polygon-

zugbedingung (6.9).

nur das Supremum fiir x # y mit |z —y| klein, denn fiir
|z —y| > e gilt

f (=) = f (W)l

o <27 Il

Um zu zeigen, dass eine der zugehorigen Normen endlich ist,
reicht es, wenn wir statt || f[|, , die folgende Norm betrachten

_ |f (@) = f (W)l
11l = 111l o (2 )+Ixi1ylllsg T

Hier sieht man dann direkt, dass fir 0 < v; <7, <1 gilt

||f||3,71 S ||f||3,’72

und damit, dass C*71(Q) c C%2(Q) c C%!(Q2). Die Inklusion
C(Q) c ¢ (Q) folgt direkt. Fiir C%'(Q) C C'(Q) benutzt
man, wenn [x,y] C €2, dass es 6 € [0, 1] gibt mit

f@)—f)l_ |0
LT et <96l

Woche 6, Funktionenrdume

Im Fall, dass man x und y nur durch einen Polygonzug ver-
binden kann, benutzt man

|f () = f W < | () = fla)l+ -+ [f (am) = f (y)]
< IVHlle (e = arf + - lam = y])
S LVl lz—yl.

Um zu zeigen, dass die Inklusionen strikt sind, nehmen wir
an, dass 0 € 2 und betrachten die Funktionen

{|x|é71 ’ |x|%(“/1+72) 7 |x|évz+% : |x|}

bei y = 0. [ ]

Definition 6.17 Se: Q C R" ein Gebiet, k € N* und v €
(0,1]. Man definiert (C']”( ) Ml ) durch

e A (COA (6.10)

lal=k

cr(@) = {1 € @ I/, < o0} (6.11)

Die Vektorrdume (C””( ) |- ka) mit £ € N und v € (0, 1]
werden Holderrdume genannt. Manchmal schreibt man
CHO(Q) == C*(Q)

und dann gilt C%0(©) = C°(Q) = C(Q). Einige Autoren ver-
wenden auch C*+7(Q) statt C*7(Q), nur ist diese Notation
unklar fiir v = 1.



6.6 Approximationssatz von Stone-Weierstraf3

6.6 Approximationssatz von Stone-
Weierstraf3

Ein Produkt auf V' ist eine bilineare Abbildung V' x V — V:
fiir alle o, 8 € R und u,v,w € V gilt

(au+ fv) xw = a(uxw)+ G (vxw),
ux (av+pw) = a(uxv)+p(uxw).

Definition 6.18 Ein Banachraum (V,|-||) nennt man eine
Banach-Algebra, wenn zusdtzlich fir v,w € V' ein Produkt

(v,w) v xweV,
definiert ist, fir das gilt
|lv x wl|| < ||v|| ||w]|| fir alle v,w € V. (6.12)

Fiir /¢ und C(F) ist nur das punktweise Produkt inter-
essant. Das heifit:

e Fiir Folgen betrachten wir: (z X y), = xys.
e Fiir Funktionen betrachten wir (u x v) (z) = u (z) v ().

Die Bilinearitat ist in beiden Falle erfiillt.

Beispiel 6.19 (¢7, ||-||.) fir p € [0,00] sind Banach-Algebren.
Fiir p = oo gilt

|z %yl = sup [(z x y),| = sup [wx |
keNt keN+

g@wx®<wmm>—MuMM~
keN+ keN+
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Das Letzte zeigt sowohl, dass x x y € £ fiir x,y € (> als
auch (6.19). Fiir p € [1,00) gilt dhnlich

o 1/p
| x Z/||p = <Z ‘Tk:yk:‘p>
k=1
o0 () 1/7)
< <Z NSy \yml”> = [lz(l, lyll, -

k=1 m=1

Beispiel 6.20 Fir Q@ C R"™ ein beschrdinktes Gebiet ist

(C(),|]|l) eine Banach-Algebra. Denn (C(Q),||.) ist
ewn Banachraum, das Produkt zweier stetiger Funktionen ist
wiederum stetig und aufSerdem gilt

[u x| = sup |u(z)v ()]
e

< (sug|u(r)\) (SUSW(T”) = [Jull IVl -

Beispiel 6.21 Fir Q C R" ist (BC(),|||,,) eine Banach-
Algebra.

Aufgabe 6.12 Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel .
Sind die Banachrdume in den n#chsten Aufgaben auch
Banach-Algebren? Wir verwenden jeweils das punktweise Pro-

dukt.

Aufgabe 6.13 (c, ||-|| ) -
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Aufgabe 6.14 (L2 (0,1), ||'||L2(0,1)>'

Definition 6.22 Ein Unterraum Vi, der Banach-Algebra
(Vo I-l) nennt man Unteralgebra, wenn v x w € Vi gilt fir
alle v,w € Vy.

Lemma 6.23 Wenn V; eine Unteralgebra der Banach-Algebra
(VoI ist, dann ist auch Vy eine Unteralgebra.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass
v,weV; = vxwe.

Weil v,w € Vi, gibt es Folgen {v,},cy und {w,}, mit
v —=v,]| = 0 und ||w—w,|| — 0 fir n — oo. Dann gilt
jedoch auch

lv x w— v, X w,||
<o xw—v X wy|| + ||[v X w, — v, X wy|
< [l flw = wnll + [[v = va[[ fJwn]]
< ol lw = wnll + flo = onll (1 + [[wl]]) -

Woche 6, Funktionenrdume

Die letzte Ungleichung gilt fiir n geniigend grof3, weil
[wn]l < flwn — wlf + [Jw] -
Also folgt
|lv X w — v, X w,| — 0 fiir n — oo

und wegen v,, X w, € V; finden wir v x w € V;. n

Definition 6.24 Man sagt, eine Teilmenge A wvon C(ﬁ_)
trennt die Punkte von (), wenn fir jedes Paar x,y € 2
mit © # y eine Funktion f € A existiert mit f (x) # f (y).

Aufgabe 6.15 Sei P die Menge der Polynome.

1. Zeigen Sie, dass die Polynome als Teilmenge wvon
(C'[0,1],|I-|l.) eine Unteralgebra bilden.

2. Zeigen Sie, dass die Polynome die Punkte von [0, 1] tren-
nen.




6.6 Approximationssatz von Stone-Weierstraf3

Wir formulieren das Resultat von Stone und Weierstraf fiir
C(K) mit K C R™ kompakt.

Theorem 6.25 (Der Approximationssatz von Stone-
Weierstral3) Sei K C R" kompakt und sei A eine Unter-
algebra von (C(K), |||, ), die die Punkte von K trennt und
die konstanten Funktionen enthdlt. Dann gilt A = C(K).

Beweis. 1. Im ersten Schritt zeigen wir folgendes:

o Es gibt eine Folge von Polynomen {p,}, .y mil

pn (2) TV in C[0,1].

Diese Polynome werden iterativ definiert durch po (z) = 0
und

1
pria() = pal) + 5 (= pua)?)
Also
{O,Qm,m——x,%x——x +1x3—518x4 }

Wenn p,(z) < /z fiir z € [0, 1], dann folgt

Pale) < Pris (@) = pule) + 5 (7 — pule)?)
= (pule) — V) (1~ V5~ b)) +VE <V

Mit Induktion findet man so fiir « € [0, 1], dass

0=po(z) <pi(x) < < pu(x) < ppgal) <--- <V

Weil monoton wachsende, nach oben beschrénkte Folgen kon-
vergieren, gilt auflerdem, dass peo(z) = lim, o pn(z) exis-
tiert und

ple) = Jim puca(0) = (o) + 5 (& ple)).
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Das letzte bedeutet, dass p.(z)? = x und die einzige Losung
in [0, /2] ist poo(z) = V.

2. Mit Hilfe von Dini folgt:

* Hpn() - \/"oo[o 0= 0; die Polynome konvergieren
gleichmdfig zu /- auf [0,1].

Wir haben soeben gezeigt, dass p, monoton nach /- €
C'[0, 1] konvergieren und damit kann man das Theorem von
Dini verwenden.

3. Als Néchstes zeigen wir:
e fCcA = |f|c A

Fiir f = 0 ist die Aussage trivial, also diirfen wir annehmen,
dass f nicht identisch 0 ist, und das bedeutet | f|| € R*.
Fir f e Afolgt f /| fll.. € A undp(f/||f|| ) € A fiir jedes
Polynom p. Sogar p ((f/HfH ) ) € A fiir jedes Polynom p.
Weil 0 < (f /|Ifll.)? < 1 gilt, gilt dies auch fiir die Polynome
aus dem ersten Schritt und wir finden

pa (/1A T AL/ = 1A/ 1

und sogar
Tim [ ((F /110)?) = 1AL /1l || = 0.

Das bedeutet |f| /| f]l,, € A und weil A ein Vektorraum ist,
auch |f| € A.

4. Dies folgt direkt aus dem letzten Schritt:
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o f,g€ A = max(f,g),min(f,g) € A.
Bemerke, dass man durch

max(f,g)Z%(f‘f‘g‘*‘V—gD

und die Eigenschaften der Algebra A findet, dass max (f, g) €

A = A. Ahnliches gilt fiir min (f, g).
5. Weil A die Punkte trennt, folgt:

o Fiir jedes Paar y # z € Q und a,3 € R gibt es eine
Funktion fe€ Amit f(y) =« und f(z) =p.

Es gibt g € Amit g (y) # g(z). Dal,g € A, ist die folgende
Funktion auch in A:

_ ag(z)—Bg(y) B—a
F@) =0 1+ so-am 9@
und f hat die gewiinschten Werte.

6. Fiir stetige f und y € K gibt es f € A mit f (y) = f (y)
und sonst kaum grofler als f:

e Fiir jede Funktion f € C(K), jede Stelle y € K und jede
Zahl € > 0 gibt es f,. € A mit f,.(y) = f(y) und

fye(@) < f(z)+¢ fir alle x € K. (6.13)

Aus Punkt 5 wissen wir, dass es g, , € A gibt mit g, . (y) =
f(y) und g,.(2) = f(2). Weil f und g, , beide stetig sind,
gibt es 0, > 0 derart, dass

9y, (x) = f (z)] < e fiiralle x € Bs,_ (2) N K.

Woche 6, Funktionenrdume

Weil{ B;. (z)}zeﬁ\ o die kompakte Menge K iiberdeckt, gibt
es endlich viele B;, , (2) die K schon iiberdecken. Sagen wir

M
U 1 Bs... (zm) D K. Wir definieren

fyys(x) = 15}}2]\4 9y,2m (x) .

Wegen Punkt 4 gilt f,. € A . Aus der Konstruktion folgt
fye(y) = f(y) und die Abschéitzung.
1.5}

1.0F

05

7. Die Approximation:

o Fiir jede Funktion f € C(K) und ¢ > 0 gibt es f. € A
mat

If = fello <e

Sei f,. € A aus Punkt 6. Weil f und f,. stetig sind und
weil f, .(y) = f(y), existiert 0, . > 0 derart, dass

| fye (x) = f(2)] <€ firallex € Bs, . (y) N K. (6.14)

Auch hier kénnen wir endlich viele {y;};_, finden und zwar
derart, dass L_Jk:1 Bs, . (yr) D K. Wir definieren

fe(x) = max f,, . (z).

1<k<K



6.6 Approximationssatz von Stone-Weierstraf3

Firz € Bs, . (yx) folgt aus , dass
fe() = fye (2) > [ (2) — ¢,
und weil K durch diese Kugeln iiberdeckt wird:
fe(x) > f(x) — e fir alle x € K.

Wegen ((6.13)) finden wir, dass
fe(z) = max f,, . (z) < f () + ¢ fir alle z € K.

1<k<k

T
17 ™S T~
K N
NN
I N
10 L \\ .
[ N\
; N AN
\
L -\“
0.5+ \\
N
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Weil es fiir jedes € > 0 so eine Approximation f. € A gibt,
bedeutet das, dass C(K) = A. u

Bevor wir die bekannteste Art von Approximationen for-
mulieren, eine kurze Erinnerung, was Polynome in mehr Di-
mensionen sind. Ein Polynom p : R" — R ist definiert als eine
Funktion der Form

p(x) = Z Cox® mit ¢, € R.

lo| <M

Hier ist o € N™ der Multiindex mit |a| = a1 + - -+ + «,, und

o 01,00 Qn
T =Ty Ty™ ... T

n -
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Wenn es a € N gibt mit |a|] = M und ¢, # 0, dann sagt
man: p hat Grad M.

Korollar 6.26 Sei 2 C R* ein beschrdnktes Gebiet. Dann

kann man jede Funktion in C(Q)) gleichmdfig mit Polynomen
approrimieren.

Beweis. Polynome sind stetig und beschrankt auf beschréank-
te Gebiete und deshalb bilden sie einen Teilraum von C(€).
Das Produkt zweier Polynome ist wieder ein Polynom, also
ist dieser Unterraum auch Unteralgebra.

Wenn y,z € Q nicht identisch sind, dann ist mindestens
eine der Koordinaten verschieden, sagen wir y, # z;. Das
Polynom p (z) = xj trennt dann beide Stellen. Da auch die
konstanten Funktionen Polynome sind, folgt das Korollar aus

dem Theorem von Stone-Weierstraf. n

Aufgabe 6.16 Sei K = {x € R?; |z| = 1}.

1. Zeigen Sie, dass die Menge der Polynome p : R? — R die
Punkte in K trennt.

2. Es gilt K = {(cosf,sinf);0 € [0,2x]|}. Beschreiben Sie
die Polynome auf K als Funktionen von 6.

3. Begriinden Sie, wieso jedes Polynom auf K wie folgt mit
n € N und cg, s, € R zu schreiben ist:

p(0) = Z i cos (kO) + Z sy sin (k6) .
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In der letzten Aufgabe haben Sie die Bedingungen von
Stone-Weierstrafl gezeigt fiir die gleichméfige Approximation
von stetigen 27-periodischen Funktionen.

Korollar 6.27 Sei f € C'[0,2x] mit f(0) = f(2m). Fir jedes
e > 0 gibt es ein trigonometrisches Polynom

n n

p(x) = Z cx cos (kx) + Z sk sin (kx)

k=0 k=1

mit || — plloy < e NB: |[f]l, = max{|f (z)|:z € [0,2n]}.

Woche 6, Funktionenrdume



Kapitel 7
Baire und Banach-Steinhaus

7.1 Der Satz von Baire

Sei (V, d) ein vollsténdiger metrischer Raum (Fréchet-Raum)
wie in Definition 2.3l Mit einer Metrik kann man schon offen
und abgeschlossen definieren:

e O C V heifit offen, wenn es fiir jedes x € O eine Zahl
r > 0 gibt, derart, dass

B, (z) ={y e V;d(z,y) <r} CO.
e A C V heiit abgeschlossen, wenn V' '\ A offen ist.
Man definiert fiir 2 C V' die grofite offene Menge in €2 durch
Q° = {x e Q;Ir > 0mit B, (z) C Q},
und der Abschluss von {2 durch
Q= {x € Vi3I {xp},on € Q@ mit lim d(z,,x) = O} :

n—oo

Auch hier nennt man S C V dicht in V, wenn gilt, dass S = V.
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Theorem 7.1 (Kategoriensatz von Baire) Sei (V,d) ein voll-
standiger metrischer Raum. Wenn es abgeschlossene Mengen

Sk CV firk € N gibt mit
UsSk=v#0,

keN
dann gilt (Sg)° # 0 fiir mindestens ein Sy.

Beweis. Nehme an (S;)° = 0 fiir alle k € N. Wenn A C V
offen und nicht leer ist, dann ist

A\ S, =AnN(V\ Sk)

offen als Schnittmenge offener Mengen und auflerdem nicht-
leer, weil es B.(x) C A gibt und B.(z) ¢ Sk, denn aus
B. (z) C Sy, wiirde folgen

B.(x) = B. ()° C (Sy)° = 0.

Dies verwenden wir wie folgt:
Es gibt eine offene Kugel B, (z¢) C V'\ Sp. Also gibt es auch
eine offene Kugel B, (z1) C B, (7o) \ S1 und eine B, (z5) C
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Bc,(z1)\ S2 und so weiter. Dabei konnen wir € > 0 jedes Mal
so withlen, dass e, < 27% und sogar derart, dass B.,(zo) C
V'\ Sy und

B., (zx) C B.,_,(z3_1) \ Sy fiir alle k € N*.
Dann wird {#;},.y eine Cauchy-Folge und deshalb konver-
gent. Es gibt also ¢ € V mit 2z, — =z fir £ — oo und

x € B, () fir alle £ € N. Dann folgt « ¢ S fiir alle £k € N
und also auch = & (J, oy Sk = V/, ein Widerspruch. |

In dem folgenden Theorem betrachten wir eine Familie F
stetiger Funktionen von (V,d), ein vollstandiger metrischer
Raum, zu dem normierten Vektorraum (W, ||-||).

Aufgabe 7.1 Sei V = {x e R™;Y." 27 =1} die FEinheits-

=11
sphdre in R™ und sei d(x,z) = ||x — z|| fir z,z € V.

a. Zeigen Sie: (V,d) ist ein Fréchet Raum.

Definiere f (z) = Lylz firx eV und y € R".

[z =y

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

b. Fiir welche y € R™ ust f : V. — R wohldefiniert und
stetig?

c. Fiir welche y € V ist f:'V — R stetig fortsetzbar in y?

7.2 Der Satz von Banach-Steinhaus

Theorem 7.2 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit)
Sei (V,d) ein Fréchet-Raum und (W, ||-||) ein normierter Vek-
torraum. Set
Fco((Vid); (WD) -
Wenn
sup || f (v)|| < oo fiir jedes v € V, (7.1)
ferF
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dann existieren vg € V und €y > 0 derart, dass

sup_sup | (0)]] < oo.
vE€Be (vo) JeF

Bemerke, dass in dem letzten Theorem eine Familie F ste-
tiger Abbildungen betrachtet wird, deren Funktionen f nicht
unbedingt linear sein miissen.

Beweis von Theorem [7.2, Fiir £ € N und f € F ist die
Menge {v € V|| f (v)|| < k} abgeschlossen, weil f stetig ist.
Setzen wir

Sei=(,, € Villf @)l < &},

dann ist Sy abgeschlossen als Schnittmenge abgeschlossener
Mengen. Dies folgt, weil die Vereinigung beliebiger offener
Mengen wieder offen ist und weil eine Menge abgeschlossen
ist genau dann, wenn das Komplement offen ist. Fiir diese
abgeschlossenen Mengen gilt

Se=[, v eVillf I <k}
={veVi[[f(v)| <k fiir alle f € F}
~{vevimlr@i <},
feF
und wegen ([7.1)) folgt, dass die Sy den Raum V iiberdecken:

Ve UkeN S

Der Kategoriensatz, Theorem [7.1], sagt dann, dass mindestens
eine S;, eine offene Menge enthélt. Es gibt also ein ky € N,
vg € V und g9 > 0 mit

Be(w) [, v € Villf ()l < ko}.
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Weil die rechte Seite abgeschlossen ist, gilt sogar, dass B: (vg)
enthalten ist, und dies bedeutet

sup  sup [ f (v)[| < ko,
vEBe (vo) fer

was zu beweisen war. ]

Theorem 7.3 (Banach-Steinhaus) Seien (V,|-||;;) ein Ba-
nachraum und (W, ||||,;) ein normierter Vektorraum. Sei F
ewne Familie von beschrinkte lineare operatoren:

F C BL((V,|Ily): W ) -

Wenn
sup ||A (v)|| < oo fiir jedes v € V, (7.2)
AeF
dann gilt
sup | Al < oo. (73
AeF

Beweis. Jeder Banachraum ist auch Fréchet-Raum und be-
schriankte lineare Operatoren sind stetig. Weil die Bedingung
in iibereinstimmt mit , konnen wir folgern, dass
vg € V und ¢y > 0 existieren derart, dass

sup sup |4 (v)|ly, < oo.
vEBe( (v0) AeF

Es gibt also M € R mit

| A (v)]|y < M fiir alle v € By, (vp) und A € F.
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Also gilt auch fiir alle ¥ € V mit ||7]|,, = 1, dass

JA (@)l = €5 1A (vo + £00) — A (vo) |y
< <5 (1A (o + o)y + 14 (o)l ) < 2M /e

und dies liefert [|All,,_,, < 2M /e fir alle A € F. u

Als Alternative kann man sagen, dass eine Familie F C
BL((V,Illv) s W I-lyy,)) entweder gleichméBig beschrénkt
ist, also erfiillt, oder derart ist, dass eine dichte Teil-
menge S von V existiert mit

sup ||Av|| = oo fiir alle v € S.
AeF

Aufgabe 7.2 Beweisen Sie diese letzte alternative Fassung
von Banach-Steinhaus.

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

Lemma 7.4 Sei (V. |-||,,) ein Banachraum und sei {v,}, . C
V' eine Folge mit v, — v in V fir n — oo. Dann existiert
M € R mit ||v,|l,, < M und

lolly < liminf o, (7.4)

Beweis. Betrachte 3, € V** definiert durch 3, (¢) = ¢ (vn)
fir ¢ € V*. Fiir jedes ¢ € V* gilt ¢ (v,) — ¢ (v) und deshalb
folgt

sup |3, ()] = sup | (vy)] < o0.
neN neN



7.3 Offene Abbildungen

Mit Banach-Steinhaus findet man

M = sup |5, < oo.
neN
Wegen Lemma gilt |8,y = llvnlly,. Weil |@ (v,)| —
¢ (v)| und
9 (va)| < 1@ ]ly- [[vally
folgt
6@)] < lmin 6] [l

Wie vorher betrachte § € V** definiert durch 8 (¢) = ¢ (v).
Es folgt, wiederum mit Lemma [4.8 dass

|ww=nmwwzwpﬂﬁwﬁ¢evW{@}

ol

= sup { 9 (v) s eV {0}} < liminf [|v,, ||y, .
19l i

7.3 Offene Abbildungen

Definition 7.5 Seien (V,dy) und (W,dw) metrische Rdume.
Man nennt f : V. — W eine offene Abbildung, wenn fol-
gendes gilt:

U C Vst offen = f(U) C W ist offen.
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Aufgabe 7.3 Zeigen Sie, dass eine lineare Abbildung A zwi-
schen normierten Vektorraumen (V, ||-||,) und (W, ||-||y) of-
fen ist, genau dann, wenn 6 > 0 existiert derart, dass

{we W;|uwl,, <o} < A({v e Vil <1}).

Aufgabe 7.4 Wir betrachten Abbildungen von [0, 1] nach [0, 1]
mit der Standarddistanz.

1. Geben Sie eine derartige Abbildung an, die offen ist.

2. Geben Sie eine derartige Abbildung an, die nicht offen
15t.

Theorem 7.6 (Satz von der offenen Abbildung) Seien die
Banachrdaume (V. ||-||,) und (W, ||-|l;) gegeben. Fir jede Ab-
bildung A € (BL (V; W), |||l _w) gilt folgendes:

A ist offen <= A ist surjektiv.
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Beweis. Um die Kugeln in V und in W zu unterscheiden,
héngen wir einen Index an:

By (vo) :=A{v € Villv —wlly <7},
BY (wy) = {w € W;|Jw —wolly <71}

=) Fir BY (0) gilt, dass A (B} (0)) offen ist. Wegen der
Linearitat gilt 0 € A (B} (0)) und es gibt also § > 0 mit

B5 (0) € A(By (0))
Es folgt, dass

w=U . BsOcl . ABIO)
= A (U BL(0)) = A (V)
und dies bedeutet Surjektivitét.
<) Weil A surjektiv ist, gilt

W= Unew A (BY (0)).

Mit dem Satz von Baire, Theorem , gibt es ng € NT derart,
dass A (BY, (0)) eine offene Kugel enthilt: Es gibt wy € W
und g9 > 0 mit

BY (wo) C A (BY, (0)).

Dann gibt es {vi} oy C By, (0) mit A (v) — wyp fiir & — oo.
Also existiert ko € N mit A (vg,) € BY, , (wo) und dann findet
man durch die Linearitat, dass

So/2 (0) C B (wo — A (vgy))

C A (B, (0) —vy,) C A(By,, (0)).

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

Wir wiren fertig, wenn dieser Abschlussstrich da nicht wére.
Das kriegen wir auch noch hin.

Sei w € BY,(0). Dann existiert v € By, (0) mit

|lw — Av|ly < 0. Daher gilt
2(w—Av) € BY 5 (0).

Induktiv kann man so {vp},cy € By, (0) und {wi}, .y C
BY 5 (0) finden mit wp = w und

W41 = 2 (wk — AUk) fir k € N.

Definieren wir ¢,, € V durch

tm = i 27]6?)]6,
k=0

dann gilt ||t,, — t,|| < 27220, und folgt, dass {t,,}
eine Cauchy-Folge im Banachraum V ist. Dann gibt es

meN

te € By (0)

4ng

mit t,, — ty, fiir m — oco. Fiir s, = At,,, gilt

m

1

—k —m—1

Sm = E 2 (wk_ﬁwk—i-l =wo — 27" Wiy 1,
k=0

und s, — wy = w fir m — oc.
Wir finden so, dass

w= lim s, = lim At,, = At,.
m—ro0 m—ro0

Dann hat es fiir jedes w € BY ,(0) ein v € Bj, (0) mit

4ng
w = Av. ]



7.3 Offene Abbildungen

Fiir eine bijektive Abbildung f : V — W existiert eine
inverse Abbildung, die man notiert durch f**s oder f~—!. Die
letzte Notation kann zu Verwirrung fithren bei zum Beispiel

f:[=m/2,7/2] = [—1,1], definiert durch f (z) = sin(x), denn

1

fH(z) = arcsin(z) und f(z)™' = (@)’

Beispiel 7.7 Fiir (2, ||-||,) betrachten wir die lineare Abbil-
dung A : 0 — (%, definiert durch (Az), = x1 und (Az), =

T — Tp_1 flir k > 2, also
A(xy,m0,23,...) = (1,02 — X1, T3 — Tay... ).

Weil ||Az|| < 2|z gilt, ist A auch stetig. List man Ax =y,
dann folgt

k
Ty = Z Yk,

m=1

das heifst x = By mit
By, y2,y3,---) = (1,91 + Yo, y1 + Y2 + 3, )

Dieser Operator B ist wohldefiniert auf A (€?) aber nicht auf
(%. Betrachten Sie Buv fiir v, = 1/k.

Dies bedeutet, dass A : (> — A (%) invertierbar ist, und A :
0* — (? nicht.
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Korollar 7.8 (Satz von der inversen Abbildung) Seien
(VA1) und (W, ||-|ly) Banachrdume. Dann gilt fir jeden
ANe (BL(V; W) Il _w) folgendes:

A st bijektiv == A"t € (BL(W; V), | lw_v) -

Beweis. Weil A linear und bijektiv ist, ist A offen. Das heifit,
dass es § > 0 gibt mit Bs (0) C A (B (0)), wie wir in Aufgabe
[7.3] gesehen haben und dies liefert A= (B5 (0)) C By (0) und
[A1]] < 1/6. .

Korollar 7.9 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien
VI-lly) und (W, ||-|lyy,) Banachrdume und sei A : V- — W

ein linearer Operator. Dann sind dquivalent:

o A (BL(V; W) Hllyow)s

o {(v,Av);v eV} ist abgeschlossen in (V x W, ||-||) mit
10, )|l = [lvlly + llwlly-

Wenn (V, ||-||,,) und (W, ||-||;;) Banachréume sind, dann ist
auch (V' x W, ||-||) ein Banachraum. Die Menge

{(v,Av);0eV}CV xW
nennt man den Graphen zu der Abbildung A : V — W.

Dieser Graph ist abgeschlossen, wenn fiir alle
konvergente Folgen {v,}, .y C V mit

v, = v und Av,, — w fiir n — oo

gilt, dass Av = w.
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Man betrachtet hier nicht alle Folgen {v,}, . die konver-
gieren, sondern nur die Folgen, bei denen gleichzeitig auch
{Av, },, o konvergiert.

Beweis. — ) Wenn v,, — v, dann folgt aus der Stetigkeit,
dass Av, — Av und dann auch (v,, Av,) = (v, Av).

<) U := {(v,Av) ;v € V} ist ein Teilraum von V x W. Die
Abbildung Py : V x W — V| definiert durch Py (v,w) = w
ist linear und stetig, und dies ebenfalls auf dem Teilraum U.
Als Abbildung Py : U — V ist Py sogar invertierbar. Durch
den Satz von der inversen Abbildung gilt

Pt e BL((V. ) (U I1)

Weil auch Py : U C V x W — W linear und stetig ist, findet
man fiir v, — v, dass

A'Un:PWoP‘;l(’Un)—)PWoP‘;l(’U):AU‘

Das heifit A ist stetig. [ |

Aufgabe 7.5 Seien (V.|-[|,,) und (W,|||,;) Banach-Rdume.
Sei {Ap},en € BL((VL-ll) s WL -lw)) derart, dass fiir alle
veV

A (v) := lim A, (v)

n—oo

wohldefiniert ist.

1. Zeigen Sie, dass lim,,_, |[|A,|| ezistiert.

2. Zeigen Sie, dass A € BL (V. |): (W, [l1))-

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

Betrachten Sie V. =W = (% mit der Standardnorm und
A, 02— PP
definiert durch

| xe firk <n,
(Anx)k_{ 0 firk>n.

3. Zeigen Sie, dass A (v) :=lim, o A, (v) = v.
4. Zeigen Sie lim, . ||[As] = ||All = 1.

5. Berechnen Sie ||A — A, ||.

7.4 Funktionalkalkiil

Fiir die Menge der beschrénkten linearen Operatoren von
(Vo lI-[1) nach (V, [|-]|) schreiben wir BL (V, ||-[]).

Der Identitatsoperator I, definiert durch Iv = v, liegt in
BL(V, |[)).

Bemerkung 7.9.1 Wenn (V,||-||) ein Banachraum ist, dann
ist BL(V,||"]|) eine Banach-Algebra, wenn man das Produkt
wie folgt definiert:

(A1 x Ag) (v) = A1 (A2 (v)).

Dieses Produkt ist nicht kommutativ.



7.4 Funktionalkalkiil

Definition 7.10 Fir A € BL(V,||||) definiert man den Spek-
tralradius p (A) € [0, 00) durch

p(A) = limsup [|A"||".

n—oo

Lemma 7.11 Sei (V,||-||) ein Banachraum wund sei A €
BL (V) ||-||) mit p(A) < 1. Dann ist I — A invertierbar und

(I =M € BL(VA D (V1) - (7.5)
Auflerdem gilt

(I—A)""'= i/\k. (7.6)

Man nennt die rechte Seite von ([7.6) die Neumann-Reihe
fiir (1 — A)~".

Beweis. Setze S,, := Y -, A¥ und sei my € N derart, dass fiir
m > myg gilt, dass

A" Y™ <6 < 1.

Fiir £ > m > myq gilt:

1Se = Sl = HZZW AkH

6m+1

¢ & ¢ k
S Zk:m-{-l HA H S Zk:m-‘rlg S 1—-46

und diese Abschétzung zeigt, dass {Sn.},,cy € BL (V. [])
eine Cauchy-Folge ist. Weil (V/|-]|) ein Banachraum ist, ist
auch BL (V,||-||) ein Banachraum und die Folge konvergiert:
es gibt So € BL (V. ||-||) mit

lim ||So — S|l = 0.
m—0o0
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Dann gilt, dass

(I =A)Sw = lim (I —A)S,, = lim (I —A™) =1

m—r0o0 m—0o0

und ebenfalls

Seo (I =A)= lim S,, (I —A)= lim (I —A™") =1

m—0o0 m—o0

Also gilt Sy = (I — A)_l, das heift, die Gleichung in (7.6)
stimmt. Mit Korollar folgt ((7.5]). ]

Aufgabe 7.6 Beweisen Sie die Aussagen in Bemerkung|7.9. 1.
Aufgabe 7.7 Beweisen Sie, dass
p(A) < |[A]l fir A€ BL(V,[I]),

und geben Sie ein Beispiel an mit p (A) < ||A]].
Schaffen Sie auch ein Beispiel mit 0 < p (A) < ||A]|?
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Aufgabe 7.8 Wir betrachten L € BL((%|||,), definiert
durch

(Lz), = x1 und (Lz), = ), + 2° "2y, fiir k > 2.
Also
L(xy,29,23,24,...) = (xl,xg—l—?xl,xg + Ty, Tq + %l’g,...) .

1. Zeigen Sie, dass L eine stetige Inverse hat.

2. Berechnen Sie (L™'x), fir k € {1,2,3,4}.

Lemma 7.12 Sei f (z) = >_°  a,z" mit a, € R eine Potenz-
rethe mit Konvergenzradius R. Sei (V,||-||) ein Banachraum
und A € BL (V) ||-]|) mit p(A) < R. Dann ist

F(A) =) anA" € BL(V,||-[])

wohldefiniert.

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von Lemma m setzen wir
S = Y iy arA¥ und nehmen mgy € N derart, dass fiir m >
myo gilt:

IA™|Y™ < 6 < R.

Fiir £ > m > my folgt dann:
¢
5= Sull = ||>=, ., x|
< Zk oy lanAF < Z,ﬁ |an| 6". (7.7)

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

Weil 0 < # < R und die Potenzreihe absolut konvergiert
innerhalb des Konvergenzradius R, geht die rechte Seite in
(7.7) nach 0 fiir m — oo. Also ist {Si},,.en € BL(V, | [)
eine Cauchy-Folge. Weil (V, ||-||) ein Banachraum ist, ist auch
BL (V,]|-]|) ein Banachraum und diese Folge konvergiert: es
gibt f(A) € BL(V,||-]]) mit

i [1£ (A) ~ Sl =0

und das war zu beweisen. ]

Beispiel 7.13 Sei A € BL(V,||-||) und (V,||-||) ein Banach-
raum. Dann ist

[e.e] 1 )
log (I — A) E Z A2 A3 —
k=1

wohldefiniert in BL (V. ||-||), wenn p(A) < 1.

Aufgabe 7.9 Die Differentialgleichung f'(t) = a f(t), mit
f(0) = fo gegeben, wird gelist durch f(t) = e fy.
Sei nun A € BL (V. ||-||) mit (V,||-]|) ein Banachraum.

1. Zeigen Sie, dass v(t) = eMuy fiir vg € V mit

ootk

At Uk
et = Zk:o k!A

eine wohldefinierte Funktion von [0,00) nach V ist, die
das folgende Anfangswertproblem lost:

V' (t) = Av(t) mit v(0) = .



7.5 Adjungierte Operatoren

NB Fir v : R — V definiert man v', wenn der Limes
V'(t) = limy w in t existiert in V.

2. Sei (V,|I-]l) = (¢4, |||l,)- Finden Sie, wenn mdglich, Li-
sungen x : [0,00) — (? von 2’ (t) = A z (t), wenn A und
x(0) gegeben sind durch

) (Az), = _Tlxk fiir k € NT,
P a0 =12 fiir k € N*,

(Az); = —11
i7) (Az), = Elay_y — Loy firk > 2,
21(0) =1 und 24(0) =0 fir k > 2,

Aufgabe 7.10 Wir wollen versuchen, wie in der letzten Auf-
gabe, Lisungen x mit x (t) € (? von o' (t) = Az (t) 2u finden
mit 3, (0) = 27% fiir k € NT und

i) (Ax), = kaxy, fir k € NT.

Bemerke, dass A zwar linear ist, aber nicht in BL (2, |]|,)
liegt. Geben Sie auch die mazimalen FExistenzintervalle der
Lésungen an.
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7.5 Adjungierte Operatoren

Seien (V.|-]|;;) und (W, ]-||;;) normierte Vektorrdume. Zu
beiden Réumen gibt es die Dualrdume (V*,|||,.) und
(W*, ||-lyy+) der stetigen linearen Abbildungen von V' bezie-
hungsweise W nach R.

Definition 7.14 Fiir eine lineare Abbildung A : V — W kann
man eine lineare Abbildung

AN W=V
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definieren mittels
Nw* :=w" oA firw* e W
Man nennt A* den zu A adjungierten Operator.
Diese Definition ausschreiben liefert:
(Aw*) (v) :==w" (Av) firw e W*undv eV,
Fir v € V folgt Av € W und w* (Av) € R ist wohldefiniert.

V A - W

V* < A W*

Wenn V' = W ein Hilbertraum ist, kann man V* = W* mit
V' identifizieren durch den Darstellungssatz von Riesz. In dem
Fall gilt A,A* : V — V. Die folgende Definition ist wichtig
bei vielen Anwendungen:

Definition 7.15 Sei (V, (-,)) ein Hilbertraum. Wenn A : V' —
V' eine lineare Abbildung ist und A = A*, dann nennt man A
selbstadjungiert.

Bei Hilbertraume und A : V' — W kann man die Schreib-
weise des inneren Produkts auf V' verwenden:

(N w,v)y, = (w, Av)y, .

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

Auch wenn man nicht mit Hilbertrdume arbeitet, verwendet
man oft fiir die Dualitdt diese Schreibweise mit Klammern.
Man schreibt in dem Fall

<w7 U>V*><V = w (U> ’

muss dann jedoch beachten, dass (-, )., blof ein bilinearer
Operator ist von V* x V' zu R.

Lemma 7.16 Seien (V,[-|,,), (W, |]|ly,) normierte Vektor-
rdume und sei

Ae BL((V:[I-lIv)» (Wi ll-llw)) -
Dann gilt

A e BLW [[-llw-)» (V5 -]

v+))
und sogar

Ay = A ey -
Beweis. Aus der Definition der Norm folgt

A* * .
sup {M;w* e W\ {0}}

[[w* [y

:sup{M‘w* EW*\{O},UGV\{O}}

1ol llw* [l

zsup{M'w* W\ {0}, v e V\{O}} — (78)

[vlly ey

Weil [w* (Av)| < [[w |y

Av||y;, finden wir, dass

[Av]ly

o]l

@ <sw { I e v o = gl



7.5 Adjungierte Operatoren
Also gilt A* € BL (W™, |[-[lyy) , (V*, [[[[y+)) und

A e ve < A

Fiir die Gleichheit in der Norm brauchen wir Hahn-Banach.
Zuerst kann man bemerken, dass wenn A = 0, dann gilt
A [y s = [[Ally o = 0. Also diirfen wir annehmen, dass
A # 0 und also auch, dass v € V existiert mit Av # 0. Sei v
derart und definiere f, : S := Span (Av) — R durch

fo (tAv) =t [|Av|ly, .
Man findet

LAl A
v = su - =1
1ols-om = sup 500 = Tede)

und jede solche stetige lineare Funktion f, kann man mit
Theorem erweitern zu w}; € W* mit ||w}| ;. = 1. AuBer-
dem gilt w}(Av) = f,(Av) = ||Av|,,,. Daraus folgt, dass

|w; (Av)|
[olly llwy -

A
:sup{H UHW;UE V' mit AU#O}
[olly

A
= sup{H UHW;U €V mit v # O} = || Ally_w -
[olly

Durch ([7.5) und ([7.5)) folgt die Gleichung. [ |

Die Orthogonalitét, die man in Hilbertraume hat, lasst sich
erweitern zu Banachrdume, jedoch nicht so direkt, wie man
vielleicht hofft.

(mzsup{ ;vEVmitAv;éO}
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Definition 7.17 Seien (V,||-||) einen Banachraum.

o Sei S CV und f € V*. Mann sagt, dass f € S+, wenn
f(v) =0 fir allev e S.

o SeiveV und T C V*. Mann sagt, dass v € T+, wenn
f(v) =0 fir alle f € T.

Bemerkung 7.17.1 In einem Hilbertraum kann man V und
V* mit Riesz identifizieren und f(v) = 0 fir v € V und
f € V* auffassen als {f,v) = 0. Dann wird f € S* fir S CV
2u

(f,v) fir allev e S,

und das ist genau die tbliche Definition.

Fiir Teilmengen F' C V* oder U C V werden die orthogo-
nalen Mengen dann wie folgt festgelegt:

e Fiir U C V definiert man U+ c V* durch

Ut ={yeV* ¢(u)=0firalleu € U}.

e Fiir F' C V* definiert man F+ C V durch

Ft={veV; f(v)=0firalle f € F}.

Bemerkung 7.17.2 Der genaue Leser sieht, dass F+ fiir F C
V* eigentlich nur wohl-definiert ist, wenn der Banachraum
reflexiv ist. Wenn das nicht der Fall ist, wire F* nach dem
ersten Punkt eine Teilmenge von V** und nach dem zwei-
ten Punkt eine Teilmenge von V. Man erinnere sich, dass bei
nicht-reflexiven Banachrdiume gilt: V ; V.
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Lemma 7.18 Seien (V,||l\,), (W.||:[lyy) normierte Vektor-
réume und sei

Ae BL(V:-llv) s (Wi ll-{lw)) -
Dann gilt:
Ker (A) = Range (A*)" und Ker (A*) = Range (A)" .

Bemerke, dass Range (A*) ein Teilraum ist von V* und
Ker (A) ein Teilraum von V. Ahnlich ist Range (A) ein Teil-
raum von W und Ker (A*) von W*.

Beweis von Lemma [7.18 Fiir die erste Behauptung:

veKer(A) s Av=0
SVpe W ¢ (Av) =0
SV e W : (Ay)(v) =0
SVoe MW 9 (v)=0

& v € Range (A*)© .

Die zweite Behauptung zeigt man adhnlich. [ ]

Aufgabe 7.11 Wir betrachten (L? (0,27),|-||,). Dieser Vek-
torraum 1st ein Hilbertraum mit innerem Produkt

(u,v) = /OQWu(x)v(x) dz.

Sei K € C ([0,27]*;R).

Woche 7, Baire und Banach-Steinhaus

1. Zeigen Sie, dass der Operator K, fiir u € L*(0,2m) defi-
niert durch

2w

(Ku) () = i K (z,y) uly) dy

in BL (L*(0,27), ||-]|,) liegt.

2. Geben Sie eine Bedingung an K an, sodass IC selbstad-
Jungiert ist und beweisen Sie dies.




Kapitel 8

Kompakte Operatoren

8.1 Definition

Kompakte Mengen sind festgelegt worden in Definition [2.18

Definition 8.1 Seien (V,|-||,), (W, ||-[ly) Banachriume und
sei K. € BL((V,||-ly/): W, |I-llw))- Man nennt K einen kom-
pakten Operator, wenn jede beschrinkte Folge {vy}, .+ C
V' eine Teilfolge {vn, }cn+ hat derart, dass {Kvp, }pene CW
konvergiert.

Diese Definition ist dquivalent zu:
K st derart, dass fir alle U C'V gilt:

U beschrinkt in V.= K (U) kompakt in W.

Aufgabe 8.1 Zeigen Sie, dass wenn
K, L e BL((V, |llly); W, [I-llw))

kompakte Operatoren sind, auch K + L kompakt ist.
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Beispiel 8.2 Wir betrachten A € BL (¢%,]|-||,) definiert durch
(Az), =2 "2y

Diese Abbildung ist kompakt. Das sieht man wie folgt: Sei
{z(”>}neN+ C (% eine durch M beschrinkte Folge. Dann ist
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auch fiir jedes k die Folge
{ ,(:)} C R beschrdinkt durch M.
neNt

Mit einem Diagonalargument wdhlen wir erst eine Teilfolge
derart, dass

{xﬁ’“*’”)} in R konvergiert nach x3°,
meN+t

dann eine Teilteilfolge derart, dass
{:vém”")} in R konvergiert nach x5°,
meNT

und so weiter. Als endgiiltige Teilfolge nehmen wir
{x(”’"vm)}mew C (2. Diese Folge konvergiert dann punktweise
nach x°° aber im Allgemeinen nicht in (*> nach x>

Definieren wir y> durch y° = 27%2%°, dann gilt y> € (* und

auflerdem konvergiert die Folge {Ax("’"v’")}meNJr nach y*

Das sieht man wie folgt: Fiir ¢ > 0 bestimmen wir

1. K. € N derart, dass 271 < 537, und

2. mg. € N derart, dass fir m > mg_ gilt

max ,(g rim,m) —ay| <e.
1<k<K.
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Dann folgt fiir m > my_, dass

2
) =2 = 3 el — g

k=1

Sl $ e

k=K:+1

<Z4 ke 1 Z

k=K:+1
2y @)Y 4
k=1

(ﬁf 2M)? < &2, (8.1)

AN
A I
a

1.2
56 +

W=

Wir haben hier verwendet, dass

Lk 1/4 1
Zk:14 — 1-1/4 — 3"

Weil es fir jedes € > 0 ein my. € N gibt derart, dass
gilt fiir m > mg., folgt Azx(mm) — 4> in (2,




8.1 Definition

Aufgabe 8.2 Wir betrachten die Folge {x(”)}neN+ C (2, defi-
niert durch

M = (1,1,0,0,0,0,0,...)
z? = (1,0,1,0,0,0,0,...)
% = (0,1,1,0,0,0,0,...)
+%@ = (1,0,0,1,0,0,0,...)
% = (0,1,0,1,0,0,0,...)
z® = (0,0,1,1,0,0,0,...)
7 = (1,0,0,0,1,0,0,...)
+® = (0,1,0,0,1,0,0,...)
9 = (0,0,1,0,1,0,0,...)
19 = (0,0,0,1,1,0,0,...)
und so weiter.
Von ™ zu 2™t geht es, indem das meist linke Paar”1,0”

sich dndert in 70,17 und eine eventuelle 71" wvorher wieder
vorne anfingt.

Welche x* kommen in Frage als punktweiser Limes einer Teil-
folge?
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Aufgabe 8.3 Wir setzen die letzte Aufgabe fort.

1.

Zeigen Sie, dass die Folge keine in (% konvergente Teil-
folge besitzt.

Fiir welche x* ¢ibt es eine Teilfolge mit ™) — x* in (%7

Sei A : 02 — (7 definiert durch (Ax), = tay,. Fiir welche
x* gibt es eine Teilfolge mit Ax™) — Ax* in (??

Ist A ein kompakter Operator?




Beispiel 8.3 Wenn Sie die letzte Aufgabe richtig gemacht ha-
ben, dann haben Sie eine Folge {v,}, .y € € und v €
gefunden mit

1. v, = v in ?, und
2.0 < ||v]ly < limy_soo ||Un]]5-
Die letzte Ungleichung ist echt strikt und kein Tippfehler.

In Theorem findet man, dass beschrinkt plus abge-
schlossen in endlich dimensionalen Rdumen aquivalent ist zu
kompakt. Daraus ergibt sich folgendes:

Korollar 8.4 Wenn (V,|-|l,,) und (W,|-|ly,) Banachrdume
sind, und A € BL((V,||l,)); W, ||-|ly)) ist derart, dass
Range (A) endlich dimensional ist, dann ist A ein kompakter
Operator.

Aufgabe 8.4 Beweisen Sie dieses Korollar.
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Proposition 8.5 Wenn (V. ||-||,,) und (W, ||-||,;/) Banachrdume
sind, und A, A, € BL((V,|ly,); W, ||ly)) mit n € N sind
derart, dass A, kompakte Operatoren sind und A, — A in
|-l —w > dann ist auch A ein kompakter Operator.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fiir jede beschréinkte Menge
U C V gilt, dass A (U) kompakt ist. Wegen Lemmareicht
es sogar, wenn wir zeigen, dass m prakompakt ist. Das
heifit, fiir jedes € > 0 sollte man die Menge A (U) iiberdecken
kénnen mit endlich vielen {B. (w;)}_,.

Sei £ > 0 und nehmen wir an, dass U C Bg (0). Dann gibt
es n. € N derart, dass fiir n > n, gilt

1
||A - An||V—>W < ﬁg

und das bedeutet fiir v € U, dass

1
1A () = A (@)l < 3¢ llully < e,

also

A(u) € By, (An. (1)
Es folgt, dass

AW e, Br. (A (w).

Fiir jedes w € A (U) gibt es dann u,, € U mit

[An. (ww) — wl| < %5‘ (8.2)
Bemerke, dass {B 1 (Ang(u))} auch eine Uberdeckung ist

uelU

von A,_(U). Weil A, (U) kompakt ist, gibt es endlich viele

A @ c U Ba (w) (8.3)
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Kombiniert man (8.2) und (8.3)), so existiert fiir jedes w €
A (U) mindestens ein ¢ € {1,..., k.} mit

[ —wil| = [[w = Ap, () + A () — wi
< Jlw = An, (wo) | + [[An, (ww) — will < 3e

und fiir jedes w € A (U) auch mindestens ein i € {1,...,k.}
mit

Jw—wi| < 2e<e

und dies bedeutet: {B. (w;)}5, iiberdeckt A (T). n

Aufgabe 8.5 Sei (V,||-||) ein Banachraum.

1. Beweisen Sie, dass wenn A, B € BL(V,||-||) mit B kom-
pakt, dann sind auch AB und BA kompakt.

2. Gibtes A, B € BL(V,|-]|), beide nicht kompakt, und der-
art, dass AB kompakt ist?

3. Zeigen Sie, dass wenn A € BL(V,|-||) kompakt ist und
|All,_y <1, dass dann auch (I — A)~" — T kompakt ist.
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Theorem 8.6 (Schauder) Seien (V,|-||,) und (W, |||,,) Ba-
nachriume und set A € BL ((V, |Ily,); (W, Illy))- Dann sind
dquivalent:

o AV — W ist kompakt,

o N*: W* = V* ist kompakt.

Nicht nur haben also A und seine adjungierte A* die gleiche
Norm, sondern sie sind entweder beide kompakt oder beide
nicht kompakt.

Beweis. — ) Sei A kompakt. Wir miissen zeigen, dass fiir
eine beschrénkte Folge {¢,}, .y C W* eine Teilfolge existiert
mit A*¢, — @ in V*. Weil die Abbildungen linear sind, diir-
fen wir ohne Verlust der Allgemeinheit dabei annehmen, dass
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&l < 1. Aus der Annahme folgt, dass fiir B; (0) C V' die
Menge E := A (B; (0)) C W kompakt ist. Wir betrachten

Jni =y, £ =R

Die Funktionen f, sind gleichgradig stetig, weil fiir alle
wy,wy € E gilt

[fo (w1) = fo (w2)| < [ Gnllyp [lwr = wally, < flwr —wally

und auflerdem gilt fiir alle w € F, dass

sup [ fr(w)| < [|@n[yp- [wlly <
neN

< llnllw sup [[Avly < Al w -
veEB1(0
Dann sind die Bedingungen fiir das Theorem von Arzela-
Ascoli erfiillt und es existiert eine Teilfolge {fy, },cy und
f€C(F) mit
Jim | fr, = fll = 0.
Die Norm hier ist definiert durch
[ull o = sup {|u(z)|;z € E}.

Die Linearitét von f folgt via f,, aus der von ¢, . Diese kon-
vergente Folge ist auch eine Cauchy-Folge. Schlussendlich be-

trachten wir {A*gzﬁnk}keN. Es gilt

1460, = 2700, [l
= sup {|A"0,,, (v) = A*¢,, (v)|; [l = 1}
= sup {|¢,, (Av) — ¢y, (Av)|; [lvlly < 1}
= sup {|fn, (Av) = fo, (AV)[5[J0][}, <1}
= sup {[fn, (w) = fo, (w)|;w € E}
= fn = frell -
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Dann ist {A*gbnk}keN eine Cauchy-Folge im Banachraum
(V*I:ll;-+) und deshalb konvergent. Es gibt ¢ € V* mit
AN*¢, — ¢ fiir k — oo.

<) Sei A* kompakt und sei {v,,}, .y C V eine beschrinkte
Folge. Dann ist {F,,, }, .y C V**, definiert durch

F,, (0) = ¢ (vy,) fiir p € V7,

eine beschrénkte Folge in V** und es existiert wie vorher eine

Teilfolge {A**Fvnk } ren C W+ die Cauchy-Folge ist. Aufler-
dem gilt

[ Fwllye = llwllyy - (8.4)
Denn

p\w %
||Fw||W**=sup{’ W e w \{0}} < llwlly
1l

und, nehmen wir ¢,,(tw) = t||wl|,, auf Span(w) C W und
erweitern dies mit Hahn-Banach zu ¢, € W* mit gleicher
Norm 1, so folgt

|0, (w)]
| Fwllypes > Toulmn — |wlly -

Mit Hilfe der Linearitdt und (8.4]) folgt, dass

*%07

[AV,, = Avg,lly = [|[A*F,, — A™F,, |

W*
das heifit, {Avy, },.y C W ist eine Cauchy-Folge. Weil
(W, |]-lly/) nach Annahme ein Banachraum ist, ist die Folge
{Avy, } e konvergent. n
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8.2 Nochmals schwache Konvergenz

Proposition 8.7 Sei (V,||-||) ein Banachraum und sei A €
BL(V,||-|l) kompakt. Wenn fiir {vn}, ey €V gilt

v, v in'V,

dann folgt
Av, — Av in V.

Beweis. In Lemma [7.4] finden wir, dass v, gleichméBig be-
schrankt ist. Weil A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge mit
Av,, — w € V. Also ¢(v,) = ¢(v) wenn n — oo fur
alle ¢ € V* und dies gilt dann auch fiir A*¢ € V*, denn
A* e BL(V*||l,). Weil

(A"¢) (v) = ¢ (Av)

folgt ¢ (Avy,) — ¢ (Av) fiir k — oo. Der schwache Limes ist
eindeutig und das bedeutet w = Av.
Also existiert eine Teilfolge mit Av,, — Av fiir kK — oo.
Wenn die Folge {Av,},y nicht nach Av konvergiert, dann
gibt es eine Teilfolge {Avp, },c und € > 0 mit

[ AV, — AV > €

Weil {vm, },cy beschriankt ist und A kompakt, gibt es auch
fiir diese Folge eine konvergente Teilfolge {Avy, }, .y, also
Av,,, — @ € V und, wie vorher, Av,,, — Av und w = Av,
ein Widerspruch. [ ]
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8.3 Integraloperatoren

Sei € ein beschréinktes Gebiet in R" und sei G : OxQ—=R
eine Funktion. Wenn G € C (Q X Q), dann ist der Integral-
operator

@ﬂ@%ZAG@Wmewmfeoﬁ)

wohldefiniert als linearer Operator und gilt sogar G €
BL (C (9),]]||)- Der Operator ist sogar definiert fiir u €
L' (Q).

Ubrigens braucht man nicht unbedingt, dass Q ein be-
schrinktes Gebiet in R"™ ist, oder dass G stetig ist.

Beispiel 8.8 Wir definieren G € C ([—1, 1}2) durch

i — ir —1<g<y<
Gy [ TR A=) fir —1<a<y<l
t(1—2)(1+y) fir —1<y<az<1.

X

Sei u fir f € C'[—1,1] definiert durch

/ny y) dy
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so findet man, dass u € C?%[—1,1] und weiter, dass

Aufgabe 8.6 Zeigen Sie die Behauptungen in Beispiel [8.8,
Aufgabe 8.7 Beweisen Sie, dass
G:L?(—1,1) = L*(-1,1),

definiert mit G aus Beispiel [8.§ durch

GF) (z) = / G (x,y) f () dy

1
in BL(L*(—=1,1),(-,-)) liegt und dass G* = G.
Aufgabe 8.8 Sei

Dy ={z,yeR; -1<y<xz<l1},
Dy={z,yeR; —1<zx<y<l1},

und seien g, € C! (E) und g, € C* (E)
Zeigen Sie, dass fir f € C'[—1,1] gilt:

% (/x 91 (z,y) f(y)dy + /: g2 (7,9) f(y>dy)

-1

_ / %gl (2,) Fy)dy + g1 (,2) ()
Lo

+/m e (z,y) f(y)dy — g2 (z,7) f(x).
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Theorerg 8.9_ Wenn 2 C R" ein beschranktes Gebiet und sei
GeC (Q X Q) Dann ist G, definiert durch

@0 @)= [ Glan) £) dy
ein kompakter Operator in BL (C (Q) , [|-||..)-
Beweis. Die Linearitit folgt direkt. Weil Q x © eine kompakte

Menge ist, ist G gleichméflig stetig, Dann existiert fiir alle
e > 0ein 6. > 0 derart, dass

|xa _xb| < 55 - |G(xa7y) - G(Ib,y)| <e.
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Es folgt, dass wenn |z, — x| < J., dann

(GF) (xa) = (GF) ()| < /folf(y)ldy <ellfllpe -

Weil [[fll1q) < 190 [If]l, folgt aus f € C (), dass Gf €
C (Q). Hier ist |Q] das Volumen von :

|2 :z/ldm.
Q

16/l < max |G (z,y)| [ fll 110
z,yef)

< max |G (7, y)] Q] [|f]l,
z,y€eN

AuBerdem gilt

also folgt G € BL (C'(Q), ||||..)-

Um zu zeigen, dass G kompakt ist, verwenden wir Arzela-
Ascoli. Sei { fy},en C C (ﬁ) eine durch M beschrénkte Folge,
das heifit

| full o < M fir alle n € N.

Dann gilt fiir |z, — 3| < 0., dass
|(gfn) (CL’a) - (gfn) (xb)| <M ’Q| &,

fir alle n € N und das bedeutet {Gf,}, .y ist gleichgradig
stetig. Dann hat {Gf,}, oy eine konvergente Teilfolge. |

Eine wichtige Verallgemeinerung sind die nach Schur be-
nannten Integraloperatoren.
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Deﬁlliti(zl 8.10 Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet End sei
G:QxQ — [—o00,00] derart, dass a <n und g € C (Q x Q)
existiert derart, dass

g(@,y) =z —y|"G(z,y) firz+y.
Dann nennt man G definiert durch

Gf) (z) = / G (x,y) f(y)dy (8.5)

Q
einen Schur-Integraloperator.
Bemerke, dass y — G (z,y) f(y) in x eine Singularitit von

Ordnung —a haben kann. In n Dimensionen sind solche Sin-
gularitidten jedoch integrierbar: Fiir stetige Funktionen f gilt:

R
-« _ —« n—1
/B s sl - /wzl /,:0‘7" £ (rw)| " Vdrd

R
<1l / / Py
|w|=1 Jr=0
1 R

n—o« 1
1l o [ - } — A1l o
r=0

n—«o

R".

n—«o

Wir beschreiben mit w den Winkelanteil der n-dimensionalen
Kugelkoordinaten. Fiir den Hyperflicheninhalt von S"~!, der
(n — 1)-dimensionalen Einheitssphére in R", verwenden wir

das Symbol o,,:
On = / 1 dw,
wesn—1

oder einfacher: o, ist der Flacheninhalt der Einheitssphére.
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Beispiel 8.11 Sei B1(0) C R™ die Finheitskugel in R™ mit
n > 3. Fir alle f € C* <Bl(0)> qibt

u(z) = /31(0) Gy (z,y) [(y)dy

mit

2—n

=y = /le - 2-1— 1= lz?) (1 = |yl?
oy ;/,Jm_(%")( o)

die Losung von

—Au(z) = f(z) fir z € By(0),
{ u 0 fir x € 0B,(0), (86)

mit 0B1(0) dem Rand von By(0).
Bemerke, dass |z — y|""> Gn(z,y) stetig fortsetzbar ist fir & =
Yy <€ Bl (O)

-1 1

Abbildung 8.1: x — Ga(x,y) fir y = (0.3,0.1)
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Aufgabe 8.9 Fiir By (0) C R? ist die zugehirige Funktion Gy
wie folgt:

G (z,y) = ﬁlog (1 + (1= JaI) <12_ |y|2)> :

Zeigen Sie, dass G aus mit diesem G5 ein Schur-
Integraloperator ist. Fine Skizze zu Gy (x,y) finden Sie in Ab-

bildung[8.1].

Theorem 8.12 Sei Q und G wie in Definition[S.10 Dann gilt
GeBL(C(Q),|'l.) und G ist kompakt.
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Ein Beweis dieses Theorems braucht einige technische Ab-
schédtzungen von Integralen und diese werden wir hier weglas-
sen.

Aufgabe 8.10 In dieser Aufgabe ist By (0) die Finheitskugel
in R™ mit n € Nt. Sei h € C(By(0)) und setze

g(z) = /B 1 hway.

1(0) ’l’ - y’a

1. Zeigen Sie, dass fir o« <n —1 und |z| <1 gilt, dass

0 / (l‘z - yi)
z) = —a I () dy. 8.7
axig( ) P — (y) dy (8.7)

Hinweis: majorisierte Konvergenz von Lebesque.

2. Wieso gilt im Allgemeinen nicht fir « > n — 17
Hinweis: h(y) := |y;|" sign (y;) ist stetig fiir e > 0.
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Kapitel 9

Fredholm und Definition des Spektrums

9.1 Fredholm im Hilbertraum

In endlichen Dimensionen kann man lineare Abbildungen mit
Matrizen darstellen. Fiir eine Abbildung

A:R" - R"
hat man die folgenden Ergebnisse:
e A ist surjektiv <= A ist injektiv.
Man kann noch genauer sagen:
e dim (Ker (A)) + dim (Range (4)) = n.

Wenn dim (Ker (A)) = k und 1 < k < n, dann braucht man
noch genau zusétzlich k£ unabhéngige Vektoren {vq,...,vx} &
Range (A) fiir die Zerlegung

Range (A) @ Span {vy, ..., v} = R™

Man nennt k£ die Kodimension von Range (A).
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Man sieht, dass folgendes gilt:
dim (Ker (A4)) = codim (Range (A)) . (9.1)

Bei unendlich dimensionalen Vektorraumen gilt so etwas wie
in im Allgemeinen nicht. Das Ergebnis in lasst sich
jedoch iibertragen bei einigen unendlich dimensionalen nor-
mierten Vektorrdumen fiir

A=I-KeBL(V.|).
wenn K ein kompakter Operator ist. Das werden wir hier
zeigen.

Ein solcher Operator der Form I — K, mit K kompakt, heift
Fredholm-Operator.

Bei den Uberlegungen dazu werden auch die Eigenwerte
und Eigenvektoren eines Operators A eine Rolle spielen.

Definition 9.1 Sei A € L(V;V) mit V' einem Vektorraum.
Man nennt eine Zahl A € C einen Eigenwert von A, wenn
ein nicht-trivialer Vektor v € V' existiert mat

Av =M
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Diesen Vektor v nennt man einen Eigenvektor beir dem Ei-
genwert \.

Moéchte man komplexe Eigenwerte beim reellen Vektorraum V
betrachten, dann betrachtet man Vi := {v; + ivg; v1,v9 € V'}
mit den {iiblichen Rechenregeln bei komplexen Zahlen. Eine
Norm auf V' erweitert man meistens nicht so einfach zu einer
Norm fiir V. Dazu spéater mehr.

Die Eigenwerte A € C sind derart, dass A — X[ : Ve — V¢
nicht injektiv ist.

Bemerkung 9.1.1 Das letzte bedeutet bei einer Matriz A, dass
A eine Nullstelle des Polynoms n-ten Grades det (A — \I) =
0 ist. Der Hauptsatz der Algebra sagt, dass ein Polynom n-
ten Grades genau n Nullstellen {\;};_, in C hat, jedenfalls
wenn man inklusive der maglichen Multiplizitdt zdhlt. Fiir die
algebraische und geometrische Multiplizitdt lesen Sie noch mal
bei Lineare Algebra nach.

Hat man n unabhdngige Eigenvektoren, dann kann man ei-
ne Matriz A diagonalisieren. Durch Diagonalisieren wird das
n-dimensionale Problem Au = f zerlegt in n eindimensionale
Probleme u; = N\ f; firi=1,...n.

Symmetrische Matrizen haben diesbeziiglich sehr angeneh-
me Figenschaften:

o Wenn A symmetrisch ist, also A = AT, dann sind al-
le Figenwerte reell und dann g¢ibt es eine orthonormale
Basis von Figenvektoren fiir R™.

o Wenn A symmetrisch ist, dann gilt aufferdem, dass

Ker (A) = Range (4)" .
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All dies sollte Thnen bekannt vorkommen, wenn Sie Linea-
re Algebra gehort haben. Wir werden jetzt zeigen, dass auch
diese Ergebnisse sich iibertragen lassen auf unendlich dimen-
sionale Vektorrdume oder manchmal nur auf Hilbertraume,
wenn man Symmetrie ersetzt durch Selbstadjungiertheit.

Definition 9.2 Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Ein Operator
K € BL(H,(-,-)) heifit selbstadjungiert, wenn K = K*.

Der Satz zu Fredholm-Operatoren, noch ohne Verwendung
der Selbstadjungiertheit folgt. Weil H* = H fiir einen Hilbert-
raum, folgt K** = K und wegen Theorem kénnen Sie in
den Aussagen K und K* umtauschen.

Theorem 9.3 (Fredholm-Eigenschaften im Hilbertraum) Se:
(H,(-,-)) ein reeller Hilbertraum und sei K € BL(H,(-,-))
kompakt. Dann gilt folgendes:

1. Ker (I — K) ist endlich dimensional.

2. Range (I — K) ist abgeschlossen.

3. Range (I — K) = Ker (I — K*)*.

4. Ker (I — K) = {0} <= Range (I — K) = H.

5. dim (Ker (I — K)) = dim (Ker (I — K*)).

Beweis. Wenn H endlich dimensional ist, dann sind die Be-
hauptungen entweder trivial oder ein Ergebnis aus der Linea-
ren Algebra. Wir diirfen also annehmen, dass H unendlich
dimensional ist.
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1. Wenn Ker (I — K) unendlich dimensional ist, dann fin-
det man mit Gram-Schmidt eine Folge {e,}, .+ C H mit
(I —K)e, = 0 und (en,en) = Opm. Diese Menge ist be-
schriankt, weil ||e,|| = 1 fiir alle n und, weil Ke, = e, und
K kompakt ist, sollte {Ke,}, .+ eine konvergente Teilfolge
haben. Es gilt jedoch fiir alle n # m, dass

| Ke, — K’emH2 = |len — €m||2

= (en, en) — 2 (€n,em) + (ém,em) =1+0+1,

ein Widerspruch.
2. Wir behaupten:

38> 0VweKer (I —K)":|lv—Ko| > B|v. (9.2)
Nehmen wir an, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es eine
Folge {vn}, oy C Ker (I — K)" mit

1
[[on = Ko < —lva]l -
n

Durch Skalierung diirfen wir annehmen, dass ||v,|| = 1. Weil
{vn},en beschrinkt ist, und K kompakt ist, gibt es eine Teil-
folge {Kvn, },cy, die konvergiert: Kv, — w fir & — oo.
Dann gilt jedoch auch, dass

[[on, = wll < flon, = Kon[| + [ Kvn, — w]]
1
< — + || Koy, —w| — 0 fir & — oc.
N,
Mit der Dreiecksungleichung findet man

ol = Jim [, |} = 1.
o0
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Weil Ker (I — K)* abgeschlossen ist, siche Lemma [4.18] folgt
w e Ker (I — K)* .

Aus v,, — w folgt Kv,, — Kw und weil der Limes ein-
deutig ist, gilt Kw = w. Dies bedeutet w € Ker (I — K) und
da

Ker (I — K) NKer (I — K)" = {0},

haben wir einen Widerspruch und es gilt die Behauptung in
5.

Um zu zeigen, dass Range (I — K') abgeschlossen ist, neh-
men wir {v,}, .y C Range (I — K) mit v, — v fiirn — oo. Es
gibt u,, € V mit v, = u, — Ku,,. Es gibt jedoch keinen Grund,
dass die Folge {u,},y konvergieren sollte. Dazu miissen wir
diese u,, geschickter wahlen.

Sei P die senkrechte Projektion auf Ker (I — K) aus Theo-
rem .19 und betrachte @, = u, — Pu,. Weil Pu, €
Ker (I — K) folgt (I — K) Pu,, = 0 und

Uy = Uy — Ky,

Die so gewédhlten u, konvergieren, denn es gilt u, €
Ker (I — K)L7 und wegen der Behauptung, dass

v = V| = [[(tn, — tm) — K (ty, — )| > B ||Thn, — T || -

Dann ist {7y}, eine Cauchy-Folge und konvergent wegen
der Vollstandigkeit. Es gibt also w € H mit u, — w fiir
n — oo. Dann gilt auch, dass v,, - w — Kw. Das bedeutet

v= (] —-K)w e Range (I — K).
3. Wegen Schauder ist auch K* kompakt und so ist we-

gen 1. auch Ker (I — K*) endlich dimensional und daher ab-
geschlossen. Wegen 2. ist Range (I — K) abgeschlossen. Statt
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Range (I — K) = Ker (I — K*)" konnen wir dann auch zei-
gen, dass

Range (I — K)* = Ker (I — K*).
Dieses Ergebnis findet man in Lemma [7.18]

4. =) Nehme an Ker (I — K) = {0} und Range (I — K) #
H. Weil Ker(I —K) = {0} gibt es fiir jedes v €
Range (I — K) genau ein w € H mit v = (I — K)w. Das
heifit

I-K:H—H =Range(/-K)=(I—-K)H

ist bijektiv. Wegen 2. ist H; eine abgeschlossene Teilmenge

von H und, weil H; # H, gibt es ein Element 0 # e; € Hi,

bei dem wir nach Skalieren annehmen diirfen, dass ||e;|| = 1.
Dann ist auch

(I-K)?:H-—Hy=(1-K)H

bijektiv und fiir (I — K) ey # 0, weil Ker (I — K) = {0}, folgt
(I-K)ey € Hy \ Hy. Denn (I — K) ey = (I — K)*v wiirde
e1 = (I — K)v € Hy implizieren. Weil Hy, C H; konnen wir
0 # ey € Hy N Hy finden mit [Jes]| = 1.

Dies konnen wir fortsetzen und finden Teilmengen Hj =
(I — K)* H mit

HOH DHyDH;D...

und ey, € Hy_y N HiE mit |lex]| = 1.
Dann ist {ej},cn+ eine beschrénkte Folge und weil K kom-
pakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge {Key, },on+- Je-
doch gilt fiir m > n, dass
Ke,—Key,=e,— (I —K)e,+e,— (I —K)ey)

(. S

€ Hpt1
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und weil e, € Hy-,; und |le,|| = 1, folgt mit Cauchy-Schwarz,
dass
| Ke, — Kenl > (Ke, — Kep, e,) = 1.

Das Letzte widerspricht der Konvergenz.

<) Wenn Range (I — K) = H, dann folgt aus Lemma
dass Ker (I — K*) = H* = {0}. Schauder sagt, dass
auch K* kompakt ist und daher gilt mit dem letzten Punkt,
dass
Range (I — K*) = H.

Wiederum mit Lemma folgt

Ker (I — K) = H+ = {0}.

5. Wegen Schauder ist auch K* kompakt. Das bedeutet,
dass

Ker (I — K) = Range (I — K*)" und
Ker (I — K*) = Range (I — K)*

endlich dimensional sind. Nehmen wir an, dass
dim Ker (I — K) < dim Range (I — K)*,
dann gibt es eine lineare Abbildung
Ay : Ker (I — K) — Range (I — K)*",
die injektiv ist jedoch nicht surjektiv. Weil

H=Ker(I - K)®Ker (I - K)",
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kann man A; durch 0 erweitern auf Ker (I — K)™ und be-
kommt A € BL (H, (-,-)). Weil Range (A) endlich dimensional
ist, ist A kompakt und auch K + A.

Sei P die nach Theorem [£.19 wohldefinierte Projektion auf
Ker (I — K). Dann folgt

I—-K-MNv=UI-K-A)(Pv+(I—-P)v)

= —APv +({I-K)(I—-P)wv. (9.3)
—— N ~—
€ Range(/—K)* € Range(I—K)

Sei nun v € Ker(/ — K —A). Wegen (9.3) folgt, dass
(I — K — A)v =0, genau dann, wenn

APv=0und (I -K)(I—P)v=0.
Weil APv = 0 bedeutet, dass Pv = 0, finden wir
0=I[-K)(I—-Pv=(I—-K)v

und (I — P)v =v € Ker (I — K)NKer (I — K)*. Das bedeu-
tet Ker (/ — K — A) = {0} und wegen 4., dass

Range (I — K —A) = H. (9.4)
Wir haben angenommen, dass
w € Range (I — K)* \ Range (A)
existiert und wegen soll es v € H geben mit
(I -K—-A)v=uw,

und aus (9.3) sicht man, dass dann w = —APv gilt und w €
Range (A), ein Widerspruch. [
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Wenn man interessiert ist an Losungen der Gleichung
u—Ku=f (9.5)
in einem Banachraum (V,||-||,,) mit K € BL(V,|-||,,) kom-

pakt, das heifit, f € V ist gegeben und man sucht u € V,
dann gibt es nur die folgenden Moglichkeiten.

Man nennnt dieses Ergebnis das Fredholm Alternativ:

e Wenn Ker (I — K) = {0}, dann hat (9.5)) fiir jedes f € V
genau eine Losung v € V.

e Wenn Ker (I — K) # {0}, dann hat fir f € V eine
Losung uw € V| genau dann wenn f € Range (I — K*)L.
Wenn u eine Losung ist, dann ist auch u + v mit v €
Ker (I — K) eine Losung und jede Losung in V' kann man
so schreiben.

Aufgabe 9.1 Wir betrachten in (L*(0,1),|-||,) und
T 1
() (@) i= (1=2) [ yuidy+o [ (1= ui)dy
0 T

1. Zeigen Sie, dass K € BL(L?*(0,1), ||-][,)-
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(b) K ({ue€ L*(0,1);]ull, <1}) ist kompakt wegen
Arzela-Ascoli.

(¢c) Die Einbettung C°[0,1] — L? (0, 1) st stetig.

Begriinden Sie diese Aussagen und zeigen Sie so, dass
K € BL((L*(0,1),]|l,)) kompakt ist.

2. Zeigen Sie, dass K selbstadjungiert ist.

3. Zeigen Sie, es gibt ¢c; > 0 derart, dass

| Kull, <eil|ull, firallewe L*(0,1).

4. Zeigen Sie, es gibt co > 0 derart, dass
|(Ku) (z) = (Ku) (y)] < ¢z [z =y [[ul],

fiir alle w € L*(0,1).

5. Man findet:

(a) Fir||ull, <1 gilt, dass Ku gleichmafig gleichgradig 6. Begriinden Sie, dass fir A € R gilt Ker(\ — K) €
stetig ist. C?10,1].
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7. Firu € C*[0,1] gilt
u € Ker (M — K)
—

{ A (z) +u(x) =0 firz € |0,1]
u(0)=u(l)=0

8. Zeigen Sie Ker (A — K) # {0} <= X € {z5;k € N*}.

9. Was kénnen Sie fiir f € L*(0,1) sagen zu einer Lisung
uwe L?(0,1) von M —K)u=f ?

10. Was bedeutet hier das Fredholm Alternativ?

9.2 Projektion in einem normierten
Vektorraum

Wenn man kein Hilbertraum hat, dann gibt es nicht unbe-
dingt eine natiirliche Definition eines Winkels zweier Elemen-

101

te. Man kann jedoch eine Projektion definieren, wenn man die

Orthogonalitiat weglasst.

N\

Sei also (V, ||-||;,) ein normierter Vektorraum.

Definition 9.4 Sei P:V — V eine lineare Abbildung.

e P nennt man eine Projektion, wenn P? = P.

o Wenn auflerdem gilt, dass P(V) = X, dann nennt man
P eine Projektion auf dem Teilraum X C V.

Aufgabe 9.2 Seiv € V' \ {0} derartig, dass Pv = \v. Welche
Werte kann A haben?

Die orthogonalen Projektionen, die bei Theorem vorge-
stellt wurden, sind ein spezieller Fall. Fiir solche orthogonale
Projektionen gilt || P||,,_,;, = 1. Die Projektionen in Definiti-
on [9.4) miissen nicht mal stetig sein. Wenn eine Projektion P
stetig ist und nicht trivial, dann gilt || P|,,_,,, > 1. Das folgt
direkt, denn wenn P nicht trivial ist, dann gibt es v € V mit
Pv # 0 und dann kann man zu der Norm folgendes sagen:

[Pzl 12 (Po)lly

IIP|| :sup{—,O%meV}z
ey ]|y [1Polly

=1
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Beispiel 9.5 Wir betrachten P : cog — coo definiert durch
P(xy,29,3,...) = (21 — 22,0, 23 — 214,0, 25 — 326,0,...).

Dann ist P eine Projektion, die nicht stetig ist in (coo, ||| )

Aufgabe 9.3 Beweisen Sie diese letzte Aussage.

Lemma 9.6 Sei (V,||-|\,) ein normierter Vektorraum und sei
PV — V eine Projektion. Dann gilt

1. I — P 1ist auch eine Projektion,
2. Ker (P) = Range (I — P) und Range (P) = Ker (I — P),

3. V. = Ker (P) @ Range (P), das heifit, fir jedes v € V
gibt es genau ein Paar (z,y) € Ker (P) x Range (P) mit
V=T +Y.

Beweis. 1) Weil (I — P)> = I —2P + P? = [ — P gilt, ist auch
I — P eine Projektion.

2) Wenn =z € Ker(P), dann folgt Pr = 0 und z =
(I — P)x € Range (I — P). Wenn = € Range (I — P), dann
existiert v € V mit (I — P)v = x und Pxr = P([ — P)v =
Pv — P?y =0, also x € Ker (P). Ahnliches gilt fiir I — P.

3) Fiir v € V gilt Pv € Range (P) und (I — P)v € Ker (P),
also gibt es eine Zerlegung von v.

Woche 9, Fredholm und Definition des Spektrums

Die Zerlegung ist eindeutig, denn wenn v =  +y = x + y mit
z,Z € Ker (P) und y,§ € Range (P) = Ker (I — P), dann gilt
2= (I-P)a=(I-P)(v—y)
—(I-P)E+i-y)=(-P)@) =7

und dann auch y = y. [ ]

Fiir einen beliebigen Teilraum kann man eine Projektion
finden. Ahnlich wie bei dem Satz von Hahn-Banach brauchen
wir das Auswahlaxiom. Dies wenden wir an, um die Identitat
I : X — X fortzusetzen zu einer Projektion P :V — X.

Theorem 9.7 Sei (V,||||,,) ein normierter Vektorraum und
sei X ein Teilraum. Dann existiert eine Projektion P mit
P(V)=X und Px =z firz e X.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass es x € X \ {0} gibt. Setze
Do (Vn Pz) ; XcVv,cV I.nit V; e.inen Teilrau‘Tn von V
P, :V; — X linear mit Px = x fir x € X
und definiere eine Ordnung von P durch
(Vi, P,) = (V;,P;), wenn V; C V; und Pv = Pju fiir v € V.

Die Menge P ist nicht leer, weil (X, I) € P. Mit dem Maxima-
litétsprinzip von Hausdorff folgt, dass es ein (Viyax, Punax) € P
gibt derart, dass X C Vipax C V' und dass Pz = x fir x € X.
Wenn Vi,.x # V dann gibt es vg € V' \ Vipax und wir kénnen
ein groBeres Paar (V, P) definieren durch

‘7 = Vmax S Span (UO) und p (Um + t'U(]) = Pmax ('Um) ’

und das ist ein Widerspruch. [ ]
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Theorem 9.8 Sei (V,||-||\/) ein Banachraum, sei X ein ab-
geschlossener Teilraum von V und V = X &Y. Dann sind
dquivalent:

1. Es gibt eine stetige Projektion P auf X mitY = Ker (P).

2. 'Y ist abgeschlossen.

Beweis. =—> ) Sei {y»},,cy €ine Cauchy-Folge in Y. Dann gibt
es y € V mit y, — y. Weil P stetig ist, gilt

0= Py, — Py fiir n - o0
und Py = 0 impliziert y € Ker (P) =Y.

<) Betrachte

(V. 1l ) = (X x v, ),

mit ||(z,y)| := ||z|l,, + ||y]l;,- Weil X und Y beide abgeschlos-

sen sind, ist (f/, ||l ) ein Banachraum. Man definiert

E e BL((X XY () (V: [l-llv))

durch E (z,y) = x + y.
Die Beschranktheit von E folgt aus der Dreiecksunglei-
chung:

[E@ iy Nz +ylly
G, Il llzlly + llylly

Weil V = X @Y, ist E sogar bijektiv. Wegen Korollar
(Satz der inversen Abbildung)) gilt

<1 fur (z,y) # 0.

E~ e BL((V,|I-ly); (X x Y, |-])).-
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Firz € X und y € Y gilt E7' (z +y) = (z,y) und wenn
man schreibt

(Px,Py) (v) := E~ " (v) firveV,

sosind Py : V — X und Py : V — Y beschriankte lineare
Abbildungen. Die gesuchte Projektion ist

P (v) := Px (v).

P ist stetig, und fiir x € X und y € Y gilt, dass P (z +y) ==
und y € Ker (P). n

9.3 Definition vom Spektrum

Fiir jede m x m-Matrix A mit Koeffizienten in R oder C findet
man die zugehorigen Eigenwerte durch

det (A — AI) = 0.

Dieses Polynom ist von Grad m und ein Polynom von Grad m
hat genau m Nullstellen {Aq,..., A\, } C C. Diese Nullstellen
miissen nicht alle verschieden sein. Wenn eine Nullstelle A\; &
Mal vorkommt, dann sagt man A; hat algebraische Multipli-
zitdt k. Die Gleichung

hat dann einen Losungsraum mit Dimension d zwischen 1 und
k. Die Zahl d ist die geometrische Multiplizitéit zu dem Eigen-
wert A;. Der Losungsraum ist Ker (A — AI) heifit Eigenraum
und enthélt die Eigenvektoren mit Eigenwert \;.
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Wenn d < k, dann hat
(A= XNI)u=0

einen Losungsraum mit Dimension d; zwischen d + 1 und k.
Der Losungsraum ist Ker ((A — I )2) enthélt die Eigenvekto-
ren und generalisierte Eigenvektoren der ersten Ordnung zu
dem Eigenwert ;.

Wenn d; < k, dann hat

(A= XNI)Pu=0

einen Losungsraum mit Dimension dy zwischen dy 4+ 1 und k.
Und so weiter.

Fir A & {\1,..., A} kann man
(A=X)u=f

fiir alle f € R™ (und auch fiir f € C™) eindeutig losen. Fiir
lineare Abbildungen in R™ oder C™ hat man:

A — M injektiv <= A — A\ surjektiv.

Weil man sogar fiir reelle Matrizen komplexen Eigenwerten
begegnet, kann man in Spektraltheorie schlecht die komplexen
Zahlen vermeiden.

e Fir Ae M (R) und A € M™™ (C) nennt man
p(A):=C\{,..., \n}
die Resolventenmenge von A.

e Fiir A € M™ ™ (C) mit A € p(A) ist (A —A)"" wohl-
definiert in M™*™ (C).
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Beispiel 9.9 Wir betrachten A : R* — R*> definiert durch
(Az), = xpq fiir k e NT

sowohl in (2, ||-|,) als in (£, ]]-]].)-

Bemerke, es gilt sowohl
A€ BL(||l,) als A€ BL(>,|]|.)

und ||All,2_,,2 =1 als auch [|Al] oo = 1.

Injektivitdt von A — NI 2 Wir suchen erst die Figenwerte,
das heifst, existiert x # 0 und X\ derart, dass

(A= X)x =07
Man findet die Gleichungen
Tpa1 — A =0 fir ke N
und dies ergibt fir ¢ # 0 als Figenvektoren:

;L':c{l.//\,)\Q,)\S,...}.

e Dieses Element liegt in (* genau dann, wenn |\| < 1, also
fir X e (—=1,1).

e Dieses Element liegt in (> genau dann, wenn || < 1,
also fir A € [-1,1].
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Wenn man Eigenwerte in C sucht, dann findet man By (0)
beziehungsweise By (0).

Bijektivitit von A— N 2 Mit Korollar[7.§ folgt, dass, wenn

A—1T: 02 — 0% bijektiv ist, die Inverse beschréinkt ist. Fiir wel-
che \ existiert (A — XI)~" als beschrinkter linearer Operator?

Aus

folgen die Gleichungen
Tyl — Axy, = Yk f’lj?“ k € N.

Fiir y gegeben findet man eine Léosung x durch

- = mZZI /\imyk—i-m—h

wenn die Reihen fiir x) konvergieren. Denn dann gilt

— 1 — 1
Thpt — Az = — ) N Ykrm A >, N Ym—1
m=1 m=1

=1 =1
- Z )\_myk‘-i-m + A Z Wyk—i-m = Yk-
m=1 m=0

Wir miissen also die Konvergenz betrachten. Wenn || > 1
und y € £, also auch fiir y € (%, weil (* C (>, dann konver-
giert die Reihe fiir jedes k € N*.

Ist dieser inverse Operator beschrinkt?

e Wenn |\ > 1 und y € (>° dann gilt sogar

=1 > 1 1

Die Inverse von A — X ist in BL (£, ||-]|..)-
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o Wenn |\ > 1 undy € (?, dann gilt
3= | 3213 o] = 08

und mit Cauchy-Schwarz folgt

e} o

Z — Z Ykt 1‘
1 |A|

k=1

1 2

also ist die Inverse von A — Xl in BL ({%|-]|,).

Wenn [N\ = 1 und y € (3, dann ist X\ zwar kein Eigen-
wert, eine Inverse von A— X in BL ((?,]-||,) existiert nicht:
Betrachte fir A =1

y™ = {1,1,1,...,1,0,0,0,...},
S ——
n mal 1
.I'(n) = {_n,l_n72_n7"-7_1>050707"'}'

Es gilt (A—1)z™ = y™ wenn man jedoch die Norm der
Inverse anschaut, dann gilt

” > ||x(")H2 _ \/ZZ=1 (k—1-— n>2
==y, ST 12
\/%n3 +3n% + gn

- >

NG

[(A—1)"

51— 00,

=
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wenn n — oo. Mit Korollar folgt, dass A — 1 : (% — (2
nicht bijektiv ist. Weil 1 hier kein Figenwert ist, ist A — I
mjektiv und wohl nicht surjektiv. Man kann hier zeigen, dass

C#A-I) () Cc(A-1)(r) =20 (9.7)

Aufgabe 9.4 Seiy € (%, ¢ > 0 und A wie im letzten Beispiel.

1. Zeigen Sie, wenn man n. € N gentigend grof$ wdhlt, dass
fiir y™ mit

y,i”) =, flir k <n und y,(cn) =0 fiir k > n,

gill, dass Hy y H2 <& fiir alle n = ne. Aufgabe 9.5 Definiere B : R™® — R durch

_ _ . +
2. Geben Sie 2™ € (% an, derart, dass (A —I)z™ =y, (Bz), =0 und (Bx)y,, =y firk € NT.

1. Welche FEigenwerte hat B € BL((>,|||,) und B €
3. Zeigen Sie: fir y mit g, = % fiir k € N gilt € . BL (¢4 ]1]1,) 7

2. Fiir welche A € R gibt es eine Linksinverse von B — A\l
4. Gibt es i€ > mit (A—I1)F=75? in BL (€>,]-]| ) ?

3. Fiir welche A € R gibt es eine Linksinverse von B — A\l
5. Vergleichen Sie mit (9.7). in BL (Y ||]],)?
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Aufgabe 9.6 Bevor Sie diese Aufgabe bearbeiten eine War-
nung: man muss schon tiichtig rechnen!

Definiere A : L (R*) — L (RT) durch

(Af) () = / el () dy

1. Zeigen Sie, dass A € BL (L (RY),|I|l..) als auch, dass
A€ BL(L"(R*), [Ill,)-

2. Zeigen Sie, dass fiir f € C%[0,00) N L™ (RY) gilt
(AN)" () = (Af) () — 2f(2).

3. Welche Eigenwerte hat A € BL (L> (R"),||-|..)?

4. Welche Eigenwerte hat A € BL (L* (RY),||-]|,)?

5. Fiir welche X € R gibt es eine Linksinverse von A — A\l
in BL (L (R*), ||| .)?

6. Fir welche A € R gibt es eine Linksinverse von A — \I
in BL (L' (R*),[|-]l)?

Als eine der wenigen Stellen sind hier normierte Vektor-
rdume iiber C statt R bequemer. Die Vektorrdume 2, L? ()
und BC (ﬁ) lassen sich sehr natiirlich komplexifizieren. Das
heifit aber nicht, dass alle bisherigen Ergebnisse trivialerweise
weiter giiltig sind.

Notation 9.10 Fir A € BL(V.|-||,,) schreiben wir ab hier
AL wenn A7 eine Abbildung von A (V') nach V ist mit

A (Av) = v fiir allev € V.
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Das bedeutet, dass A~! eine Linksinverse von A ist, die
nicht unbedingt auf ganz V' sondern nur auf A (V') definiert
sein muss. Wenn A Eigenwert 0 hat, gibt es kein A1,

Definition 9.11 Sei (V,||-||;/) ein Banachraum tber C und sei
Ae BL(V,|Illy/)- Sei A e C.

e Man sagt A € op (A), das Punktspektrum von A, wenn
vy € V\ {0} ezistiert mit (A — X)vy = 0.

o Man sagt A € p(A), die Resolventenmenge, wenn
(A=)~ e BL(V, |l
existiert (dies impliziert, dass A\ & op (A)).

o Wenn N\ & p(A), sagt man A € o (A), das Spektrum
von A.

Wenn Avy = Av, fiir vy € V'\ {0}, dann ist A einen Eigen-
wert von A mit Eigenvektor vy. Wenn V' ein Funktionenraum
ist, nennt man vy, manchmal auch Eigenfunktion.

Das Punktspektrum von A ist die Menge aller Eigenwerte
von A. Wenn V endlich dimensional ist, dann gilt op (4) =
o (A). In Beispiel 9.9 haben wir gesehen, dass es in unendlich
dimensionalen Vektorrdumen mehr als nur Eigenwerte in dem
Spektrum gibt: op (A) C o (A).

Definition 9.12 Sei (V, ||-||\,) ein Banachraum und sei A €
BL(V,||-|l)- Sei A € C.
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o Wenn A€o (A)\op(A), und
(A=AD V) # (A=A (V) =V

dann sagt man A € o¢ (A), das kontinuierliche Spek-
trum von A.

e Wenn A€o (A)\ (op(A)Uoc(A)), dann sagt man X €
or (A), das Residualspektrum von A.

Aus Lemma folgt, dass fiir A € BL (V,|-]],,) gilt
ANeog(A) = [N <p(4). (9.8)

Hier ist p (A) der Spektralradius von A. Die Aussage in
sieht man wie folgt: Wenn |A| > p (A), dann gilt

(A= X)"' = —% (1 — %A) B = —% g (%A)k

und diese Reihe konvergiert in BL (V/ ||-||,,), weil

Aufgabe 9.7 Wir betrachten (€%,]-||,) und B : (> — (2, defi-
niert durch (Bx), = txy, fir k € NT.

1. Zeigen Sie o (B) = {0} U {%}%W‘

2. Geben Sie op (B), oc (B) und or (B) an.
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Aufgabe 9.8 Wir betrachten (€', ]-|,) und A : (1 — 0 defi-
niert durch

(Az), =0 und (Az),,, = oy fir k € NT.

1. Zeigen Sie |A"||q_p = & und berechnen Sie p(A) und
o (A). NBn! > (n/2)"?

2. Liegt 0 in op (A), 0c (A), or (A) oder p(A)?
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Aufgabe 9.9 Wir betrachten (¢, ||-||,) und B : (' — (* defi-
niert durch

(Bz), = Zxk und (Bx),,, = x; fir k € N
k=2
1. Zeigen Sie: B € BL(¢',]-|,)-
2. Zeigen Sie: + + 15 =0p(B).
3. Zeigen Sie: o (B) \ op (B) C {\ € C; || < 1}.
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Kapitel 10

Das Spektrum mit Banach

10.1 Reelle und komplexe normierte
Riume

Fiir einen Hilbertraum oder Préhilbertraum (H, (-, -)) itber R
findet man die Komplexifizierung durch

He = {uy +iug;ug,up € H},
und  (ug + iug, v1 + 1W2)e =
(ur, 1) + (ug, v2) + 1 ((ug, v1) — (U1, v2)) -
Es folgt, dass
(ug + dug, ug + iu2>@ = (u1,u1) + (ug, u2) = ||U1||2 + ||UZ||2

und auf natiirliche Art

[ulle = \/IIRe ul|* + |[Tm |, (10.1)

Man kann kontrollieren, dass die Eigenschaften eines komple-
xen inneren Produktes und daher auch von einer Norm erfiillt
sind. Ein komplexes inneres Produkt erfiillt:
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o u— (u,v). ist linear fiir alle u € H,
o (u,v)c = (v,u)e fiir alle u,v € H,

o (u,u). >0 firalle 0 #u e H.

Aufgabe 10.1 Sei (Hc, (-, )c) ein komplezer Hilbertraum.
Zeigen Sie, dass ||| in wirklich eine Norm ist.

Fiir einen Banachraum ist die Erweiterung der Definition
der Norm bei V nach V¢ nicht selbstverstandlich.

Beispiel 10.1 Betrachte (£>°,||-]|) und z € (2 mit

z={1+41,1,1,1,...},
(1+d)z={2i1+i,1+d1+41+4,...}.
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Dann gilt
|Rez|, =sup{1,1,1,1,1,...} =1,
|Im ||, =sup{1,0,0,0,0,...} =1,
und

|Re ((1+14)2)||, =sup{0,1,1,1,1,...} =1,
IIm ((1+74)2)||, =sup{2,1,1,1,1,... } = 2.

Wie bekommen wir |[(1+1) z| o c = |1 + | |2]| o c ?

Lemma 10.2 Sei (V,|-||,,) ein normierter Vektorraum tber R.
Dann wird Vi :== {v + iw;v,w € V} mit

[v+ dwlly, =

sup 4/ Re (€ (v + iw)) |2 + [|m (e (v + i)
0€[0,27]

ein normierter Vektorraum tber C.
Ein linearer Operator L auf V wird erweitert zu V¢ durch
L(u+iw) := Lu+ iLw.

Aufgabe 10.2 Zeigen Sie ||(1+1) 2| c = [1 +i| ||2]l o ¢ fiir
z an Beispiel|[10. 1],

Aufgabe 10.3 Sei (V,||-||\,) ein normierter Vektorraum dber
R. Beweisen Sie die Dreiecksungleichung fir |||y -

Woche 10, Das Spektrum mit Banach

Aufgabe 10.4 Zeigen Sie, dass fir L € BL(V, |-||,,) auch fir
die Erweiterung gilt L € BL (V¢, HHVc) Vergleichen Sie auch
beide Normen.

10.2 Vorbereitung mit Fredholm

In manchen Beweisen erweitert man einen Teilraum zu einem
grofferen Teilraum und braucht ein Element in dem grofieren
Raum, das moglichst weit entfernt ist vom kleineren Teilraum.
Im Falle eines Hilbert-Raums (H, (-, -)) mit abgeschlossenen
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Teilrdumen Hy C Hs, nimmt man x € Hs \ H; und definiert
mit der orthogonalen Projektion P, auf H;, den Vektor

_ z— Px

xZ H2

= c
[l — Pr|

Man findet sofort, dass £ Norm 1 hat und senkrecht auf H;
steht. Denn fiir y € H; folgt

<L’i y> — <x_P1'T7y> — <‘T7/y> - <$,P1y> — 0
’ | — Pyz] | — Py '

Von allen Stellen in Hy N By (0) hat & maximale Distanz zu
Hll
L= ||z]] = inf {||z —y[;y € Hi}.

Ein &hnliches Element braucht man in manchen der folgen-
den Beweise einiger Ergebnisse im Banachraum. Da fehlt uns
jedoch die orthogonale Projektion. Einen Ersatz findet man
im folgenden Lemma:

Lemma 10.3 (Existenz eines fast-orthogonalen Elements)
Sei (V. ||-|l/) ein normierter Vektorraum mit Teilrdumen Vi C
Vo, wobei Vi abgeschlossen ist. Dann gibt es fiir jedes 6 € (0,1)
ein Element v € V, mit:
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o |[v]|,, =1 und
o ||[v—wl| >0 fir allew € V;.
Beweis. Sei vy € V5 \ Vi. Weil V; abgeschlossen ist, gilt
d:=inf {|lvg —w|, ;w e V1} > 0.

Weil g > d, gibt es wy € Vi mit |Jvg — wyl| < %. Weil V] C V4
gilt, folgt
Vo — Wp

[vo — welly,

v

mit [|v]|;, =1 und fiir alle w € V, dass

Vo — We
o= wl = || 72— —w
[|vo w0||v 1%
eV
N

H vo — (we + ||vo — wyl|,, w) HV

||U0 - w9||V

> — > 0.
[|vo _w9HV

Aufgabe 10.5 Wir betrachten (€°,]-].)-

1. ¢y und c sind Teilrdume. Finden Ste x € ¢ mit ||z|| =1
und

inf {[lz —yll;y € co} = 1.
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2. Auch * und ¢y sind Teilrdume von (€, -|| ). Fiir wel-
che 0 € (0, 1] konnen Sie ein explizites z € ¢y finden mit
2]l = 1 und

inf {|}2 — yllo ;v € £2} =0.

Das folgende Ergebnis enthilt einige Ergebnisse fiir Ba-
nachraume, die wir im letzten Kapitel fiir Hilbert-Rdume ge-
sehen haben.

Theorem 10.4 (Fredholm-Eigenschaften im Banachraum)
Sei (V. ||-]l,) ein Banachraum und sei K € BL (V. ||-]|;,) kom-
pakt. Dann gilt folgendes:

1. Ker (I — K) ist endlich dimensional.
2. Range (I — K) ist abgeschlossen.
3. Ker(I — K)={0} = Range(/ —K)=1V.

4. dim (Ker (I — K)) = codim (Range (I — K)).

Woche 10, Das Spektrum mit Banach

Wir werden die vier Aussagen nacheinander beweisen und
dabei die vorhergehende Aussage verwenden. Wenn man dann
4. hat, folgt nicht nur 3., sondern auch, dass

Ker (I — K) = {0} < Range(I — K) =V.

Beweis. 1) Wenn v € Ker (I — K), dann gilt Kv = v. Also
folgt

B, (0) NKer (I — K) € K(B, (0)) = K (B, (0))

und weil K (B; (0)) kompakt ist, ist Ker (I — K') endlich di-

mensional.

2) Sei 0 # v € Range (I — K). Dann gibt es {v,}, . C V
mit

0+# (I —K)v, — v fiir n —» 0. (10.2)
Fiir alle w € Ker (I — K) gilt auch, dass

(I — K) (v, —w) — v fiir n —» oo.

Um zu verhindern, dass diese v, abhauen durch die w-
Komponente, wollen wir sie ersetzen durch v, = v, — w,, mit
solchen w,, geschickt gewihlt. Dazu definieren wir f : V —
[0, 00) durch

f ) =inf{|lv—-wl|,;weKer(/ - K)}.
Wenn f(v,) = 0, dann kann man v, mit Elementen aus

Ker (I — K) approximieren und weil der Kern endlich dimen-
sional ist, folgt (I — K)v, = 0, ein Widerspruch. Wir diirfen



10.2 Vorbereitung mit Fredholm

Uy + W
/UTL

(S

Abbildung 10.1: W = Ker (I — K)

also annehmen, dass f(v,) > 0. Wenn f(v,) > 0 gilt, dann
gilt auch f(v,) < 2f(v,) und es gibt w,, € Ker (I — K) mit

an - wn”v <2f (Un) =2f (Un - wn)

und fiir 0,, = v,, — w,, wir schreiben wieder v, gilt (10.2)) und

vnlly, < 2f (vn) (10.3)

Wir zeigen zunéchst, dass { f (v)},,cy beschréinkt ist. Wenn
dies nicht so wire, dann gibt es eine Teilfolge mit f (v,, ) — o0
fiir k — oo. Fiir

- -1
Uny = f(vnk) Uny,
gilt ||y, ]Iy, < 2 und (I — K)o, — 0. Weil K kompakt ist,
gibt es eine Teilteilfolge mit Kv,, — ¥ und es folgt, dass
auch
Unyy = Voo

Weil auch (I — K) v, — (I — K) U, folgt

(I — K)o = 0.
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Die Funktion f ist zwar nicht linear, aber schon homogen
und stetig, und dies bedeutet, dass

- -1 -1
f (Unk/) — f (f (Unk/) U?’Lk/) - f (Unk/) f (Unk/) - 17
obwohl
ein Widerspruch. Dann ist {f (vy)}, oy beschréankt und wegen
(10.3), ist dann auch {v,}, .y beschrankt. Weil K kompakt
ist, hat {Kw,}, . eine konvergente Teilfolge { Kvy,, }. Es gibt

also w € V mit Kv,,, - w € V und weil (I — K)v,, — v,
folgt, dass

(I —K)vy, =1 —-K)((I—K)vy, +Kvy,)
- [I-K)@w+w),

also
v=(I—-K)(v+w) € Range (I — K).

3) Wir werden hier fiir £ € N* die Teilrdume
Ry := Range ((I — K)k)
betrachten. Man bemerke, dass
VOR DRy, DR3D ...,

und weil wir bei

a-wr =30 (F) cxr
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die Form I—,kompakt* haben, folgt, dass die R}, fiir & € N*
wegen 2) abgeschlossen sind. Wenn V' # R; gilt und R; abge-
schlossen ist, gibt es vo € V' \ Ry mit

inf {|lvg — wl|,;w € Ry} > 0.
Weil Ker (I — K) = {0}, folgt

U1:<I—K)U0€R1\R2,
UQZ(I—K)UleRQ\Rg,

und so weiter. Also fiir jedes n € N* gilt
Up = ([ — K)n’UO €ER, \ Rn—i—l-

Wegen der Abgeschlossenheit von R, und Lemma [10.3| gibt
es

Un € Ry \ Rpsa

mit ||0,]],, = 1 und fiir alle w € R,41:

—_

o — wlly > 5. (10.4)

(\V]

Fiir m > n gilt auflerdem, dass
Om + (I — K) (0y, — U) € Rpya,
und dies bedeutet wegen , dass
1K — Kol =

Hﬁn_ (ﬁm+(]_K> (671_6771))” > 5. (10'5)

N | —
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Weil {0, }, oy beschrénkt ist, und K kompakt, sollte { Koy, },, o
eine konvergente Teilfolge haben. Dem wird jedoch widerspro-
chen durch (10.5)). Das bedeutet V' = R; = Range (I — K).

4) Wegen 1) ist Ker (I — K) endlich dimensional.
Wir zeigen erst > und nehmen dazu an, dass

n = dim (Ker (I — K)) < codim (Range (I — K)).
Dann gibt es unabhéngige Vektoren {vy,...,v,} C V mit
Ker (I — K) = Span{vy,...,v,}, (10.6)
und unabhéngige Vektoren {wy, ..., w,} C V mit
Span {wy, ..., w,} ® Range (I — K) C V. (10.7)

Definiere ¢, fiir i € {1,...,n} auf Span {vy,...,v,} durch

P <Z::1 tk”k) =1

und erweitere diese linearen Funktionen zu ¢; € V* mit Theo-
rem [3.10] Man betrachtet als nichstes den Operator

Kv:= Kv+ ijl o; (v) w;,

der als Summe kompakter Operatoren auch wieder kompakt
ist. Es gilt

(I—f()v:([—K)U—ijlgzﬁi(v)wi
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und wegen ((10.7) und ((10.6)) folgt

Ker([—f()v:0
(:)(I—K)U—Zizlqﬁi(v)wi:()
S (I-K)v=0und ¢, (v) =0fir 1 <i<n
< v € Span{vy,...,v,} und ¢, (v) =0fir 1 <i<mn
& v =0.

Wegen 3) folgt
V = Range <I — [N()

und weil

Range <I — f() C Span {wy, ..., w,} ® Range (I — K),
folgt der Widerspruch zu . Also gilt

dim (Ker (I — K)) > codim (Range (I — K)). (10.8)

Fiir die andere Ungleichung (<) verwenden wir, dass wegen

Lemma gilt
Ker (I — K) = Range (I — K*)* und
Ker (I — K*) = Range (I — K)*.

Wegen Theorem (Schauder) folgt, dass K kompakt ist
genau dann, wenn K* kompakt ist. So folgt mit (10.8)), dass

dim (Ker (/ — K)) = codim (Range (I — K*))
< dim (Ker (I — K*)) = codim (Range (I — K)).

Beide Ungleichungen liefern zusammen die gewiinschte Glei-
chung. ]
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Aufgabe 10.6 Betrachte (C'[0,2],]||..) und K : C'[0,2] —
C'[0,2] definiert durch

x> —3r+2 2 —x
_—u

(Ku) (z) = 5 (0) + (22 — 2*) u (1) +

1. Beschreiben Sie Ker (I — K) und Range (I — K).

2. Ist K kompakt?

10.3 Das Spektrum mit Riesz und
Schauder

Wenn man mit linearen Abbildungen L : R — R oder
L : C — C zu tun hat, dann kann man direkt einiges zu
der Abbildung herleiten, wenn man die Eigenwerte kennt. Am
Einfachsten wird es, wenn man die zu der Abbildung gehéren-
de Matrix diagonalisieren kann. Wie man bei Lineare Algebra
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gelernt hat, ist so etwas nicht immer mdoglich. Wenn die alge-
braische Vielfachheit der Eigenwerte nicht {ibereinstimmt mit
der geometrischen, dann bleibt nur die Jordan-Normalform.
Zum Beispiel hat die folgende Matrix den vierfachen Eigen-
wert 1, aber nur mit geometrischer Vielfachheit 2. Rechts steht
die Jordan-Normalform.

-2 -2 -8 & -8 10000
s & B _L U 01100
® oo s =T 00110|T"
—6 9 ap 29T 00010
£ & 6 _is 4 00 0O0 3

Aufgabe 10.7 Bestimmen Sie die Figenwerte und die zugeho-
rige algebraische und geometrische Vielfachheit bei

1 0000 20000
01110 12000
00110 und 11200
00 01O 11111
0000 3 11111
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Ahnliches wie fiir n x n-Matrizen gilt fiir die nicht-0 Eigen-
werte eines kompakten Operators in einem unendlich dimen-
sionalen Banachraum.

Theorem 10.5 (Der Riesz-Schauder Spektralsatz fiir kom-
pakte Operatoren) Sei (V,|-||;,) ein unendlich dimensionaler
Banachraum und K € BL (V,||||,) ein kompakter Operator.
Dann gilt:

1. 0€o(K)=op(K)U{0}.

2. op (K) hat hichstens abzihlbar viele Eigenwerte mit 0
als einzig maoglichem Hdufungspunkt.

3. Fir A € op (K)\ {0} existiert eine Zahl ny € Nt mit
Ker (K — A1) € Ker ((K —\)*) € ...
-~ CKer ((K — A)™) =Ker ((K — AI)")
fir alle n > ny.
4. Fir A e op(K)\ {0} gilt
V = Ker ((K — M)") @ Range (K — AXI)™),

Ker (K — \I)™) ist endlich dimensional und beide Teil-
raume sind abgeschlossen und K -invariant.

Notation 10.6 Sei A € op (K).
e Man nennt ny den Index des Eigenwertes .

e Die geometrische Vielfachheit von \ ist

dim (Ker (K — \I)).
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e Die algebraische Vielfachheit von \ ist

dim (Ker (K — AI)™)) .

Beweis von Theorem[10.5} 1) Wenn 0 ¢ o (K), dann existiert
K=t € BL(V,|lly;) und gilt, dass I = K~! o K kompakt

ist. Dann ist By (0) = I <31 (0)) eine kompakte Menge und
dies widerspricht Theorem bei unendlich dimensionalen
R&aumen.

Fir A € op (K) U {0} gilt

Ker (I - %K) = Ker (K — ) = {0}

und dann folgt aus Theorem [10.4]. 3, dass
1
Range (K — AI) = Range ([ - XK> =V

Also gilt A € p(K) und das bedeutet o (K) C op (K) U {0}.
Das heifit, das Spektrum auflerhalb von 0 besteht nur aus
Eigenwerten.

2) Fiir jeden Eigenwert A\ von K gilt [A| < [|K]||,,. Wenn
wir zeigen konnen, dass fiir jedes € > 0 gilt, dass es nur end-
lich viele Eigenwerte gibt mit ¢ < |A| < || K]|;,, dann wéren
wir fertig. Nehme also an, K hat unendlich viele verschie-
dene Eigenwerte mit |A\| > e. Nehmen wir daraus eine ab-
zahlbare Menge {\,}, oy € C mit zugehorigen Eigenvektoren
{en},en € V. Diese Eigenvektoren sind unabhéngig, in dem
Sinne, dass kein e; eine Linearkombination seiner Vorginger
ist. Denn, angenommen {ey, ..., e;_1} ist unabhingig, und e;
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hat einen Kigenwert )\;, verschieden von seinen Vorgédngern

{)\1, c. 7/\1'—1}7 und

i1
e; = chek, (10.9)
k=1

dann gilt
i—1
O:<K—)\II)GZ: Ck(K—)\iI)Gk
k=1
i—1
= ch (>\k — )\z) €k.
k=1

Weil die Vorgénger unabhéngig sind, folgt ¢x (A — A\;) = 0 fiir
alle k, und weil A\, # \; folgt ¢ = 0 und ein Widerspruch zu
(110.9)).

Die endlich dimensionalen Teilraume
V, = Span{ey,...,e,}

sind abgeschlossen und es gilt V,, € V4 fiir alle n € N*,

=

Setze v; = €1/ ||e1]| und mit Lemmam gibt es v,41 € Vg
fir n € N* mit ||v,41]];, =1 und

1
inf {||vp41 —w||y;w e Vo} > 5 fiir n € N, (10.10)

AuBlerdem gilt (K — A\11) vpy1 € Vi, weil v, = Z?:ll ¢;e; und

n+1

(K — >\n+1) Z 5iei = Z éz <)\1 — )\n+1) €;.
i=1 =1
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Fiir m < n folgt wegen ({10.10)), dass

||Kvn+l - KUmHV

= [ Ans1Vng1 + (K = Auy1) Ongr — KUmHV

eV
= |Ans1] H Unt1 + )\,LIH (K = A1) Ung1 — Kvg,) HV
1 1
> — | Apt1| > =e. 10.11
= | +1| 2 25 ( )

Weil K kompakt ist und ||v,[l,, < 1, muss {Kwv,},  eine
konvergente Teilfolge haben und dies wird verhindert durch
. Dies bedeutet, dass es fiir jedes m € NT0 nur endlich
viele unterschiedliche Eigenwerte A gibt mit |A| > % Dann
kann man diese Eigenwerte abzihlen; es gibt also hochstens
abzdhlbar unendlich viele verschiedene Eigenwerte mit 0 als
einzig moglichem Haufungspunkt.

3) Sei A\ # 0. Wir definieren K,, := Ker ((K — A\I)"). Weil
K stetig ist, sind die Mengen K,, abgeschlossen und auflerdem
folgt direkt, dass

KiCcKyCcKsC... (10.12)
Wenn IC,, = K41, dann folgt fiir v € IC,, 2, dass
(K=X)veK,1=K,
und das bedeutet v € I, 1 und in dem Fall gilt

K, = K,, fur alle m > n.

Also nehmen wir an, dass K, C K, fiir alle n € N. Man

=

findet mit Lemma [10.3] dass v,,1 € K, 11 fiir n € NT existiert
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mit ||vp41]l,, = 1 und

1
inf {||vp1 — wlly;w e Ky} > 3 fir n e N*.  (10.13)

Dann gilt jedoch auch fiir n > m, dass

[Kvn1 — Kom|ly,

= | M1 + (K = A1) (Vg1 — V) — Atnaly,
ekn

N

- ~ 1
= 1| v+ = AD) (s =) = v || = 5 -

Auch hier liefert das wieder einen Widerspruch zu der Kom-
paktheit von K. Fiir jedes A € op (K)\ {0} existiert also eine
Zahl n) € N* wie in 3) angegeben wurde.

4) Sei A € op (K) \ {0}. Wir zeigen zuerst, dass
Ker ((I — +K)™) nRange ((I — 1K)™) = 0.
Nehme an v liegt in dieser Schnittmenge. Dann gilt
0=(I-3+K)"vundov=(I-1K)"w
fiir irgendein w € V. Es folgt
we Ker (1 - +K)™)

und weil Ker (( — %K)n) = Ker ((I — %K)m) fiir alle n >
ny findet man, dass

w € Ker ((I — %K)m)

und dann gilt v = (I — %K)m w = 0.
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Weil auch ( — %K ) " die Form ,,I—kompakt“ hat, gilt we-
gen Theorem [10.4] dass
codim (Range (I — +K)™)
= dim (Ker (I — 1K)™) < . (10.14)

Sei nun n > ny.Weil dim (Ker (I — K)") konstant ist fiir alle
n > ny, gilt dies auch fiir codim (Range ( — %K )n) und weil
Range ([ — %K)n C Range (I — %K)m, folgt also auch

ny

Range( — %K)n = Range ( — iK)

Sowohl Ker ((] — %K)m) als auch Range ((I — %K) m) sind
Teilmengen von V| sie haben {0} als Schnittmenge und dann

folgt wegen (10.14)), dass
V = Ker ((I — iK)m) @ Range (([ — %K)m) .

Weil fiir v € Ker ((1 — K)™) gilt, dass Kv € Ker (( — K)™),
denn

(I — K)™) Kv=K((I-K)™)v=0,
und fiir v € Range ((I — K)™) gilt, dass

Kv € Range (I — K)™),
denn
Kv=K((I-K)")w=(I-K)")Kuw,

sind Ker ((I — K)™) und Range ((I — K)™) K-invariante
Teilrdume. ]

121

Aufgabe 10.8 Betrachte (C'[-1,1],]|,) wnd K

Cl-

1,1] — C[-1,1] definiert durch

(Ku)(m):2/Owu(s)ds+(1—x)u(0).

Zeigen Sie, dass K kompakt ist.
Zeigen Sie, dass 1 € op (K).
Gilt 0 € O'P<K)?

Fiir welche X € R ist (K — X )u = f losbar fir jedes
feCl-1,1]7
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Aufgabe 10.9 Wir betrachten K : C'[0,1] — C'[0, 1] definiert

durch
(Kf) (r) = /01 (min G%) - 1) s? f(s) ds.

1. Zeigen Sie K € BL(C'[0,1], []-||.)-

2. Zeigen Sie, dass fiir alle f € C'[0,1] sowohl (K f) (r) als
auch (K f)" (r) existiert fir r € [0,1], und dass

((KS) ()] < I fllor fiir v € [0,1].
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3. Zeigen Sie K ist kompakt.

4. Zeigen Sie, dass fur f € C'[0,1] gilt (Kf) (1) =0 und

(@) +22) (KN () = £ () fiirr e (0,1)

5. Zeigen Sie, dass o, (1) = w die Eigenfunktion von K
st mit dem grofiten Eigenwert.

6. Zeigen Sie, dass u (z) = (K f) (|z|) eine Losung ist von

{ —Au(z) = f(|z]) firze By (0),
u(x)=0 fir z € 0By (0),
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mat

By (0) ={z e R’;|z| < 1},
0B (0) ={z € R’;|z| = 1}.

Hinweis: Fiir radialsymmetrische Funktionen in R® und
sphirische Koordinaten (r,0,p) gilt

Passen Sie auf bei 0.

7. Zeigen Sie, dass Sie

{ (== AD)u(z) = f(lz]) firze B (0),

(10.15)
u(x) =0 firzedB;(0),

umschreiben kinnen nach (I — pK)u = K f.
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8. Fiir welche pn € R ist losbar?
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Kapitel 11

Sobolev Raume

Der erste Teil dieses Kapitels betrachtet Themen aus einer
Vorlesung Analysis 3. Wir werden die wichtigsten Ergebnisse
wiederholen, ohne auf die Beweise einzugehen.

11.1 Lebesgue Mengen

Wenn A C R” eine offene Menge ist, dann ist B := R™\ A ab-
geschlossen. Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder
offen und Schnittmengen von abgeschlossenen Mengen sind
wieder abgeschlossen. Die Zahl der offenen (bzw. abgeschlos-
senen) Mengen spielt dabei keine Rolle. Anders wird das bei
Schnittmengen von offenen Mengen und Vereinigungen von
abgeschlossenen Mengen. Wenn O; fiir ¢ € I offen sind, dann
ist

0O

el
im allgemeinen nur offen, wenn I endlich ist. Wenn man zum
Beispiel O; = (—27,27*) nimmt, so folgt (,.; O; = {0}. Man
sucht eine Struktur fiir bestimmte relativ allgemeine Teilmen-
gen von R derart, dass abzéhlbare Vereinigungen und Schnitt-
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mengen solcher Mengen auch wieder dazugehoren. Dies fiihrt
zu der folgenden Definition:

Definition 11.1 FEine Klasse A von Teilmengen von R™ nennt
man eine o-Algebra, wenn

1.0 e Aund R* € A;
2. Wenn A € A, dann gilt auch R"\ A € A;

3. Wenn {Ap}rey C A, dann gilt auch ey Ax € A und
UkeN A € A

Die grobste o-Algebra ist {(), R"}. Die feinste o-Algebra
ist Menge aller Teilmengen von R"™. Auch diese o-Algebra
ist nicht besonders niitzlich. Wesentlich interessanter ist die
kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen enthélt und die
Borel-o-Algebra genannt wird. Wegen der zweiten Eigenschaft
enthélt diese letzte o-Algebra auch alle abgeschlossenen Men-
gen. Trotzdem enthélt sie nicht alle Teilmengen von R"™.
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Definition 11.2 Fira; <b; e R miti=1,...,n und
definiert man das Pramaf p,, (B) =[], (b; — a;).

In R liefert u, die Linge eines Intervalls, in R? liefert pu,
den Flicheninhalt eines Rechtecks und in R? liefert p, das
Volumen eines Quaders.

Theorem 11.3 In R" gibt es eine o-Algebra L, und eine Ab-
bildung X : L — [0, 00| mit den folgenden FEigenschaften:

1. Alle offenen und also auch alle abgeschlossenen Mengen
in R™ gehoren zu L.

2. Fir B wie in gilt \(B) = u,, (B).
3. Wenn {Ap} ey C L und A;NA; =0 fiiri # j, dann gilt

A (UkeN Ak) B ZkeN AAr).

4. Wenn Ay C Ay € L und \(Ay) = 0, dann gilt Ay € L
und A (Ag) = 0.

Eine Menge A € £ mit A (A) = 0 nennt man eine Nullmen-
ge.

Definition 11.4 Man nennt L aus Theorem die
Lebesgue-o-Algebra und \ das Lebesgue-Majs. Die Teil-
mengen in L nennt man die Lebesgue-messbaren Mengen
von R".
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Wenn wir genau die Lebesgue-messbaren Mengen in R™ an-
geben wollen, dann schreiben wir £,,. Weil alle offenen und alle
abgeschlossenen und abzahlbaren Schnittmengen und Vereini-
gungen dieser Mengen Lebesgue sind, kann man sich wundern,
ob iiberhaupt Teilmengen von R™ existieren, die nicht Lebes-
gue sind. Ja es gibt sie; ein konkretes Beispiel ist jedoch nicht
cinfach. Ubrigens werden auch Lebesgue-messbare Funktionen
definiert.

Aufgabe 11.1 Zeigen Sie, dass Q € Ly und bestimmen Sie
AMQ).

Aufgabe 11.2 Die Cantor-Menge ist definiert durch C' =
Mien Ar mit Ag = [0, 1] und fir k € N

k_1

3
Appr = Ag \

n=0

3n+1 3n+2
3k+1 ’ 3k+1

Die Menge C' ist iiberabzdhlbar. Zeigen Sie, dass C' € L1 und
bestimmen Sie A (C). Skizzen zu Ay stehen hier:



11.2 Lebesgue Integral

11.2 Lebesgue Integral
Um das Integral zu definieren braucht man noch ein paar
Schritte. Wenn A C R” eine Lebesgue-messbare Menge ist,

dann definiert man fiir die Indikatorfunktion 1, zu A, also

14 (z) = 1 wenn x € A,
AT 0 wenn x ¢ A.

Das Integral einer solchen Indikatorfunktion setzt man wie
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Abbildung 11.1: Skizze der Indikatorfunktion von @ C R?

folgt:
/QlA(:U)da:: MA).

Als néchstes erweitert man dieses Integral fiir positive Line-
arkombinationen von Indikatorfunktionen:

Definition 11.5 Sei Q@ C R™ in £ und A C Q mit { A}, o C
L. Fine Funktion f :Q — R nennt man einfach, wenn

@)=Y fila, (@) (11.2)

keN
fir fr € R und man definiert fir f,, > 0 das Integral

Lf(x)deka A(Ap).

keN

Bemerke, dass dieses Integral einen Wert in [0, co] anneh-
men kann inklusive oco. Weil jedoch alle Termen gréfer gleich
0 sind, ist

N
A}E&ka A (Ap) (11.3)
k=0
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wohldefiniert in [0, oo]. Das ist auch der Grund, wieso man das
Integral zuerst fiir positive Funktionen definiert. Lebesgue-
integrierbar nennt man die Funktion f in jedoch nur,
wenn der Wert in endlich ist.

Aufgabe 11.3 Sei Q = {g,;n € N} und f : R — N definiert
durch f (g,) =n und f(z) =0 fir x € R\ Q. Berechnen Sie

/R £ (z) da.

Aufgabe 11.4 Sei Ay wie in Aufgabe[I1.4 und sei

g(m) = Z]‘Ak (x)

keN

/ g(z)dx
[0,1]

Berechnen Sie
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Man kann dies nicht direkt fiir einfache Funktionen mit Vor-
zeichenwechsel machen, denn da konnte der Limes in ([11.3])
von der Anordnung der Mengen {4y}, abhéngen.

Definition 11.6 (Das Lebesgue-Integral fiir nicht-negative
Funktionen) Sei Q C R" in L und f: Q — [0,00). Setze

Ef :={g:Q—1[0,00) einfach und g (x) > f(x)},
B :={g:Q—10,00) einfach und g (x) < f (v)}.

o Wenn ¢ < oo existiert mit

(= sup/g(x)d:ﬁ: inf /g(a:)d:z:,
Q Q

— +
g€Ef geEf

dann sagt man, f ist Lebesgue-integrierbar und

/Qf(:r;) dx = (.

o Wenn sup /g (x) dx = oo, dann setzt man
Q

gEE;
/ f(x)dx := 0.
Q

Wenn f kein festes Vorzeichen hat, dann definiert man das
Integral fiir die nicht-negativen Funktionen

fH(z) = max (0, f(z)) und f~(x) = max (0, —f (x)),

und nennt f Lebesgue-integrierbar, wenn f* und f~ es sind.
In dem Fall setzt man

/Qf(x)d;c:/Qﬁ(x)dx—/ﬂf—(x)dx.
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Bemerkung 11.6.1 Die Klasse der einfachen Funktionen ent-
halt die Treppenfunktionen, die man beim Riemann-Integral
verwendet hat. Weil sonst die Konstruktion dhnlich ist, bedeu-
tet das, dass das Lebesque-Integral allgemeiner ist. Auferdem,
wenn eine Funktion Riemann-integrierbar ist auf (2, dann ist
die Funktion auch Lebesgue-integrierbar und die Werte beider
Integrale sind gleich.

Dies gilt jedoch nicht fiir uneigentliche Riemann-Integrale.
Durch die spezielle Approximation kann man da schlecht mit
dem Lebesgue-Integral vergleichen.

Beispiel 11.7 1. Die Funktion f : (0,1) — R definiert durch

sin (1/z)
Vv
ist nicht Riemann-integrierbar, weil nicht beschrdankt,

aber wohl Lebesque- und uneigentlich Riemann-
integrierbar.

f(x) =

1 L L L 1 L L L 1
0.6 0.8 1.0
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2. Die Funktion f : (0,1) — R definiert durch

sin (1/x)

fx) =
1st nicht Riemann-integrierbar und nicht Lebesgue-
integrierbar. Sie st jedoch wuneigentlich Riemann-

integrierbar.

Wie beim Riemann-Integral zeigt man die folgenden ele-
mentaren Eigenschaften:

Lemma 11.8 Ser Q € L, und seien f und g Lebesgue-
integrierbar auf €.

e Dann ist auch c1f + cog fir ci,co € R Lebesque-
integrierbar auf Q und

/Q (crf(z) + cag(x)) dr = ¢4 /Q f(x)dr + ¢y /Qg(as)da:.

e Auch |f]| ist Lebesgque-integrierbar auf 2 und

/Qf(x)dx S/Qlf(x)]d:c.

e Wenn Q; C Q firi = 1,2 mit Q; € L,, dann ist f
auch Lebesgue-integrierbar auf ;. Wenn A (€3 N Qs) =
0, dann gilt

/ f@)de= | f(x)de+ [ f(z)dz.
Q1UQ2 (o1 Qs
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o Seien ), € L, mit Q, 1 CQ,, CQ firallen € N. Wenn
A(Q,) = 0 fiir n — oo, dann folgt

/ f(x)dz — 0 firn — oo.
Qn

Definition 11.9 Se: ) € L. Man definiert fir Lebesgue-
integrierbare Funktionen f : € — R

1 llorey = / f (@) de. (11.4)

An sich ist [|*[|;1 o) jedoch noch keine Norm, sondern nur
eine Seminorm. Aus f| fll 11(0) = 0 folgt némlich nur, dass

A({z € Qs f(z) # 0}) = 0.
Das heifit, die Menge, wo f (z) ungleich 0 ist, ist eine Null-
menge. Noch anders gesagt

f=0 fi.in Q. (11.5)

Hier steht f.ii. fiir fast iiberall und das bedeutet genau, dass
die Gleichung (11.5) gilt auf Q \ A mit A C  irgendeine
Nullmenge.

Lemma 11.10 Sei ©Q € L,. Definiere fur f : @ — R eine
Lebesque-integrierbare Funktion, die Aquivalenzklasse

fl={9:Q=R; g=f fi}.

Sei L' (Q) die Menge der Aquivalenzklassen von Lebesque-
integrierbaren Funktionen f : Q0 — R und die Norm wie in

11.4). Dann ist (L1 (Q),||-||L1(Q)> ein normierter Vektor-
aum.

Woche 11, Sobolev Rdume

Eigentlich sollte man also [f] € L' (Q) schreiben, statt f €
L' ().

Bemerkung 11.10.1 Wenn fiir alle kompakten Mengen K C
Qe L, gilt, dass die Funktion

r— 1g(x) f(x)

Lebesgue-integrierbar ist, dann sagt man f ist lokal Lebesque-
integrierbar. Man schreibt f € L, (Q).

Der normierte Vektorraum <L1 (Q), ||.HL1(Q)> ist sogar ein

Banachraum.

® || fllp1q = 0 bedeutet Jo |f ()] dz = 0 und das liefert
|f| = 0 f.ii., also auch f = 0 f.i. Dann liegt f in der

Aquivalenzklasse von 0.

e Aus der Linearitit in Lemma folgt die Homogenitét:

el oy = / ef (z)] dz = / | |f ()| da
| / £ @) do = e |l re) -

e Aus der Abschitzung in Lemma folgt die Dreiecks-

ungleichung:

1+ llgre = / f (@) + g ()] da
< / (1F @)+ 19 @D dz = 1y + N9l e
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Theorem 11.11 Fiir jede Funktion f € L* (R™) und jede Zahl
e > 0 existiert g € C, (R™) mit

lf— 9||L1(Rn) <e.

Hier ist C.(R™) die Menge der stetigen Funktionen mit
kompaktem Tréger. Der Tréger El einer punktweise definier-
ten Funktion ¢ : 2 — R ist der Abschluss der Menge, wo sie
ungleich 0 ist:

support(p) = {z € Q;p(x) # 0}

Einen Beweis von Theorem [11.11] finden Sie bei Analysis 3
oder in einem Buch zu Maf- und Integrationstheorie und ba-
siert meistens auf dem Theorem von Lusin. Siehe zum Beispiel

[11,, Theorem 3.14].

11.3 Eigenschaften des Integrals

Das Integral wurde fiir Lebesgue-messbare Gebiete in R" de-
finiert. Offene und abgeschlossene Mengen gehoren dazu.

Eines der bekanntesten Ergebnisse fiir Integrale ist, dass
man ein n-dimensionales Integral als wiederholtes Integral be-
rechnen kann. Wir benutzen fiir die Formulierung £, fiir die
Lebesgue-messbaren Mengen in R™.

Theorem 11.12 (Fubini-Tonelli) Sei 2 € L, sei f: Q — R
Lebesgue-integrierbar auf Q@ und seim € {1,...,n —1}. Dann
gilt mit

Q(z) = {y e R"™; (x,y) € Q} fiir x € R™,

dass:

tsupport auf Englisch
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1. Firxz e R™ fd. gilt Q(x) € L.
2. Fir x € R™ fai. ist die Funktion y — f (z,y) Lebesgue-
integrierbar auf € (x).
3. Die Funktion x — / f (z,y) dy ist Lebesgue-integrier-
Q)
bar auf R™.

b fswnawn= [ ([ rena)e

Hier haben wir mit x die ersten m Koordinaten notiert und
mit y die letzten n — m. Selbstverstéindlich ist diese Auswahl
beliebig. Auch kann man diesen Satz 6fters anwenden, bis man
nur noch eindimensionale Integrale hat.

Beispiel 11.13 Sei Q = {(z,y) € R* 2% + (y — 1) < 1} und
f(x,y) = 2% + y>. Dann findet man fiir |z| < 1, dass

Q(:ﬁ):{yER;l—\/l—x2<y<1+vl—x2}

und fiir |z| > 1, dass Q (z) = 0.
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Fiir das Integral gilt:

/Qf (z,y)d (z,y) = /]R (/Q(m) (2* +9%) dy) dx

1 1+V1—a? 1 e
= / (/ (:1;2 + y2) dy> dr = / [:1:23/ + %y‘g]i %:fj dx

1 \J1—v1-22 1
1 w/2
— /1 %\/1 —z2(2+ ZL’Q) dx = / , % (cos ) (2 + (sin 99)2> dy

w/2 ) )
= / 5 (8 (cos ©)? + (sin (2¢))?) dy

—7/2
—(+br=tr
Beispiel 11.14 Betrachte die Funktionen f, : [0,00) — R,
definiert durch

2 nx

fo(z) =n"ze”
Es gilt f, (0) =0 und fir x > 0 findet man

1
lim f,(z) = — lim (nz)*e™™
n—oo

T n—oo
1
= = lim t?e = 0.
€T t—oo
Also .
/ lim fn(L)(iL =0
0 n—oo
wdahrend
lim fo(x)dx = lim n2re " dr
= lim / ye Vdy = [— (y+1) e*y] =1.
n—oo 0 0

Also gilt lim/ fn(x)dx#/ lim f,(z)dz.

n—o0
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Im letzten Beispiel sieht man, dass Integral und Limes im
Allgemeinen nicht umzutauschen sind. Es gibt jedoch Bedin-
gungen, die dafiir sorgen, dass das Resultat beim Umtausch
gleich bleibt.

Theorem 11.15 (Monotone Konvergenz)
Seien f, : Q@ — R fiir n € N Lebesque-integrierbare Funktio-
nen. Wenn fir alle n € N gilt, dass

fn S fn+1 fu CLUfQ,

und lim,, o f, () existiert punktweise f.1i., dann gilt

lim [ f,(x)dz = /Q lim f, (x)dz € (—o0, 0]

n—o0 0 n—o0

Der Wert oo ist hier moglich, und in dem Fall nennt man
lim,, o0 fn (z) nicht Lebesgue-integrierbar.

Theorem 11.16 (Majorisierte Konvergenz)
Seien f, : Q@ = R firn € N und g : Q — R Lebesque-
integrierbare Funktionen. Wenn fir alle n € N gilt, dass

[ful < g [ aufQ,

und lim,,_,o, [, (z) existiert punktweise f.i., dann gilt

lim [ f,(x)dz = /Q lim f, (x)dx.

n—o0 0O n—00

11.4 Lebesgue-Riume

In diesem Abschnitt nehmen wir fiir 2 C R™ ein Gebiet, al-
so eine offene zusammenhéngende Teilmenge von R"™. Weil (2
offen ist, gilt Q € L,,.
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Definition 11.17 (L? (€2)-Seminorm)

e Firp e (1,00) definiert man

1/p
el = ( [t d:c)

o Fiir p= oo definiert man

[ull oo ) := €88 sup {m € R; A {z € Q; [u(x)| > m} # 0}.

Proposition 11.18 (Hélder-Ungleichung)
Seip,q € (1,00) mit 1+1 = 1. Firue LP(Q) undv € L ()
gilt wv € L' (Q) und

[ u@r@lds < Jull ol - (110

Beweis. Wir zeigen erst, dass fiir a,b > 0 die Ungleichung von
Young gilt:
ab < JaP + b1 (11.7)

Diese Ungleichung ist mit ¢t = ab'~? > 0 dquivalent zu
Ip o L Lp _
t< st =1+ (" —1). (11.8)
Die Funktion h(t) = 1+ = (tp — 1) ist konvex fiir p > 1 und
weil A (1) =1 und A/ (1 —1g11t-furt>0
h far p=2

8
6 h fiir p=3/2
4+

2
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Mit (T1.7) folgt

vl = / fu(z)o(x)| de
/]u WP dx + = /|v )| dx

u — ||
Sl qHH

Wenn |[ul| gy oder [[v]| 4 gleich 0 ist, wird der Beweis tri-
vial. Nehmen wir also an, dass [ull 1oy und [[v]| po(qy nicht
gleich 0 sind. Dann konnen wir u durch u/ [ull 1) ersetzen
und v durch v/ [|v]| () und finden:

”u”LP(SZ) HvHLCI(Q) L1(Q)
1 p 1 q
<5 + T
P LP(Q) [l Lr(Q) q L) Il Le(Q)
1 1
— =1
p q
Nach Multiplikation mit ||u||,q) V] 14 folgt (11.6). n

Proposition 11.19 (Minkowski-Ungleichung)
Seien u,v € LP () fir p € [1,00]. Dann gilt

Ju+ UHLF(Q) < ||u||LP(Q) + HUHLP(Q) : (11.9)

Beweis. Fiir p € {1, 00} zeigt man die Ungleichung sofort. Fiir
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p € (1,00) geht man wie folgt vor:

o+ ol = [ (o) + 0@ da
< / ()] Ju(z) + o(z)P~ da +

/Q]v(x)]]u(x)—i-v(x)|p_ldx = (11.10)

und wenn wir hier Hélder verwenden, folgt, weil g (p — 1) = p,

dass ({11.10)

< el gy 1+ 0 | oy + 100 oy [N+ 0|

L4(Q) L4(Q)
-1
= (Il gy + 1ol ey )l + 0l
Nach Division durch |ju + v||7];(19) folgt (11.9). [

Die Ungleichung von Minkowski hier ist die Dreiecksunglei-
chung fiir [|||,,). Die Homogenitét der Norm folgt direkt
und so hat man, dass (Lp (Q), ||-||LP(Q)> fiir jedes p € [1, 0]

ein normierter Vektorraum ist auf der Menge der Aquivalenz-
klassen von Funktionen u mit [|ul|,q) < oc.

In Theorem [11.11| findet man, dass C.(R") dicht liegt in
L' (R™). Dies gilt sogar fiir LP (R™) mit p € [1, 00). Fiir p = co
gilt dies nicht.

Aufgabe 11.5 Zeigen Sie, dass C.(R"™) nicht dicht liegt in
L (R™).
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Lemma 11.20 Sei p € (1,00). Dann existiert fir jede Funkti-
on f € L (R™) und jede Zahle > 0 eine Funktion g € C. (R™)
mat

If = g”LP(R") <E.

Beweis. Sei ¢ > 0. Betrachte f, := f1p, ). Weil |f — f,| <
2| f] gilt, folgt mit majorisierter Konvergenz, dass

TIHEO Hf - fr”Lp(]Rn) = 07
und es gibt 7y so, dass
1f = froll Loggny < 3¢ (11.11)

Als nichstes definieren wir fiir M € R™ die Abschneide-
funktion a,; durch

M fir s> M,
ay(s) := s fur [s| <M,
—-M fir s<-—M.

Wir betrachten fy; := ap o f,, und finden, wiederum mit
majorisierter Konvergenz, dass

A}iinoo 1 fro — fM”Lp(]R") =0,
und es gibt also M, so, dass

[ fro — fMoHLP(Rn) < %5- (11.12)
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Es folgt, dass || fas, || 1gny < A (Bro (0)) Mo und also fa, €
L' (R™). Wegen Theorem kann man fy;, mit Funktionen
aus C¢ (R") in ||-|[ 11 (gn)-Norm approximieren. Sei g € C.. (R")
derart, dass

p
13t = 9l < (255)

Wir diirfen annehmen, dass |g (z)| < My, oder sonst g ersetzen
durch ayy, o g. Es folgt dass

1/p
1o = 9l qany = ( [ Vo 2) -9 (m)|pdm)

< <(2Mo)p_1/]R | faty () —9(37)|d$)1/p

<My || fary = gl Mgy < e (11.13)

Kombiniert man die drei nummerierten Abschétzungen mit
der Dreiecksungleichung, dann folgt || f — g|| 1pgny < e [

Theorem 11.21 (Riesz-Fischer fiir p € [1,00)) Sei Q@ C R

offen. Dann ist (Lp (Q), H‘”m(g)) ein Banachraum.

Auch <L°° (Q), H'HLoo(Q)> ist ein Banachraum. Der Beweis

verlangt jedoch etwas mehr Kenntnisse von Maftheorie.

Beweis. Wir werden es nur beweisen fiir p € [1,00). Sei
{fn},en eine Cauchy-Folge in <Lp (Q), ||~||LP(Q)>. Dann gibt
es fiir jedes € > 0 eine Zahl n. € N derart, dass

nm >n. = |fo— fllppq) <&
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Nehmen wir ¢ = 277, so kann man eine Teilfolge {fn, },cn
finden, mit

Hf"k - f"kJrlHLP(Q) < 27

Betrachten wir

Z\fw — fu ()]

Wegen Minkowski gilt

lamlriy = ||y Voer = Il
< Zk:l ank+1 - fnk”Lp(Q) < Zk:1 2=k _ 1

und das bedeutet g, (z) ist eine wachsende Folge, die fast
iiberall beschrankt ist, also fast iiberall punktweise konvergiert
zu einer Funktion g. Wegen monotoner Konvergenz folgt

lim [ gpn(z)’dx = / lim g, (z)"dx = / g (z)" dx
m—eeJa QM Q
und
9l = T gl ey < 1.
Es gilt

-1

Frm () = fur (@) + 3 (frier (@) = fu ()

1

3

=
Il

und weil die Reihe fast iiberall absolut konvergiert, existiert
f(x) == limy,—e0 fn,, (z) fast iiberall. Weil

[ (@) < S ()] + g (2) L.
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folgt

anmHLP(Q) S ank-o—lHLP(Q) + HgHLp(Q) :

Wegen majorisierter Konvergenz folgt
i [ 1o, @ do = [ T |5, @) ds

- [ 1@ as

und f € LP (). Auerdem gilt

lim / o (@) — f (@) de

m—o0

= [ Jim U @)= F @ dz =0

m—ro0

Fir n € [Ny, npaa] gilt

”fn - fHLP(Q) S an - fnm”LP(Q) + “fnm - f”LP(Q)
<27+ | fo = Fllry s

also nicht nur die Teilfolge { f,.,, },,,cny konvergiert sondern auch

{fotnen: u

Aufgabe 11.6 Beweisen Sie die Dreiecksungleichung (Min-
kowski) fir die Norm in <€p, HHP> mit p € (1,00).
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Aufgabe 11.7 Beantworten Sie fir welche p € [1,00] und n €
N* gilt f € LP(R")?

1. f(z) = ﬁ

11.5 Schwache Ableitungen

Man méochte auch Ableitungen in der Klasse L? (€2) definieren.
Da die Standard-Ableitungen punktweise definiert sind und
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LP () nicht mal Funktionen sondern Funktionenklassen ent-
halten, deren Werte auf Nullmengen irrelevant sind, muss man
Ableitungen neu angehen. Die Idee, die man dazu verwendet,
beruht auf partieller Integration. Sei f € C!'(R). Dann gilt
fir ¢ € C° (R), dass

Afmw@mz—éﬂmw@m

Der Vektorraum C2° (R) besteht aus allen unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager.

Definition 11.22 Sei f € L, (). Man sagt, dass [ schwach
nach x; differenzierbar ist auf 0, wenn g; € L, (Q) exis-
tiert derart, dass

/gz( /f

Bemerkung 11.22.1 e Wenn die Funktion f eine klassi-
sche Ableitung auf ) hat, dann hat sie auch eine schwa-
che Ableitung auf Q. Punktweise definiert ist so eine
schwache Ableitung nicht, denn sie ist ja keine Funkti-
on, sondern eigentlich eine Funktionenklasse.

x)dz fir alle ¢ € C° ().

o Wenn f eine klassische Ableitung auf Q) hat und g hat ei-
ne schwache Ableitung auf 2, dann hat f g eine schwache
Ableitung auf €.

o Wenn f und g eine schwache Ableitung auf 0 ha-
ben, kann man ohne weitere Kenntnisse der betreffenden
Funktionen keine Aussage machen beziiglich schwacher
Differenzierbarkeit des Produkts.

Beispiel 11.23 Die Funktion f(z) = |z| hat g(x) = sign(x)
als schwache Ableitung. Denn fiir ¢ € C°(R) mit p(x) =0
fir |x| > M gilt

M
L/uwwww—/ 2] ' (¢)da
R M

M 0
:/ x (p’(x)dx—/ x ¢ (z)dz
0 Y
0

~ ool = [ et~ el + [ pta)as

—-M

M 0
= —/ o(x)dx —I—/ o(x)dx
0 M
=— / sign(x)p(z)dz.
R
Beispiel 11.24 Die Funktion g(x) = sign(z) hat keine schwa-

che Ableitung. FEs gilt fir ¢ € CX(R) mit p(x) = 0 fir
|x| > M, dass

/Rblgn( z)¢'(x )dx—/M sign(z) ¢’ (z)dx

M 0
:/ cp’(:l:)d:z:—/ o' (z)dx
0 M

= [p@)ly’ = [p(@)]% 5 = ~20(0)
Es gibt keine L}, (R) Funktion h mat

/Rh(:r)go(x)dx = 2¢(0) fir alle p € C° (R).
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Fiir jedes beschrdnkte Intervall I C R\{0} findet man hp =0
fd. in I und weil dies fir alle p € C° (1) gilt, folgt

h =0 fa. in I.
Weil {0} auch eine Nullmenge ist, folgt
h=0 fi.imR

und dann
/ h(z)p(z)dx =0 fir alle p € C° (R),
R

ein Widerspruch fiir Funktionen ¢ mit ¢(0) # 0.

Man kann die obige Definition von Ableitung auch fiir ho-
here Ordnung erweitern:

Definition 11.25 (Schwache Ableitungen)

Sei f € L, () mit @ C R™ ein Gebiet. Man sagt, dass f
eine schwache Ableitung (a%)af ‘= go hat, mit Multiindex
a € N, wenn g, € L, (Q) existiert derart, dass fir alle

peCr(Q):

Aufgabe 11.8 FEine Funktion f : R — R heifit stiickweise ste-
tig, wenn es P := {x,;n € Z} gibt mit x,, < x,41 fir alle
n € Z und | J,cq (Tn, Tnia] = R derart, dass f stetig ist auf
R\ P.

Woche 11, Sobolev Rdume

Zeigen Sie, dass wenn f stiickweise stetig ist, eine schwache
Ableitung hat, und

(. = lim f(x) und {_ = lim f(x)

Tl Ty, Ty
existiert, dann folgt £, = (_.

Hinweis: Bemerke dass {xn;n € Z} keine Hdiufungspunkte
hat und es deshalb € > 0 gibt mit

(X — &, 2 +€)N{zp;n € Z} = {x,}.
Verwenden Sie eine Testfunktion ¢ mit p(z,) = 1 und

support(y) C (xz, —&,2, +¢€) .

Aufgabe 11.9 Sei f : B;(0) C R3> — R definiert durch
f (@) =], also
1

f X1,X2,T3) = .
( ) Va? + xi + xd




11.6 Definition Sobolevraum

1. Zeigen Sie, dass

(22 + 2% + 2

8% ($17I27$3) -

)3/2
im Sinne von schwachen Ableitungen.

2. Fir welches p € [1,00] gilt f € LP (B1(0))?

3. Fir welches p € [1, 00| gilt a%lf € L?(By(0))?

11.6 Definition Sobolevraum

Definition 11.26 Sei Q2 C R™ ein Gebiet, sei k € N und
p € [1,00]. Man definiert WP (Q) als die Menge aller Funk-
tionen(klassen) f: Q — R mit

(£)" feL?(Q) firale o € N* mit || <F.

139

Hier sind

P a P a1 P an
(a?) f:(a_:cl) "'(axn) d

die schwachen Ableitungen von f. Sie liegen in LP (€2), wenn
das zugehorige Integral in R existiert.

Proposition 11.27 Se: (2 C R"” ein Gebiet, sei k € N und
p € [1,00]. Dann ist (Wk’p (), ||‘||Wk,p(g)> mit

o\
follsrin = (X [ (55) @
ein normierter Vektorraum.
Diese normierten Vektorrdume

(W5 (@), o) (11.15)

P 1/p
dx) (11.14)

heiflen Sobolevriaume. Sie sind sogar Banachrdume.

Beweis. Die beiden ersten Eigenschaften fiir eine Norm sind
fiir ||lyep(o direkt erfiillt. Der Beweis fiir die Dreiecksun-
gleichung wird technischer als in Proposition [I1.19] verwendet
jedoch dhnliche Schritte. |

Aufgabe 11.10 Geben Sie eine Funktion an, mit
feWwh(Q)\ L ().

Sie diirfen () selber wdihlen.
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Aufgabe 11.11 Nehme an f,g € WH3(R).

1. Wenn zusditzlich gilt, dass f,g € C* (R), folgt dann, dass
fge WH(R)?

2. Wenn man nur f,g € WH(R) hat, folgt dann, dass fg €
WLHR)?

Woche 11, Sobolev Rdume




Kapitel 12

W und C

Mit W sind die Sobolevraume W*?(Q) gemeint und
mit C die Schauder-Vektorrdume C* (Q) und Holder-Raume
CH (Q).

12.1 Glatten mit Friedrichs

Zu der folgenden Funktion ¢ : R™ — [0, 00), definiert durch

1 ..
o (z) = { exp (—|$‘2_1) fir |z| <1,

0 fir |z| > 1,

gehort in einer Dimension diese Skizze:

0.5

N

-3 -2 -1 1 2 3

Eine besondere Eigenschaft dieser Funktion ist, dass sie in
Ce°(R) liegt. Fiir |2| # 1 wird das keine Uberraschung sein.
Fir |z|] = 1 muss man jedoch begriinden. Wenn man zu
generalisierten sphérischen Koordinaten wechselt, das heifit,
(r,w) € [0,00) x S"! statt z € R", dann sieht man, dass nur
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die Ableitungen in der radialen Richtung problematisch sein
konnten. Setzen wir

3 B B exp (7%1) fur re [0, 1) )
@ (r) —90<m’)_{ 0 fir r € [1,00),
so folgt
o™ (r) = py _— exp ) i €(0.1)
r—1 —1 ’

mit p; ein Polynom von Grad k + 1. Dies beweist man direkt
mit vollstéandiger Induktion. Es folgt

. ~ (k) T .
lim g™ (r) = 1im py (t) exp () =0

und weil ®) () = 0 fiir r > 1, folgt auch hier mit vollstéin-
diger Induktion, dass @*) stetig ist bei 1. Weil dies fiir alle
k € N gilt, folgt ¢ € C* (R™).

Wir skalieren diese Funktion zuerst wie folgt:

_ p(x)
P (o) = Jon © () dy’
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und anschlieffend zu

o (1) = e, <1x> | (12.1)

3

Lemma 12.1 Die Funktion ¢, : R™ — [0, 00) in hat die
folgenden Eigenschaften:

1. support (p.) C B. (0);
2. Jon e (x)de =1

Beweis. Die beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Kon-
struktion. m

Lemma 12.2 Sei f € C' (R") und definiere f. : R™ — R durch

@)= [ e i@y
Dann gilt:
1. f. € C® (R fiir = > 0,
2. lim. o f: (x) = f (z) fir jedes x € R",

3. limejgsup,cx | fe () — f (x)] = 0 fir jede kompakte Men-
ge K C R".

Wenn f gleichmdfsig stetig ist, dann gilt sogar

4. limg g I fe — f”oo =0.

Woche 12, W und C

Beweis. 1. Weil der Triager von ¢, (z —-) die beschréinkte
Menge B. (z) ist, ist das Integral wohl-definiert und die 0-te
Ableitung existiert. Nehme an, die a-te Ableitung existiert.

Dann folgt fiir eine nédchsthohere Ableitung « + e;, dass

(5)" fe (@ + hei) = (57)" f- (@)

Y
hlgtl) h
: 2) e (@thei—y)—(2) " pe(a—y)

= lim | (&) e D) eCov) ¢ ) gy 412.9)

Weil jede Ableitung von ¢_ beschrénkt ist und f stetig, sind
die Differenzquotienten beschréankt und es gilt, dass

(2) e (@thei—y)—(L) ¢ (a—v)

3 - /R lim . f () dy

= /]R aii ((%)asos(:v—y) f () dy.

Wegen vollstiandiger Induktion existiert fiir beliebige o € N”
die a-te Ableitung von f..
2. Dies folgt aus der Abschéitzung:

/n%(w—y)f(y)dy—f(:v)

/B()ws(x—y)(f(y)—f(x))dy‘
< /Bs(m)sos(:c—yﬂf(y)—f(:c)|dy

< FO) = F @l / ey

= [IFC) = F @)l (poiay) -



12.1 Glatten mit Friedrichs

Weil f stetig ist, gilt hﬁ)l NfG)—f (x)||Loo(BE(I)) =0.
3. und 4. folgen, weil in beiden Fillen f gleichméfig stetig

ist. Einmal weil die betreffende Menge kompakt ist und einmal
wegen der Annahme. Beides kombiniert mit 2. [ ]

Definition 12.3 Fiir u,v : R® — R st die Konvolution u *
v : R™ — R wohldefiniert durch

weo)(e) = [ ule-y)ody
wenn das Integral fir fast alle x € R™ definiert ist.

Konvolution wird auch Faltung genannt.

Fiir die Funktion f. von vorhin kann man also auch schrei-

ben
f e = P ¥ f .

Wenn €2 C R" beschrénkt ist, dann kann man nicht ohne
Weiteres eine Funktion v € C' (ﬁ) glatten durch ¢, *x v, denn
dazu muss fiir jede Stelle z €  die Funktion v auf B. (x)
definiert sein. Man kénnte v auflerhalb 2 durch 0 fortsetzen,
jedoch wiirde ¢, * v nicht langer v approximieren in x € 02,
wenn v (z) # 0.

Fiir den Raum (L” (R"), ||||p) und sogar fiir (L” (€2), ||||p)
mit p < oo hat man solche Probleme nicht. Wir schreiben
zuerst die Ergebnisse auf ganz R".

Lemma 12.4 Sei p € [1,00) und f € L? (R"). Definiere f. :
R™ — R durch

@)= [ e i@y

Dann gilt:
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1. f. € C® (R fire >0,
2. el < M1
3. limaw ||fa — f”p = 0

Beweis. 1. Die Bedingung f € Ly, (R") reicht fiir die wohlde-
finiertheit und auch fiir das Argument im Beweis von Lemma
1221

2. Erst fir p = 1;

i = [

n |/ Be(0)
< [ ] @l

dx

/B e (y) f(x—y)dy

= [ ) [ Ifte=vldudy
<(0) Rn

— / o, (y) dy |f (@) dz = [[fll,
=(0) R

Fiir p > 1 benutzen wir die Ungleichung von Hélder und fin-

den
1= [ |, e =vdy

<[ ([ eow) ([ awre-mra)s

= (0) )
=/ /()ws(y)|f(x—y)|”dyd:v
n 50

:/ oo (y) | |f (z—y)P dedy = || f]7.
B:(0) R™

p

dx
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3. Theorem [11.11] und Lemma [11.20] sagen, dass fiir p €
[1,00) der Vektorraum C. (R") dicht liegt in (Lp (R™), H||p>
Sei f € L (R™) mit p € [1,00). Dann gibt es fiir jedes g > 0
eine Funktion g € C, (R™) mit

1f = gll, < eo-

Dann gilt

1 fe = fIl, < M1fe = gell, + [lge — gll, + lg = fII,
<|lge = gll, +21lf —gll,
<lge = gl + <o

Der Tréger K von g ist kompakt und dann sind auch die Tréa-
ger von g, fiir e € (0, 1) kompakt und liegen alle in K + Bj (0).

Setzen wir M = A <K + B (0)) so gilt lim.g ||ge — 9]/, =0
wegen Lemma [12.2], Weil

g — gll, < M"Y lg. — gl -

folgt auch lim, o [|g: — g, = 0. Weil wir gy > 0 beliebig wih-
len konnen, folgt limeyo || f- — f, = 0. |

Wenn €2 C R” ein offenes Gebiet ist, dann kann man f €
LP (Q) fortsetzen durch 0, das heifit

| f(z) furz e,
(z) = 0 firz¢gQ.

sl

Es gilt f € L? (R™) und ||7||LP(]R”) = ||f||L,,(Q). Approximiert

man f in L? (R")-Norm mit g € C. (R"), dann approximiert
die Einschrankung von ¢ zu € die Funktion f in L? (2)-Norm
und

Hf _gmHLP(Q) S HT_gHLp(Rn)'

Woche 12, W und C

12.2 Spezielle Sobolevriume

Bei Differentialgleichungen hat man ohne Randbedingungen
nur hochst selten die von Hadamard gewiinschte eindeutige
Lésung, wenn man nicht zusétzlich Anfangs- oder Randwerte
festlegt. Fiir stetige und differenzierbare Funktionen u, die de-
finiert sind auf Q C R”, kann man u, beziehungsweise u und
Vu punktweise festlegen auf dem Rand 0f€). Fiir Funktionen
in L7 () und W' (Q) sind Réinder Nullmengen und Null-
mengen zdhlen nicht. Das macht die Definition von Randbe-
dingungen fiir Funktionen in W*? (Q) zu einer etwas heiklen
Sache.

Zuerst definieren wir den Ersatz fiir die homogenen Dirich-
let Randwerte. Zwei klassisch formulierte typische Randwert-
probleme sind

—Au=f in €,
{ u=0 auf 09,

und
A%y =f in €2,
u=|Vu| =0 auf 0.

Das erste Problem beschreibt die Auslenkung u einer Mem-
bran unter der Kraftdichte f, wenn diese Membran auf dem
Rand 0f) festgehalten wird. Im zweiten Problem ist die Mem-
bran ersetzt durch eine diinne Platte, die am Rand einge-
klemmt wird.




12.2 Spezielle Sobolevraume

In diesen zwei Bildern finden Sie Losungen u dieser beiden
Randwerte fiir den Fall, dass Q@ = By (0) C R" und f (z) = 1.

Um Dirchlet Randwerte in einem Sobolevraum anzugeben,
verwendet man die Dichtheit in den Sobolevrdumen von be-
stimmten C'°°-Funktionen.

Definition 12.5 Sei Q C R"™ ein_beschrinktes Gebiet und sei
(Wkp (Q)7|I'HW’W(Q)) wie in (11.15). Dann definiert man

den Teilraum WP (Q) durch

WP (Q) = O () Iwere,

Hier ist C'° () die Menge aller unendlich oft differenzier-
baren Funktionen f : ) — R mit

support (f) C Q.

Weil der Tréager eine kompakte Menge ist und 2 offen, be-
deutet das, dass solche Funktionen f in einer Umgebung des
Randes 0 gleich 0 sind.

Die Menge Wy () enthiilt also genau all die Funktionen
f € WkP (Q), die man in [[[lyy.5 (@)~ Norm approximieren kann
mit einer Folge {f,},cy C C ().

Wir betrachten in den folgenden Beispielen beschrénkte Ge-
biete 2 C R™ mit einem relativ netten Rand, meistens Lip-
schitz oder C'*°. Wir nehmen immer an, dass fiir {2 C R” der
Rand eine kleinere Dimension hat:

lim A, (9 + B. (0)) = 0. (12.3)
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Die meisten Gebiete, die man sich vorstellt, erfiillen diese Be-
dingung.

Es gibt jedoch widerliche Ausnahmen. Definiert man f :
[0,2] — R durch

f(z) = max {max (1 — k* |gx — 2| ,0) sk € N},

bei der {gy},cn+ eine Abzéhlung
von QN (0, 2) ist, und nimmt man
Q) wie folgt:

—1l<ax<l1
Q:{(I=y)%1<y<f<x) }

dann hat der Rand Hausdorff-
Dimension 2 und die Bedingung
(12.3)) ist nicht erfiillt.

Beispiel 12.6 Fiir alle p € [1,00) gilt
WP (Q) = WO (Q) = LP (Q).

Aus der Definition vom Sobolevraum folgt WP (Q) =
LP (). Definiere die Indikatorfunktionen

1 (2) = 0 firz € 0Q+ Bs(0),
SV 1 fiir sonstige © € Q.

Sei f € LP () und e > 0. Man findet mit majorisierter Kon-
vergenz, dass

161&)1 1f=f 15HLP(Q) =0,
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also qibt es 69 > 0 derart, dass

I = f Ls|
Fiir den Trdger der Funktion f 15, gilt

@) < 36 (12.4)

inf {|z — y|;z € support (f 15,) undy € 00} > do.
Sei nun g die Erweiterung durch 0 von f 15, zu ganz R™. Fir
s x g € C(R™) mit 6 € (0,00) folgt
support (@s * g) C €.

Also gilt fiir 6 € (0,00), dass (g5 * g)q € C° () und indem
man 0 € (0,00) gentigend klein nimmt, folgt mit Theorem

11.11) fir p =1 oder Lemma |11.2( fiir p € (1,00), dass
1
#1505 *g)QHLP(m <le. (12.5)

Mit , und der Dreiecksungleichung folgt das Ge-

wiinschite.

Beispiel 12.7 Fiir alle p € [1,00) und n € Nt gilt, dass u :
By (0) — R, definiert durch

w(z)=1— |z
in Wy (By (0)) liegt.

FEine approrimierende Folge kann man in zwei Schritten
konstruieren:

1. Man sorgt fiir déhnliche Funktionen jetzt mit einem Trdager

mmnerhalb des Gebietes:
2)

n+1
n

T

U, () = max <O, 1-—

Woche 12, W und C
2. Man gldttet diese mit Friedrichs
un (@) = (o % va) ()

Fiir die Folge {uy},cn+ gill support (u,) C By (0),
u, € C* (B (0)) und

[t = ll 1o, )y — O fiir n — oo.

Bei der Approximation auf ein beschréanktes Gebiet haben
wir gesehen, dass eine Bedingung an die Regularitiat des Ge-
biets gestellt wurde. Es ist nicht so sehr wichtig, welche Bedin-
gung ausreicht oder sogar optimal ist, sondern die Tatsache,
dass es eine Bedingung gibt. Es bedeutet ndamlich, dass, wenn
man etwas Derartiges beweisen mochte, es sehr wahrscheinlich
einige sehr technische Schritte braucht.



12.3 Hoélder und Sobolev

12.3 Holder und Sobolev

In diesem Abschnitt ist 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet, des-
sen Rand 02 wir als unendlich glatt annehmen.

Definition 12.8 Seien (V, ||-||\,) und (W, ||-||,y,) zwei normierte
Vektorrdume mit V-.C W.

e Die Abbildung I. : V. — W, definiert durch I.v = v,

nennt man eine Einbettung.

Auch wenn jedes Element v € V einen Vertreter v € W hat,
nennt man I, : V. — W, definiert durch I.v = v, eine Finbet-
tung.

Wir sind interessiert an stetigen Einbettungen, das heifit,
es gibt C' € R™ mit

| Iev|ly < Cv]l,, fiir alle v € V.
Hier folgen einige triviale stetige Einbettungen:
Lemma 12.9 Sei Q) wie oben.

1. Firm+~y> k406 und

(Cm'y( ) |- Hcmw( )> ; <Ck’5 (€2), H’chm) ’

ist die Einbettung 1. : C™ (Q) — C*° () stetig.

2. Firm >k und

(€™ @) lomagm)) » (W2 ) lyoiey)

ist die Einbettung I. : C™ (Q) — Wk? (Q) stetig.
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3. Firm >k und ¢ > p und

(W) I llymaey ) (W (9 1oy
ist die Einbettung I, : W™ (Q) — WP (Q) stetig.
Bemerke, dass die Beschriankheit von €2 eine wesentliche
Bedingung ist.

Mit Arzela-Ascoli, Theorem findet man sogar, dass die
Einbettung I, im ersten Punkt kompakt ist. Es folgt fiir v > 0,
dass auch die zweite Einbettung kompakt ist.

Beweis. Nur bei der dritten Behauptung und nur wenn ¢ > p,
muss man etwas Wesentliches zeigen, nédmlich

[l ooy < e llull pao

Fiir beschrinkte Gebiete folgt dies aus der Hélder-
Ungleichung wenn ¢ < oo:

il = ( [t \pd:c>
1-p/q p/a\ /P
< < 1d1:) ( q/ P da:>
= A7 Jull o)
Auch fiir Ableitungen folgt die dhnliche Abschétzung. |

Es gibt jedoch auch stetige Einbettungen, die weit von trivi-
al sind. Fiir diese Einbettungen definieren wir ein Index-Paar.
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Definition 12.10 Sei €2 C R™ beschrdankt mit 02 € C* und
sei p € [1,00], m € N und v € [0,1]. Wir definieren den
Regularititsindex wie folgt:

o (C’m” (ﬁ)) = (m,m+~);

o # (WP (Q)) = (m,m — g) fiir p < oo und
# (Wm>(Q)) := (m,m).

Theorem 12.11 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Morrey)  Se:

Q C R" beschrinkt mit 02 € C* und seien V und W

Hélder- oder Sobolevrdume C™ (Q) und WP (). Wenn

# (V) > # (W), dann ist die Finbettung I, : V — W stetig
und sogar kompakt.

Dieses Theorem ist eine Zusammenfassung vieler Theoreme,
die teilweise sowohl auf unbeschréankten Gebieten giiltig sind
als auch auf Gebieten mit einem weniger glatten Rand. Die

Beweise finden Sie in [1], [5] und [7].
Es reicht iibrigens, wenn
# (V) = # (W), und # (V), > # (W),.

Wenn beide Komponenten gleich sind, gibt es so keine Aus-
sage zu einer Einbettung. Wenn # (V'), < # (W),, dann gibt
es keine Einbettung.

Beispiel 12.12 Zum Beispiel ist die Finbettung

I W (Q) = C° ()

Woche 12, W und C

kompakt, wenn fir die Dimension n gilt. dass n € {1,2,3}.
Es gilt namlich, dass

#(W22(Q) = (2,2—3) und
#(C°(Q)) = (0,0).

Es reicht aus, wenn 2 > 0 und 2 — § > 0. Das letztere bringt

genau, dass n < 4 gelten soll fiir eine kompakte Einbettung.
Eine genaue Formulierung wdre tibrigens, dass jede Funk-

tionsklasse im Sobolevraum W22 (Q) einen Vertreter hat, der

in C° (ﬁ) liegt.
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