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Funktionentheorie, Woche 1 F(Z)

Rechnen und Differenzieren in C

1.1 Komplexe Zahlen

Fiir z,y € R und ¢, das imaginidre Symbol, definiert man die komplexe Zahl x + iy.
Zusétzlich definiert man fiir solche komplexe Zahlen die Addition und die Multiplikation
wie folgt:

(x+iy)+ (u+iw) = (x+u)+i(y+v),
(x+1y). (u+w) = (vu—yv)+i(yu+zv).

Die Menge solcher Zahlen wird C genannt:
C={z z=2+iy mit z,y € R}.

Identifiziert man x + ¢0 mit x, so wird R eine Teilmenge von C. Legt man fest, dass
i? = —1, dann ist die Addition und Multiplikation fiir komplexe Zahlen ,,genau so“ wie

fiir reelle Zahlen.

Die Korpereigenschaften werden durch (C,+,.) erfiillt. Wir erinnern uns nochmals,
dass fiir x + 1y # 0 gilt

1 I z—wy -y T oy

x—}—z’y:x—i—iyx—iy_x?—i—y? _:L'Z—I—yQ_ZxQ—i—y27

und man so die Inverse zu = + iy # 0 konstruiert.

Wie schon bekannt aus Analysis 1:

e Die Addition zweier komplexer Zahlen in der Gaufl-Ebene ist die Addition der Vek-
toren.

e Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen lésst sich darstellen in der Gauf3-Ebene
durch Addition der Argumente und Multiplikation der Betréige.

Verwendet man Polarkoordinaten (z,y) = (rcosy,rsing) mit » > 0 und ¢ € R,
schreibt man z = x 4 iy = r (cos ¢ + isin ) und #dhnliches fiir eine zweite Zahl w, dann
kann man zeigen, dass

(r(coscp+isingp)> . (s (cos¢+isin¢)> =rs (cos(go+¢)+isin(g0+¢)> . (L1

1
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zw

1 2 3 T 2 3
Abbildung 1.1: Addition und Multiplikation dargestellt in der Gaufi-Ebene
Diese letzte Gleichung sieht man leicht mit der Formel von Euler

e’ = cosp +isinp
und mit den bekannten Formeln fiir Sinus und Cosinus:

sin (i 4 1) = sin p cos ¥ + sin ¥ cos p,
cos (¢ + 1)) = cosp costh — sin psin .

Einige Absprachen und Notationen fiir 4+ iy mit z,y € R sind:

Der Realteil: Re (x +iy) = .
Der Imaginirteil: Im (z + 1y) = v.

Die komplex Konjugierte: x +1iy=x —1y.
Der Betrag: |z +iy| = /22 + 3%
Das Argument: Arg (r (cosp +ising)) = ¢ wenn ¢ € (—m, @], r > 0.

Oft wird als Bereich fiir das Argument auch [0, 27) genommen. Mit (1.1]) sieht man,
dass fiir alle z,w € C\ {0} gilt

|zw] = |2z| Jw| und Arg (zw) = Arg (2) + Arg (w) 4+ 2km mit k € {—1,0,1}.

1.2 Topologie und Geometrie in C
Man definiert die offene Kreisscheibe fiir w € C und » € RT durch:
B, (w)={z€C;lz—w| <r}.

Weil |z — w| = ||[(Re z,Im 2) — (Rew, Imw)|| sieht die Kreisscheibe so aus wie die in R?.

Weiter definiert man:

e A C Cist offen, wenn es fiir jedes w € A ein r € R gibt mit B,(w) C A.

e U C C heifit eine Umgebung von w € C wenn es r € Rt gibt mit B,(w) C U.



1.3 Bekannte Funktionentypen 3

Das heifit, offene Mengen und Umgebungen in C ,,sehen aus® wie offene Mengen und
Umgebungen in R2. Die Topologie in R? und C ist also &hnlich.

Geometrisch ldsst sich mehr Interessantes zeigen. Einige Figuren kann man einfach
mit komplexen Zahlen beschreiben.

e Der Kreis um w € C mit Radius r:

{z€eC;lz—w|=r}.
e Die Linie mit gleicher Distanz zu w; und w, € C, auch Mittelsenkrechte genannt:

{z€C; |z —wi| = |z —wsl|}.

e Seien wy, wy € C und r > |wy; — wy|. Dann beschreibt
{ze€Clz—w |+ |z —wy| =71}

eine Ellipse. Vergleichen Sie mit Abbildung [1.2]

Abbildung 1.2: Wie man mit zwei Nigeln, einem Faden und einem Bleistift eine Ellipse zeich-

net.

o Fir w € C mit Rew > 0 wird eine Parabel beschrieben durch

{z € C;Rez = |z —wl|}.

e Sei ¢ € (—m,m). Die Zahlen w; # wy € C werden durch einen Kreisbogen verbun-

den mittels
{zGC;Arg (Z_wl) :gp}.
Z — W2

1.3 Bekannte Funktionentypen

1.3.1 Polynome
Funktionen der Form
2 p(2) i=ag+arz+ a2+ ap_12" !+ an2" fiir 2 € C (1.2)

mit a; € C und n € N sind definiert fiir alle z € C und werden Polynome genannt. Wenn
a, # 0 sagt man, dieses Polynom habe Grad n. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt,
dass sich ein solches Polynom zerlegen lésst in n lineare Terme:
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Theorem 1.1 (Hauptsatz der Algebra) Seip ein Polynom vom Grad n wie in (1.9).
Dann gibt es z1,...,z, € C derart, dass

p(z) =an(z—21) (2 —29)...(2 — 2,) fiir alle z € C.

Ein Beweis dieses Satzes wird spéater kommen.

Die z; in diesem Satz sind die Nullstellen des Polynoms p. Wenn einige der z; gleich
sind, ist ein solches z; eine mehrfache Nullstelle.

1.3.2 Rationale Funktionen.

Funktionen der Form

p(2)

2z a(z) = == fir z € Cmit ¢(z) #0

q(z)

mit Polynomen p und ¢, werden rationale Funktionen genannt. Wenn z; eine m-fache
Nullstelle von ¢ ist, und wenn p(z;) # 0, dann nennt man z; einen Pol vom Grad m fiir «.

1.3.3 Potenzreihen.

Eine Erweiterung der Polynome sind Funktionen, die durch Potenzreihen dargestellt

werden:
oo
Z > E a,z".
n=0

So eine Formel hat nicht fiir jedes z € C einen Wert in C. Wir erinnern an ein Ergebnis
aus Analysis 1:

Theorem 1.2 Sei a = {a,}, oy eine Folge in C und betrachte Y a,2" fir z € C.
Dann gibt es R, € [0,00] derart, dass

1. Wenn |z| < R,, dann konvergiert diese Potenzreihe (sogar absolut).

2. Wenn |z| > R,, dann divergiert diese Potenzreihe.

Man nennt R, den Konvergenzradius der Potenzreithe, und es gilt

0 falls l, = o0,
R, =< (' fallst, € (0,00),
oo falls ¢, =0,

mit {, = limsup {/|a,| € [0, co].

n—oo

Im Skript zu Analysis 1 findet man einen Beweis.

Einige Standardfunktionen, die man mittels einer Potenzreihe definieren kann, sind:
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Die Exponentialfunktion: exp(z) = io 22"

Der Cosinus: cos(z) = i_g:o ((;i); 2

Der Sinus: sin(z) = i_ojo (é;—li-):)!ZQnJrl

Der Cosinus hyperbolikus: cosh(z) = i_ozo (2+L)!z2”

Der Sinus hyperbolikus: sinh(z) = io (27:1—1)! S2n+1

Die Besselfunktionen der ersten Art: J,,(z) = io WM?”“’L fir m € N

Diese Potenzreihen haben alle Konvergenzradius R = oo.

Auch hat man:

Die Binomialreihe: (142" =3 (9)="
n=0
Die Logarithmusreihe: Log(l+2)=> (—17):"1 n
n=1

Wenn « ¢ N haben diese beiden Potenzreihen Konvergenzradius R = 1.

Man erinnere sich:
a\ ala—1) - (a—n+1)
n nn—1) --- 1 '

1.4 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

1.4.1 Die Definitionen

Die Definitionen von Stetigkeit und Differenzierbarkeit sind volkommen dhnlich denen fiir
reelle Funktionen.

Definition 1.3 (Limes) Sei f : A C C — C eine Funktion und sei o € A. Dann schreibt

man lim f(z) =¢ € C, wenn
Adz—a

VeeRT 3. e RV VzeAd: 0<|z—a|<é. = |f(z)—{ <e.

Im Fall, dass es eine Umgebung B, («) gibt mit » > 0 und B,(a) C AU{a}, kann man
ohne weiteres lim f(z) schreiben.
zZ—Q

Definition 1.4 (Stetigkeit) Die Funktion f: A C C — C heifit stetig in o« € A, wenn
lim f(z) = f ().

Adz—a

Kombiniert man diese beiden Definitionen, dann findet man fiir Stetigkeit:
VeeRY 5. eRY V2 e A: |z—a|<d. = |f(2) — fla)| <e.
Auch die Definition von Differenzierbarkeit sollte nicht iiberraschen.

Definition 1.5 (Differenzierbarkeit) Sei f : A C C — C eine Funktion und sei o €
A°. Dann heifst f (komplex) differenzierbar in o, wenn

i 1) = £(@)

z—a z—Q

in C existiert.

Dieser Grenzwert heifit Ableitung und wird notiert mit f'(a) und auch mit %f(a).
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Bemerkung 1.5.1 Man sollte eigentlich lim H&)=f(a) schreiben, aber wir hoffen, dass

Caz—a Fra
aus dem Kontext klar wird, dass z € C gemeint ist.

1.4.2 Vergleich komplexer und reeller Differenzierbarkeit

Wir erinnern an den Differentialoperator V, Gradient genannt, der fiir differenzierbare
Funktionen f : R? — R wie folgt definiert ist:

Ve, y) = (0uf(x,y),0,f(z,y)).

Man verwendet dieser Operator auch komponentenweise auf Vektorfunktionen.

Bevor wir den Zusammenhang beschreiben, geben wir ein warnendes Beispiel.

Beispiel 1.6 FEine Funktion f : C — C kann man ,umschreiben” zu einer Funktion
f:R? — R? durch
f( x ) _ < Re(f(x + ty) )
y Im(f(z +1iy) )

f(x+iy):f1(§)+ifg(‘;>.

Fir f: C— C mit f(z) = Rez finden wir

f(5)=(5)

Hier ist £ (reell total) differenzierbar, denn

Zuriick geht es durch

ot

v = (F00 B )-(500)

GGG

lim = m ——=0
(h.k)—(0,0) H(h)H (hk)—(0,0) \/h2 + k2
k

—~

und

Dagegen ist die Funktion f: C — C mit f(z) = Re z ist nirgends (komplex) differen-
zierbar:

lim f(z4+h) = f(2) ~ lim Re (z + h) — Re(z) ~ lim h_ 1
R>h—0 h RSh—0 h R3h—0 h

lim flz+ @k:) — f(2) — lim Re (z + zk:) Re(z) _uim 2
Rk—0 ik R>k—0 ik R3k—0 1k

Der Grenzwert

existiert also nicht.
Also, £ : R? — R? ist reell differenzierbar, aber die Funktion f : C — C ist nicht
komplex differenzierbar.
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Obwohl die Definition von differenzierbar nicht sehr iiberraschend ist, gibt es erstaun-
liche Folgen.

Theorem 1.7 Sei f definiert in einer Umgebung von o € C. Dann sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

e 2 f(2) ist (komplex) differenzierbar in c.

x Re f(x +iy) \ . : : [ Rea
. ( ) ) > ( Im f(z + iy) ist (reell) differenzierbar in a = I o und

B(E)o-4 ()e

Bemerkung 1.7.1 Wir werden statt ;—x oft 0, verwenden.
Bemerkung 1.7.2 Definieren wir v und v durch
u(z,y) = Re f (z +iy) und v(z,y) = Im f(z +iy), (1.3)

dann kann man die letzte Aussage auch in Theorem schreiben als: u und v sind (reell
total) differenzierbar in a und auferdem gilt

Oyu(a) = 0yv(a) und Oyu(a) = —0,v(a). (1.4)
Die Gleichungen in fiir u,v als in nennt man die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen.
Bemerkung 1.7.3 FEs folgt
' (a) = 0.f(a) = —id, f (o) = Dpu(a) + i0,v(a) = —idyu(a) + dyv(a).
Beweis. (=) Wir zeigen erst, dass, wenn f differenzierbar ist, die partiellen Ableitungen

von u und v aus ([1.3|) die Bedingungen in ((1.4)) erfiillen.
f(z)—f(a) f(z+iaz)—f(a1+iaz

Wenn lim existiert, dann existiert lim ) und auch d,u(a) und

Z—a - T—aq T—ai
O,v(a). Es gilt sogar
dyula) + idy0(a) = lim L&) = flartia) o JE) = @) gy (15
r—a1 T —aq PRy Z—aQ

Ebenso existiert lim f@tw=flaitia) g dyu(a) und dyv(a). Und hier folgt &dhnlich

y—raz y—az

flay +1y) — flar +iay)

dyu(a) +idyv(a) = lim

y—az Y — Qs
- Pt Lo g 2208 i), o

Es gilt

i (Opu(a) +i0,v(a)) = if' () = dyu(a) + id,v(a)
und wenn man Realteil und Imaginérteil abtrennt, folgen die Cauchy-Riemann-Differen-
tialgleichungen.
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Weiterhin gilt fiir die Linearisierungen (wir schreiben z = = + iy), dass

fla)+(z—=a) f'(a)
(a) +w(a) + (z + iy — a; — taz) (Oyu(a) + i0,v(a))

= (@) + (= = a1) dru(a) = (y — az) Buv(a) ) +
( (a) + (x — a1) Byv(a) + (y — as) Dyula ))
= (ul@) + (= = 1) Dou(a) + (y — @) Byu(a) ) +
( (a) + (x — a1) Bpv(a) + (y — az) dyv(a )) (1.7)

Weil |¢ +id| = H H gilt, folgt

)~ f (@) + (z—a) f' ()] _

|2 =«
‘ u(z,y) - (U(a) + (3? — )0 U(a) + (3/ — a2) 9yu(a))
v(z,y) — (v(a) + (z — ay) O.0( — az) Oyv(a))

N
19:81

und daraus, dass “f differenzierbar in o impliziert, dass (u,v) und daher auch u und v
einzeln differenzierbar sind in a.

(<) Wenn u und v differenzierbar sind in a, dann ist (z,y) — f(z +iy) reell differen-
zierbar in a. Setzt man f’ ( ) = Oyu(a) + 10,v(a) und gelten die beiden Gleichungen in

. folgt &hnlich wie in ) und ( . dass
_ _ !/
G = T (@) + (2 = a) ()

bare 2 — a

=0.

Fiir komplex differenzierbare Funktionen gelten dhnliche Regeln wie fiir reell differen-
zierbare Funktionen:

e Sind f und g (komplex) differenzierbar in o € C, so ist auch f + g differenzierbar
in o und

(f +9) (@) = f(a) + ¢'().
Auch gilt, falls A € C und f differenzierbar in « ist, dass Af differenzierbar in « ist
mit
(Af) (@) = Af'(a).

e Sind f und g (komplex) differenzierbar in o € C, so ist auch fg differenzierbar in «
und

(f9) (a) = f'(a)g(a) + f(a)d ().

e Ist g differenzierbar in o und f in g(«), dann ist f o g differenzierbar in o und

(fog) (a)=(fog)(a) g'(a).
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Die Quotientenregel folgt wie iiblich, wenn man Produkt- und Kettenregel kombiniert:

(1)' @) = (F- (o)) (o) = L1)000) = S0l (o)

g g(a)?

1
mit u(z) = — und falls g(a) # 0.
2

Weil £1 = lim ==L = 0 und £z = lim == = 1 sind auch die Ableitungen von
. w—z WTF z w—z WTF
Polynomen wie erwartet:

(ap+ a1z + -+ a,2") =a; + - +naz""".

Algebraische Funktionen sind (komplex) differenzierbar auf ihrem Definitionsgebiet.

Definition 1.8 Sei A eine offene Teilmenge von C.

e Fine Funktion f : A C C — C heifst holomorph auf A, wenn sie in jedem z € A
komplex differenzierbar ist.

e Fine Funktion f : A C C — C heiffit holomorph in z € A, wenn sie in eine
Umgebung von z komplex differenzierbar ist.

Beispiel 1.9 Die Funktion f : C — C mit f(z) = |z|” ist nur in 0 (komplex) differen-
zierbar:

Oy Re |z + iy =2y und O,Im|z+iy]> =0,

Die Funktion (z,y) — (2% +y?,0) st dberall (recll) differenzierbar, aber nur in (0,0)
sind die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfillt. Diese Funktion ist nirgends ho-
lomorph.

Beispiel 1.10 Die Funktion f : C\ (—o00,0] — C mit f(z) = In(|z]) + iArg(z) ist holo-
morph:

Re f(z +iy) = %ln (x2 + y2) fir (z,y) # (0,0),

%ﬂ' — arctan (%) fiiry >0,

Im f(x 4+ 1y) = Arg (z +iy) = arctan () fir x >0,

1 ..
—3T — arctan § firy < 0.

Weil man dieses Argument auf tiiberschneidende Gebiete definiert hat, kann man fiir jedes
z € C\ (—00,0] auf einer offenen Umgebung immer eine dieser drei Verkniipfungen
bekannter Funktionen benutzen:

0y (c — arctan (%)) = 1+(1%)2

O, (arctan (%)) = 1+(1g)2.;—§/

:—ﬁ fiiry >0 und firy <0,

< =

_ y .

Auf R?\ (=00, 0] sind diese Funktionen differenzierbar und die Cauchy-Riemann-Diffe-
rentialgleichungen sind erfillt:

T
l'2+y2

Oy Re f(z +1y) = ﬁy? = —0, Im f(z +iy).

Ox Re f(z +1y) = = 0y Im f(z +iy),
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Fiir die Ableitung finden wir

[ (x+iy) =0, (f (x +1iy)) = 0. Re f(x +iy) +i0, Im f(z + iy)
x -y =y 1

= i = = —
24y 224y 224y x4y

und das heifit
1
/ e
Fe) =2

Definition 1.11 Der komplexe Logarithmus Log : C\ (—o00,0] — C wird definiert
durch

Log (z) = In(|z]) + iArg (2) .

Bemerkung 1.11.1 Man kann die Definition dieser Funktion erweitern bis C\{0}. Diese
erweiterte Log-Funktion ist dann unstetig auf (—oo, 0].

Die folgenden Eigenschaften des Logarithmus zeigt man sofort:
Llog(z) =z fiir z € C\ (—o0,0],
e exp (Log(z)) =z fiir z € C\ (—o0,0] und

e Log(exp(z)) =z fiir z € {C; |Im (2)| < 7}.
Die Eigenschaft

e Log(l+2)= Z(l on fir alle z € C mit |2| < 1

muss noch warten bis zu einem der néchsten Kapitel.

Bemerkung 1.11.2 Man begegnet statt 2 f(z) auch £ f(z). Die Bedeutung ist nicht
gleich. So wie man (x,y) als unabhingige Variablen betrachten kann, kann man auch
(z,Z) als unabhdingige Variablen betrachten. Man denke an eine Substitution durch

z=x+1y und Z = x — 1y,
mit der zugehérigen inversen Substitution
r=3(z42) undy=3i(z—2z).

Mit 0, = a und Os : a, werden die partzellen Ableitungen nach z und nach zZ angedeutet.
Zum Beispiel findet man fiir F(x,y) = 2* + y?, die zugehérige Funktion

F(z,2) = F(z,y) = 2" +y* = (x +iy) (v —iy) = 2 2,

und es folgt

0 0 -~

~F - il

P (2,2) = Z und 5 F(z,z)=
als wdren z und zZ unabhdngig.

Man nennt 0, und 0s die Wirtinger Ableitungen.
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Allgemein folgt fir F(z, Z) = F(z,y) mit z = x + iy, dass

0.F(2,2) =0, (F(3(z+2),3i(2—2))) =20, F(z,y) — 3i0,F(z,y)
und ebenso ~
O:F (2, %) = 10, F(z,y) + 3i0,F (z,y).

Existenz der Wirtinger Ableitungen heif$t nicht, dass die betreffende Funktion komplex
differenzierbar ist. Komplex differenzierbar hat jedoch als notwendige Bedingung, dass
85}3(2,2) = 0. Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen verstecken sich ndmlich in

82F(Z, 2) - 0

Wenn man genau weif$, wie damit umzugehen ist, kénnen die Wirtinger Ableitungen
niitzlich sein, wenn man etwas sehr kompakt aufschreiben mdochte. Leider fiihrt diese No-
tation auch oft zu Fehlern, und dem Anfinger kann man eigentlich nur raten, die Finger
davon zu lassen.
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Funktionentheorie, Woche 2 F(Z)

Elementares zu Funktionen in C

2.1 Potenzreihen und Differenzieren

Spéter in der Vorlesung werden wir sehen, dass jede holomorphe Funktion lokal auch als
eine Potenzreihe definiert ist und dass der Konvergenzradius bestimmt wird durch den
Radius des Kreises, der den Rand des Gebietes beriihrt, wo die Funktion holomorph ist.
Bis wir so weit sind, dass wir dies zeigen kénnen, betrachten wir erst die Potenzreihen.

Abbildung 2.1: Wenn f holomorph auf dem offenen Gebiet A ist und w € A, dann werden
wir sehen, dass es eine Potenzreihe p (z) := Y > oy, (2 — w)" gibt derart, dass f (z) = p(z) fiir
alle z in dem Kreis um w.

Da eine Potenzreihe Y~ ja, (z —w)" als Funktion von z genau auf Bp (w) konver-
giert, wenn »_°  a,z" auf Bg (0) konvergiert, ist es keine Einschrénkung der Allgemein-
heit, wenn wir hier blof} diese letzte Form betrachten.

; S ; ; S n S n—1
Lemma 2.1 Sei{a,},_, C C. Die Konvergenzradien von )~ a,2"™ und ) >~ na,z

sind gleich.
Beweis. Weil

limsup {/|a,| < limsup {/|na,| < lim {/nlimsup {/|a,| = limsup {/|a,|
n—oo

n—oo n—oo n—oo n—oo

13
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haben >~ ja,2z" und )~  na,z" den gleichen Konvergenzradius. Das Ergebnis folgt aus
der Beobachtung, dass fiir z # 0:

m m
lim E na,z" ' =z"! lim E na,z".
m—0o0 m—0o0

n=1 n=1

Proposition 2.2 Sei {a,} -, C C und sei R, der Konvergenzradius von Y - a,z".
Dann ist die Funktion f : Bg,(0) C C — C differenzierbar in Bg,(0) und

8 o oo a o
f'(z) = % (Z anz"> = Z % (a,2") = Znanzn_l.
n=1

n=0 n=0

Beweis. Fiir Differenzierbarkeit in z sollen wir zeigen, dass es fiir € > 0 ein § > 0 gibt
derart, dass

< €.
w—z

lw—2z| <= ‘M — inanznl
n=1

Sei |z| < R, und setze dp = 1 (R — |z|). Fiir w € Bs(2) gilt |w| < Ry, und Y02 a,w™ ist
wohldefiniert.

Sei ¢ > 0. Wegen Lemma konvergiert Y > na,z""' und es gibt N; > 0 derart,
dass fiir alle N > N gilt

o0
Z na,z" ' < je. (2.1)
n=N+1
Weil
flw) = f(z) Yoo gapw™ =0 an2" i Wt — 2m
p— — a
w—z w—z "w—z"
n=0
w" — "
‘— _ |wn—1 +wn—22+ +wzn—2 +zn—1‘ S n(R— 60)71,—1
w— z

und weil |R — 6| < R gilt, konvergiert S°°°  na, (R — d,)""" wegen Lemma . Dann
konvergiert auch >, an%. Es gibt also N, derart, dass fiir alle N > Ny und w €
Bg(Z) gﬂt

< 3€. (2.2)

W=

[o¢]
wh — 2"
D,
w—z

n=N-+1

Nehmen wir M = max (Ny, Ny). Weil z — 224:0 a,z" ein Polynom ist, ist dieser Teil
differenzierbar. Dann gibt es d1,. > 0 derart, dass fiir |z — w| < 0., folgt

1
3

M M
w" — 2" n—1 1
E ap—— — E nanz < 3&. (2.3)
w— 2
n=0 n=1

Nehmen wir § = min(dp, 0 %a), dann bekommen wir mit 1} } und 1) das
[

gewiinschte Ergebnis.
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2.2 Inverse Funktion und Graphische Darstellung

Fiir Funktionen f : [a,b] C R — R gilt folgendes:

Wenn f stetig differenzierbar ist und f'(x) # 0 fir x € [a,b], dann gibt es
eine stetig differenzierbare inverse Funktion f™°¢ : fa,b] — R. Auferdem
qgilt

1
f/ (fim}erse (y))

Dieses Ergebnis ldsst sich leicht mit einer Abbildung erkldren. Den Graphen zu finverse
findet man durch Spiegelung an y = .

(7 (o) = fir y € flab]

Abbildung 2.2: Eine Funktion f : [a,b] — R und die graphische Konstruktion ihrer inversen
Funktion.

Gilt etwas Ahnliches fiir Funktionen auf C? Eine komplexe Dimension lésst sich dar-
stellen durch zwei reelle Dimensionen. Wenn wir also eine Skizze anfertigen wollen von
einer Funktion von C nach C, brauchen wir 4 Dimensionen. Auf direkte Weise geht das
nicht, weil wir uns selten mehr als eine Projektion von R? in R? vorstellen kénnen. Moglich
wire, Realteil und Imaginérteil getrennt abzubilden.

Beispiel 2.3 Als Beispiel betrachten wir die Funktion z — z+2. Eine andere Méglichkeit
ist es, einige einfache Kurven und thre Bilder darzustellen. Fir die Funktion f:C — C
mit f(2) = z + 2% kann man zum Beispiel die Bilder einiger horizontalen und vertikalen
Geraden betrachten. Die horizontale Gerade durch © bekommt man mit der Kurve ~ :
R — C mit v (t) =t + i und die Bildkurve f o liefert eine Parabe[l]

foy()=t+i+(t+i)=t2+t—14i (2t+1).

Das letztere Bild zeigt deutlich, dass beim Bildpunkt —;11 etwas Besonderes passiert.
Um herauszufinden was da los ist, erinneren wir uns an den Satz fiir die Existenz einer

inversen Funktion bei Funktionen F : U C R? — R2. Der sagt aus, dass wenn F stetig
differenzierbar ist und (@ (@
81F1 a 82F1 a
det 0,
< 31F2(a) 82F2(a) ?é

1Mitm:t2+t—1undy:2t+1folgtx:(%y)z—

FSE
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Abbildung 2.3: Der Realteil und der i-Imaginérteil zu z + z + 22.

=)

)

Abbildung 2.4: Die Bilder einiger Geraden unter z + z + 22,

es lokal um a € R? eine inverse Funktion gibt. Wir kénnen diesen Satz anwenden fiir eine
Funktion f:V C C — C, wenn wir

Floy) = < u(z,y) ) _ < Re (f(z +iy)) > (2.4)

v(z,y) Im (f (z + 1y))
setzen. Vergleichen wir die Ableitungen von f und F:
f (@ +iy) = —id, f (v + iy) = —iuy (z,y) + vy (z,y)

und

F' () = ( g (2,y) uy (2,y) )

Uac (JZ, y) Uy ("L‘7 y)
Man erkennt die Cauchy-Riemann Gleichungen u, = v, und u, = —v, in (2.5)) und findet
det (F') = u,v, — uyv, = u + v = (Re Y+ Am ) =7,

Wenn |f’ (z0)| # 0 gilt, hat F' bei (Re 2o, Im 2y) also lokal eine Inverse. Setzen wir G =
Fmvers Definieren wir g durch

g(x+iy) := Gy (z,y) +iG2 (x,y),
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dann ist g lokal diese inverse Funktion fiir f. Wenn det (F”) # 0 gilt, ist G auch differen-
zierbar und es folgt mit (2.5)), dass

-1
_ Uy U 1 v, —u
G/ o F = (F/) 1 = z v — y Y Y
Vg Uy det (F ) — Uy Uy
1 Ug —Uy
_ ( Uy Uy ) _ u2+v2 uﬁ;—vg
2 — Uz Y :
! —U v
/] v Yy R A A

Auch folgt, dass die Cauchy-Riemann Gleichungen fiir f, wenn f’ 2 0 gilt, implizieren,
dass die Cauchy-Riemann Gleichungen fiir g erfiillt sind:

v, Uy

Uy — Uy —Vx
2 2 T g2 2
ug,+vz uy+vy

u+v2 T utvl und

Dies bedeutet, dass g komplex-differenzierbar ist, und dass

Uy —Uy 1 1

/ .
gof= s stis 5= o
u+v: o ui4v2 up+w,  f

Wir kénnen folgern, dass das folgende Ergebnis gilt:

Proposition 2.4 Sei U C C offen. Wenn f : U C C — C holomorph ist in a € U, f’
stetig und f'(a) # 0, dann gibt es lokal eine inverse Funktion g. Genauer gesagt:

o ¢s gibt s > 0 derart, dass f : Bs(a) — f(Bs(«)) bijektiv ist und dass f(Bs(a)) eine
offene Umgebung von f(«) ist.

Fiir diese inverse Funktion g := f"™es¢: f(By(a)) — Bs(a) gilt
g (f(a)) = f'(e)™".

Bemerkung 2.4.1 Mit dem jetzigen Kenntnisstand bendtigen wir die Annahme, dass f’
stetig ist. Spater werden wir sehen, dass diese Annahme tberflissig ist.

Beweis. Wenn f’ stetig ist, dann setzen wir F' wie in (2.4) und gehen voran wie oben. m

Kommen wir zuriick auf das Beispiel f(z) = z+22. Es gilt f/(z) = 1+2zund f'(z) =0
fir z = —3. Es folgt, dass f(—%) = —}1. Man kann diese Proposition fiir a@ = —% nicht
anwenden, sondern dariiber hinaus kann man sich davon {iberzeugen, dass es genau um
f(«) lokal keine inverse Funktion gibt.

2.3 Einige elementare Funktionen

e Die reelle Funktion z — /z von [0, 00) zu [0, 00) ist definiert wie folgt:

y := /7 ist die einzige nicht-negative Zahl in R mit y* = .

Die Gleichung y? = x hat auch noch eine andere Lésung (jedenfalls fiir z # 0) und die
nennt man —/x.

Wenn man eine komplexe Funktion z — /2 definieren mochte, ist es nicht mehr so
klar, welche der beiden Moglichkeiten man nehmen sollte. Benutzen wir die Schreibweise
mit Polarkoordinaten z = re’# sieht man leicht, dass sowohl

. 2 . 2
(ﬁe’%‘p> = z als auch (\/Fezé(‘ﬁ”)) = z.
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Abbildung 2.5: Der Realteil und Imaginéirteil zur mehrwertigen ,z — /z“. In Rot findet man
die reellen Funktionen x +— /x und x — —+/x.

Vielleicht mochte man nur die erste Losung als Quadratwurzel definieren. Aber was macht
man dann mit /z fiir z = 1e”"? Nehmen wir v/1e2® = /1¢/™ = —1 oder doch 1? Eine
Moglichkeit wére, mehrwertige Funktionen zuzulassen:

Vel = {\/7_"6’%%0, —\/Fei%“"} fir r > 0 und ¢ € (—m, 7).
e Fiir die dritte Wurzel héitte man so drei Moglichkeiten:

Vreir = {\/Fei%sa7 \/;e%saﬂ'%fr’ \/Fei%go+i§n} .

Abbildung 2.6: Der Realteil und Imaginéirteil zur mehrwertigen ,z — /2% In Rot ist die
reelle Funktion x — /x dargestellt.
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e Fiir z — z» konnte man alle w € C nehmen derart, dass w” = 2™ und da hétte
man dann n Losungen fiir z # 0. Da hitte man eine n-wertige Funktion. Es bleibt
die Frage, wie man umgeht mit z4. Gilt 27 = 22 oder miisste man ggT(n,m) =1
als Bedingung festlegen in der Definition von z» . Und wie sollte man zum Beispiel
2V2 definieren?

Vereinbarung 2.5 Lasst uns festlegen, dass wir z* nur schreiben im Fall, dass
1. a € N und z € C mit 2° =1 fiir alle z,
2. a« €Z und z € C\ {0},
3. a€R und z € RT,
4. a € Cund z =e.

Sonstige Potenzen soll man an Ort und Stelle genauestens erkldren.

Abbildung 2.7: Der Realteil und Imaginédrteil zum mehrwertigen ,z — log z*“.

e Wenn wir den reellen Logarithmus erweitern wollen, dann hat man abzéhlbar viele
mogliche Werte.

Fiir z = re mit r > 0 erfiillen alle w € {log(r) + iy + 2k7i; k € Z} die Gleichung

eV =z

und wéren berechtigt als Logarithmus von z weiter zu leben. In Definition haben wir
jedoch eine feste Kombination gewahlt, namlich

Log (z) = In|z| + i Arg(z) (2.6)

und mit Arg(z) € (—m, w]. Mit Hilfe dieser Standardfunktion kénnte man z® definieren
fiir beliebige a:

2 = eolos(z) — gallnlzl+i Are(2)) fiiy o € Cund 2 € C\ {0} . (2.7)
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Fiir a € Z sind diese Funktionen z +— 2% nur stetig auf C\ (—o0,0]. Vorsicht bleibt, denn
zum Beispiel geht hier etwas schief:

1= /1= (—1)"/? = sl A=) — o504m) — (g (37) +isin (37) = 3 +i2V3.
Fiir diesen komplexen Logarithmus gilt folgende Regel:
Lemma 2.6 Sei z,w € C\ {0}. Dann gibt es k € {—1,0,1} derart, dass
Log (zw) = Log () + Log (w) + 2kmi.

Beweis. Weil sowohl
Arg(z) + Arg(w) 4+ 2m  fiir Arg(z) + Arg(w) < —,
Arg(zw) = ¢ Arg(z) + Arg(w) fir —m < Arg(z) + Arg(w) <,
Arg(z) + Arg(w) — 2n  fiir Arg(z) + Arg(w) > ,
als auch In |zw| = In (|z| |w|) = In|z| + In|w| gilt, folgt das Ergebnis aus (2.6)). n
Sei n € N. Aus dem Lemma folgt, dass es k € {—n +1,...,n — 1} gibt derart, dass
Log (2") = n Log (2) + 2kmi.

Die Gleichung In (z#) = pIlnz fiir x € R und p € R kann man also nicht so verallgemei-
nern fiir z € C\ {0}.

2.4 Gebrochen-lineare Funktionen

Definition 2.7 Seien a, 8,7,0 € C mit ad — By # 0. Die Abbildung f : C\{-d§/7v} — C

mat
_az+p

J(z) = vz 4+
nennt man eine gebrochen-lineare Funktion.

(2.8)

Bemerkung 2.7.1 Sie werden auch Mdbius-Abbildungen genannt.
Bemerkung 2.7.2 Fir~y =0 (und § #0) ist f eine affine Abbildung:

f(z)= %z + g

Bemerkung 2.7.3 Man kann C erweitern mit einem Punkt. Ublicherweise wird dieser
zusdtzliche Punkt oo genannt. Wenn man R erweitert, nimmt man oo und —oo und kann
formell rechnen wie lim, ..o e™ = 0 und lim,_,_, e ™ = oo. Das jetzige oo soll jedoch
,Unendlich in alle Richtungen® in C erfassen. Obwohl dies ein anderes ,,Unendlich® ist
notiert man diblicherweise dieses auch durch oo. Vielleicht wire es niitzlich dieses ,kom-
plexe Unendlich® ooc zu nennen. Dann wdre klar, dass lim,_,... e™* nicht existiert.

xT

Man kann sich diese Erweiterung C:=CuU {oc} vorstellen als S?, die Einheitssphére
in R3. Eine konkrete Abbildung findet man durch

4x 4y x24y2—4 .. .
pla + iy) = <4+fc2+y2’ Fa 4+$2+y2> fir  +1y € €, (2.9)
(0,0,1) fiir x 4+ iy = oc.

Eine geometrische Vorstellung von p bekommt man wie folgt. Man projiziere (x,y,0)
auf der Einheitssphéire mit (0,0, 1) als Mittelpunkt mittels einer Geraden zum Nordpol.
Anschlieflend senkt man die Sphére um 1.
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Abbildung 2.8: C als R? und die Projektion aus auf der Einheitssphére um (0,0, 1).

2.4.1 Gebrochen-lineare Funktionen auf @
Wir betrachten f in 1} fiir v # 0. Auf C=Cu {o0} wird f erweitert zu f* durch

:'zig fir z # —d/7,
f(z) =9 o fir z = —d/7, (2.10)
afy fir z = oc.

Auch die Abbildung f* : C—Cin (D nennt man eine gebrochen-lineare Funk-
tion. Auch hier unter der Bedingung, dass ad — Sy # 0.

Lemma 2.8 Seien f*,g*: C—C gebrochen-lineare Funktionen mit f* wie in und

z) = sz +? etc. Dann findet man
¥z 4o

*

g

(ad + B7) z + (aB + 68)
(Fog) ()= T
(va 4+ 69) z + (75 + 65)

und (& + 7) (’)’B + 55) —(ya + 69) (ozB + BS) % 0. Also ist auch f*og* eine gebrochen-
lineare Funktion.

Beweis. Geradeaus Rechnen liefert die Formel und auflerdem findet man, dass

(ad+57) (aB+083) \

(ad + B7) (’VB + 58) — (Y& + 67) (aB n 58) — det o (W i 55) _

S (5 2) (5 5)) =l

Korollar 2.9 Wenn f* : ((Aj — C eine gebrochen-lineare Funktion ist, dann existiert
()™ C — C und (f*)"™" ist eine gebrochen-lineare Funktion.
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Beweis. Weil
az+ B GE+ %

vZ2+6  Fz+$’

und weil man 6 € C so wihlen kann, dass 6> = ad— 3~ gilt, diirfen wir ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass
a [\
det ( v 6 ) =1, (2.11)

Hat man im letzten Lemma die Ahnlichkeit mit komplexen 2 x 2-Matrizen bemerkt und
erinnert man sich, dass, wenn (2.11)) gilt, die Inverse wie folgt ist

(05) =(2 )

*\invers . ow — ﬂ
()7 (w) = T wta ete.

so folgt

Bemerkung 2.9.1 Zu der Ahnlichkeit mit Matrizen: (ge.li.Fu.,o) und SL (2;C) sind
isomorph als Gruppe. SL(2;C) ist die spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 iber C, oder
anders gesagt, die 2 X 2 Matrizen mit Koeffizienten aus C und Determinante 1 und ver-
sehen mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung.

Die gebrochen-linearen Funktionen sind zusammengestellt mittels drei Typen von
Standardfunktionen:
az+p  az+f/la a ad—py 1

e Fiir Ogilf ———=——-—"7"—=— .
1708 yz24+6  yz+d6/y v v oyz+6

jz :? = %z—i—? In diesem Fall setzt man f*(co0) = oo.

Im ersten Fall kann man die Funktion wie folgt zusammensetzen:

e Fiir v = 0 folgt ad # 0 und

O e e P

Vg wo o= w40
v u = ut
o v o —ai,

Man hat f = 75074075075 07;. Den zweiten Fall kann man noch einfacher angehen.
Die Standardfunktionen, die hier erscheinen, kann man wie folgt beschreiben:

e Verschiebungen. Sei w € C und betrachte f : C — C mit f(z) = z + w. Man
erweitert durch f*(co) = oo. Dazu gehoren v, und ;.

e Drehskalierungen. Sei w € C\ {0} und betrachte f : C — C mit f(z) = wz.
Auch hier kann man erweitern durch f*(co0) = co. Eine Drehung mit Winkel ¢ kann
man darstellen durch z — %z und eine Skalierung durch z — rz mit r € R¥.
Fiir w = |w|e®* #£ 0 findet man eine Drehskalierung. v, und 7, sind solche
Funktionen.

e Die Inversion v,: f*(z) = 27! fiir z € C\ {0} und f*(0) = oo, f*(c0) = 0.
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2.4.2 Eigenschaften von gebrochen-linearen Funktionen

Theorem 2.10 Gebrochen-lineare Funktionen bilden Kreise und Geraden ab auf Kreisen
und Geraden.

Bemerkung 2.10.1 Fine Gerade in C wird in C erweitert durch oo_dazuzunehmen. Mit
der Projektion in Abbzldung J werden alle Kreise und Geraden in C 2u Kreisen auf der
Sphire.

Bevor wir Theorem beweisen, brauchen wir das folgende Ergebnis:
Lemma 2.11 Seicy,co € R und g € C mit |B\2 > ci1c und setze
M={z€C;azz—Bz—Pz+c=0}. (2.12)
1. Fiir ¢y # 0 und |ﬁ|2 > c1¢y beschreibt M einen Kreis in C.
2. Fir c; =0 und 8 # 0 beschreibt M eine Gerade in C.

3. Jeden Kreis und jede Gerade in C kann man auf diese Art darstellen.

Beweis. Fiir ¢; # 0 und |8]* > ¢i¢y setzt man r = \/01_2 (|B|2 — ¢1¢2) und (2.12)) liefert

einen Kreis mit Radius 7 um den Mittelpunkt c;'3:

‘z—cllﬂ = (z—cflﬁ) (2—01_13) =

= (azz—Bz—Bz+c'BB) =c1* (B8 — c1cx) =1 € RT. (2.13)
Fiir ¢; = 0 und S # 0 finden wir eine Gerade:
(en ) (o2 ) =) =3 (= 52) = ea (2.12)

Es moge klar sein, dass man fiir ¢; = 0 durch geschickte Wahl von 5 € C\ {0} und
e € Rin - 2.14)) jede Gerade finden kann. Setzen wir in - c1 = 1 ein, so wird [ der
Mittelpunkt des Kreises und mit ¢, = |3]* — 2 folgt als Radius 7. u

Beweis von Theorem [2.10} Fiir Verschiebungen und Drehskalierungen sieht man
direkt, dass Kreise auf Kreisen und Geraden auf Geraden abgebildet werden. Nur zu der
Inversion soll man einen Beweis liefern. Und nur bei der Inversion spielt oo eine Rolle:
0 +— oo und oo +— 0.

Nachdem wir gesehen haben, dass die Formel in tatsichlich alle Kreise und
Geraden beschreibt, brauchen wir nur noch zu zeigen, dass die Bilder unter z — 2z~ ! eine
dhnliche Formel ergeben. Setzen wir w = z~!, dann #ndert sich in

1
cl——ﬁ——ﬂ +ey=0.
ww

Diese Gleichung kann man auch darstellen als

coww — Bw — B + ¢ = 0. (2.15)

Weil die Bedingung | B|2 > cycq erfiillt ist, ist auch (2.15]) wiederum die Gleichung eines
Kreises oder einer Geraden.

Nur beim Bild von z = 0 und z = oo soll man etwas aufpassen. Wenn z = (0 im Original
liegt, dann gilt ¢, = 0 und es folgt —Bw — fw +c; = 0, eine Gerade. In C ist oo Teil dieser
Geraden. Wenn z = oo im Original liegt, gilt ¢; = 0 und folgt coww — Bw — B = 0. Dann
finden wir, dass w = 0 auf der Bildkurve liegt. ]
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Funktionentheorie, Woche 3 (Z)

Folgen, Fraktale, Kurven und
Integrale

3.1 Nullstellensuche mit Newton und anderen Folgen

Fiir f : R — R kann man Nullstellen finden mittels des Newton-Verfahrens:

Man wdhlt geschickt einen Anfangswert xy € R und approrimiert eine
Nullstelle iterativ durch zp1 = @n — (f'(xn))”" f(zn) fiir n € N.

Eine dhnliche Prozedur kénnte man auch fiir f : C — C versuchen. Man wihlt ge-
schickt einen Anfangswert zy € C und approximiert die Nullstelle durch

i1 = 20 — (f'(22)) " f(zn) fiir n € N.

Nimmt man den Realteil und den Imaginérteil, findet man via u = Re f und v = Im f

[0 + iy,)
|f' (20 + iyn)|

Tp+1 + Z‘yn-‘,-l =x,+ Zyn - Q.f(xn + Zyn)

und mit Cauchy-Riemann, dass
( Tn1 ) —
YUn+1
—1
_ ( Tn ) N _ ( Us (Tps Yn) Vi (Tns Yn) ) ( U Ty Yn) ) (3.1)
Yn | (@0 + iyn) >\ —Vz (@nsUn)  Us (Tn, Yn) 0 (T, Yn)
— ( Ty, ) o 1 ( Uy (-Tmyn) _uy (xnayn) ) ( U(mmyn) >
Yn Uy ([L’m yn)2 + Uy ([En, yn)Q —Ug (xna yn) Uy ($n, yn) v ($n, yn)
_ ( Tn ) B ( Up (T Yn) Uy (Tn, Yn) )_1 ( U (Tn, Yn) ) ‘
Yn Vg (Tny Yn) Uy (T, Yn) 0 (Tn, Yn)

Das ist wieder genau die Definition vom Newton-Verfahren in 2 Dimensionen.

25
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Bemerkung 3.0.1 Man kann sich diese Formel auch noch anders erkliren. Wenn wir
eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f : C — C suchen, entspricht das der Null-
stellensuche fiir Vu? +v? : R? — R mit u(z,y) = Re f(z+1iy) und v(z,y) = Im f(z+1y).
Die Darstellung der Funktion vu? +v? : R? — R nennt man die Funktionenlandschaft.
Wenn man in den Bergen wandert und man mdchte den kiirzesten Weg hinunter neh-
men, dann gehe man gerade den Hang hinunter. Fine mathematische Wanderung in der
Funktionenlandschaft gibt da als Richtung —V (u® + v?).

Hier ist V eine Differentialoperator, Gradient genannt, der fiir differenzierbare Funk-
tionen f : R? — R wie folgt definiert ist:

Ve, y) = (0uf(z,y),0,f(x,y)).

Bemerke, dass fiir u* +v? # 0 sowohl —V (u* + v?) als auch —V+/u2 + v? die gleiche
Richtung liefern. Mit Cauchy-Riemann finden wir

—V(u2—|—v2):2(uxu+%v>:2< Uy vz)(u)
Uyl + VyV —Up Uy v

Diese gleiche Richtung findet man in . Dieses sogenannte Verfahren des steilsten Ab-
stiegd], auch Gradientenverfahren genannt, findet breite Anwendung in der numerischen
Mathematik.

Abbildung 3.1: Die Funktionenlandschaft zu sin oder die Skizze zu z +— |sinz|. Fiir eine
bessere Darstellung ist eine Ecke herausgeschnitten.

Jedes Polynom von Grad n hat n komplexe Nullstellen, aber leider bekommt man nicht
bei jedem Anfangswert eine Nullstelle. Zum Beispiel konnte man mit diesem Newton-
Verfahren eine Nullstelle von p(z) = 2% + 1 suchen. Wenn man anfiingt mit zy € R und

approximiert durch

22 +1

Znil = Zn — fiir n € N,

Zn
dann gilt z, € R (oder die Approximation ist zusammengebrochen, weil z,, = 0 erreicht
worden ist). Man kann sich die Frage stellen, fiir welche Anfangswerte diese Iteration zu
welcher Nullstelle konvergiert.

'Das Verfahren des steilsten Abstiegs heifit auf Englisch , the method of steepest descent® oder auch
»eradient descent”.
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3.2 Iterative Folgen

Statt eine iterative Folge fiir die Nullstellen zu betrachten, kann man auch eine beliebige
iterativ definierte Folge anschauen. Sei zum Beispiel p ein Polynom. Dann kann man sich
die néchste Frage stellen:

Fiir welche zy ist die Folge {z,} definiert durch z,.1 = p(z,), beschrinkt?

neN’

Diese Frage scheint einfach, aber sogar fiir ein Polynom zweiten Grades ist sie nicht
unbedingt so einfach zu beantworten. Manchmal lassen sich durch Ad-hoc-Beweise Gebiete
festlegen fiir zy, wo die Folge nicht oder gerade doch beschrinkt ist.

Abbildung 3.2: Ein Bild zu Beispicl[3.1]

Beispiel 3.1 Betrachten wir p(z) = z*—1 und z, € C die Folge {z,}, oy, iterativ definiert
durch
Zn1 = P (2n) fiirn € N,

Fiir zg € C mit |z0| > 2 zeigt man mit vollstindiger Induktion, dass |z,| > n + 2.
Denn |zg| > 2 gilt und, angenommen es gilt |z,| > n + 2, so folgt

20| = |20 — 1| > ‘zi‘—12(n+2)2—1:n2+4n+32n+3.

Also ist die Folge nicht beschrdnkt.
Fiir zg € C mit |z < 3 zeigt man mit vollstindiger Induktion, dass |zs,| < 5. Denn

|z0] < % gilt und, angenommen es gilt |zo,| < %, so folgt
o] = [ =1 = |2 1)" 1] = [ - 222 = |l |2 - 2] <
2 2 19 1
< Jal (122 +2) < ()7 (@) +2) = < 5
Fiir die ungeraden Terme gilt |zoni1| = |22, — 1| < |20 +1 < s+ 1 =2 Also ist

{2n},en beschrinkt.
Was passiert beziiglich der Beschrdnktheit der Folge bei den Anfangswerten zy, wenn
3 < |20| < 22 Eine Antwort ist nicht einfach.
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Gaston Julia und Pierre Fatou bemerkten 1918, dass die Menge der Anfangswerte,
bei denen so eine iterativ definierte Folge beschriankt bleibt, sehr wild sein kann. Fiir
p(z) = 22 — 1.25 findet man eine Skizze dieser Menge in Abbildung Der Rand einer
solchen Menge wird Julia-Menge genannt. Fiir p(z) = 2? — ¢ hat diese Julia-Menge fast
immer eine fraktale Struktur. ,Fraktal“ bedeutet, dass die Hausdorf-Dimension dieser
Julia-Menge nicht ganzzahlig ist.

Abbildung 3.3: Ein Bild zur Julia-Menge der Anfangswerte, fiir die bei z, 1 = 22 — 1.25 die
Folge beschrénkt bleibt.

Abbildung 3.4: FEin Bild zur Mandelbrot-Menge, friiher mal hergestellt durch ein Java-applet
auf https://www.h-schmidt.net/MandelApplet/mandelapplet.html .

Die Menge der ¢ € C, fiir die die Julia-Menge zusammenhéngend ist, nennt man die
Mandelbrot-Menge. Auch der Rand der Mandelbrot-Menge ist fraktal. Es fiithrt zu weit
dieses Thema hier ausgiebig mathematisch (oder kiinstlerisch) anzugehen.

3.3 Kurven

Definition 3.2 Fine stetige Abbildung v : [a,b] C R — C nennt man eine (komplexe)
Kurve. Man nennt v(a) den Anfangspunkt und v(b) den Endpunkt.

Bemerkung 3.2.1 Man wire geneigt, die Bildmenge v ([a,b]) = {v(t);t € [a,b]} als
Kurve zu definieren. Dann kann man jedoch nicht mehr unterscheiden in welcher Richtung
oder sogar wie oft die Kurve durchlaufen wird.
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Definition 3.3 e Fine Teilmenge A C C nennt man zusammenhdngend, wenn es
fiir jede z1,z9 € A eine Kurve gibt mit z; als Anfangspunkt und zo als Endpunkt,
bei der die Bildmenge in A liegt.

e Man nennt G C C ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhdngend ist.

Beispiel 3.4 Die Kurve v : [0,1] — C, definiert durch y(t) = (1 —*) (e®10" 4+ 4),
verbindet 1 41 mat 0.

Abbildung 3.5: Eine Skizze der Bildmenge der Kurve aus Beispiel

Definition 3.5 FEinige Kurven « : [a,b] C R — C mit speziellen Eigenschaften sind die
folgenden:

e Wenn v stetig (reell) differenzierbar ist, dann nennt man ~ eine stetig differen-
zierbare Kurve.

Wenn ~y stetig (reell) differenzierbar ist und |y'(t)| # 0, dann nennt man v eine
glatte Kurve.

Wenn v(a) = v(b) nennt man die Kurve geschlossen.
e Wenn~: (a,b) CR — C und [a,b) C R — C injektiv sindEL heifit sie einfach.

e Wenn sie geschlossen und einfach ist, nennt man sie eine Jordan-Kurve.

a—1 N ¢ /-))

Abbildung 3.6: Die Bildmenge einer einfachen und einer nicht-einfachen Kurve

2Keine Doppelpunkte mit der Ausnahme, dass Endpunkt und Anfangspunkt identisch sein diirfen.
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Bemerkung 3.5.1 Die Abbildung v : [a,b] C R — C ist stetig differenzierbar, wenn
Re~ : [a,b] = R und Im~ : [a,b] — R stetig sind auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b),
die rechte Ableitung in a und die linke Ableitung in b existieren, und

( lim7<a+8)_7(a) firt =a,
el0 19
~(t) = v (1) firt € (a,b),
i 20D =)y
10 13

eine stetige Funktion auf [a,b] ist.

Bemerkung 3.5.2 Sei 7y : [a,b] — C eine Jordan-Kurve. Der Jordansche Kurven-
satz besagt, dass C\y[a,b] zwei Komponenten hat: Das beschrinkte Innengebiet und das
unbeschrinkte Auflengebiet.

Bemerkung 3.5.3 In Analysis 2 haben wir gesehen, dass man eine Tangentialrichtung
an einer Kurve z : [a,b] — R? an der Stelle z(t) findet durch z'(t). Wendet man dies
an auf x(t) = (Re~y(t), Im~(t)), dann folgt 2'(t) = (Re~'(t),Im~'(t)). Anders gesagt, die
Tangentialrichtung an der Kurve v an der Stelle (t) ist die (komplexe) Zahl ~'(t).

Lemma 3.6 Sei f : C — C eine holomorphe Abbildung und seien v : [a,b] — C und
¢ : [e,d] — C zwei glatte Kurven, die sich firt € (a,b) und s € (¢,d) schneiden in c.
Also o = v(t) = ((s). Nehme an, dass f'(«) # 0.

Dann schneiden sich die Bildkurven fo~y : [a,b] — C und fo( : [¢,d] — C firt € (a,b)
und s € (¢,d) an der Stelle f(a) mit dem gleichen Winkel und mit gleicher Orientierung
wie v und ¢ firt € (a,b) und s € (¢,d) an der Stelle .

Beweis. Die Ableitung +/(¢) gibt die Richtung der Kurve v an der Stelle or. Der Winkel
und die Orientierung in « zwischen v und ¢ wird also bestimmt durch

A@(“@):uvmvu»—A@«%m+amn

¢'(s)
Weil
(fon)' (1) _ (for() ¥ (&) _ f'a) ¥ () _ (¢
(foQ) (s)  (froc(s) C'(s)  fla) {'(s)  ((s)
folgt
(e WY, ()
s ((Fogr) =2 ()
und das gewiinschte Ergebnis. [

Definition 3.7 Eine Kurve 7y : [a,b] — C nennt man eine stiickweise glatte Kurve,
wenn es endlich viele a; € R gibt mat

a=a< a1 <a<-+-<ap_1<a,=>b
derart, dass Vg, a;.1) * (@i, aiv1] — C fiir jedes i € {0,n — 1} eine glatte Kurve ist.

Es wird niitzlich sein, wenn wir Kurven auch in umgekehrter Richtung folgen kénnen
oder auch zwei Kurven verkniipfen konnen.
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Notation 3.8

e Fiir eine Kurve v : [a,b] — C definieren wir die Kurve —v : [a,b] durch
(=) @) =v(b+a—1).

o Fliir zwei Kurven v : [a,b] — C und ¢ : [¢,d] — C mit v(b) = ((c) definieren wir die
Kurve v+ ( : [a,b+ d — ¢| durch

B (t) firt € [a,b],
(7+C)(t)—{ C(tZHC) fiirt € (b,b+d—d.

e Fiir eine geschlossene Kurve v : [a,b] — C wird ny : [a,n (b—a)+b] mitn € N
definiert durch

(ny)(t) =~v(t—k(b—a)) fir tela+k(b—a),b+k(b—a)
und ke€{0,...,n—1}.

Bemerkung 3.8.1 Diese kurze Notation ist leider manchmal auch verwirrend, denn
(=) (t) ist meistens nicht identisch mit — (7 (t)). Ebenso sind (ny) (t) und n (v (t)) meis-
tens verschieden.

3.4 Kurvenintegrale

Das Integral {iber eine komplexwertige Funktion ist definiert durch

/abg(t) dt:/abRe(g(t)) dt+¢/ab1m(g(t)) dt.

falls beide Integrale auf der rechten Seite definiert sind. Elementare Figenschaften fiir
(Riemann-)Integrale bleiben erhalten. Wenn ¢; und go (Riemann-)integrierbar sind iiber
la,b], dann ist auch ¢;g1 + c2g2 (Riemann-)integrierbar iiber [a, b] und es gilt

b b b
/ (clgl(t)+0292(t))dt:c1/ o) dt+02/ (1)t fiir ¢1, ¢ € C.

Auch der Hauptsatz der Integralrechnung ist giiltig. Wenn F' : [a,b] — C eine stetig
differenzierbare Funktion ist mit F'(t) = f(¢), dann gilt

b
/ f(t) dt = F(b) — F(a).

Dieses Ergebnis folgt sofort, wenn man sich iiberlegt dass, falls g differenzierbar ist,

0

5; (Re (9(8)) +iIm (9(1))) = Re (¢'(t)) + i1m (¢'(1)).

Nachdem wir komplexwertige Integrale definiert haben, kénnen wir den néchsten
Schritt machen und Kurvenintegrale in C definieren.

Definition 3.9 Sei f: U C C — C eine stetige Funktion mit U offen und sei~ : [a,b] —
C mit 7y [a,b] C U eine stetig differenzierbare Kurve. Man definiert das Kurvenintegral

f7 f(2)dz durch
b

[yf(z)dz ::/ (f o) (£) v'(2) dt.
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Wie immer: (f o) (t) = f (7(¢)).
Bemerkung 3.9.1 Fir eine stickweise differenzierbare Kurve wie in Definition de-

finiert man
n—1
/f(z)dz = Z/ f(z)dz.
Y i=0 Y

lagaiq1]

Die iiblichen Eigenschaften von Integralen findet man auch hier:

Lemma 3.10 1. Seiy : [a,b] — C eine stetig differenzierbare Kurve und seien f,g
C — C stetige Funktionen und o, 8 € C. Dann gilt

K<af<>+5g< Z—a/f dz+ﬁ/()

2. Sei vy : [a,b] = C eine stetig differenzierbare Kurve und sei f : C — C eine stetige
Funktion. Fiir —v, definiert in Notation qilt

/_7 f(2)dz = —Lf(z)dz

3. Seieny : |a,b] = C und ¢ : [c,d] — C stetig differenzierbare Kurven mit~y (b) = ¢ (c)
und sei f: C — C eine stetige Funktion. Fir v+ ¢, definiert in Notation qilt

[Héf(z)dz:Lf(z)dz+/5f(z)dz

Die Beweise dieser Ergebnisse sind nicht besonders spannend. Man verwendet die
bekannten Eigenschaften von reellen Integralen iiber reelle Intervalle.

Lemma 3.11 Seig : [a,b] — C derartig, dasst — Re (g(t)) undt — Im (g(t)) (Riemann-)
integrierbar sind, dann ist auch t — |g(t)| (Riemann-)integrierbar und auflerdem gilt

) dt‘ §/ab\g(t)] dt.

Bemerkung 3.11.1 Wenn wir dieses Ergebnis auf ein Kurvenintegral fiir -y : [a,b] — C

anwenden, folgt
dt' / PO Hold= [ 1) .

Der letzte Ausdruck ist nur eine Abkiirzung.

Beweis. Das Basteln mit Unter- und Obersummen, um zu zeigen, dass die (Riemann-)
Integrierbarkeit von Reg und Img die (Riemann-)Integrierbarkeit von |g| ergibt, wer-
den wir nicht durchfithren. Angenommen, dass die Integrale existieren, setzt man w =
f g(t) dt und bemerkt, dass

b b
/ wy(t) dt:w/ g(t) dt = ow = |w]> € R U{0}.
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/abwg(t) dt' = /abwg(t) dt = Re (/abwg(t) dt) ,

/:g(t) dt‘ = az/abg(t) dt‘ — /ab@g<t) dt‘
= Re (/abwg(t) dt) = /:Re (wg(t)) dt

< [lago)l de= [ jallg(o)l dt = o] [ lg(o)

Entweder hat man w = @ = 0 oder man darf durch |w| dividieren. Beide Moglichkeiten
liefern das gewiinschte Ergebnis. [ ]

Dann gilt, dass

und es folgt:

@l

Lemma 3.12 Sei U offen und sei f : U C C — C eine stetige Funktion. Wenn v :
la,b] = U C C und ¢ : [¢,d] - U C C einfache glatte Kurven sind mit dem gleichen Bild,
das in gleicher Richtung durchlaufen wird, dann gilt

/vf(z)dz:/cf(z)dz.

,Gleiches Bild in gleicher Richtung durchlaufen® heif§t, es gib eine monoton wachsende
bijektive Abbildung s : [a,b] — [c,d] mit v (t) = (o s) (t) fir alle t € |a,b.

Beweis. Eine monoton wachsende bijektive Funktion s : [a,b] — [c,d] ist auch stetig.
Wir zeigen, dass die Funktion s hier sogar differenzierbar ist. Weil 7 — ((7) stetig
differenzierbar ist, ist auch 7 — Re((7) und 7 — Im((7) stetig differenzierbar. Fiir
t € (a,b) und t + h € [a,t) U (t,b] folgt aus dem Mittelwertsatz, dass es 714, T2n €
[s(t),s(t+ h)] (fiir A > 0 und [s(t+ h),s(t)] fir h < 0) gibt mit

V(E+h) =y (@) _ C(s(t+h)—¢(s(t))
h h
(s(t+h)—s(t) (Re (t14) +iIm ¢ (To4))

h
Weil ¢’ stetig und ungleich 0 ist, folgt es, dass

y(t+h) =7 (1)

o SEER) =5 (@) _ o h _ 2@
h—0 h lim (Re (' (714) +iIm( (125)) ¢ (s(t))

h—0

Fiir t € {a, b} kann man diese Folgerung mit einem einseitigem Grenzwert anpassen.
Also ist s differenzierbar (sogar stetig differenzierbar). Dann folgt aus der Substituti-
onsregel, dass
d b
[r@z= [ (o0 @) ¢ @dr= [ (10 0) ¢ s @) < 0
¢ c a
b b
/
= [(Fecos)® o)) dt= [ (ron)®) v (0 dt = [ fe)ie
a a ¥
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Lemma 3.13 Sei U offen, F': U C C — C holomorph und sei F' eine Stammjfunktion
von f, also F' = f auf U. Wenn v : [a,b] — U eine stickweise glatte Kurve ist, dann gilt

/ f(2)dz = F(3(b)) — F(7(a)).

Beweis. Wenn F komplex differenzierbar ist in y(¢) und 7 reell differenzierbar in ¢, dann
ist F' o~y auch reell differenzierbar in ¢t und es gilt

(Fon) (t) = (F o) (t) 7'(t).
Aus der Definition und dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt
b b
[az= [ o at= [ (7o) v at
= (Fo7)(b) = (Fon)(a)

und damit das FErgebnis. |

Korollar 3.14 Sei U C C offen und o, 8 € U. Wenn f auf U C C eine Stammfunktion
F besitzt, dann gilt fiir jede Kurve vy, die o als Anfangspunkt hat, 5 als Endpunkt und die
innerhalb von U wverlduft,

Beispiel 3.15 Nehmen wir a, f € C\ {0}. Dann gilt fir jede Kurve v : [a,b] — C\ {0}
mit y(a) = o und y(b) = 3, dass

1
/—de =al-p"1
v 2

Auf C\ {0} hat f(z) = 272 eine Stammfunktion, nimlich F(z) = —z~%.

Beispiel 3.16 Setze v, : [0,71] — C mit v,(t) = € und v, : [0, 7] — C mit v,(t) = e .
Beide Kurven verbinden 1 mit —1. Es gilt

1 1 T
/ —dz = / ) dt = / —ze’t dt = / 1 dt = i,
m* 1<t 0
1 ™1 it A
—dz = Yo(t) dt = _t(—zel)dt: —idt = —
vy Z 0 ’72(t> 0o €' 0

Angeblich hat z — % keine Stammfunktion auf einer Umgebung von

{z € C;|z| = 1}.

Man kénnte versuchen die Funktion z — Log (z) als Stammfunktion zu betrachten, sollte
dann aber merken, dass diese Funktion fir z € R~ nicht stetig ist. Nur auf C\ Ry ist
dieser Logarithmus differenzierbar und da ist sie eine Stammfunktion von z — z 1.
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Kurvenintegrale und Cauchy

4.1 Stammfunktion und geschlossene Kurven

Wir haben in Korollar gesehen, dass wenn f eine Stammfunktion hat, das Kurven-
integral iiber eine geschlossene Kurve gleich 0 ist. Dieses Ergebnis folgt aus Lemma [3.13]
In diesem Kapitel wollen wir den inversen Weg finden.

Proposition 4.1 Se: U C C eine offene zusammenhdingende Menge. Nehmen wir an,
dass f : U — C stetig ist, und dass fiir jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare
Kurve 7 : [a,b] — C mit v[a,b] C U gilt

A F(=)dz = 0.

Sei zy € U und sei (5, irgendeine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die 2o innerhalb
U mit z verbindet. Dann ist
F(z; 2) = f(w)dw
&

wohldefiniert fiir = € U, es gilt z — F(z; zy) ist holomorph auf U, und L F(z;z) = f(z).

Beweis. Weil fﬂ{ f(2)dz = 0 gilt fiir jede geschlos- B T
sene Kurve, folgt, dass F(z;29) = f(i f(w)dw un- g
abhéngig ist von der gewéhlten Kurve von 2o nach
z. Um zu zeigen, dass z — F(z;2) differenzier-
bar ist in z;, fangen wir an mit zwei speziellen
Kurven. Weil U offen ist, diirfen wir annehmen,
dass Bay.(z1)c C U fiir ein ¢ > 0. Wir setzen :
Y1e ¢ [~1,€] = U derart, dass e

Y1(=1) = 20 und 7, (s) = 21 + s fiir s € [—¢,¢],
und 7, : [=1,€] = U derart, dass
Yo.e(—1) = 2o und v, (s) = 21 +is fiir s € [—¢,¢].

35



36 Woche 4, Kurvenintegrale und Cauchy

Auflerden ist v, , : [~1,t] = U die Einschrankung von v, _ fiir t € (—¢,¢). Es gilt, dass

t

F(z1 4+t 20) = / f(z)dz = f(z)dz + f(z1+ s)ds

¥ s=—¢

= / f(z)dz +/ f(z1+ s)ds
71,0 5=0
= F(z1;20) + / f(z1 + s)ds,
s=0

und es folgt aus dem Hauptsatz der Integralrechnung, dass
t— / f(2)dz fir t € (—e¢,¢)
Y1t

(stetig) reell differenzierbar ist. Ebenso gilt
¢
F(z +it; 29) = / f(z)dz = / f(z)dz +/ f(z1 +is)ids
Y2,t 72,0 s=0

t
= F(21;20) +/ f(z1 +is)ids,
s=0

und

t— f(2)dz fur t € (—e¢,¢)
V2t

ist (stetig) reell differenzierbar. Das heifit, dass die partiellen Ableitungen von (x,y) +—
F (z + 1y; 29) existieren. Aus der Stetigkeit von f folgt, dass (x,y) — F (x + iy; z¢) sogar
reell 2d-differenzierbar ist fiir  + iy = z;. Aus dem Obigen folgt auflerdem, dass

(%F(m + 1y; z0)> = % (/;of(zl + S)ds) - = f(#1) und

(oreria) =2 ([ i) =)

Also sind die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen in z; erfiillt und dann ist z —
F(z; z) auch komplex differenzierbar in z;. AuBerdem gilt dann L F(z; 2) = f(2). n

|z+iy=21

|zt+iy=21

4.2 Der Integralsatz von Cauchy

Zitat Encyclopaedia Britannica: Cauchy’s greatest con-
tributions to mathematics, characterized by the clear
and rigorous methods that he introduced, are em-
bodied predominantly in his three great treatises:
Cours d’analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821;
,Courses on Analysis from the Ecole Royale Polytech-
nique®); Résumé des legons sur le calcul infinitésimal
(1823; ,Résumé of Lessons on Infinitesimal Calculus®); and Legons sur les applications du
calcul infinitésimal a la géométrie (1826-28; ,Lessons on the Applications of Infinitesimal
Calculus to Geometry“). The first phase of modern rigour in mathematics originated in
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his lectures and researches in analysis during the 1820s. He clarified the principles of
calculus and put them on a satisfactory basis by developing them with the aid of limits
and continuity, concepts now considered vital to analysis.

Bevor wir den nach Cauchy benannten Satz formulieren und beweisen kénnen, brau-
chen wir:

Definition 4.2 Fine offene Teilmenge U C C heifit einfach zusammenhdngend,
wenn U und C\U zusammenhdingend sind.

Bemerkung 4.2.1 Fine Menge G C C nennen wir zusammenhdngend, wenn es fiir jede
z,w € G eine stetige Kurve auf der Sphire {w € R |w| =1} gibt, die p(z) und p(w)
verbindet. Hier ist p die Projektion aus[2.9.

Bemerkung 4.2.2 Finfacher gesagt: U heifit einfach zusammenhdngend, wenn U zu-
sammenhdngend ist und keine Ldocher hat. Diese Definition ist ibrigens rein ,complez-
1-dimensional“ und ,reel-2-dimensional®. In hoheren Dimensionen ist ,einfach zusam-
menhdngend“ anders zu definieren.

Theorem 4.3 (Integralsatz von Cauchy) Sei U C C
offen und einfach zusammenhdngend und sei f : U — C
holomorph. Dann gilt fiir jede stiickweise differenzierbare
geschlossene Kurve vy, die innerhalb von U wverlduft, dass

l f(z)dz = 0.

Bemerkung 4.3.1 Fiirvy,, p : [0,27] = C mit~,, z(t) = w+Re" schreibt man manchmal

y%w:R f(z)dz = /WR f(z)dz.

Der Grund fiir den kleinen Vektor im Kreis ist, dass man mit |z —w| = R die Rich-
tung nicht festgelegt hat. Wir werden diese Notation auch verwenden fiir den Rand eines
Gebietes, das wir linksherum als Kurve in einem Integral durchlaufen wollen.

Beweis. Wir beweisen durch Widerspruch and nehmen darum an, dass wir eine Kurve v

haben, mit
/ f(2)dz
Y

Wir diirfen ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass 7 einfach ist. Aulerdem neh-
men wir an, dass v linksherum orientiert ist.

e Der erste Schritt im Beweis ist, statt v, eine Kurve v, zu betrachten, die stiickweise
linear ist. Anders gesagt, eine Kurve zu betrachten, die einen Polygonzug beschreibt. Das
Integral iiber dem Polygonzug kann man vergleichen mit einer Riemannsumme fiir das
urspriingliche Integral. Darum kann man diesen Polygonzug geniigend nah an + nehmen

damit
Af(z)dz—lSlf(z)dz

=c>0.

1
< 5C.
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Es gilt
f(z)dz

>1le>o. (4.1)
e Im zweiten Schritt konstruiert man endlich viele Dreiecke {Di}le, die das Innere

von v, liberdecken und deren dulerer Rand genau das Bild von +,; bildet. Nennen wir
0D; die linksherum laufende Kurve, die den Rand von D; als Bild hat, dann gilt

/75[ f(2)dz = g?gm f(2)dz

Kurven, die in beiden Richtungen durchlaufen werden, liefern keinen Beitrag. Wegen (4. 1))
gilt fiir mindestens eine der Kurven 0D,

> &
2k’

Abbildung 4.1: Rechts mit zusétzlicher Geraden ohne Einfluss auf den Wert des Integrals, weil
sie in beiden Richtungen einmal durchlaufen wird.

e Anschliefend teilt man dieses Dreieck D;, in vier gleichgroe Dreiecke der zweiten

Generation D?, ..., D?. Fiir mindestens eines dieser vier gilt
1 c

Durch Fortsetzung dieses Algorithmus findet man eine Folge {D }m , it

§é . f(2)dz| > (}l)mli (4.2)

Nennen wir |0D| die Lénge der Kurve und setzen wir ¢ = |0D;, |, dann folgt

m—1
oD} | = (%) L.

e Bs gilt D"} C D", € --- C D}, C D;, und es gibt z € (,,5, Dj". Sowohl die Pro-
jektion auf der reellen als auch auf der imaginédren Achse liefert eine Intervallschachtelung
und die Vollstandigkeit von R gibt die Existenz von Re z; und Im z;.

e Weil f holomorph ist in z;, gibt es fiir jede € > 0 ein §. > 0 derart, dass

0<|z—2z]|<é:= ‘f_——f’(zl)‘ <e.
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Abbildung 4.2: Einige Schritte zum Beweis des Integralsatzes: Polygonzug statt Kurve, Tri-
angulieren, Verfeinern, Verfeinern, Verfeinern.

Fir g(z) = f(z1) + (2 — z1) f'(#1) kennen wir eine Stammfunktion, némlich

G(z) = 2f(21) + 5 (= = 21)" f'(=0),
und es folgt

ygD (F(z1) + (2 — ) f(z2)) dz = 0.

m
m

Wenn D} C Bs,(z) erfiillt ist, gilt also

(i)mﬂ <|f, o - ygDm (F() — f(1) — (= = 22) f'(2)) d
< Vénr () = (1) — (= — =) ()] ]
< 51%% e lz— 2| |dz| <e (%)m_lé oD | = G)m_l e (4.3)

Hier verwendet man

1 m—1
|z — 2] < (—) ¢ und
2
1 m—1
$ |dz|:|apg;|:(_) ‘
oD 2

m

e Kombiniert man (4.2) und (4.3)), so folgt ein Widerspruch fiir £ geniigend klein. Um

genau zu sein: man nehme ¢ € (0, ﬁ), finde passendes d. und nehme m derart, dass

(H)" e <o. -

Kombinieren wir die Ergebnisse von Proposition [.1] und Theorem [4.3] dann folgt:

Korollar 4.4 Holomorphe Funktionen auf einfach zusammenhdngende Gebiete in C ha-
ben eine Stammfunktion.

4.3 Residuum

Eine Funktion wie f : C\ {0} — C mit f(z) = 27" hat eine Stammfunktion fiir n €
{2,3,4,...}, namlich F(z) = —Lz7"*! Fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve

7+ [a,b] — C\ {0} gilt "
/ f(2)dz = F (4(b)) — F ((a)).
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Fir f: C\{0} — C mit f(z) = 27! kann man nur auf einem Teil von C\ {0} eine
Stammfunktion finden. Sucht man auf einer kleinen Umgebung von 1 eine Stammfunktion
durch f, , f(w)dw + ¢, dann findet man

F(z) =Log(z) + c=1In|z| + i Arg(z) + ¢

und versucht man diese Funktion zu erweitern, bekommt man spétestens ein Problem,
wenn sich Kurven links und rechts um 0 herum treffen: Die Erweiterung vom Argument
gibt links herum einen Unterschied von 27. Das heifit, jede Stammfunktion von z + 2~}
ist nicht nur in 0 nicht definiert, sondern hat notwendigerweise einen Schnitt in ihrem
Definitionsgebiet von 0 zu co. Egal wo man diesen Schnitt mit seiner Unstetigkeit plaziert,
der Sprung wird immer 27 sein.

Abbildung 4.3: Ein Schnitt im Imaginérteil einer Stammfunktion fiir z — z71.

Lemma 4.5 Fir jede stickweise differenzierbare Jordan-Kurve, die links um O herum
lauft, gilt
1
/ —dz = 2mi.
v 2

Beweis. Fiir v, : [0,27] — C mit y,(t) = € gilt

1 2w 1 ) 2m
/ —dz:/ 7z’e”dt:/ i dt = 2mi.
Yo # o ¢ 0

Fiir eine beliebige stiickweise stetige Jordan-Kurve ~, die links um 0 herum lauft, werden
wir eine Skizze eines Beweises geben. Man konstruiert eine Kurve wie im Bild. Nennen
wir die ‘groffe’ Kurve I'. und nehmen wir an, diese ist zusammengesetzt aus 4 kleineren
stiickweise stetig differenzierbaren Kurven:

Fe=7.+E +6 =,
1. 7., die bis auf einem Spalt gleich = ist;
2. g, die bis auf einem Spalt gleich v, ist;

3. (5, die den Endpunkt von v, mit dem Anfangspunkt von —v, . verbindet;
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Abbildung 4.4: Links die Kurve um eine Singularitdt. In der Mitte derart gedndert, dass
die Singularitdt aufBlerhalb liegt. Rechts sieht man, wie die neue Kurve innerhalb einer einfach
zusammenhédngenden Menge (in griin) liegt.

4. (5, die den Anfangspunkt von v, mit dem Endpunkt von —v, . verbindet.
Wir haben

1 1 1 1 1 1
/ —dz = / —dz = / —dz —I—/ —dz —/ —dz —|—/ —dz.
r. ? YeHlE —vg o5 # ve # =z Yo,e © e F

s€

Weil wir T, in ein einfach zusammenhéngendes Gebiet U C C\ {0} legen kénnen, gilt

1
/ —dz = 0.
.z
Aus Stetigkeitsgriinden gilt weiter:

1 1
lim/ —dz:/—dz,
el0 5. z y z

1 1
lim | —dz=—lim [ —-dz

1 1
lim —dz :/ —dz.
el0 Yo0,e < Y &

0

und

Es folgt, dass

1 1 1 1 1
0 =lim —dz = lim /—dz+/ —dz—/ —dz+/ —dz
el0 . y4 el0 . z e V4 Yo.e z Zi z
1 1
:/—dz—/ —dz
Y z Yo <

und dann auch

1 1
/—dz = / —dz = 2mi.
vy z Yo z

[
Theorem 4.6 Sei U C C einfach zusammenhdngend, seien wy, ..., w,, € U unterschied-
lich und f: U\ {wi,...,w,} — C eine holomorphe Funktion. Sei~ eine stiickweise stetig

differenzierbare Jordan-Kurve mit Bild innerhalb von U, die links herum lduft. Dann gilt
fiir e > 0 und gentigend klein:

A fydz= > mee“ f(2)dz.

w; € Innengebiet te[0,2m]
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Abbildung 4.5: Die ‘Kanalisation’ einer Kurve, wenn es Singularitdten im Inneren gibt.

Beweis. Ahnlich wie im ‘Beweis’ des letzten Theorems, baut man sich eine Kurve Tz, die
die Stellen w; zum Auflengebiet verurteilt. [ ]

Definition 4.7 Sei U C C offen, w € U und f : U\ {w} — C holomorph. Dann definiert
man das Restduum von f an der Stelle w durch

Res, (f) = =— lim / flz

271 €0

fir 7. - 0,27] = C mit y,, . (t) = w + ee™.

Bemerkung 4.7.1 Nehmen wir an, dass B,(w) C U fir r > 0. Dann kann man aus
dem letzten Theorem schliefien, dass fir alle € € (0,r)

dz = d
REE / REE

Um das Residuum zu bestimmen reicht es, dass B.(w) C U. Es gilt:

1
Res, (f) = —55 f(z)dz fir r > 0 geniigend klein. (4.4)
2wl

271
Das obrige Theorem 148t sich jetzt wie folgt formulieren:

Theorem 4.8 (Residuensatz fiir linksdrehende Jordan-Kurven) Sei U C C ein-
fach zusammenhdngend, seien wy, ..., w,, € U unterschiedlich und f : U\ {wy, ..., wy,} —
C eine holomorphe Funktion. Sei v eine stickweise stetig differenzierbare Jordan-Kurve
innerhalb von U, die links herum lduft. Dann gilt:

/f(z)dz = 2mi Z Resy, (f) -

w; € Innengebiet

Bemerkung 4.8.1 Fiir eine beliebige geschlossene Kurve v, die nicht durch w € C lauft,
kann man die Umlaufzahl n (v, w) definieren:

Man setzt sich an die Stelle w, schickt jemand einmal die geschlossene Kurve
entlang und zdhlt, wie oft man linksherum umkreist wird minus die Zahl der
rechtsherum Umkreisungen. Diese ganze Zahl nennt man n (v, w).
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Abbildung 4.6: Die Umlaufzahlen z — n(~, z) einer Kurve an verschiedenen Stellen.

Der allgemeine Residuensatz gibt dann eine Aussage fiir U C C einfach zusam-
menhdngend, fiir eine geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Kurve ~y : [a,b] —

U\ A{w,...,wa} und f holomorf auf U\ {ws,...,wa}. Namlich, dass in dem Fall gilt:
/f(z)dz = QWiZn (v, w;) Resy, (f) .
v i=1
Wenn f holomorph auf U \ {w;,...,ws} ist mit w; € U und lim,_,,,, f(2) existiert

nicht in C, dann nennt man w; eine singulédre Stelle fiir f.

Beispiel 4.9 Nehmen wir die Kurve v : [0, 27] — C mit v(t) = 2¢". Gefragt ist der Wert

von .
/ 5 dz.
v Z +1
1

Man bemerke, dass z — 5 zwei singuldre Stellen besitzt: z = i und z = —i. Beide Stellen
liegen innerhalb der Kurve ~y. Statt eine Kanalisation zu basteln und die zugehdrigen
Residuen direkt zu berechnen, zerlegen wir die Funktion:

1; 1:
1 50 50

= -+ -
2241 z—1 z+1

Es folgt:

1 -1 L 1 1 1 1
/ 5 dz:/(—2,+ 2 ) dz:——z'/ ,dz—i——z'/ -dz.
v ? +1 S \Z—1 z+1 2 N2 2 42+

Dann lisst sich Lemma [{.5 verwenden, wenn man bedenkt, dass die Residuen hier ver-
schoben sind von 0 auf i und von 0 auf —i. Definiere v,(t) = v(t) +i und v_;(t) = ~(t) —1.
Weil v sowohl i als auch —i im Innengebiet hat, bedeutet das

1 1 1 1
/ ,dZ:/ —dz = 271 und/ ,dz:/ —dz = 2mi.
y2 1t v ? v 2t v
1 1. 1. )
[/22+1dz: (—§2+52> 21 = 0.

Beispiel 4.10 Nehmen wir die Kurve 7, : [0,27] — C mit v4(t) = i + € und wird

1
/ 5 dz
’YQZ +1

Wir finden
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gefragt, folgt dhnlich (aber jetzt liegt nur i im Innengebiet), dass

1 —1 i 1
/ 5 dz:/ (—2+ 2 ) dz=—=i(2mi)+ 0 =m.
vy ? +1 vy \Z =1 z+1 2

Beispiel 4.11 Wir mdchten
*“sinx
/ dx
0

berechnen. Eine Stammfunktion mit Hilfe elementarer Standardfunktionen steht nicht
zur Verfiigung. Man kann sich jedoch iiberzeugen, dass dieses Integral als uneigentliches
Riemann-Integral existiert. Wir werden zeigen, dass uns der Residuensatz hilft den Wert
des Integrals zu bestimmen. Betrachte

eiz
—dz

Ny %

fiir eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve I'. yr, die das folgende Bild hat:

10i -
M-iM M+iM
8il
6i|-
ap
4it
2i
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ N ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-10 -8 -6 -4 -2 —€| € 2 4 6 8 10
-M M

Wir schreiben I'c pr = 4+ v+ Y+ vrv + v + vy fiir:

L ~;:[e,M]—C mit v,(t) =1,
II. ~;:0,M]—C mit v, (t) = M +it,
I~y [-M, M) — C mit v, (t) = =t +iM,
IV. v 0,M] —C mit yp(t) = =M +i (M — 1),
Vo vy [-M,—e] - C mit y,(t) =t,

VI 7yy;:[0,7] = C mit vy (t) i(r—t)

ge .

Weil z — % holomorph auf C\B,/2(0) ist und keine singuldren Stellen innerhalb v hat,
qgilt
VI iz

ei? e
0= —dz = —dz.
/ > [ S

k=I""k
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Wir betrachten die einzelnen Integrale:

I fvz %dz = fEM 6: dx,

iz - M i(M+4it) . - M iM—t . 1 M ¢ 1

II. H%dz‘f‘fo S ye zdt‘f‘fo SEaldt| < 5 [y eTtdt < 5
iz o 1( t+iM) z( t+iM) o -M
| = | [ S ] < 7 [ e < Y =2,

J
ar [,
J

Iv. 6”dz( < ...(ahnlich wie bei II)... <

ez L
- < .. .. A

Vo f e = [y e = = [ e

Fiir das letzte Integral finden wir

i(mw—t)

iz T e T . 7r .
VL / S de=—i / ‘ e’ Vdt = —i / et = —i / ef(—costiising) gy
i % 0 €ent 0 0

und fiir e | 0 folgt mit gleichmdfliger Stetigkeit

eiz ™ o ™
lim —dz = —1lim (T costHising) gy —i/ eVdt = —
el0 Yy z €0 0 0
Kombinieren wir diese Ergebnisse, so finden wir drei Teilintegrale, die fiir M — oo nach

0 konvergieren, und folgendes bleibt 1ibrig:

‘ eiz . M eix M e—ix eiz
0= lim —dz = lim (/ —d:L‘—/ dx—i—/ —dz
swoo Ton 7 Meiooo c x c x v ?

M=
) M iz _ iz ) e [ sinx )
= lim ——dz + lim —dz =21 dx — mi.
o J. x el )y, # o T

M—o0

Anders gesagt:
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Funktionentheorie, Woche 5 F(Z)

Singulire Stellen

5.1 Beispiele zur Funktion und Stammfunktion

Inzwischen haben wir bemerkt, dass es einen starken Zusammenhang gibt zwischen kom-
plexer Differenzierbarkeit einer Funktion und der Existenz einer Stammfunktion. Bevor
wir mehr zu den Folgen des Integralsatzes von Cauchy sagen, betrachten wir erst mal
einige Beispiele.

Beispiel 5.1 Das wichtigste Beispiel haben wir schon mehrmals betrachtet. Die Funktion
z — 271 st definiert auf C\ {0} und ist da auch holomorph. Eine Stammfunktion ist
aber nur zu finden auf einem einfach zusammenhdngenden Teilgebiet von C\{0}, wie zum
Beispiel C\ (—o00,0]. Eine solche Stammfunktion auf C \ (—o0,0] ist der Logarithmus,
definiert durch

Log(z) = In |z| + tArg(2).

Abbildung 5.1: Skizzen zu den Niveaumengen der Real- und Imaginérteile der Funktionen
z—271:C\ {0} = C und Log : C\ (—o0,0] — C.

47



48 Woche 5, Singulére Stellen

Hat man eine differenzierbare Kurve v : [a,b] — C\ (—00,0], so folgt
1
~ dz = Log(7 (b)) — Log(v (a)).
v

Wenn eine Kurve die negative reelle Achse schneidet gilt dies nicht mehr unbedingt.
Wie man die Niveaumengen in Abbildung[5.1] findet, wird hier erklirt:

Die Niveaulinien von Re (z71) findet man durch z = x + iy und Die Niveaulinien von Re (Log(z)) = In |z| sind Kreise um 0 und
) die Niveaulinien von Im (Log(z)) = Arg(z) sind Halbgeraden, die
¢ = Re L “Re[FZWN__* in 0 anfangen.
T+ iy 2 43?2 2 + 92

Es folgt 2% + 4y = x/c und das lisst sich auch schreiben als

2 2
(- 2) ot = (2

Diese Gleichung liefert einen Kreis mit Radius ﬁ um den Mit-

telpunkt (i()) Ahnlich findet man aus ¢ = Im (ﬁ) einen

Kreis mit Radius ﬁ um den Mittelpunkt (0, ;1)
| 2c

Beispiel 5.2 FEin zweites Beispiel ist die Funktion z — 22, Auch diese Funktion ist defi-
niert auf C\ {0} und ist da auch holomorph. Diesmal finden wir sogar eine Stammfunktion

auf C\ {0}, namlich
F(z)=—z"1

Obwohl z — 272 in 0 eine Singularitit hat, gilt fiir jede differenzierbare Kurve vy : [a,b] —
C \ {0}, dass f7 Ldz = % - % Fiir jede geschlossene (differenzierbare) Kurve v :
la,b] — C\ {0}, auch wenn sie um O herumlduft, gilt fv 5dz = 0.

Die Niveaulinien von Re (z72) und Im (272) sind weniger schén zu berechnen und wir
lassen es bei einigen Bildern.

Abbildung 5.2: Skizzen zu z — z~2 und z — —z~' mit Niveaumengen des Real- und Ima-
gindrteils.
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Beispiel 5.3 Wenn wir versuchen die Wurzel aus z € C als Funktion zu definieren, also
fiir jede Zahl z € C einen eindeutigen Wert \/z € C, dann kann man das nur, wenn man
einen Schnitt anbringt. Zum Beispiel

\/; — G%Log(z) _ /|Z|e%iArg(z)

erfillt (f(2))* = z, aber erbt den Schnitt des Logarithmus und ist nicht stetig iber C \
(—00,0]. Auf diesem Gebiet hat man eine Stammfunktion

3Log(2)

F(z) = ze

Wi

Berechnen wir

51§ 208 g (5.1)
|z|=r

Weil man bei einer geschlossenen Kurve an einer beliebigen Stelle auf der Kurve anfangen
darf, nehmen wir vy : [—m, 7] — C, definiert durch ~ (t) = re®* mit r > 0. Es folgt

™
1 — 1, ity .
§1§ 62L°g(z)dz:/ \/|7“e”e2lArg(Te Jriettdt
|z|=r —7

s s
3 1, . 3 3 3 3,17
=r2 / e2liedt = ir2 / e2dt = ir2 [%65”]
—T

—T —T

Abbildung 5.3: Skizzen zur Erweiterung von x — +/z : R™ — R und eine Stammfunktion:
Links das Definitionsgebiet von z — exp(%Logz) mit Niveaumengen des Real- und Imagindérteils.
Rechts dhnliches zu z +— %exp(%Logz).

Die Ableitungsregeln liefern, jedenfalls fiir z € C\ (—o0,0]:

1 1
6%Log;(z)%LOg/(Z) _ 6%Log(z)_ _ 6%Log(z)

_ = _ p3log(®)
z eLOg(Z)

F'(z) =

Wi

Auch mit dieser Stammfunktion, kann man berechnen. Man nehme

it

Yei[-m+em—¢e] > C mity, (t)=re
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Abbildung 5.4: Links eine Skizze der Funktion z — Im (1/z) und rechts z — Im (%z\/g) Man
sieht die Unstetigkeit auf R™.

und finde
1 1 3 z=—r-+ie
55 e2X2@dy = lim [ e?'#®)dz = lim [%eiLOg('z)]
|Z‘: E\LO 75 aw Z=—T—1€
. 3 S, 3 i . 3 3i(m_ 3 3. . 3
_ %hm (ezLog( r4ie) 62Log( r 15)) _ %hm (Tzezz(w e) 7”2621( 7r+z—:)> _ _4517” re.
el0 el0

Wir haben hier verwendet, dass Log : C\ (=00, 0] — Rx (—im,im) eine bijektive Abbildung
ist mit z — e* als Inverse. Die Fxponentialfunktion z — e* : C — C hat keine Inverse!
Die Einschrinkung der Exponentialfunktion auf Rx (—im,im) schon.

Beispiel 5.4 Wir betrachten z — e'/* : C\ {0} — C. Diese Funktion ist holomorph auf
C\ {0}. Dann kénnen wir auf C\ (—o0,0] eine Stammfunktion definieren durch

F(z) :/ e/ dw,
[1.2]

wobei [1, 2] die Kurve v : [0,1] — C ist mit y(t) = 1+t (2 —1). Fir z € C\ (—o0,0] ist
dieses Integral wohldefiniert. Wenn man versucht mit Maple oder Mathematica eine mehr
explizite Stammfunktion zu finden, erscheint die folgende Stammfunktion:

F(z) = ze'/* — Ei <1) |

z

Die Funktion E{|ist definiert auf C\ (—oo, 0] als eine Stammfunktion von z + €*/z. Diese
Funktion hilft uns so nicht weiter. Das Integral

yg e'*dz
|z|=r

'Das Ei kommt nicht vom Huhn sondern von ,,Exponentiellem Integral.
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kann man wie folgt berechnen:

2 1 )
56 e dz = / e(re) ireitdy
|z|=r 0
2 Tfle—it 2
e . €
= —/ S (—ir e ™) dt = —§1§ e
0 (r—le—lt) ‘Z|:7‘71 z

= §1§ 6—2dz = 2mi Resy (6—2) = 27i.
|z|=r—1 z z

Fiir die Berechnung des Residuums benutzt man

e l4+z+dr 128 1 1 X 2™
e _ Limw® L1 §n o
22 22 2z = (m+2)

und bemerkt, dass
yg Lz =0 und 55 i S )
—dz =0 un ——dz=0.
o|me 22 2= Z= (M +2)!

In diesen vier Beispielen haben wir uns das Verhalten angeschaut von Funktionen, die

)

eine Singularidt bei 0 haben. Die ersten Beispiele betrachteten 7z +— 2%7.

e Fiir « € Nist 2* auf C definiert und es gibt eine Stammfunktion %Hzo‘“.
e Fiir « € R\Z (und fiir « € C\R) kann man eine solche Funktion z* nur verniinftig
definieren, wenn man einen Schnitt zu 0 zulésst. Eine Stammfunktion hat den glei-

chen Schnitt.

e Firae {...,—3,—2} ist z* definiert auf C\ {0} und ist da holomorph. Sie hat eine

Stammfunktion —= 2", die auch auf C\ {0} definiert ist und da holomorph ist.

e Fiir « = —1ist 2! zwar definiert auf C\ {0}, hat aber nur eine Stammfunktion auf

eine einfach zusammenhéngende Teilmenge.

e Die Funktion z — /% hat bei 0 eine Singularitit mit stirkerem Wachstum als jede
Potenz.

Die letzten 3 Moglichkeiten betreffen Funktionen, die holomorph sind auf C\ {0} und
in 0 eine Singularitdt haben.

Wenn man differenzierbare Funktionen f : R\ {0} — R betrachtet, dann kann man
eigentlich nichts dariiber aussagen, wie diese Funktion sich bei 0 verhalten sollte: ™" fiir
neN, |z|™ fir o € RT, 2|z fiir a € R, In|z|, e!/* haben alle ein unterschiedliches
singuldres Verhalten. Wenn wir holomorphe Funktionen f : C\ {0} — C betrachten,
scheint es weniger Spielraum zu geben. Es fithrt uns zu der Frage:

Welcher Typ von Singularitit kann eine Funktion, die holomorph ist auf C\ {0},
in 0 haben?
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Abbildung 5.5: Skizzen zu den Landschaften von z — e'/* : C\ {0} — C (links) und die
Stammfunktion z — €'/?/z — Ei(1/z) : C\ (=00, 0] — C.

Abbildung 5.6: Links eine Skizze zu z +— exp(1/z) mit den Niveaumengen des Real- und
Imaginérteils(links). Rechts édhnliches fiir eine zugehorige Stammfunktion.

5.2 Die Integralformel von Cauchy

Theorem 5.5 (Integralformel von Cauchy) Sei U C C offen und f : U — C holo-
morph. Sei B.(z0) C U fiir r > 0. Dann gilt fir jedes z € B,(2y), dass

z L de. 5.2
f(2) g§ . (5.2)

211 wW— Z

Bemerkung 5.5.1 Mit Hilfe des Residuensatzes findet man fir jede stiicksweise stetig
differenzierbare Jordan-Kurve v : [a,b] — U, die links um z herum liuft, dass

f(z) = %/ f(wldw.

w —

Das Erstaunliche an diesem FErgebnis ist, dass wenn man die holomorphe Funktion f
kennt auf so einer geschlossenen Kurve, alle Werte von f innerhalb der Kurve dann auch
feststehen.
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Beweis. Wenn f : U — C holomorph ist und z € U, dann ist

f)=1E) gy w £ 2
glw) = { "(z) furw =0,

stetig. Es folgt sofort, dass g holomorph ist auf U\ {z}. Aulerdem ist g beschriankt auf
B, (2p), sagen wir durch M. Mit dem Residuensatz (Theorem folgt fir € € (0,7¢) mit
ro = |2 — 20| < r dass

%ﬂ—zdr g (w) dw = 2mi Res, (g) = &Ig g (w) dw.

lw—z|=¢e

WEeil fiir jedes solches € > 0 gilt, dass

y%u_zgg (w) dw) <

folgt

2m 2w
/ g(z0 + ™) ieeitdt‘ < / |9(z0 + e€™) ice™| dt < 2me My,
0 0

51§ g (w) dw = 0.
|lw—zo|="r
Weiter bekommt man

% 9§ - j(%w) o % 7|§ . <f(wuz - i”(z) . jfl) dw
_1 g(w)dw + L) 51%]: ﬁdw _ G 51%0: ﬁdw- (5.3)

270 Sz |=r 27 21

Auch hier fithrt der Residuensatz zum Ergebnis, denn es gilt

1 1 1
§1§ dw = yg dw = / _cie = 2mi. (5.4)
lw—zo|=r W — % lw—z|=e W — % t=0 ee't

Die Kombination von ({5.3) und (5.4)) macht den Beweis komplett. [ |

5.3 Holomorphe Funktionen haben holomorphe Ab-
leitungen

Wir erinnern uns, dass gleichméflige Konvergenz das Vertauschen von Grenzwerte er-
laubt, zum Beispiel um einen Limes ,durch ein Integralzeichen zu schieben“. Ohne die
GleichméBigkeit darf man das im Allgemeinen nicht:

lim nxexp(—nz?) = 0 fiir z € [0, 1],

n—oo
wahrend
! 1
lim nrexp(—na?)dr = =.

Eine parameterabhéngige Funktion A > z — f(z,v) konvergiert gleichméfig fiir v | 0
nach A 3 z+— f(z,0), bedeutet, dass

Ve>036.>0: ve(0,0.) = sup|f(z,v)— f(z,0)] <e.

T€EA
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Lemma 5.6 Sei f : [a,b] x [0,v9] = R eine Funktion derart, dass x — f (x,v) integrier-
bar ist fiir jedes v € [0,v4]. Wenn

hﬁ)l f(z,v) = f(x,0) gleichmdfig fir x € [a,b],

hm/fxudx—/hmfxudx—/fxo

Eine sofortige Konsequenz der Integralformel von Cauchy ist:

dann gilt

Korollar 5.7 Sei U C C offen und f : U — C holomorph und sei B.(zy) C U fiir r > 0.
Dann existieren alle Ableitungen von f innerhalb B,.(zo) und es gilt fiir jedes z € B,(2)
und n € N, dass

! f(w)
") (2) = i% L _dw. 5.5
7= o w-zol=r (W —2)"" )
Beweis. Wir fixieren z € B,.(z). Fiir jedes z € B,(2) gilt
¢, = inf {Jw — z|;w € 0B, (z)} > 0.

Weil

0 fw) . owm i fw) _ fw)
— = 11Im — = 11 =
ozw — z 21—z 21— % z21—2 (w — zl)(w — z) (w _ 2)2

und weil dieser Limes gleichméBig ist fiir w € 0B,(z), folgt mit der Integralformel von

Cauchy (j5.2)), dass

L fw) 1 fw) |
lim M — lim 270 Jjy—zg=r W — 21 dw 270 Jjp—sg)er W — 2 dw
212 zZ1 — Z 21—z 2 — 2
1 FACOR ()
= — lim w=z wez o,
271 21—z lw—zo|=r 21— 2
flw) _ fw)
1 B 1
-2 e 0 _ﬁg T (5.6)
270 Jjw—zgj=r 12 21— 2 270 Sz =r (w0 — 2)

Das heifit, f/(z) existiert und ist gleich (5.6)).
Die Formel in (5.5)) ist so bewiesen fiir n € {0,1}. Nehmen wir an, diese Formel gilt
fiir n, dann folgt auf dhnliche Weise, dass

0 n' w

_n! 13} f(w) B n—{—l)n'yg
= % |wiz0|:',_ & ((w . Z)TL-"-].) d - w ZO|_7. ’I’L+2 dw

Eine néchste niitzliche Folge ist, dass gleichméfig konvergierende holomorphe Funk-
tionen eine holomorphe Funktion als Grenzwert haben:
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Korollar 5.8 Sei { fi},cy eine Folge von holomorphen Funktionen von der offenen Man-
ge U C C nach C. Sei K C U eine kompakte Menge und f : K — C derart, dass

lim sup | fi(x) — f(x)] = 0, (5.7)

dann ist f holomorph auf K°.

Beweis. Sei zp € K°. Dann gibt es r > 0 mit B,(z9) C K. Bemerke, dass
1 1 h

w—(z24h) w—z (w—2z)(w—z—h)
Wegen (5.2)) gilt dann fir 2,2 + h € B,(z) mit h # 0, dass
WD 4 _ 1 filw)
|w—20| ('lU—Z

h - 2mi ) (w— 2z — h)
Wegen folgt
fe+h) —fk) _ 1 f(w) 5
h - 2mi 9% i W= 2) (W —2— h)d : (5.8)

Nimmt man z € B, /2(20), so findet man, dass der Grenzwert in (5.8) fiir ~ — 0 existiert
und das heift, dass f differenzierbar ist auf B, >(20). []

5.4 Holomorph mit Ausnahme einer Singularitit

Jetzt konnen wir zum Teil die Frage am Ende von [5.1] auf Seite [51] beantworten, nédmlich
welcher Typ von Singularitdt es nicht gibt.

Lemma 5.9 Set U C C offen und zy € U. Nehmen wir an, dass f : U — C holomorph
ist auf U\ {zo} und stetig ist in zo. Dann ist f holomorph auf U.

Beweis. Weil f dann auch beschriankt ist, gilt fiir € | 0:

&lgw_z()l_a f(z)dz

Fiir jede geschlossene Kurve innerhalb B, (zp) C U gilt dann / f(2)dz = 0. Aus Propo-

Res., (/)] = 5

1 1
<o RG] < M (2ne) 0
|w—zo|=¢ 2m

27

sition E 4.1 folgt, dass f eine Stammfunktion F' hat auf B,(z) und dass F' holomorph ist
auf B, (z). Aus Korollar [5.7] folgt, dass auch f = F” holomorph ist. |

Man kann dieses letzte Resultat sogar noch etwas verallgemeinern.
Theorem 5.10 (Hebbarkeitssatz von Riemann) Sei U C C offen und z, € U. Neh-

men wir an, dass [ : U\{zo} = C holomorph ist und dass f beschrdnkt ist in einer

Umgebung von zy. Dann existiert lim f(z) und die Funktion f, definiert durch
Z—r20

f(z) fiir z # z,
lim f(2) firz= zo,

Z—20

fz) = (5.9)

st holomorph auf U.
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Beweis. Man definiere

Fle) = { (2 = 20) f(2) fiiw 2 # 2,

0 fir z = 2.

Dann erfiillt F' die Bedingungen von Lemma [5.9] das heiit, F ist holomorph auf U\ {zo}
und stetig in 2y, und es folgt, dass F' holomorph ist auf U. Weil

f(Z) _ F(Z) _ F(Z) _F(Z())

Z — 20 Z — 20

gilt, existiert lim f(z) und die Erweiterung fin 1) ist wohldefiniert. Auflerdem erfiillt
Z—Z20
f die Bedingungen von Lemma . [

Funktionen, die holomorph auf U \ {zy} und beschriankt in einer Umgebung von z
sind, sind also holomorph auf U. Eine erste Moglichkeit einer Singularitdt bekommt man
bei einer Funktion wie f (z) = (z — 2)”'. Diese Funktion ist unbeschriinkt bei zy. Gibt es

1
etwas dazwischen wie zum Beispiel eine Funktion mit |f (2)| ~ |z — 29|~ 2?7 Das néchste
Ergebnis zeigt genau, welche Moglichkeiten es gibt, wenn man das Wachstum der Singu-
laritét durch eine Potenz abschétzen kann.

Lemma 5.11 Sei U C C offen und zo € U. Nehmen wir an, dass f : U\{z}— C
holomorph ist und dass f folgende Abschitzung erfiillt: Es gibt M,r,o € Rt derart, dass

lf(2)| < M|z — 2| fiir 2 € Br(2). (5.10)

Dann existieren 3, By, ..., 8, € C mit n = [a] = max{n € N;n < a} und eine holo-
morphe Funktion g : U — C so, dass

f(2)=Bn(z—2) "+ Bu(z—20) "+ 4By (2 —20) " +9g(z) firz €U

Beweis. Nehme an zg = 0. Mit der Abschéitzung und dem Hebbarkeitssatz zeigt man,
dass Fy : U — C, definiert durch

2" f(2) fiir 2 #£ 0,
F =
o(2) { 0 fiir z =0,

holomorph ist auf B,(0). Dann definiere man iterativ

Fi(2)—Fy(0) fiir 2 7§ 0
Friq(2) = z ’
ki1 (2) FI/(0)  firz=0

und beweise, dass auch Fjy; holomorph ist auf B,(0), wenn Fj, holomorph ist auf B, (0).
Man findet

f(z) = 2"y (2)

|
N
L
3
+
=
—
=
=)
~
+
N
=
—~
)
S~—
_|_
N
S
—~
I
N~—
~—

27D (Fy(0) + 2F1(0) + -+ + 2" F,(0) + 2" Fpa (2))
=2 "F(0) + 27" F(0) + - + 27 EL(0) + B (2).

Man konnte auch via der Taylorreihe durchkommen. ]
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Beispiel 5.12 Berechne fiir v : [0,27] — C mit (t) = 3¢ folgendes Integral:

2
/Z—dz.
~ 1 —cosz

Die Funktion z — —=— st holomorph als Zusammensetzung holomorpher Funktionen,
jedenfalls wenn 1 — cos z # 0. Die Problemstellen sind also genau die Stellen, an denen
1 —cosz =0 gilt. Man lése 1 —cosz = 0:

eiz+€—iz ) )
cosz=1 & TZl & 2% 41 =267

& P21 1=0 & (F-1)°"=0 & =1
Setzen wir z = x + 1y, folgt

e Ycosx =1,
e ¥Ysinz =0.

) — 1 & eV (cosx +ising) =1 < {
Schlussendlich folgert man
eVsint=0&sinr=0& 2=kt mitk €Z.
Die Gleichung 1 = e ¥ cos (kr) = e ¥ (—=1)" liefert, dass k gerade ist und y = 0. Die

Problemstellen sind also {2mm; m € Z} . Innerhalb der Kurve liegt nur eine Problemstelle,
ndmlich 0. Weil

_ 22 22 22
lim T ooss — lim = =
z—0 1 — cos 2 z—0 1 _ 2k ZHO 2k
1 ZkO(QIZ > he (2k'Z
. 1 1
- llgtl) oo (=D oo 2k =2
D k=1 T ? lﬂ% > ko (2k+2)'z

22

T m 0
—COS z

konnen wir den Hebbarkeitssatz verwenden. Das heifst, die Funktion z —
erweitert durch 2, ist holomorph und

2
/Z—dz:o.
7l—cosz

Beispiel 5.13 Berechne fiir v : [0,2n] — C mit v(t) = 3¢ das Integral

/Ldz.
~ 1 —cosz

Die Problemstellen sind noch immer {2mm; m € Z} und nur 0 liegt innerhalb der Kurve.
Wir finden mit Hilfe von der Potenzreihe zum Cosinus, dass

1 —cos(z) = $2° — L2* + O(2%)

und via

[e.e]
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folgt, dass
1 B 1 2 1
1 —cosz %ZQ—iz4+(’)(26)_221—( 224 0 (24))
2 2
:;<1+(%z2—|—(’)(z4))+0( 240(:)%)
2 2
= ; + 6 + O (Z )
Weil sich hier in O(2%) nur holomorphe Funktionen auf By, (0) verstecken, findet man

z 2
1 —cosz z

mit g holomorph auf B, (0). Es gilt

2
/;dz = 211 Res,—g <L) = 21 Res,—g (—> = 47ms.
71—cosz 1 —-cosz z

Beispiel 5.14 Berechne fiir 7 : [0,27] — C mit v(t) = 3e™

1
/ 1 4
~ 1—cosz

Die Problemstellen sind noch immer {2mm; m € Z} und 0 liegt als einziger innerhalb der
Kurve. Wir finden
1
-9 —2 0 -1 ~ —9 -2 ~
T ey = & +0z7 4+ g(2) =224 §(2)

-2

mit g holomorph in einer Umgebung von 0. Weil z — 227° eine Stammfunktion hat auf

C\ {0} D~ ([0,27]) und g holomorph ist, gilt

1
——dz= [ (22724 §(2)) dz = 0.
/Vl—coszz A(z +g(z)) z2=0

Beispiel 5.15 Berechne [ exdz fir v : [0,27] — C mit 4(t) = 3e'. Die Problemstelle
ist z = 0. Die Funktion z — e= hat in 0 eine wesentliche Singularitdt. Denn nehmen wir
2 €RT undn €N, so gilt

”l>"1+1+1+1++ ! >11
e 2122 0 3128 T (n4 1)ttt (n+1)!z

und folgt, dass lim,_,q 2" ex nicht existiert. Die Funktion hat bei O also keine Abschdtzung
wie i und uns muss etwas anderes einfallen:

L 2 ) 2m o

ES _— . g E . g

/ezdz —/ e 3ie' dt —/ e3¢ 3iedt
¥ 0 0

= — /27r eée_it; (—@'16_“) dt = /e id,z
o 7 e aE

1

= 56*”. Die Kurve p dreht einmal rechts um 0 herum. Weil

mit p : [0,27] — C und pu(t)
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1 1 11
—Le ;dz:—/ug(l%—z%—zzg(z))dz:—/u(;—I—;%—g(z))dz

mit g holomorph. Also gilt, weil p rechtsherum lauft:

_/u(%juéjug(z)) dz:—/uédz:—(—Qm):Qm‘.

5.5 Pole und wesentliche Singularititen

folgt

Betrachte man eine Funktion f : U C C — C, die holomorph ist auf B,(zy)\ {20} C U,
dann sagt Lemma dass es genau die folgenden drei Moglichkeiten gibt:

1. Die Singularitit in 2, ist hebbarf?}

Der Grenzwert lim f(z) existiert und die erweiterte Funktion
Z—r20

N f(z)  fir z € B.(20)\ {20},
f(z) = lim f(z) fiir z = 2y,

Z—r20
ist holomorph auf B, (zp).

2. Die Singularitit in zj ist ein Pol n-ter Ordnung mit n € N*:
Die Funktion z — (z — z9)" f(z) hat eine hebbare Singularitit fiir m = n und nicht
firm=mn— 1.

Dann gibt es Konstanten ¢; € C mit ¢, # 0 und eine holomorphe Funktion h auf
B, (z) derart, dass
Cn Cn—1 C1

I = ey T e T

+ h(z) fir z € B.(20)\ {20} -

zZ — 20

3. Die Singularitiit in z, ist wesentlich?}
Es gibt kein n € N derart, dass lim,_,,, (z — z9)" f(z) existiert.

Es folgt, dass auf jeder Umgebung U von 2, und fiir jedes n € N die Funktion
2+ |z — 20]" | f(2)| unbeschrinkt ist.

Ein Beispiel fiir eine Funktion mit einer wesentlichen Singularitiit bei 0 ist z — e/,
Siehe Abbildungen [5.6 und [5.7

2Englisch: removable singularity
3Englisch: essential singularity
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Abbildung 5.7: Skizzen zu Re (el/z) und Im (el/z). Siehe auch Abbildung .



Funktionentheorie, Woche 6 F(Z)

Analytische Funktionen

6.1 Holomorphe Funktionen und Potenzreihen

Definition 6.1 Sei zg € C und sei U eine Umgebung von zy. Die Funktion f : U — C
nennt man analytisch in z,, wenn es eine Potenzreihe Y o, (2 — 29)" mit Konver-
genzradius R > r > 0 gibt derart, dass

f(z) = Zan (z—20)" fiir z € B(2).

n=0

Wir haben schon bewiesen, dass Potenzreihen innerhalb des Konvergenzradius kom-
plex differenzierbar, also holomorph, sind.

Theorem 6.2 Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Sei zo € U und sei B,(zy) C
U. Dann gilt fiir die Potenzreihe

o0

S ) (2 = )" (61

n=0
dass sie einen Konvergenzradius R > r hat und dass

o0

f(z) = Z %f(”)(zo) (z—20)" fiir alle z € B,(20). (6.2)

n=0

In (6.1 steht die Taylorreihe zu f rund zo.

Bemerkung 6.2.1 Weil Potenzreihen differenzierbar sind innerhalb des Konvergenzra-
dius, sind analytische Funktionen holomorph. Aus dem Theorem folgt, dass holomorphe
Funktionen analytisch sind. Also gilt fiir offene Gebiete U C C und f : U — C Folgendes:

f analytisch auf U < f holomorph auf U.

Bemerkung 6.2.2 Fir Taylorrethen in R hat man das einigermafien unbefriedigende
Ergebnis, dass die Taylorreihe existieren kann, obwohl diese Reihe nicht unbedingt zu

61
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der Funktion konvergiert. Man erinnere sich an die folgende, beliebig oft differenzierbare
Funktion f, die in O die triviale Potenzreihe als Taylorreihe hat:

po={ i ety T

Fiir eine Funktion, die holomorph ist in zy, gibt es wegen der Definition eine Umgebung
B,(z0), in der sie holomorph ist, und das Theorem sagt aus, dass diese Funktion als
die Potenzreihe in zu schreiben ist. Anders gesagt, bei komplex differenzierbaren
Funktionen konvergiert die Taylorreihe lokal zu der Funktion.

Abbildung 6.1: Sei f holomorph auf U. Theorem besagt, dass im kleinen Kreis B, (z1)
um z1 die Funktion als Potenzreihe p zu schreiben ist. Wenn diese Potenzreihe einen grifleren
Konvergenzradius R hat, dann hat man eine holomorphe Funktion auf Br(z1), die auf By(z1)
gleich f ist. Wenn sie auf U N Br(z1) tbereinstimmen, hat man eine holomorphe Fortsetzung
von f auf UU Br(z1) gefunden. Man soll sich also noch iiberlegen, wieso die Potenzreihe und f
auf U N (Br(z1)\Br(21)) tdbereinstimmen.

Beweis. Aus der Integralformel von Cauchy folgt, dass fiir jede p < r und z € B,(2) gilt

1) = o )

27

dw

lw—zol=p W — <

Verwenden wir, dass fiir |Z=2| < 1 Folgendes gilt

20

11 11 i z—z\"
w—z w—zyl— R -z w—2z2y/)

w—2z0 n=0

bekommen wir




6.1 Holomorphe Funktionen und Potenzreihen 63

Fiir festes z € B,(z) gilt ‘ﬁ

gen dieser gleichméfBigen Konvergenz diirfen wir beide Grenzprozesse, das heifit Integral
und unendliche Summe, vertauschen und es folgt, dass

n=0 - ZO)

< @ < 1 und die Reihe konvergiert gleichméflig. We-

Fiir die Potenzreihe zu f hat man

1 f(w) 1
Q= — — T _dw = — ™ (z). 6.3
77 s = 2oy i) o
Diese letzte Identitét folgt aus (5.5)).
Weil diese Reihe konvergiert fir alle z mit |z — 2| < p, ist der Konvergenzradius
grofer oder gleich p. Weil p < r beliebig ist, ist der Konvergenzradius grofler oder gleich

r. u

Korollar 6.3 Sei U C C offen und Br(z9) C U. Sei f : U\ {w} — C holomorph und
nehme an, dass f eine nicht-hebbare Singularitit in w € OBRr (z9) besitzt. Dann hat die
Taylorreihe zu [ bei zy, das heifst die Potenzreihe in , Konvergenzradius R = |w — 2.

Also, wenn die Taylorreihe zu f rund z, Konvergenzradius R hat, dann ist f nicht
holomorph in irgendein w € dBg(zp).

Beweis. Aus (6.3) folgt, dass fiir alle r < R gilt

£ ()] < n! 2mr

= 2 pntlTTT

fir M, = max{|f (2)|;]|z — 20| < r}. Es folgt, dass

< (M)n M,.
r

Wenn man |z — zg| < r nimmt, folgt, dass die Potenzreihe in konvergiert. Also findet
man, dass der Konvergenzradius gréfer gleich r ist. Weil man r beliebig nahe an R nehmen
kann, ist der Konvergenzradius mindestens R.

Wenn die Taylorreihe in auf Bj (z) mit R > R konvergiert, dann ist die Reihe
als Funktion identisch zu f auf B, (w) \ {w} und f hat eine hebbare Singularitit in w.
Dies ist ein Widerspruch. Also ist der Konvergenzradius hochstens R. ]

%f(n)(zo) (2 —20)"

Beispiel 6.4 Betrachte die Potenzreihe zu Log (2) um zo = 1 +i. Man findet

d

(E) Log (z) = (=1)" " (n — 1)12™" fiirn > 1. (6.4)

Dann folgt fiir |z — 1 —1i| < R, dass

Log(z):Log(1+i)+2%(z—l—i)"

1 3 \"
:%1n2+}lﬂi—zg(%\/§e4m) (z—1-0)".
n=1
—1

. . 1 3
Fiir den Konvergenzradius ¢ilt R = 5\/5647” = /2. Das passt zu der bekannten

Singularitdt vom Logarithmus in 0.
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8i

Abbildung 6.2: Definitionsgebiete von Log mit Schnitt (—oo,0] und von den zwei zugehdrigen
Potenzreihen aus Beispz'el und .

Beispiel 6.5 Betrachte die Potenzreihe zu Log(z) um zy = —4 + 3i. Die Ableitungen
sind wie in und es folgt fir |z — (—4 4+ 3i)| < R mit Imz > 0, dass

Log (#) = Log (—4 + 31) +Z

n=1 TL
=1Inb t 3\ ; - 1 1 iarctan% " 4 3
=In +(7r—arcan;l)z—zlﬁ ze (z—(—4+30)).
Fiir den Konvergenzradius gilt R = |éeia“tan(3/4)‘_l = 5. Das scheint nicht zu passen

zur Unstetigkeit vom Logarithmus auf (—o0, 0], oder? Man erinnere sich aber, dass 0 die
eigentliche Singularitdt vom Logarithmus ist und dass man fiir eine passende Definition,
die In : R™ — R holomorph erweitert, einen Sprung haben soll auf irgendeiner Kurve, die
0 mit ,ooc “ verbindet. Man findet fir |z — (—4 + 3i)| < 5, dass

n 1

—(z— (—4+3)".

. 1 .
Log (—iz) + 5mi = Log (—4 + 31) +;n 4+32

Fiir z € C mit Arg (z) € (—im,7) gilt Log (—iz) + imi = Log (2) .
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o 1
Beispiel 6.6 Wir wollen / ——————dx berechnen und betrachten dazu
oo (224 1)

1
/ — 3 ! 5dz
I'r (Z + )

fiir die geschlossene Kurve I'r = 7y p + 9 p mit

Y1,R " [-R,R] — C mit Y1,R (t) =t,
Yo.r : [0,7] = C mit vy (t) = R €.

Es qilt
° 1 1
/ ————dr = lim —dz,
—oo (7% + 1) Rovoe o, p (2241
1 1 1
—— dz| < Linge (v sup |—— | <17R ——
/vm (224 1)° 02z ek | (22 +1)° (R? —1)°
1
und lim 7R ————— = 0.
R—o0 (RQ — 1)
Verwenden wir, dass man die Funktion z —> ﬁ, die nur in —i eine Singularitdt besitzt,
bei zy = i als Potenzreihe mit Konvergenzradius |i — —i| = 2 schreiben kann, so finden
wir )
= —i—ii(z—i)%—(z—ifh(z),

(z+1)°
wobei h : By (i) — C eine holomorphe Funktion ist. Es folgt, dass

/F R ﬁdz — i Res,. (ﬁ) — i Res,. ((z . o j i)Q)
— 9 Res._; (ﬁ (<1 =iz i)+ (z—i)%h (z))>

=27 Res,—; (=1 (2 — i) > = Li(z —0) 7" + h(2)) = 2mi (- 1i) = Lm,

und

1 1 1
R—o0 Y1,R (Z2 + 1) R—o0 I'r (ZQ + 1) Y2,R (22 + 1)

Wie wir soeben beim Logarithmus gesehen haben, kann der Konvergenzradius grofier
sein als a-priori vom Definitionsgebiet zugelassen wird. Auf diese Weise lédsst sich oft eine
holomorphe Funktion erweitern zu einer holomorphen Funktion mit gréf8erem Definitions-
gebiet.

Theorem 6.7 (zur eindeutigen Fortsetzung) Seien Uy, U, C C Gebiete und f; : U; C
C — C holomorphe Funktionen. Sei zy € Uy N Us und nehme an, es gibt r > 0 mit

fi(2) = fa(z) fiir z € B.(20).
Dann gilt fiir jedes Gebiet A C Uy NUy mit 2y € A:
fi(z) = fa(z) fir z € A.
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Abbildung 6.3: Skizze zum Beweis von Theorem .

Bemerkung 6.7.1 Fin Gebiet in C ist eine offene zusammenhdingende Menge. Dieser
Zusammenhang ist ein wesentlicher Bestandteil des Theorems.

Beweis. Sei z, € A. Weil A offen und zusammenhéngend ist, gibt es einen Polygonzug ¢,
der zy mit z, innerhalb von A verbindet. Sei d die Distanz von ¢ zu A°.

Man kann endlich viele Kreisscheiben {By(z;)};_, wihlen derart, dass z; € ¢, z, = z,
und |z — 21| < 3d fiir i € {1,...,n}.

Weil f1 = fo auf By(2) und B% 4(21) C By(z0), haben f; und fs die gleiche Potenzreihe
p1 auf By 4(z1). Weil diese Potenzreihe konvergiert auf By(z), findet man

fi=p1 = fr auf Bd(Zl)-
Ahnlich folgt mit der Potenzreihe p, zu f; = f» auf B 1 4(22), dass
fi =Dp2 = fo auf Bd(22>‘

Nach n Schritten hat man fi(z.) = fa(zs). u

6.2 Nullstellen eines Polynoms

Als eine Folge der Formel von Cauchy bekommt man den Hauptsatz der Algebra:
Korollar 6.8 Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis. Sei n € N* und seien a; € C fiir i € {0,...,n — 1}. Betrachten wir das Polynom
P(Z) =z2"4+ Oén712"’1 + Ozn,gz"*2 + -+ a2+ ap. (6,5)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit haben wir «,, = 1 genommen.
Der erste Schritt des Beweises ist die folgende Abschitzung. Es gilt fiir

|z] > Ry :=2nmax {|a,_1]|, |@n_2|,|n—s|, ..., |oa], ||} + 1,
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dass
n Op—1 Qp—2 o Q
‘p(Z)‘:|Z| 1+ + 2 +”'+Zn_1+z_n
... Dreiecksungleichung ...
n Op—1 Op—2 o Q
> 1_ ) _ N _|% )
2 |4l < z z? zn1 P
.. wegen |z| > Ry >1 ..
s o (1- Lol Lol el o)
2] 2] 2| 2]
.. wegen |z| > Ry > 2n|ay| ...
>l (15— 5 ) =l (6.6)
2Nl == = = — = — | == . .
= o 2n on on)  2V°

Fiir den zweiten Schritt nehmen wir an, dass p keine Nullstelle hat. Dannist f : C — C
definiert durch

f(z) = — (6.7)

eine holomorphe Funktion. Aus der Formel von Cauchy folgt dann fiir R > R, dass

1 1 1
o= ¢ Il = |4 "
21 Jj=r 2 —0 27 Ji=r 2p(2)
1 2 1 )
— — i Re"| dt
~ 27 S | Re p(Re”)Z ‘

1 27 1 1 27 1
= - dt< — —dt =2R™".
27 /tO Ip(Rei)| — — 2m /tO sRr

2

In der letzten Ungleichung verwendet man . Weil diese Abschitzung gilt fiir alle
R > Ry, folgt f(0) = 0. Fur f, definiert in (6.7)), ist das ein Widerspruch. [ ]

Wenn man das Polynom p aus (6.5) durch z — z; dividiert, findet man 3, _,, 8,_;, ...,
By und B, in C, mit

z *
p( ) — anl + ﬁn_22n72 S 612 + 60 + ﬁ )
Z—2 Z—z

Also gilt
p(2) = (2" + Bua?" P 4 Bra+ By) (2 = 21) + B
Wenn z; eine Nullstelle von p ist, dann folgt, dass 5, = 0 und so auch

p(2)

= 2" 4 B2+ Bz + By

Das ist wieder ein Polynom, diesmal vom Grad n — 1. Also kann man wiederholt das
Korollar anwenden und findet schlussendlich, dass ein Polynom vom Grad n genau n
Nullstellen hat, jedenfalls wenn man die Nullstellen einschliellich der Multiplizitat zahlt.
Ein Polynom von Ordnung n lésst sich in n Linearfaktoren zerlegen:

Theorem 6.9 (Linearfaktorzerlegung) Sei n € Nt und ag,...,a,—1 € C. Betrachte
das Polynom p : C — C definiert durch

p(2) = 2"+ ap 12" Fap 02"+ arz + ao.
Dann gibt es zq, ..., 2z, € C derart, dass

p(z)=(2—21)(2—22)...(2 — zn).
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6.3 Das Maximum-Prinzip

Die Formel von Cauchy erlaubt es uns, holomorphe Funktionen abzuschétzen.

Korollar 6.10 Sei f : U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,(zy) C U, dann gilt
entweder

1. 1f(20)| < max{|f(2)|;z € 0B.(z0)}, oder

2. 1f(2)| = |f(20)| fiir alle z € 0B, (2).

Beweis. Es gilt

11 f(2) 1 T fz+ret)
’f<20)‘ N 211 ﬁ_r z — Zodz' - 21 =0 'l"eit re*dt
1 27 '
< o |f(z0+re”)|dt§max{\f(z)\;zE(‘?Br(zo)}. (6.8)
=0

Wenn eine der Ungleichungen in strikt ist, finden wir die erste Behauptung.

Nehmen wir nun an, dass | f(z2o)| = max {|f(z)|; z € 0B,(20)}. Dann miissen die beiden
Ungleichungen in sogar Gleichungen sein. Und wenn dann die zweite Behauptung
im Korollar nicht gilt, hat man fiir irgendein ¢, € [0, 27|, dass

| f(z0+re™)| < max{|f(2)];2 € 0B,(20)} .

Wegen der Stetigkeit, folgt diese Ungleichung dann auch fiir alle ¢ mit |t — ¢o| geniigend
klein:

’f(zo +Teit)‘ < max{|f(2)];z € 0B (2)}.

Dann folgt eine strikte Ungleichung in der letzten Abschitzung in und ein Wider-
spruch zu der Annahme. [ ]

Ubrigens liefert die Formel von Cauchy auch folgendes Ergebnis:

Korollar 6.11 Sei f : U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,.(zy) C U, dann gilt
die erste Mittelwerteigenschaft:

T o+ re)dy

AT

(6.9)

Beweis. Es gilt

oo =g LD L[ Sty

2mi 2=k % — 20 271 1o reit
1 2w )

=5 f(zo +re®¥)dp
T J oo

und das ist genau die Aussage in . [ ]
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Bemerkung 6.11.1 Aus folgt sofort, dass

e entweder e(grllgir(l )Re(f(z)) < Re(f(z)) < eg%a:z( )Re(f( 2)), (6.10)
e oder Zegrll;irr(lzo)Re (f(2)) =Re(f(z)) = Zeg}g&:}ég)Re (f(2)). (6.11)

Friir folgen nicht-strikte Ungleichungen, also <, durch die Mittelwerteigenschaft.
Wenn eine Ungleichung sogar eine Gleichung ist, folgt wie im Beweis von Korollar[6.10,
dass Re (f) konstant ist auf 0B, (zy) und dann auch, dass beide nicht-strikte Ungleichungen
nun Gleichungen sein miissen. Die Alternative ist, dass es beide strikte Ungleichungen

sind, also . Ahnliches gilt fiir Tm (f).

Korollar 6.12 Sei f : U € C — C holomorph und U offen. Wenn Br(zo) C U, dann
qilt die zweite Mittelwerteigenschaft:

f f of(z0+ rew)rdwdr
%) = 6.12
f(20) " f s (6.12)

Bemerkung 6.12.1 Ahnlich wie in Bemerkung|6.11.1| folgt aus auch hier sofort,

dass

e cntweder min  Re (f(2)) < Re(f(20)) < max Re(f(2)),
z2€Br(20) 2€Br(20)

e oder min Re(f(2)) = Re(f(20)) = max Re(f(2)).
z€B;(z0) z€Br(20)

Auch hier gilt Ahnliches fiir Tm (f).

Beweis. Weil gilt fiir jedes r € (0, R] folgt

/ / f(zo + re'? Yrdodr = 27r/ f(zo)rdr
r=0 J p= =0

2
=1R*f(2) = f(2 / / rdpdr. u
r=0

Theorem 6.13 (Maximum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen) Sei U C C ein
Gebiet und sei f holomorph auf U.

o Wenn z+— |f(2)| ein lokales Mazimum hat in zo € U, dann ist f konstant.

o Fulls U beschrinkt ist und f stetig auf U ist, nimmt | f| das Mazimum an auf OU.

Beweis. Wenn |f]| ein lokales Maximum in zo hat, also |f(20)| > |f(2)| fiir 2 € Byy(20)
und ein ro > 0, dann gilt wegen Korollar [6.10] dass

| (20)] = max {[f(2)|; 2 € 0B,(20)} (6.13)

fiir r € (0,79). Das heifit, | f| ist konstant auf B,,(z9). Wenn f(zy) = 0 folgt f(z) = 0 auf
B,y (20). Wenn f(zg) # 0, dann folgt aus der Stetigkeit, dass f(z)/f(zo) in der Néhe von
1 liegt fiir |z — 2o| geniigend klein. Dann ist

2+ Log (f(2)/f(%0)) (6.14)
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in einer Umgebung von 2y, sagen wir auf B,, (zy) eine wohldefinierte holomorphe Funktion.
Sie hat wegen (6.13)) einen konstanten Realteil auf B, (29):

Re (Log ((2)/£(20))) = In | £(2)/ f(z0)] = In (1) = 0.

Aus den Cauchy-Riemann Gleichungen folgt d,v = 0,u = 0 und 0,v = —9d,u = 0, und
dass auch der Imaginérteil von (6.14]) konstant ist. Wir finden

Im (Log (f(2)/f(20))) = Arg (f(2)/f(20)) = Arg (f(20)/f(20)) = Arg (1) =0

und
Log (f(2)/ f(20)) = 0 fiir z € By, (20) -

Dann ist f konstant in einer Umgebung von zy, denn
f(2)/f(z) = ol @/Fz0) — 0 — 1

Die Fortsetzung, wie in Lemma zeigt, dass f konstant ist auf U.

Fiir die zweite Aussage erinnert man sich, dass eine stetige Funktion auf einer kom-
pakten Menge, hier U, ihr Maximum annimmt. Wenn sie nicht konstant ist, kann das
Maximum nur auf OU liegen. Wenn sie konstant ist, liegt das Maximum {ibrigens auch

auf oU. n

Lemma 6.14 (Minimum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen) SeiU C C ein Ge-
biet und f : U — C holomorph. Wenn z — |f (2)| ein lokales Minimum hat in zy € U,
dann gilt f(z0) = 0 oder f ist konstant auf U.

Beweis. Wenn |f(z)| > 0, dann ist ¢ : B,(z) — C mit

fiir » > 0 geniigend klein, holomorph auf B,(z) und es gilt wegen des Maximum-Prinzips
entweder, dass g(z) konstant auf B, (zp) ist oder

Z| < max Z).
9z0)| < _max Jo(:)]

Weil max.cp, (- |9(2)] = |g9(20)| folgt g(2) ist konstant auf B,(z). Dann ist auch f(z)
konstant auf B, (zp) und wegen der eindeutigen Fortsetzung sogar auf U. [



Funktionentheorie, Woche 7 _F (Z)

Eigenschaften holomorpher
Funktionen

7.1 Ganze Funktionen

Definition 7.1 FEine Funktion f : C — C, die holomorph ist auf C, nennt man eine
ganze Funktion.

Bemerkung 7.1.1 Als Folge von Theorem kann man jede ganze Funktion schreiben
als Potenzreihe Y " o, 2", die, weil sie Konvergenzradius oo hat, auf ganz C definiert
15¢.

Selbstversténdlich sind Polynome ganze Funktionen. Ganze Funktionen, die kein Poly-
nom sind, wie zum Beispiel z — exp(z), nennt man transzendente ganze Funktionen.

Theorem 7.2 Sei f eine ganze Funktion f. Wenn esn € N und C € RT gibt derart,
dass
If(2)] < C(Jz"+1) fiir alle z € C,

dann ist f ein Polynom vom Grad héchstens n.

Beweis. Betrachte die Potenzreihenentwicklung

f(z)= Z amz™.
m=0

Theorem [6.2] mit Korollar [5.7] zeigt, dass
1 (w)

wm+1

dw

o =~ fM(0) =

210 1=

fiir jedes r > 0 gilt und es folgt, dass

1 f(w) Lo flre)
|| = i ol wm+1dw‘ - Q_W/tzo Terle(erl)it“ae dt
2 it 27 n n
Si/ Mdtgi/ Mdtzoﬂ,
2 fi—p | ™ 2m Ji—o rm rm

71
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Fiir m > n gilt

"+1
lim == — 0
r—oo M
und folgt |a,,| = 0. Dann gilt f(z) =>"" _,a,z™ und f ist ein Polynom. n

Theorem 7.3 (Liouville, Fassung 1) Fine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
Beweis. Beschrinkt heifit: es gibt M € R mit
|f(2)| < M fir alle z € C.

Mit Hilfe von Theorem [7.2] folgt das Ergebnis [

Es gibt noch eine schérfere Version:

Theorem 7.4 (Liouville, Fassung 2) Fine ganze Funktion, deren Realteil einseitig be-
schrinkt ist, ist konstant.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt m € R mit
Re (f(z)) < m fiir alle z € C.
Es gilt
Im+1—f(2)| = [Re(m+1—f(2))[ = Re(m+1- f(z)) = 1.
Dann ist g : C — C, definiert durch

1

9(z) = m,

holomorph und es gilt
lg(z)] <1 fiir alle z € C.

Theorem [7.3] liefert das Ergebnis. u

7.2 Aquivalente Aussagen

Theorem 7.5 Sei U C C offen und f : U — C. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. f ist holomorph auf U. fir jedes w € U existiert f'(u).

2. f st reell differenzierbar und erfillt die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

auf U.

u(x,y) := Re f(z+iy) und v (z,y) := Im f (x + iy) sind
differenzierbar fir x+iy € U und u, = vy, v, = —v, gelten.

3. f hat lokal eine Stammfunktion auf U. fir jedes zy € U gibt es B, (z0) C U mit
r>0und F: B, (z) = C mit F' = f.

4. f ist analytisch auf U. fir jedes zy € U gibt es B, (z9) C U mit r > 0
und f(z) = > 0" oan (2 — 20)" fir z € B, (%).
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Einen Beweis findet man, indem man die bis jetzt bewiesenen Ergebnisse kombiniert.
Wir erinnern nochmals:

Bemerkung 7.5.1 Sei zyp € U und U C C offen.

e [Eine holomorphe Funktion f : U — C hat eine Nullstelle von der Ordnung n € N*,
wenn mit o, # 0 gilt:

f2) =) ar(z—2)". (7.1)

e FEine holomorphe Funktion f: U\ {z} — C hat einen Pol vom Grad n € N, wenn
mit o, # 0 gilt:

o0

J(z) = Z o (2 — 20)" (7.2)

k=—n

Man sieht sofort, dass wenn die holomorphe Funktion f : U — C eine Nullstelle von
der Ordnung n in 2y hat, die Funktion

B (z—20)"" f(2) fir z € U\ {20},
9(2) = { lim, .., (z —20) " f(2) in 2o,

holomorph ist auf U. Bemerke, dass

(n)
lim (z — 20) " f(2) = @, und v, = / ('ZO).
z2—20 n:

Ahnlich gilt fiir f: U\ {20} — C mit einem Pol vom Grad n, dass die Funktion

o) = { (z—20)" f(2) fir z € U\ {20},

lim, ., (z — 20)" f(2) in z,

holomorph ist auf U.

Theorem 7.6 (Identititssatz) Sei U ein Gebiet in C und sei f : U — C holomorph.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. f(2) =0 fir alle z € U.
2. Bs gibt 20 € U mit f™(2) = 0 fiir alle n € N.
3. Die Menge {z € U; f(z) = 0} hat einen Haufungspunk{| in U.

Beweis. 2 = 1: Wenn f(™(z) = 0 fiir alle n € N, dann ist die Potenzreihe

p) =3 oy

n!

gleich Null, hat also trivialerweise Konvergenzradius oco. Dann gilt fiir die grofite Kreis-
scheibe B,(z) C U, dass f(z) = p(z) = 0 auf B,.(z). Fiir 21 € B,(z) kann man an-
schlieend B,,(z1) C U finden mit f (2) = 0 auf B,,(z1) usw. Die eindeutige Fortsetzung
liefert, dass f = 0 auf U.

'Fiir A C C nennt man z € C einen Hdufungspunkt, wenn es eine Folge {z,},-, C A\ {z} gibt, mit
lim,, o0 2, = 2.
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3 = 2: Sei zp ein Haufungspunkt von {z € U; f(z) = 0}. Dann gibt es eine Folge
{2kt pens in {z € U; f(2) = 0} \ {20} mit limy_, 2 = 2o. Weil f stetig ist, folgt

f(z0) = lim f(z) = 0.

Nehmen wir an, dass f # 0. Dann gibt es ein kleinstes m € Nt mit f™(z) # 0 und f
hat eine Nullstelle in zg vom Grad m. Es folgt, dass g : U — C, definiert durch

o(z) = { (z—20) " f(z) fur ze€ U\ {2},

f(m)(zo)/m! in 2z,

eine holomorphe Funktion ist mit g(zg) # 0. Weil g holomorph ist, ist g stetig und es gibt
r > 0 mit g(z) # 0 auf B,(zp). Weil 2y # 2z — 2o gilt, folgt fiir k geniigend grof}, dass
0 < |zx — 20| < r und ein Widerspruch:

0= (2 — 20)" f(z1) = g(2) # 0.

1 = 2, 3: Diese Beweisrichtung ist trivial. [

7.3 Verbindung mit reellen Funktionen
Eine erste Bemerkung betrifft reell-analytische Funktionen.

Definition 7.7 Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion. Sie
heif$t reell-analytisch, wenn es fir jedes xqg € I eine Zahl ¢ > 0 und eine Potenzreihe

g(x) =307 g an (x — )" gibt, mit f(x) = g(z) fir |z — x| <e.

Betrachtet man g(z) = Y a, (z — x0)", dann ist diese Potenzreihe auch konvergent
fiir |z — 29| < € und man kann die Funktion f fortsetzen in eine komplexe Umgebung von
Zg.

In partiellen Differentialgleichungen spielt der sogenannte Laplace—OperatOIﬂ eine
wichtige Rolle. Fiir zwei Dimensionen ist er definiert durch

A= ((%)2 + ((%)2 (7.3)

A (z? —y* +y’sinz) = (2—¢’sinz) + (-2 + 6ysinz) = (6y — y°) sinx.

Zum Beispiel

Definition 7.8 Sei Q) C R2. Eine Funktion u : Q — R heifit harmonisch, wenn ihre
zweiten Ableitungen auf Q) existieren und Folgendes gilt:

0%u 2u }
922 (z,y) + a_yg(x7y) =0 fiir (z,y) € €2

2Der Laplace-Operator ist fiir n Dimensionen, das heifit fiir zweimal differenzierbare Funktionen
R" 3 (z1,...,2n) = u(x1,...,2,) € R,
definiert durch .

22 (o)
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Proposition 7.9 Se: U C C offen und sei f : U — C holomorph. Definiere
Up :={(z,y) e Rz +iycU}.
Dann ist die Funktion u : Ug — R mit
u(z,y) = Re (f(z +1y))
harmonisch.

Bemerkung 7.9.1 Wenn f holomorph ist, ist auch —if holomorph. Weil Re (—if) =
Im f, sieht man sofort, dass auch der Imagindrteil harmonisch ist.

Beweis. Wenn f holomorph ist, sind die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfiillt:

0 0 0 0
a—xRef— 8—y1mf und 8—yRef = —%Imf

Weil holomorph auch bedeutet, dass f’ holomorph ist, existieren die zweiten und héheren
Ableitungen und es gilt

o\?> o [0 o (0
= S | L |
<8x> e ax(ay mf) ay(ax mf)
0 ) o\?
—a—y(‘a—yRef)—‘<a—y) fef:
Also gilt ARe f =0. ]

Beispiel 7.10 Betrachten wir f(z) = %, so finden wir die harmonische Funktion u :

R\ {0} — R, definiert durch

1 T
u(@,y) = Re <x+iy) T2ty

Wenn man die harmonischen Polynome in z und y betrachtet, kann man auch sofort
eine holomorphe Funktion erkennen, deren Realteil das harmonische Polynom liefert:

Grad harmonische Polynome auf R? Polynome auf C
1 x Y z —12
2 2?2 — 9 xy 22 —£22
3 23 — 3xy? T %yS 23 —%z?’
4 rt — 622y + o 23y — ay? 2 —ixt
5 | 2 — 10232 + bay?t | aty — 222y + 1P 2° —iz°

Tabelle 7.1: harmonische Polynome als Realteil komplexer Polynome

Die Frage bietet sich an:

Kann man bei einer harmonischen Funktion u eine holomorphe Funktion f
identifizieren so, dass u(x,y) = Re (f (x 4+ iy))?
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Beispiel 7.11 Betrachten wir u (z,y) = In (z* + y?). Man berechnet direkt, dass

Aln(m2+y2): 2 21n(a:2—|—y2)—|— 2 21n(x2+y2)
ox dy

0 2z n Jd 2y
S Ora4y? Oya? 4P
2 422 2 4y

= —_ _I_ —
2yt (@2 4y?) Py (@24 y?)

Wenn man versucht eine holomorphe Funktion [ zu identifizieren, kann man die Cauchy-
Riemann Gleichungen verwenden. Wenn es f gibt, dann folgt fiir v =1Im f, dass u, = v,.
Diese Gleichung liefert uns

2z

oy Y T gy

und Integrieren nach y bringt (fir x > 0)

v (z,y) = 2arctan (%) +c(z).

Aus vy, = —uy folgt nun
—2y / 2y
+d(x) = ———
x? + y? (@) x? + 32

und c (x) = 0 ergibt, dass ¢ konstant ist. Wir haben also gefunden, dass es ¢ € R gibt mit

f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = In (2* + y*) + 2i arctan (%) +c

= 2 Log (z + iy) +ic fir x > 0.

Wenn man versucht eine solche Funktion f fortzusetzen auf{z € C\ {0} ;Rez < 0}, dann
merkt man, dass jede Fortsetzung einen Schnitt hat von 0 nach ooc.

Dieses Beispiel zeigt, dass man den einfachen Zusammenhang des Gebietes als not-
wendige Bedingung braucht, um bei beliebigen harmonischen Funktionen eine zugehérige
holomorphe Funktion zu finden. Der néchste Satz zeigt, dass diese Bedingung auch aus-
reichend ist.

Theorem 7.12 Sei Q C R? ein offenes, einfach zusammenhdingendes Gebiet und sei
u: 2 — R harmonisch. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f : Q¢ — R mit

u(z,y) = Re (f(z +1y)).
Bemerkung 7.12.1 Fiir Q C R? definieren wir Q¢ := {z + iy € C; (z,y) € Q}.

Wenn man wiisste, dass die zweiten Ableitungen von u stetig wéren, dann definiert
man g : Q¢ — C durch

gz +iy) = u, (z,y) — iuy(z,y).
Es wiirde folgen, weil u,, + 1y, = 0 (u ist harmonisch) und weil u,, = u,, (Satz von
Schwarz), dass

.0 . .
Z%Q(III + Zy) = WUgy (LL', y) + uyz(xv y)

. 0 .
= uxy(xvy) — WUy (x,y) = a_yg(aj =+ Zy)
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und so wéren die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen fiir g erfiillt. Weil ¢ einfach
zusammenhéngend ist, hiatte g eine Stammfunktion G. Sei (xg, y9) € 2 und definiere

f(2) = G(z) — G(wo + iyo) + u (o, Yo) -

Diese Funktion wére holomorph und Re f (x + iy) = u (z,y).
Wir wollen aber auskommen ohne die stetige Differenzierbarkeit der Ableitungen.

Beweis. Nehme (7, 1) € ©Q und sei T@¥ : [0,1] — Q eine stetig differenzierbare Kurve,
die (w0, yo) mit (x,y) verbindet: I@¥)(0) = (9, yo) und I'@¥) (1) = (z,y). Setze

U@W)ZA;M(‘Zy>-f@. (7.4)

Seien a < b reelle Zahlen und 7 : [a, b] — R™ eine differenzierbare Kurve. Dann definiert
man das Kurvenintegral von einer Funktion f :R"™ — R iiber die Kurve v wie folgt:

[ rasi= [ 160) o

Wenn f : R™ — R™ eine Vektorfunktion ist, und 7 die Tangentialrichtung entlang der
glatten Kurve, dann folgt, weil 7 =~/(¢)/ |7/ (t)||, dass

[fau:é?@@»v@w

Man kann zeigen, dass dieses Integral nicht von der spezifischen Paramatrisierung der
Kurve, sondern nur von der Bildmenge abhéngt, jedenfalls wenn diese Bildmenge ein-
malig durchlaufen wird. Der Tangentialvektor hédngt aber schon von der Richtung ab.

WEeil fiir eine geschlossene linksherumdrehende Jordan-Kurve I' innerhalb € gilt, dass
der Tangentialvektor und der auswértige Normalenvektor wie folgt zusammenhéngen:

?:<_W>fmﬁ:(m>,
ny o
/<_uy)-?ds:/<ux>~ﬁd&
r Ug r \ U

Weil der Satz von Gaufl uns Folgendes liefert:

findet man

Vu- -7 ds = / Au d(z,y) (7.5)
0

/<_uuy>-7_"d520.
r T

Anders gesagt: Fiir einfach zusammenhéngende Gebiete ist die Definition von v un-
abhingig vom Weg. Wie in Proposition zeigt man, dass die partiellen Ableitungen
von v existieren und dass

o0

und » harmonisch ist, folgt

Uy = —Uy und v, = u,.

Setze f(x+1iy) = u(x,y) + iv(x,y). Weil v und v reell differenzierbar sind und die
Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillen, folgt, dass f holomorph ist. [
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Abbildung 7.1: Fir n = (Z;) hat man T = (_7:12) Das Kurvenintegral in —links gleicht
dem Flichenintegral in -rechts.

7.3.1 Intermezzo

Fiir diejenigen, die Analysis 3 nicht gehort haben, folgt hier eine kurze Skizze zu der
Gleichung in (7.5), wenn € konvex ist. Auch fiir nicht-konvexe Gebiete gilt ein dhnliches
Ergebnis, wenn fast {iberall eine eindeutige Normalenrichtung auf dem Rand definiert ist.

Theorem 7.13 (GauB) Sei Q C R™ ein beschrimktes Gebiet und sei F : Q — R™ ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Auf dem Rand 0S) soll der auswdirtige Normalenvektor
1 wohldefiniert sein. Dann gilt

/ ﬁ-ﬁds:/v-ﬁdx. (7.6)
o0 Q

Bemerkung 7.13.1 Sei u zweimal stetig differenzierbar auf Q). Die Identitit

Vu-nds = / Au dz (7.7)
) Q

st dann ein Spezialfall des GaufSschen Integralsatzes. Setze F = Yu. Man findet V - F=

Au und folgt aus (7.6).

Beweis fiir ein konvexes Gebiet in R?. Wir nehmen also an, dass {2 konvex ist. Sei
I' eine linksherumdrehende Parametrisierung von 0€2. Wir fangen an mit

/ ﬁ-ﬁds:/F1n1d3+/F2n2ds:
a0 r r

1. Man verteilt das erste Integral in einem Integral iiber der linken Seite, parametrisiert
durch Tjiuks, und einem iiber der rechten Seite, parametrisiert durch I'yeenes. Ahnliches
macht man beim zweiten Integral mit oben (I'gpen) und unten (T ypeen ). Die T'yxx sind
Teilkurven von I' und als Kurvensumme gilt I' = ' cents + Diinks = Toben + [ unten-

. :/ F1n1d8+/ F1n1d8+/
Tlinks r r

F2n2d8+/ FQnQdS: (78)
Funten

rechts oben
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Abbildung 7.2: Eine geometrische Erklirung, wieso —nads = 11ds = dx und nids = 19ds = dy
gelten.

2. Man macht eine Umparametrisierung der Kurven I'y in ([7.8]) durch

links: [y, 92] = R? mit y+— (Tuws (V) ,9),
rechts: [y, 2] = R? mit 4y (Treenss (), ¥) ,
oben: [r,m5] = R? mit z — (2, Yoben (7)),
unten: [x1, 23] = R? mit = — (2, Yunten (7)) -

Es gilt nids = dy und nsds = —dxz. Man achte auf die Integralgrenzen:

Y1 Y2
.= / Fl (xlinks (y) 7y)dy + / Fl (l'rechts (y> 7y>dy +

Y2 Y1

[ F i @) o [ e () =

2 1

3. Man passt die Richtung an und nimmt sie paarweise zusammen:

.:/”@mMm@%w—ﬂmwmmmyw+

Y1

+ /12 (F2 (T, Yoben () — F2 (T, Yunten (ff))> de = ..

x1

4. Man wendet den Hauptsatz der Integralrechnung an:

Y2 xrechts(y) 8 z2 yoben(x) a
.= / / —F (z,y)dz | dy +/ / —Fy (z,y)dy | doe =
Y1 xlinks(y) a 1 yunten(w) ay
5. Man verwendet Fubini-Tonelli:
—/ 3F@)+QF@:)ax)—/vﬁ@)d@)
- 0 ax 1 Y ay 2 Y YY) = 0 Y Y

und man hat das gewiinschte Ergebnis erreicht. [ ]
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Funktionentheorie, Woche 8 _F (Z)

Harmonische Funktionen in 2
Dimensionen

8.1 Die stationidre Wirmeleitungsgleichung

Wir wollen nun eine Losung v finden zum Randwertproblem

{ Au=0 in B;(0) C R?,

u=u, auf dB(0), (8.1)

wenn u, gegeben ist. Dieses Problem ist bekannt als die stationdre Warmeleitungsgleichung
auf der Einheitskreisscheibe bei gegebenen Randwerten.

Die Formel von Cauchy ergibt, dass bei einer holomorphen Funktion f die Randwerte
der Funktion, die Werte im Innern bestimmen. Fiir z € B;(0) gilt
1 flw
)= g p I

210 Jyppm w — 2

dw. (8.2)

Kann man bei einer harmonischen Funktion die Werte im Innern zurickfinden,
wenn man die Randwerte kennt?

Wenn u harmonisch ist auf By (0), dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf B;(0)c
mit u = Re f. Wenn man jedoch nur v auf dem Rand kennt, wie findet man f7? Kénnen wir
vielleicht v im Innern finden, ohne vorher f kennen zu miissen? Die Antwort ist positiv.
Wir kénnen ohne weitere Kenntnisse von f aus den Randwerten von u diese harmonische
Funktion v im Innern finden. Das macht man wie folgt fiir das Randwertproblem auf der

Kreisscheibe ({8.1)):

Wir nehmen an, es gibt eine stetige Funktion f : B;(0)s — C, holomorph auf B;(0)¢
und mit u = Re f. Wenn z € B;(0)¢, dann folgt, dass 1/Z ¢ B1(0)¢ und mit Cauchy folgt
auch, dass

1 f(w)

0= — 7 dw. (8.3)

2w fiym w — 1/

Substrahieren wir (8.3) von (8.2]), dann bekommt man fiir |z| < 1 die folgende Formel:

f(z)—L - (wl ! )f(z)dw.

 2mi —z w-1/z

81
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Fiir |w| = 1 kénnen wir diese Formel &ndern, wenn wir den Ausdruck in Klammern wie
folgt umrechnen:
1 1 1 ZW

w—z w-—1/Z2 w—z Z-w

(W—72) +zw (w — 2) _@—MZE_ 11—z

(w—z)(@—?) N |z—w|2 7w|z—w‘2'

Also findet man

1 .ll_bf _ 1 QWELjﬂi i
£(2) glﬁ £ (w)du / £(e)dip.

27 -1 W |z — wl]? T or o0 |2 — €|

Das Besondere an dieser Formel ist, dass nur f noch komplex ist. Man kann den Realteil
abtrennen und es folgt

Re(/()) = o= [ T=LLoRe (7)) dp.

2 - e
Fiir die harmonische Funktion u (x1,z5) := Re (f (21 + iz2)) findet man

1 / 1 — ||(2, 20)|°

Re (f(e*¥)) d
o o=0 |:L_1 + il’g . ei¢|2 (f( )) ¥

1/27r I (Gl

27 Jomo (1, 2) — (cos i, sin )|

u(zy, ) =

u (cos g, sin @) dyp. (8.4)

Lemma 8.1 Wenn u harmonisch ist auf einer Umgebung von By(0) C R?, dann gilt fiir

x = (x1,72) € B1(0)
x) = i/ 1_—Hx”2u(y) do,. (8.5)
27 Jyyi=1 llz — gl !

Bemerkung 8.1.1 Fiir B, (z¢) findet man durch Skalierung und Translation eine dhnliche
Formel. Sei u eine harmonische Funktion auf B, (x¢), so setzt man

U(Z) =u(zo+rT).

Dann ist U harmonisch auf By (0) und man bekommt via x = xo+rZ, und der Substitution
Yy = xo+ 1y, dass

u(xo+rz) =U(x) = —— U (9)doy

— o ~ 12
21 Jygi=1 |2 — 9|
1/ 1— |z N
== ———u(x9 + 1Y) doy
21 Jygi=1 |2 — 9|
1 1— || _
== ———u (xo + 1Y) doy
27 ootrg—zol=r ||Z — | !

1 1—|r Y (x— 2
_ _/ ||7“1 (z xoz)ll w(y) rdo,
27 Jiy-zol=r  [Ir~t(x —y)|

und nachdem man dies noch vereinfacht, findet man

1 r? — |l — @o|”
u(r) = — u(y)doy,. (8.6)
207 Jjy—aol=r o = yll” ’
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Beweis. Man darf annehmen, dass die Umgebung U D B;(0) einfach zusammenhéngend
ist. Dann gibt es f : Uc — C holomorph und mit © = Re f auf U. Weiter geht man voran
wie oben und verwendet (8.4) und die folgende Schreibweise fiir das Integral iiber den
Kreis:

2
/ g(y) doy, = / g (cos p,sin p) de.
llyll=1 0

Beispiel 8.2 Man suche eine explizite Funktion als Losung von

Au(xy,22) =0  in By(0),
u (21, m2) = 125 auf OB (0).

Statt die Formel in direkt zu benutzen, kann man versuchen direkt die holomorphe
Funktion zu finden. Schreibe z = x1 + ixy. Dann gilt fir z = €', also |z| = 1, dass

Rel=1
Rez = Re (ew) = CcosY =1
Re (22) = Re (eQi“") = cos2¢ = 2(cosp)® —1 =222 —1
Re (z3) = Re (egw) = cos 3¢ = 4 (cos @)3 —3cos p = 423 — 31,

und man sieht, dass man jedes Polynom in x1 vom Grad n als Realteil eines anderen
Polynoms in z vom gleichen Grad finden kann. Ahnliches gilt fir Polynome in x5 und
sogar fiir Polynome in (x1,x5) liuft so etwas. Siehe auch Tabelle .

Fiir (z1,22) € 0B1(0) hat man

3 . 3 e e eif — =i\’
x1T5 = cos (sinp)” = 5 :

21
1 - 1 : 1., 1 .
= —1—6i€_4w + gie_zw - gie2w + 1—62'64’“0

1 e4i<p _ 6741'4,0 1 62i<p _ 6721'4,0
78 (2—) T3 (2—)

— —g sin (490) + Z sin (2()0) = Re (%64150 _ 162190) = Re (EZA . 122) '

Fiir x € B1(0) findet man:

1 1
u(z1,z9) = Re (éz4 — %z2> = —537?372 + 5%:{:3 + 5:51:1:2.

Kontrolle liefert:
Au (21, x9) = —3x129 + 31129 = 0 fiir (x1,25) € By (0)
und

u (cos g, sing) = —1 (cos ©)®sing + 1 cosp (sin ©)® + T cospsing

= 1 cospsing (1 — (cos ©)” + (sin @)2) = cos ¢ (sin)®.
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8.2 Folgen der Holomorphie

Im letzten Kapitel sahen wir, dass der Realteil einer holomorphen Funktion harmonisch
ist, und dass es zu jeder harmonischen Funktion auf einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet in R? eine holomorphe Funktion gibt, deren Realteil genau diese harmonische
Funktion ist. Die Bedingung des einfachen Zusammenhangs ist notwendig, denn wenn das
Gebiet nicht einfach zusammenhéngend ist, gibt es harmonische Funktionen, die nicht
der Realteil einer holomorphen Funktion sind, wie man am Beispiel fir u(z,y) ==
In (22 + y?) sieht. Diese Funktion ist auf R?\ {(0,0)} definiert und harmonisch. Fiir z+iy ¢
(—00, 0] gilt
In (z* 4+ y*) = 2Re (Log (z + iy)) .

Weil die dazugehorige holomorphe Funktion eindeutig ist bis auf eine imaginére Konstante
und weil der Logarithmus einen Schnitt von oo zu 0 in seinem Definitionsgebiet hat, kann
man keine holomorphe Funktion auf ganz C\ {0} finden.

Lemma 8.3 Sei Q2 C R? offen und u : Q — R harmonisch. Wenn B,(xg) C Q, dann gilt
die erste Mittelwerteigenschaft :

(o) = u(y) do, (8.7)

277 J |ly—ao || =r

und auch die zweite Mittelwerteigenschaft:

Abbildung 8.1: Die Skizze einer harmonischen Funktion auf B;(0), die auf dem Rand
u(xy,xe) = |x1| erfiillt. Mit Lemma kann man u(0) berechnen.

Bemerkung 8.3.1 Flir das erste Integral parametrisiert man den Kreis durchy =y (t) :=
(rcost,rsint) und findet

2
/ u(y) doy, = / u (g + 1 (cost,sint)) |y (t)| dt
ly—zoll=r t=0

2
:/ u (xo+ 1 (cost,sint)) rdt.
t=0
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Weil |,

ly—zoll=r

ldo, = 2mr gilt, kann man auch schreiben als

Jiy=so=r ¥) doy
Jiy—zolj=r 1y

und dies erkldrt auch den Namen. In der Mitte des Kreises nimmt u den Durchschnittswert
von u auf dem Rand des Kreises an.
Bemerkt man, dass fl ldo, = 7r? gilt, dann versteht man auch leichter.

u(zg) =

ly—zoll<r

Beweis. Man verwende die Cauchy-Formel fiir harmonische Funktionen (8.5]) verschoben
nach der Kreisscheibe um z und skaliert mit r. Das ist die Formel in (8.6]). Setzt man
x = xg so gilt fir y € 9B, (xg), dass

=@ —zo)|* v

e
und folgt.
Das zweite Ergebnis folgt aus dem Ersten, weil
1 1 [
mr? ly—zoll<r ul) dy = 2 /8=0 /nyoll:s’ uly) doy ds
= # ;0 27s u (o) ds = u(xo) .

Theorem 8.4 (Das Maximum-Prinzip fiir harmonische Funktionen) Sei ) C R?
ein Gebiet und sei u harmonisch auf €.

e Wenn x — u(z) ein lokales Mazimum hat in xo € §2, dann ist u konstant.

o Fualls Q beschrinkt ist und u stetig auf Q ist, nimmt u das Mazimum an auf OS).

Beweis. Man verwende die Mittelwerteigenschaft. Wenn u ein Maximum in x( € 2 hat,
dann gilt u (z) = u (o) fiir alle z € B, (20), jedenfalls wenn B, (z() C 2. Dieses Argument
kann man nun wiederholen fiir jedes & € B, () statt zo. Es folgt so, dass u (z) = u (%) =
u (xg) fir alle x € Bz (Z) C Q. Weil Q ein Gebiet ist, ist € zusammenhéngend und offen.
Der Zusammenhang liefert fiir jedes = € () eine Kurve von xy nach x, die innerhalb von {2
liegt. Man iiberdeckt diese Kurve mit endlich vielen (Kompaktheit) offenen Kreisscheiben
innerhalb €2, hiipft von Kreisscheibe zu Kreisscheibe und findet nach endlichem Hiipfen,
dass u (x) = u (z9). u

Bemerkung 8.4.1 Wenn man dieses Theorem anwendet auf —u kann man Maximum
durch Minimum ersetzen.

Wir bekamen sogar eine Integralformel, um eine Harmonische Funktion auf der Kreis-
scheibe zu finden, wenn nur die Randdaten bekannt sind. Lemma kann man sogar
noch etwas erweitern:
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Proposition 8.5 Sei B1(0) C R? und uggnq : 0B1(0) C R? — R eine stetige Funktion.
Das Randwertproblem

Au=0 in B1(0),
{ U = URana auf 0B1(0), (8.9)
hat eine eindeutige Lisung u € C* (B1(0))NC (Bl(())> und
1/' 1|z
x) = — ———— = URana (y) do,. (8.10)
2 Jjyp=1 o —ylI” ’
Diese Formel ist bekannt als die Integralformel von Poisson.
Bemerkung 8.5.1 Die Formel in gibt die Liosung von
Au=0  in B.(x),
U = URand CL’Uf 837«(1’0)
Beweis. Wenn ug.,q = 0, dann ist u = 0 eine Losung. Die Eindeutigkeit folgt aus

Theorem [8.4] Denn fiir jede Losung u liegt das Maximum von sowohl u als auch —u auf
dem Rand und dies zeigt, dass nur u = 0 eine Losung ist.

Wir diirfen also annehmen, dass uganq # 0. Auflerdem sei bemerkt, dass eine steti-
ge Funktion auf 0B;(0) gleichmifig stetig und gleichméBig beschrankt ist, weil 9B;(0)
kompakt ist.

Der Beweis geht in vier Schritten.

1. u e C?*(B1(0)) und u ist harmonisch:

Die Herleitung der Poissonschen Formel zeigt, dass

1— ||z 1 1
———— =1Im . — — . -
|z —y| (1 +1y2) — (@1 +iz2) (Y1 +1iYe) — 7=

1 1
=Im : —— + Im -
(y1 +1y2) — (21 + ix2) (1 — iy2) —

1
T1+iT2

( 1 T+ il’g )
=Im - - — - -
(y1 +1y2) — (w1 +ixe) 1 — (y1 — iye) (v + ix2)

und weil rechts der Imaginérteil einer holomorphen Funktion auf B;(0)c¢ steht,
ndmlich die Funktion

1 z
— . - B 3
(1 +iye) — 21— (y1 —iy2) 2

mit einer Polstelle auf 0B;(0)c und einer aulerhalb By(0)c, ist
Lz

2
[l =yl

harmonisch auf By (0). Fiir ||z]] <1 — 4, mit 6 > 0 beliebig, darf man Integral und
Ableitung vertauschen, und so folgt fiir z € B;(0), dass

1 1—|z|?
Au(z) = — (A M) URand (y) doy, = 0.
llyll=1

2 = yl?
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2. Radiale Stetigkeit:

Gemeint ist hier, dass u(t cos @, tsin ¢) — Urana (COs @, sin @) fiir ¢ 1 1. Aus Symme-
triegriinden reicht es, wenn wir dies fiir einen festen Winkel ¢ zeigen. Wir nehmen
¢ = 0 und haben dann zu zeigen, dass

u(t,0) = URana (1,0) fur ¢ 1 1. (8.11)

Well fiir [|z|| < 1 gilt, dass

1 1— ||z
_/ ||95||2de 1
27 Jyyp=1 ||z — ||

folgt fir z = (¢,0) mit ¢ € (0,1):

1 1t
u(t,0) — URana (1,0) = — ————— (URan — URand (1,0)) do,.
00t (0= g7 [ gy g (o O s (0D

Sei ¢ > 0. Fiir die Abschédtzung betrachten wir zwei Félle: die Randstellen nahe
(1,0) und die Randstellen etwas weiter weg. Erst die Stellen nahe bei (1,0). Weil
URand Stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 derart, dass

Iyl =1 & Jly = (LO)| <6 = [urana (¥) = urana (1, 0)] < 3e. (8.12)
Fiir die Stellen weiter weg hat man fiir ||y|| = 1 und ¢ € (1, 1), siche unten dass

I(£,0) = yll > 5 [[(1,0) =y,

und daraus folgt, dass

Iy =1& [ly—(1,0)]| >0 =
11—t < (1+t)(1—¢) 8

< <2 (1-1. (8.13)
12,0) — yI” (39)* 0?
Setze
A= {y € 0B:1(0); [ly — (L, 0)[| <6},
B :={y € 9B,(0); [ly = (1,0)[| = 6} .
Sei M = max {|urana (¥)|; |ly|| = 1}. Nehmen wir
52
11—t < ———=¢, (8.14)

32M

!Setzt man y = (cos ¢, sin ¢) und nimmt ¢ € (3, 1), so folgt [|(¢,0) — y|| > 3 [|(1,0) — y||, denn

1(2,0) —ylI” = T 11(1,0) —yl* = (* —2tcos o +1) — § (1 —2cosp +1)
=t?—(2t—cosp+i>t2— (2t - +1=(-1)7°>0.
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dann folgt mit (8.12)) auf A und (8.13) auf B, dass

1 1— ¢t
‘U(t, O) — URand (17 0)’ S _/ T <~ 9 ‘uRand (y) — URand (17 0)| day
27 =t 115, 0) —y|?

:2w(/ /)Hto z\mm@)immﬂ 0)| do,
1 —¢? 1 8
H 70 —y|\2§ e doy +§/B(5_2(1_t)) 2M do,

1—t? 1 8
<3 ———— do +—/ (—(1—t)) 2M do
2 S 160 — P T 2w Sy \ P v

8
=1le 4 (62 (1— t)) 2M < ie+le=e. (8.15)

| /\

Die letzte Abschétzung verwendet (8.14]). Die Abschitzung in (8.15) zeigt (8.11)).
Man findet sogar fiir alle ¢ > 0, dass es > 0 gibt derart, dass

1 -t <d = |u(tcosp,tsing) —u, (cosp,sinp)| < e. (8.16)

3. Die Stetigkeit am Rand:
Fiir z € B1(0) und y € 0B4(0) gilt Folgendes:

[u(z) = urana(y)] < [u(@) = urana(@/ [Z[])] + [urana(z/ |2]]) = urana(y)] -

Kombiniert man (8.16) und die Stetigkeit von ugapng, so folgt dann fiir ||y|| = 1, dass

:lvl_r% U(SC) = uRand(y)'

llzll<1

4. Die Eindeutigkeit:

Dies folgt aus dem Maximum-Prinzip. Wenn es zwei Losungen geben wiirde, die auf
dem Rand identisch sind, dann ist die Differenz dieser zwei Losungen harmonisch in
By (0) mit 0 als Randwert. Wegen des Maximum-Prinzips ist diese Differenz identisch
0.

Mit diesen 4 Schritten ist der Beweis komplett. [

Theorem 8.6 Sei 0 C R? cin offenes Gebiet. Eine stetige Funktion u : Q — R ist
harmonisch genau dann, wenn u fir jede Kreisscheibe B,.(x) mit B.(x) C Q die erste
Mittelwerteigenschaft erfiillt.

Beweis. Es ist schon gezeigt worden, dass harmonische Funktionen die Mittelwerteigen-
schaft haben.

Fiir die andere Richtung sei u eine stetige Funktion, die auf jeder Kreisscheibe die
Mittelwerteigenschaft hat. Sei Br(zg) C Q2. Wir setzen

1 RZ — ||917—x0||2
2
21 Jywol=r ||z =y

u(z) =

u(y) doy,.

Dann hat @, weil sie harmonisch ist, und u die Mittelwerteigenschaft auf jedem Kreis in
Br(xp). Dann hat auch v — @ auf jedem Kreis in Br(z() die Mittelwerteigenschaft. Das
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bedeutet, dass u — u kein Minimum oder Maximum innerhalb Bg(zo) hat, es sei denn,
u — @ ist konstant. Weil u = u auf 0Bg(zo), gilt

0 =min (u—a) < u(z) —u(xr) < max(u—a) =0,

das heifit v und @ sind identisch auf Br(x¢). Weil @ harmonisch in Bg(x) ist, ist auch u
harmonisch auf B,(x). Weil das Argument fiir jeden Kreis zutrifft, ist « harmonisch auf
Q. |

8.3 Subharmonische Funktionen

Definition 8.7 Sei() ein Gebiet in R2. Eine zweimal differenzierbare Funktionu : Q — R
heifst subharmonisch auf €2, wenn

—Au <0.

Theorem 8.8 Eine subharmonische Funktion auf Br(0), die stetig ist auf Br(0), erfillt
die Submittelwerteigenschaften:

1 1
u(0) < — u(y)do, und u(0) < — u(y)dy.
20 R Jyy=n ’ TR Jyy<n

Beweis. Sei u die Losung von

Au=0 in BR(O),
u=wu auf 0Bg(0).

Wir betrachten w = u — u. Wenn wir zeigen koénnen, dass w(0) < 0, dann folgt

1 1

u(0) = w(0) +ua(0) < u(0) = 3R u(y)doy = ﬁ/ - u(y)do,

und die erste Behauptung ist bewiesen.
Wenn w(0) > 0, dann betrachten wir

w(r) = w(z) — Sw(0) (1~ []).

Weil w,(0) = 1w(0) > 0 und w.(z) = 0 fiir z € B;(0), hat w, ein positives Maximum

innerhalb von By (0), sage in z*. Weil w, in z* ein Maximum hat, gilt

2 2
((()ixl) we(z*) <0 und (aix?) w.(z*) < 0.

Dann folgt, weil v subharmonisch ist und « harmonisch, dass
0 < —Aw(z*) = —Au(z") + Au(z*) — 2w(0) <0+ 0 —2w(0) <0,

ein Widerspruch.
Die zweite Submittelwerteigenschaft folgt aus der ersten ,SMWE®“ genau so wie die
zweite Mittelwerteigenschaft aus der ersten ,MWE* folgt. [ ]

Bemerkung 8.8.1 Ubrigens gibt es eine Definition von subharmonisch fiir Funktionen,
die nicht unbedingt zweimal differenzierbar sind. Diese Definition verwendet genau diese
Submittelwerteigenschaft.
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8.4 Positive harmonische Funktionen

Theorem 8.9 (Die Harnacksche Ungleichung auf einer Kreisscheibe) Seiu eine
positive harmonische Funktion auf Br(0). Sei r < R. Dann gilt

Z;ZU(O) <u(z) < gt:u(O) fir x € B,(0).

Bemerkung 8.9.1 Sei x,;, € B,.(0) die Stelle in B,.(0), wo die Funktion w ihr Minimum
annimmt und Tyax € B.(0) die Stelle, wo u ihr Mazimum annimmt. Es folgt, dass

R+r R+1)’
< < ).
U(Tmax) < R—ru(()) < (R—r) U(Zmin)

Zum Beispiel qilt fir r = %R, dass

UW(Tmax) < 9 U(Tmin)- (8.17)

Abbildung 8.2: Skizze einer positiven harmonischen Funktion u auf dem Einheitskreis. Auf
dem Kreis mit Radius % gilt u(Tmax) < 9u(Tmin)-

Beweis. Die Formel von Poisson liefert:

u(x L R2_—WU do,,.
(@) /| (v) do,

208 Jiyj=r |z -y’
Fir ||y|| = R und ||z|| = r < R liefert die Dreiecksungleichung, dass

0<R—r=yl—lzl <lly ==l <lyl+llzl = R+,
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und wir finden

R2 — ||z - RP—r> (R—r)(R+r) R+r

lz —ylI* ~ (R—7)* (R—7)" R—r
R2 — ||z||? S R*—r* (R—r)(R+7r) R-r
le —ylI* ~ (R+r)? (R+7)° R+r
Weil u positiv ist, folgt mit der Mittelwerteigenschaft und ||z|| = r, dass
1 R+r R+r
< — do, =
U(x) — 2nR lyl=R R — Tu (y) Ty R — TU(0)7
1 R—r R—r
> do, = 0).
U(:C) - 27TR lyl=R R+Tu<y) Uy R+Tu< )

Theorem 8.10 (Die Harnacksche Ungleichung auf allgemeinen Gebieten) Sei() C
R? ein Gebiet und sei K C Q kompakt und zusammenhingend. Dann gibt es cqx € RT
derart, dass fiir jede positive harmonische Funktion u auf 2 gilt:

max u(z) < cq g minu(z).
TeK TeEK

Bemerkung 8.10.1 Die Schirfe dieser Aussage liegt darin, dass die Konstante unabhdngig

ist von u: fir jede positive harmonische Funktion gilt diese Abschdtzung mit gleicher Kon-
stante.

Beweis. Weil Q offen ist, gibt es zu jedem z € K ein r, > 0 mit B, (z) C Q. Dann ist
{B,,(x)},cx eine offene Uberdeckung von K, und weil K kompakt ist, hat man endlich
viele, die K {iberdecken, sagen wir {B,, (x(i))}?;‘ Setze

r*=min (ry,..., 7).

Als Néchstes kénnen wir endlich viele Kreise aus { B,-/3(z) }me s Wihlen, die K iiberdecken,

nennen wir sie: o
{BT*/3(‘%(Z))}1':1 :

Nennen wir i, und .y die Stellen in K, wo die Funktion « ihr Minimum und ihr
Maximum annimmt. Weil A := [J", Bi,. (™) offen und zusammenhingend ist, gibt es
einen Polygonzug innerhalb von A, der 2, und 2. verbindet.

Diese Konstruktion ist so gemacht, dass der Polygonzug mindestens %r* von 0f) ent-
fernt bleibt. Man wihle 2 = z.., =M, ... , M = g entlang des Polygons mit
|2® — 20+ < 2r*. Es gilt

B2 *<$(i)) cQ
3

T

und mit der Harnackschen Ungleichung fiir die Kugel folgt
U(Tma) = u(zV) < 3u(%x(0) + %IE(I)).
Ebenso kann man zeigen, dass
w(3r® 4+ 12W) < 3u(zW) < gu(ta® + 12@)
usw. Es folgt
U(Tmax) < 9u(zW) < Pu(z®) < - < 3T i)
Die Ungleichung ist erfiillt fiir cq r = 32, wobei M die Zahl der Scheiben mit Radius

%r* ist, die man braucht, um K zu iiberdecken. ]
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Abbildung 8.3: Skizze zum Beweis der Harnackschen Ungleichung.
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Potentialstromungen

9.1 Ein Modell zu Potentialstrémungen

Stromungsprobleme lassen sich oft beschreiben mit Hilfe eines Potentials. Das heifit, das
Vektorfeld v, das die Stromungsrichtung und Stromungsgeschwindigkeit beschreibt, ist
der Gradient einer skalaren Funktion F. Diese Funktion F' nennt man das Potential:

7=-VF (9.1)

Das Minuszeichen ist Gewohnheitssache.

Zusétzlich zu einem Potentialfluss hat man oft noch einen Erhaltungssatz. So ein
(physikalischer) Satz ist zum Beispiel die Annahme, dass in jedes Volumenelement gleich
viel hinein wie heraus flieft. Wenn es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, wird der
Erhaltungssatz beschrieben durch die mathematische Bedingung

V-7=0. (9.2)
Kombiniert man die beiden physikalischen Gleichungen (9.1]) und (9.2]), so bekommt man

AF = 0.

Bemerkung 9.0.1 Diesen Erhaltungssatz
kann man sich plausibel machen. Wenn im
Teilgebiet ) gleich viel hinein wie heraus
fliefst, dann gilt

/ v-1n do=0.
a0

Aus dem Satz von Gauf folgt

/V-ﬁdx:/ v-7 do = 0.
Q o9

Weil dies fiir jedes Gebiet §2 gilt, folgt V - v = 0.

93



94 Woche 9, Potentialstromungen

Das Potential F' ist hier also eine harmonische Funktion. In zwei Dimensionen bedeutet
das, dass wir diese Funktion, jedenfalls lokal, als Realteil einer holomorphen Funktion A

schreiben konnen:
F(z,y) =Reh(x +iy).

Es gibt auch eine physikalische Bedeutung. Bei Potentialstromungen gilt:

Das Vektorfeld v, das die Richtung und Grofle der Stromung angibt, steht
senkrecht auf den Aquipotentialkurven F (x,y) = c.

Also o ( )
) B [ 0:Reh(z+iy
v(z,y) = VF(z,y) = ( Oy Reh (z + 1y) )

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen liefern

O Reh(z+iy) \ ([ OyImh(z+iy)
OyReh(z+iy) ) \ =0y Imh(z+iy) )

Das bedeutet
U(x,y) - VIimh(z+iy) =0

oder, anders gesagt, das Vektorfeld ¢ verlauft parallel zu den Niveaulinien von Im h.
Nochmals anders gesagt:

Die Niveaulinien von Im h sind die Stromlinien der zugehorigen Stromung.

Stromlinien und Aquipotentialkurven stehen also senkrecht. Siehe Abbildung . Man
nennt die holomorphe Funktion h auch das zugehorige komplexe Potential.

Beispiel 9.1 FEin Brunnen, der an einem Punkt eine Flissigkeit in ein homogenes pordses
Material bringt, das geniigend grofs ist, um es als unbeschrinkt zu betrachten, sorgt fiir
ein radialsymmetrisches Potential. Um ein derartiges Potential zu finden, miissen wir

Au(r) =0

losen mit r = \/x? + y2. Es gilt
0 or 0 or
Aur) = Z () + Z (v
4 =2 (u (r)f?I) "oy (u (T)ay)

= u"(r) ((%)2 + (g-;)z) +u'(r) <g—; t g—;;)
() @) o (-2

=u"(r) + %u’(r).

Dann folgt aus w"(r) + u/(r) = 0, dass
In|u'(r)| =c—1Inr.

Es folgt v'(r) = ¢ r~' und
u(r) =c —cylnr.
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Abbildung 9.1: In (4,0) wird zweimal soviel Fliissigkeit hineingepumpt, wie in (—4,0) heraus-
genommen wird. Von links oben nach rechts unten: Niveaulinien des Potentials, Potential mit
Stromungsfeld, Stromungsfeld mit den Niveaulinien vom Imaginérteil des komplexen Potentials,
beide Typen von Niveaulinien zusammen.

Man darf ¢y = 0 setzen, weil Vu unabhdngig von cy ist. Das Strémungsfeld wird
—Vu(r) =cy ( 2 hy? ) :
224y

Aus jedem Gebiet Q mit 0 € Q) fliefit

M:—/ Vu-nda:—/ Vu-ndcr—/ Vu-n do
90 O(N\B:(0)) dB:(0)

T

_ _/ Au d.??—i—/ CQ( ac2—?|J-y2 ) . \/;tz-i—yQ do
Q\B:(0) Il (y)ll=¢ z24y? Va2 ty?

1
:O+02/ —do = 27e,.
ll(zy)ll=e €

Diese Zahl M ist auch genau die Menge (pro Zeiteinheit), die der Brunnen liefert.
Beispiel 9.2 Das Potential, das zu Abbz’ldung gehort, ist (ein Vielfaches von)
F(z,y) =1In ((:U—|—4)2 —|—y2) —21In ((35 — 4)2 +y2) )
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Das zugehorige Vektorfeld ist

— 2(z+f1—)i_24+ 2 4(:137221)_24+ 2
Uz, y) = oy Y Y .
+

(@+9)%+y> (a—4)

Weil F = Reh mit
h(z) =2Log(z+4) —4Log (z — 4),

folgt

Imh(z +iy) = 2Arg (2 +4) — 4Arg (z — 4) = 2Arg ((Z—Fj)z) :
Z_

Man sollte bemerken, dass diese Funktion (x,y) — Imh(z + iy) nur auf einfach zusam-
menhdingenden Teilgebieten von R?\ {4, —4} definiert ist. Weil ein Sprung entlang eines
Schnitts konstant ist, bringt dies kaum Probleme mit sich fiir die Stromlinien.

Beispiel 9.3 FEin magnetischer Dipol hat folgendes Potential:

i

D(z,y) = o

Man hat

1
D — R
(z,y) e<$+iy)7

und die Stromlinien sind die Niveaulinien von

1 —y
Im - = )
x4+ 1y x? + y?

Diese Niveaukurven kann man wie folgt vereinfachen:

2 .
Y .o ??+ (y+5) =5 firc#0,
r? + y? y =0 fiir c = 0.

Abbildung 9.2: Ein Dipol.
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9.2 Potentialstrome mit Randbedingungen

Wenn man eine Potentialstromung in einem Gebiet mit Rand betrachtet, dann kann man
vermuten, dass der Rand eine Stromlinie ist. Anders gesagt, fiir das Potential F' gilt

QF =VF -1 =0 am Rande.
on

Diese Bedingung heifit (homogene) Neumann Randbedingung. ,Homogen“, weil die
rechte Seite 0 ist; ,Neumann“, weil die Normalableitung festgelegt wird.

Beispiel 9.4 Das Potential F(x,y) = Reh (x + iy) mit

1
h(z) =2+ -
(2) =z + p;

beschreibt eine Stromung auflerhalb des Einheitskreises. In Polarkoordinaten:

> COS ,
) sin .

0 0 1 1
7 5 (r + r) cos ( r2) cos =0 firr

Wenn ||(z,y)|| genigend grof§ ist, kann man wie folgt vergleichen:

Reh (Tew) = (T +

I b (rei®) = (r _

Es gilt

F(z,y) =z + A,

22 + 12 ~

L+ 1
VF (xa y) = —Qxyy ~ 0 :
(z2+y2)?

VE(z,y) - ( (1))

In Worten: Weit entfernt vom Einheitskreis ist es fast ein konstanter Strom.

Genauer gesagt:

lim =0

| (z,y)[|—o00

9.3 Beispiele von Potentialstrémungen

Die Konstruktion einer Strémung entlang einer Wand oder um ein Hindernis herum ist fast
mehr Kunst als Mathematik. Der umgekehrte Weg ist einfacher: Wenn eine holomorphe
Funktion gegeben ist, konnen wir eine Wand in eine Stromlinie legen und finden eine
passende Potentialstromung. Ob die tatsdchlich auch alle Eigenschaften hat, die man
mochte, sollte man dann noch kontrollieren.

Beispiel 9.5 Betrachten wir f : C — C mit f(z) = 2% Das zugehdrige Potential und die
Strémungsfunktion sind

F(z,y) = Re ((z + iy)Q) = 2% — o2
S(z,y) =Im ((as + zy)Q) = 2xy.
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Abbildung 9.3: Strémung um den Einheitkreis mit ‘konstantem’ Vektorfeld in co. Rechts eine
Nahaufnahme.

Die Stromlinien sind definiert durch 2xy = c. Man findet:
x=0, y=0 wund die Hyperbeln y = 2£
x

Nehmen wir x = 0 als Wand und betrachten Q = {(x,y);x > 0}, dann sieht es danach
aus, als ob wir eine Stromung gefunden hdtten, die auf die Wand x = 0 zulduft. Betrachtet
man das Stromungsvektorfeld

i) ==VFa) = ().

dann folgt, dass die Stromungsgeschwindigkeit unrealistische Gréfien annimmt.

Abbildung 9.4: Strémung bei z — 22 fiir Rez > 0.

Beispiel 9.6 Wir kinnen die ‘inverse’ Funktion betrachten: f : C\ (—o00,0) — C mit
f(z) = e28()  Diese Funktion ist eine holomorphe Erweiterung von x +— /x. Wir
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betrachten das Potential und die Stromungsfunktion bei if(z) und finden

F(x,y) = Re (Z'e%Log(x-i-iy)) = ... = sign(y)\/%‘ /22 + 2 — le,

S(l’,y) — Im (Z-e%Log(:c-&-iy)) = . = _\/% 22 4+ y2 + %x

Die Stromlinien sind definiert durch S(x,y) = ¢ und diese Gleichung liefert:
V2 + i+ ir=c

Fiir ¢ = 0 findet man y = 0 mit x < 0. Fiir ¢ > 0 folgt via 2* + y* = (v — 20)2, dass
y? = —dcx + 4¢* und
1

)
T = 4Cy + c.

Diese letzte Gleichung bringt uns ‘liegende’ Parabeln.

Abbildung 9.5: Strémung bei der erweiterten Quadratwurzel.

9.4 Joukowski

Joukowski (Nikolai Yegorovich Zhukovsky, 1847 — 1921) war einer der Pioniere auf dem
Gebiet der Aero- und Hydrodynamik.

Beispiel 9.7 Wir kommen zuriick auf f : C\ {0} — C mit f(z) = z+ 1. Diese Funktion
kann man beschreiben als eine ‘two-to-one’ Funktion fir fast alle Bildwerte w = f(z):
Man kann zeigen, dass

f(z1) = f(z0) & <21 = 29 oder z; = i) )

22

Nur fir z=1 und z = —1 hat f(z) nur einen Punkt im Urbild. Wir geben eine Tabelle:
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z = z+ %

1 — 2

-1 > —2

7 — 0

—1 — 0
0B1(0) +— [-2,2]

Man kann sogar zeigen, dass jeder Kreis, der sowohl 1 als auch —1 enthdlt, abgebildet
wird auf einen Teilkreis, der —2 und 2 verbindet. Dazu verwenden wir, dass

f(z) =gs09200:(2) (9.3)

mait

g2

z—1 __ 2 __
Sew | B | wiev

1+ (2D 14217 2242 1
O (@) :2 Z+1 :2 :2 :z+_
930 g2 0 g1(2) 1_ (;_r})z s 12— 2_1)2 Az ~

Die Funktionen g und g3 sind gebrochen-lineare Funktionen (Mdbiusabbildungen), die
‘Kreise und Geraden’ abbilden auf ‘Kreise und Geraden’.

o Weil gi(—1) = oo und g1(1) = 0, wird jeder Kreis durch —1 und 1 abgebildet auf
eine Gerade durch 0.

e Die Funktion go bildet Geraden durch 0 ab auf halbe Geraden, die O mit co verbinden.

o Weil g3(0) = 2 und g1(00) = —2, wird jede dieser halben Geraden abgebildet auf
einen Kreisteil oder ein Intervall, das 2 mit —2 verbindet.
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-2iF -2ir

-3if =3ir

-aib —4ik

Diese Zusammenstellung von drei holomorphen Abbildungen erlaubt es uns zu folgern,
dass fiir jeden Kreis OB ;772 (th) in C mit h € R gilt: Die Abbildung

ist injektiv. Bemerke, dass OB ;72 (ih) einen Kreis durch 1 und —1 beschreibt. Den
Sonderfall fiir h = 0 haben wir schon betrachtet.

Beispiel 9.8 Die Joukowski-Transformation verwendet einen Kreis durch 1, dessen Mit-
telpunkt im zweiten Quadranten nicht sehr weit von 0 entfernt ist. Dann liegt —1 in-
nerhalb des Kreises. Das Bild dieses neuen Kreises sieht aus wie der Querschnitt eines
Flugzeugfliigels. Bei moderaten Geschwindigkeiten kann man die Luft um den Fliigel als
inkompressibles Fluid betrachten und so explizit die Stromung berechnen. Das heif§t, man
betrachtet die analytische Funktion, die diese Stromung um den neuen Kreis liefert und
bildet diese mittels der konformen Abbildung im letzten Beispiel auf das Komplement des
Fliigeldurchschnitts ab. Der Rand des Fliigels wird so eine Stromlinie.
Das komplexe Potential fiir die Stromung um das Fligelprofil findet man durch

h=foTog
mit ] .
f(z)=2z+ ot T(z)=az+b und g(z)= (flC\B\/m(ihO (2).

e Die Funktion g ist die inverse Funktion zu f auf dem Komplement des kleineren
Kreises in Abbildung[9.6. Das Urbild vom Komplement des Fligels unter Abbildung
g ist das Komplement des grifleren Kreises links in Abbildung[9.6,
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2r- 2

2k 2+

Abbildung 9.6: Zwei Kreise und deren Bilder unter z +— z + %

o Fiir die Funktion T soll man a,b € C so wdhlen, dass T (B1(0)) genau die Kreis-
scheibe des gréferen Kreises links in Abbildung ist.

e Die Kombination h = foT o g bildet C/[—2,2] holomorph ab auf das Komplement
des Fliigels.

Diese Zusammensetzung liefert aber noch nicht das passende Modell. Statt f benutzt
man

fa(z) =2+ % + i Log (—2)

und muss sich dann tiberlegen, wie man mit dem Schnitt (1, 00) umgeht.
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Biholomorphe Abbildungen

10.1 Konform und biholomorph

Eine konforme Abbildung erhélt Winkel und Orientierung. Damit ist Folgendes gemeint:
Wenn sich zwei Kurven schneiden, dann schneiden sich die Bildkurven mit gleichem Win-
kel und gleicher Orientierung. Dies bedeutet: Wenn sich die glatten Kurven ~; und 7,
schneiden, sagen wir 7, (t1) = 7v5(t2), und h eine konforme Abbildung ist, dann gilt

s () - (i) o1

Definition 10.1 Sei U C C offen. Fine Abbildung h : U — C heifit konform, wenn

1. glatte Kurven in U durch h dberfihrt werden in glatte Kurven, und

2. h winkel- und orientierungstreu ist, also, dass qgilt fiir alle sich schnei-
denden glatten Kurven v,,v, in U.

Bemerkung 10.1.1 In der Literatur ist ,konform* (Englisch: conformal) nicht eindeutig
definiert. Manchmal wird zusdtzlich die Injektivitit der Abbildung verlangt.

Lemma 10.2 Jede holomorphe Abbildung h : U — C mit h' # 0 in U ist konform.

Beweis. Wenn v, : [a,b] — U und 7, : [¢,d] — U glatte Kurven sind, die sich schnei-
den, sagen wir p = 7,(t1) = 7,(t2), dann sind Winkel und Orientierung des Schnittwin-
kels festgelegt durch Arg (7] (t1)/7v5(t2)). Fiir die Bildkurven h o «; und h o vy, wird dies

Arg ((hom) (1)/ (ho )’ (). Weil

(hoyy) (1) _ I (m(t))7i(t) _ i 1
(hovy) (ta) W (7a(t2))va(ta) I (p)Va(ta)  a(ta)’

sind Winkel und Orientierung der Kurven in p mit denen der Bildkurven in A(p) identisch.
Weil fiir eine glatte Kurve 4/ # 0 gilt, ist dieser Quotient wohldefiniert. [ ]

(t)  Wp7nt) v

103
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4

Abbildung 10.1: Einige Kurven und ihre Bilder unter einer konformen Abbildung.

Definition 10.3 Sei U C C offen. Fine Abbildung h : U — C heifit btholomorph, wenn
h:U — h(U) holomorph und bijektiv ist und auch die inverse Funktion h'™ : h(U) — U
holomorph ist.

Wenn h holomorph ist auf U, dann kann man diese Funktion fiir jedes w € U als
konvergente Potenzreihe schreiben:

h(z) = Zan (z—w)".

Wenn A/ in w eine k-fache Nullstelle hat, dann gilt ;. 20 und a; = ay =--- = a; = 0.
Wenn zwei glatte Kurven «y; und 7, sich in w schneiden, sagen wir v, (t1) = 7,(t2) = w,
dann folgt mit

h(z) — h(w) :Zan(z—w)": Z a, (z —w)",

dass man den Winkel zwischen den aus h(w) gehenden Bildkurven ho~, und ho-, findet
durch:

= lim Arg

lim A
im Arg i

el0

((h o) (t1+¢)— h(w)> (ZZOHl a (71(t1 +¢€) — w)")

(hovy) (2 +€) = h(w) Y onmkr1 @n (a(t2 +€) —w)"

 Jim Arg (a (nltr ) - w>’““> I ((e y <n>>’€“>

40 1 (Yt +2) —w)* ) el (e 74(t2))""
— A (’7,1(t1))k+1
= Arg p .
V5(t2)
Weil bei einer konformen Abbildung die Argumente identisch sind fiir alle glatten

Kurven, die sich in w schneiden, folgt & = 0. Man sieht, dass ' # 0 notwendig ist fiir eine
konforme Abbildung.

Im Gegensatz zu differenzierbar und f’ # 0 fiir reelle Funktionen, reicht holomorph
und A’ # 0 nicht, um eine bijektive Abbildung zu haben bei komplexen Funktionen. Lokal
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reicht zwar diese Bedingung (holomorph und 7/ # 0), aber am Beispiel z + 2% : C\ {0} —
C\ {0} sieht man sofort, dass die Bedingung nicht ausreichend ist fiir eine globale Aussage

beziiglich der Bijektivitét.

s p soif-
\;Gif \ 60i |-
)| \ ol
2i i

\

= -
—ZI’// -20i -
Al ol
J"‘Gi —60i |-
s S~  eif

Abbildung 10.2: Ein Gebiet und sein Bild unter z — 22.

Wir werden in diesem Kapitel die Frage studieren, unter welchen Bedingungen zwei
Gebiete sich biholomorph aufeinander abbilden lassen. Einen ersten Schritt liefert das
folgende Ergebnis:

Theorem 10.4 (Gebietstreue) Sei G C C ein Gebiet[] und h : G — C holomorph und
nichtkonstant. Dann ist auch h(G) ein Gebiet.

Bemerkung 10.4.1 Diese FEigenschaft ist nicht giiltig fir differenzierbare Abbildungen
in R™. Betrachte zum Beispiel f : R? — R? mit f (x,y) = (22,y). Siehe Abbildung|10.4.1

Beweis. Wir miissen zeigen, dass h(G) offen und zusammenhéngend ist. Der Zusammen-
hang von h(G) folgt direkt: Weil G ein Gebiet ist, gibt es einen Weg ~, der z; und 2z,
innerhalb G verbindet. Dann werden h(z;) und h(z3) durch den Weg h o« innerhalb von
h(G) verbunden.

Um zu zeigen, dass h(G) offen ist, miissen wir fiir jedes wy € h(G) ein € > 0 finden
mit B.(wp) C h(G).

Sei wy € h(G). Dann gibt es ein zp € G mit wy = h(zp). Wenn b’ (z) # 0 gilt, dann
existiert lokal eine inverse Funktion und wir wéren schnell fertig. Leider kann man dies
nicht annehmen. Weil h jedoch nicht konstant ist, dann gilt wegen des Identitédtssatzes
Theorem [7.6] dass die Losungen von h(z) — wy = 0 keine Hiufungspunkte haben. Also
gibt es ein r > 0 derart, dass es aufler zy auf B, (29) keine Losungen von h(z) — wg = 0
gibt. Wir diirfen r so wihlen, dass B,(z9) C G. Wir setzen

m = inf {|h(Z) — wo|;Z € OB, (20)}.
Weil 0B, (z) kompakt ist und h stetig, gilt

m = min {|h(2) — wo|; Z € 9B, (20)}

'In Definition wird Gebiet definiert als eine offene, zusammenhéngende Menge.
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I I I I
“10 “05 00 05 10 00 02 04 06 08 10

Abbildung 10.3: Rechts das Bild des linken Gebietes unter der Abbildung f aus Bemerkung
die nicht holomorph ist. Das Bild der offenen Ellipse ist nicht offen, da rechts die Gerade
zwischen i und —i sowohl in als auch auf dem Rand von h(G) liegt. Die Abbildung ist nicht
gebietstreu.

und es folgt, dass m > 0.
Wir behaupten, dass
B%m(wo) C h(By(20))-

Man beweist dies durch einen Widerspruch und nimmt an, es gibt w; € B 1 m(wp) derart,

dass h(z) = wy keine Losung in B, (z) hat. Dann ist ¢ : B,(z9) — C mit
1
g(Z) - h(Z) — w

holomorph. Das Maximum-Prinzip, Theorem liefert uns, dass fiir z € B, (29) Fol-

gendes gilt:
1

Dann findet man fiir z € B,(z), dass

i

[z € 8Br(zo)}.

|h(2) — wq| > min {|h(Z) — w1|;Z € 0B.(20)} >
> min {|h(Z) — wo|;Z € 0B,(20)} — |w1 — wo| >
2

1 1
>m 3M = sm.

Fiir z = 2y gilt aber auch
|h(z0) — wy| = |we — wq| < %m

und wir erhalten einen Widerspruch. [

10.2 Kreisscheibe zu Kreisscheibe

Die gebrochen-linearen Abbildungen bilden ,Kreise und Geraden“ ab auf , Kreise und
Geraden“. Mochte man die Einheitskreisscheibe biholomorph auf sich selber abbilden,
dann passen bestimmte gebrochen-lineare Abbildungen:
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Lemma 10.5 Sei zy € B1(0) und ¢ € (—m,7]. Dann ist f : B1(0) — B1(0) mit

zZ— 20

f(z) =€ (10.2)

1—7%2=z

biholomorph von B1(0) nach By(0).

Beweis. Fir |z] < 1 gilt

fp =i 2R B Grr D) tlal
1—2021—-20Z2 1— (Zoz+ 2 2)+ |2|" |20

L O-ERO-lR) G-

1— (Zoz+202) + |2 |20 11— 72|

Also gilt f(B1(0)) C B41(0).
Betrachte nun

g(2) = 71— —
mit wy = —e“Pzy. Weil auch wy € B;(0) gilt, hat g dhnliche Eigenschaften. Es folgt
9 (B1(0)) € B1(0). |
Man hat weiter, dass g o f(z) = z. Anders gesagt: g = f"". |

Lemma 10.6 (Das Schwarz’sche Lemma) Sei f : B1(0) — B1(0) holomorph und sei
f(0) = 0. Dann gilt:

Lf(2)] < |z und | f(0)] < 1;
2. Wenn auferdem f'(0) = 1 oder f(z0) = 2o fiir ein 2y € B1(0)\ {0}, dann gilt
fz) ==
Beweis. Wir definieren ¢ : B;(0) — C durch
B f(2)/z furz#0,
9(=) = f(0) fir z=0.

Weil f holomorph ist auf By (0) und f(0) =0, gilt f (2) = > 5o, £/* (0) 2" fiir |2] <1
und

— 1 1
g(2) :Zﬁf(’“) (0) 21 fiir |2| < 1.
k=1

Also ist g auch holomorph. Wegen des Maximum-Prinzips gilt fiir z € B1(0) und alle
r € (|z],1), dass
f(w)

|9(2)| < max|g(w)| = max ”

= ol =r

Weil dies fiir alle r € (||, 1) gilt, folgt |g(2)| < 1 und so auch
|7(2)] <|z| und |f(0)] < 1.

1
<=
.

Fiir das zweite Ergebnis betrachten wir das Maximum-Prinzip genauer. Man findet:
lg(2)] < 1in By(0) oder g(z) ist konstant auf B;(0).

Weil wir annehmen, dass f'(0) = 1 (es folgt g(0) = 1) oder f(zy) = 2o (es folgt g(29) = 1),
findet man, dass g konstant gleich 1 ist. Und g (2) = 1 impliziert f(z) = 2. u
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Korollar 10.7 Die einzigen biholomorphen Abbildungen von By(0) nach By(0) sind die
in (103
Beweis. Sei f: B1(0) — B;(0) biholomorph. Definiere w = f(0) € B;(0) und setze
z—w
h(z) = :
() 1 —wz
Dann ist ho f : B1(0) — Bi(0) biholomorph und h o f(0) = 0. Das bedeutet, dass
ho fund (ho f)™ die Bedingungen des Schwarz’schen Lemmas erfiillen. Es folgt, dass

[(ho f)(0)] <1 und ’((h o f)inV>' (0)‘ < 1. Dann gilt |(ho f)'(0)] = 1. Nehmen wir

p=—Arg ((ho f)(0),
dann gilt fiir z — ¢ (ho f) (2), dass € (ho f)' (0) = 1 und das heifit

e (ho f)(z) =z

und nach Umformung findet man
f(z) = W™ (e7%%z).

Diese Funktion hat eine Form wie in (|10.2]). [

10.3 Riemannscher Abbildungssatz

Theorem 10.8 (Der Riemannsche Abbildungssatz)
Sei G ; C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe
Abbildung h : R + iRt — G.

Bevor wir einen Beweis geben kénnen, braucht es noch einiges an Vorbereitung. Den
Beweis finden Sie dann auch erst im letzten Kapitel.

Bemerkung 10.8.1 Man kann sogar zeigen, dass diese Abbildung h sich erweitern ldsst
zu einer stetigen Abbildung auf R + i [0, 00).

Bemerkung 10.8.2 Bernhard Riemann hat dieses Ergebnis unter der Bedingung, dass
G einen stickweise glatten Rand hat, in seiner Doktorarbeit 1851 formuliert. Sein Beweis
dieses Satzes war nicht vollstindig. Ein echter Beweis wurde erst sechzig Jahre spiter
gefunden.

FEin relativ eleganter Beweis verwendet Variationsrechnung und braucht einige funk-
tionalanalytische Ergebnisse.

Bemerkung 10.8.3 Fir G = B1(0) kann man zeigen, dass h : R + iRt — B1(0) mit
z—1

z+1

so eine biholomorphe Abbildung ist. Wenn man diese Abbildung zusammensetzt mit einer
aus Theorem[10.8, dann findet man, dass jedes einfach zusammenhingende Gebiet G C C
mit G g C als Bild der Einheitskreisscheibe unter einer biholomorphen Abbildung zu

bekommen ist. Also gilt auch, dass sich ein solches Gebiet bitholomorph auf die Kreisscheibe
abbilden ldsst.

h(z) =

Bemerkung 10.8.4 Wenn man zwei biholomorphe Abbildungen hy, he von Bi(0) auf G
hat, dann ist hi™ o hy eine biholomorphe Abbildung von B;(0) auf Bi(0).
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10.4 Konstruktion biholomorpher Abbildungen

10.4.1 Von der Halbebene zum Sektor
Wir konstruieren eine biholomorphe Abbildung
h:R+iRY — {2z €C;Arg(2) € (p,¢)}
mit —7 < ¢ < ¢ < 7. Dazu verwenden wir:
hy : R4+ iRt — RT +4R mit hy(z) = —iz,
hy i RY +iR — {2 € C;|Arg (2)| < %52} mit ho(z) = 7 Log(®),
hs: {z € Ci|Arg (2)] < 52} — {2 € C; Arg (2) € (¢, ¥)} mit hy(z) =€ 2 2.

4i- 4i-
3i 3i-
20 2i -
i~ i~
h I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 ) -4 -3 -2 -1 2 3 4
ik ik
2i 2i
-3i 3
—4i- —4i -
\l/ hl hS |
4i 4i
3i 3
2i 2i 1
i ir
I I I I I I I I h2 I I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
- ik
-2il -2i
-3i|- -3iF
—aif —4ilk

Nur bei hs muss man vielleicht noch etwas erklaren. Fiir o € R ist die Funktion z —
e*102(?) eine analytische Fortsetzung von z — z® auf R*. Fiir alle € R und z # 0 folgt

[0}

aLog(z)‘ —e

alnfz| _ |

le 2|
Fir a € (0,2] und z € R* + 4R folgt
Arg (eaLog(z)) _ AI‘g (ea(1n|z\+iArg(z))) _ Arg (eiozArg(z)) _ ozArg (Z) )

Die letzte Identitét verwendet, dass aus a € (0,2] und |Arg (z)| < 37 folgt, dass Arg (z) €
(—m, 7). Genau dieser Fall trifft zu, weil *=£ € (0,2)].
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10.4.2 Von der Halbebene zu einem Polygon mit drei Kanten

Seien /. C C Halbgeraden mit 1 als Endpunkte. Diese Halbgeraden sollen nicht durch
0 gehen. Wir betrachten G C C mit 0G = ¢_ U [—1,1] U/, und mit ie € G fiir geniigend
kleines €. Die letzte Bedingung legt fest, dass G ,,oberhalb® von [—1, 1] liegt.

_4il

Abbildung 10.4: Gebiet mit drei Teilgeraden als Rand

Betrachte eine Funktion A : R + iR* — C mit der Ableitung
W(z)=(z4 1)V (2= 1)/,
wobei man die Potenzen wie folgt nimmt:
w® = exp (a Log (w))
und
Log (w) = In |w| + iArg (w) fir Arg (w) € (—m, 7| .

Die Funktion A’ ist holomorph auf C \ (—o0, 1] und hat also auch eine Stammfunktion A
auf C\ (—o0,1] und C\ (—o0,1] D R + iR*. Das heifit, die Annahme, dass es so eine
Funktion h gibt ist erlaubt.

Fir z =x € R gilt

Arg ((m n 1),%1/”) [ e fiwa <1,
0 firz>-1

und

Arg <(x - 1)%1/#) _ | e fare <,
0 fir x > 1.

Es folgt, dass
—p_ — @ fiirez < -1,

Arg (W (z)) = —py  firze(-1,1), (10.3)
0 fir z > 1,



10.4 Konstruktion biholomorpher Abbildungen 111

/
) )1—1;

Il
-2 - 01 1 2 3

Abbildung 10.5: Die Richtungséinderungen ¢_, und ¢ .

und
emi(e-1tes) |z + 1|$ |z — 1|# fir o < —1,
W(x) = e+ 17 e =17 fire e (=1,1), (10.4)
|x—i—1|$|x—1]7gjr+1 fir z > 1.

Weil z — (z 4+ 1)7?-/™ (z — 1)79+/™ holomorph ist auf dem einfach zusammenhéngenden
Gebiet R x R™ existiert eine Stammfunktion, zum Beispiel definiert durch

h(z)= / (w+ 1) (w — 1)/ duw,
[0,2]

Diese Funktion A ist sogar holomorph erweiterbar auf C\ ({1, —1} + i (—o0,0]). Wenn
v, < m is h sogar stetig erweiterbar in {—1,1}. Nennen wir auch diese Erweiterung h.
Wir finden dann, dass die Kurve v : R — C mit v(¢) = ¢, die den Rand von R + iR*
parametrisiert, durch h abgebildet wird auf die Kurve A o «, und fiir deren Richtung gilt

(hon)' (t) = (v(1)7'(t) = I (t).

Weil Arg (h'(t)) durch festgelegt wird, ist die Bildkurve die Kombination von 3
Teilgeraden. Wegen ¢, < 7 ist A’ auf R integrierbar und wir finden sogar, dass h auf
R + i[0,00) stetig ist. Das bedeutet, dass das Bild h o v zusammengesetzt ist aus ei-
ner Halbgeraden mit Richtung e_i<“’*1+“”+1), die in z_; = h(—1) endet, einem Interval
[2_1, 241] mit Richtung e~*+1 und einer Halbgeraden mit Richtung 1, die in z,; anfingt.
Eine lineare Transformation 7', die z_; auf —1 und z,; auf 1 abbildet, vervollstindigt den
Beweis: :
2e'P+1

Tz)=1++———
) 221 — 244

(z = 211).

Die von uns gesuchte Funktion ist 7o h. Eine explizite Formel fiir T'o h bekommt man im
Allgemeinen nur, wenn man die sogenannten hypergeometrischen Funktionen als explizit
definiert. Zum Berechnen einer Stammfunktion h braucht man Hilfe von zum Beispiel
Mathematica.

Beispiel 10.9 Von der Halbebene zu ein halber Streifen:
)= Integrate[(z+1)"(-1/2) (z-1)"(-1/2), z]
V-1+2z ]

V2
Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR folgt.

ouffij= 2 ArcSi nh [
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I

N

‘ -

Viele dieser konformen Abbildungen fiithren zu einer Klasse von speziellen Funktionen,
den sogenannten hypergeometrischen Funktionenﬂ Sie sind als Potenzreihe von 2z mit
drei Parametern wie folgt definiert:

oFi(a,b,c;z) = Z Z

n=0

mit dem Pochhammer Symbol:

fiir n =0,

1
(:r;)n:{ r(x+1)...(x+n—1) firneN".

Beispiel 10.10 Von der Halbebene zu einem Polygon mit zwei Winkel der Grifse %7‘(’.‘
o= Integrate[(z+1)"(-1/3) (z-1)"(-1/3), z]

2/3 1 2 5 17
3(-1+2) HypergeorretrchFl[g, 53 T]

Out[9]= 5 91/3 5

Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR* folgt.

4

c

Beispiel 10.11 Von der Halbebene zu einem gleichseitigen Dreieck:
o= Integrate[(z+1)"(-2/3) (z-1)"(-2/3), z]

1/3 2 4 1-z
3 (-1+2)"® Hypergeonetric2Fl |z, 3 3 T]

w\l—‘

out[59]= 2273

Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR* folgt.

2John Wallis hat den Term schon in 1655 verwendet. Auch Euler uns Gauf8 haben hypergeometrische
Funktionen betrachtet.
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Bemerke, dass ooc durch h abgebildet wird auf einer der Ecken.

1

2

3

4

Beispiel 10.12 Von der Halbebene zu einem Dreieck mit Winkel }177 und %71’.‘

ns6l:= Integrate[(z+1)"(-3/4) (z-1)"(-3/5), z]

5 (-1+2)2° Hyper geonet ri c2F1 |

[LIEN)

3

5’ 1;]

out[56]=

2 « 23/4

Ein Bild zu dieser Abbildung h von R + iR* folgt.

Beispiel 10.13 Von der Halbebene zu (R x i[1,00)) U (RT)?:

Auch hier ein Bild:

1

2

3

4

h
%

113
it ( ‘
it ( ‘

Bemerkung 10.13.1 Wie oben beschrieben kann man durch Verschiebung und Dreh-
skalierung zwei beliebige Eckpunkte bekommen.
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Bemerkung 10.13.2 Wie man im 3. und 4. Beispiel gesehen hat, funktioniert diese
Konstruktion sogar, wenn ¢_; + ¢, > m. Dann schneiden sich die beiden Geraden. In
diesem Fall wird oo auf die dritte Ecke des entstandenen Dreiecks abgebildet.

Bemerkung 10.13.3 Wenn man eine dhnliche Konstruktion ansetzt bei vier Eckpunkten
(oder drei echten endlichen und oo als viertem), dann bemerkt man spdtestens bei der
Transformation, dass man das Verhdltnis der Lingen der Seiten nicht direkt im voraus
festlegen kann. Ein Viereck ist, abgesehen von Skalierungen und Verschiebungen, festgelegt
durch drei Winkel und das Ldangenverhdltnis zweier benachbarter Seiten.

Bemerkung 10.13.4 FEs gibt ein Ergebnis, dass nach Christoffel| und Schward| benannt
ist, das besagt, dass man fir jedes Polynom P mit n Ecken eine biholomorphe Abbildung
von R+ iR™ auf P findet mittels

h(z) = a+6/ H(w — 21) " dw.
[0,2] 1.4

10.5 Biholomorph bei mehrfachem Zusammenhang

Die Frage, ob ein Gebiet mit n Lochern sich biholomorph abbilden l&8t auf eine Kreis-
scheibe mit n kreisformigen Lochern ist auch heute noch aktuell. Schauen Sie sich dazu
folgenden Artikel an:

SIAME] News, Volume 41, Number 1, January/February 2008. Breakthrough in Con-
formal Mapping by James Case.

https://archive.siam.org/pdf/news/1297.pdf

3Elwin Bruno Christoffel (1829 - 1900) war Schiiler am Friedrich-Wilhelm Gymnasium in Ko6ln.
4Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921)
5Society for Industrial and Applied Mathematics


https://archive.siam.org/pdf/news/1297.pdf

Funktionentheorie, Woche 11 F(Z)

Funktionen und Polstellen

11.1 Meromorphe Funktionen

Definition 11.1 Sei U C C offen und sei f : U\ P — C eine wohldefinierte Funktion mit
P den Stellen z € U, bei der es eine Folge {zp},cny C U gibt mit z, — z und f(z,) — 0o.

Wenn Folgendes gult:
1. f:U\P — C ist holomorph,
2. P hat keine Hdaufungspunkte und besteht nur aus Polstellen von f,

dann erweitert man f durch f(z) = oo fir z € P und man nennt f : U — C meromorph
auf U.

Fiir die Erweiterung gilt also P = f~!(o0). Auch f: U\ P — C wird in dem Fall oft
schon meromorph auf U genannt.

Beispiel 11.2 Wenn p ein Polynom vom Grad gréfser gleich 1 ist, dann ist

2 q(z) = 1/p(2)
eine meromorphe Funktion auf C. Hier ist P die Menge der Nullstellen von p.
Beispiel 11.3 Die Funktion
z > tan (2)

ist meromorph auf C. Hier hat man P = {(% + k;) m k€ Z}. Eine Skizze der Funktio-
nenlandschaft finden Sie in Abbildung|11.1]

Beispiel 11.4 Die Funktion
z+— f(z) :==exp(l/z)
ist zwar holomorph auf C\ {0}, jedoch nicht meromorph auf C.

Es gilt, dass 1/n — 0 und f(1/n) — oo und also 0 € P. Wenn f einen Pol von
Ordnung m in 0 hdtte, dann wiirde lim,_,q 2™ f (2) existieren. Fiir alle m € Nt gilt jedoch

léfgx f(x) = oc.

115
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Abbildung 11.1: Die Funktionenlandschaft von z — tan (z).

Wenn f: U CC— C eine Nullstelle von Ordnung m hat in w € U und holomorph ist
auf B, (w) mit r > 0, dann hat z — 1/f (2) eine Polstelle von Ordnung m in w. Wegen
des Identititssatzes (Theorem haben die Nullstellen von f keine Haufungspunkte in
B, (w), und es folgt, dass die Polstellen von 1/f in B, (w) keine Haufungspunkte haben.

Lemma 11.5 Sei U C C ein Gebiet.

1. Wenn f,g : U — C holomorphe Funktionen sind mit g #Z 0, also g ist nicht die
Nullfunktion, dann ist f/g meromorph auf U.

2. Wenn h meromorph auf U ist, dann gibt es zu jedem w € U eine Umgebung B,(w)
und zwei holomorphe Funktionen f,q: B.(w) — C mit h = f/g.

Beweis. 1) Wenn die Funktion g holomorph ist und nicht identisch 0, kénnen die Null-
stellen keine Haufungspunkte haben, und die Nullstellen sind endlicher Ordnung. Siehe
Theorem . Eine Nullstelle von g mit Ordnung n fiithrt zu einem Pol in f/g (wenn nicht
auch f eine Nullstelle hat an der Stelle, wo g eine hat).

2) Sei w € U. Wenn h keinen Pol in w hat, dann ist A holomorph in w und man
kann h mit Hilfe einer Potenzreihe f mit positivem Konvergenzradius schreiben. Man
setze g = 1. Wenn h einen Pol von Ordnung n hat, setzt man ¢g(z) = (z — w)", und die
Funktion z — (z — w)" h(z) kann man in w zu einer holomorphen Funktion erweitern. m

Bemerkung 11.5.1 Wenn man sagt, dass die Funktion z — = auf C meromorph ist,

) sin(z)
dann meint man, dass

42 .
e fiir z & 77,

f(z)= 0 firz=0,
oo fir z € wZ\ {0},

meromorph ist. Die Léocher in der Formel fiir f werden sozusagen ,automatisch passend
ausgestopft”. Wenn es bei w eine hebbare Singularitit betrifft, setzt man f (w) = lim f (2),
Z—w

und sonst, weil es dann nur ein Pol sein kann, setzt man f (w) = oo.



11.2 Nullstellen, Pole und ein Kurvenintegral 117

Korollar 11.6 Sei U C C offen, sei f : U — C meromorph und f #Z 0. Dann gibt es fir
jedes w € U eine Zahl v € RT, ein kg € Z und eine Folge {@k}kogkez C C derart, dass
ax, 0 und

f(2)=> " ar(z—w)" firze B, (w)\{w}. (11.1)
k=Fko
Das heifst, i ar (z — w)" konvergiert auf B, (w), und
k=0

o fiir kg > 0 hat f eine Nullstelle von Ordnung ko in w;
e fiir ko < 0 hat f eine Polstelle von Ordnung |ko| = —ko in w.

Beweis. Wegen Lemma gibt es 1 > 0 und holomorphe Funktionen f1, fo : B,, (w) —
C mit f(z) = f1(2)/f2(2). Dann ist fy auf B,, (w) als Potenzreihe zu schreiben:

F2(2) =) bm(z—w)"

bei der wir mg die kleinstmégliche Zahl in N nehmen derart, dass b,,, # 0. Dann gilt

1 1 1 1

fa(2) 2oy b (2 —w)™ C(z—w)™ > g bm (2 = w)™ ™ ‘

Fiir die Funktion g (2) = > _0°_ by (2 — w)™ ™ gilt g (w) # 0 und daher ist z — 1/g (2)

holomorph in einer Umgebung B,, (w). Es folgt, dass

1 1
f(z) = mfl (2) M
Weil z — fi(2) /g (2) holomorph ist auf B, (w) mit r = min {r,72}, kann man die-
se Funktion als Potenzreihe auf B, (w) schreiben und wenn man dann durch (z — w)™

dividiert, folgt (11.1)). |

Lemma 11.7 Sei U C C ein Gebiet. Wenn f,g: U — C meromorphe Funktionen sind
mit g £ 0, dann sind f+ g, f — g, f.g und f/g meromorphe Funktionen auf U.

Der Beweis ist fast direkt und wird dem Leser iiberlassen.

Bemerkung 11.7.1 Wenn f,g: C — C meromorphe Funktionen sind, ist fog: C — C
im Allgemeinen nicht meromorph. Das Standardbeispiel ist f (z) = expz und g (z) = 1.
Die Funktionen f und g sind meromorph auf C; die Funktion f o g jedoch nicht.

11.2 Nullstellen, Pole und ein Kurvenintegral

Sei U C C offen, und sei I" das Bild einer linksherum laufenden (differenzierbaren) Jordan-
Kurve v. Wir nehmen dabei an, dass I' und sein Innengebiet in U liegen.

Sei f meromorph auf U und derart, dass f weder Nullstellen noch Polstellen auf I'
hat. Wir schreiben dann fiir die Nullstellenzahl bzw. Polstellenzahl von f innerhalb
der Kurve I':

#n(f,T) = die Zahl der Nullstellen von f innerhalb von T,
#p(f,I') = die Zahl der Polstellen von f innerhalb von T,
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Abbildung 11.2: U, I" und die Richtung von -y

wobei diese Zahl inklusive Multiplizitat gezahlt wird. Die Multiplizitdt einer n-fachen
Nullstelle ist n; die Multiplizitét eines Pols von Ordnung m ist m.

Im néchsten Beispiel sieht man nochmals wie diese Multiplizitdt gemeint ist.

(z—1)2(2+i)(2—5)* sin(z)?

Beispiel 11.8 Die Funktion g(z) = (1%

st meromorph und man findet

i) 1 ist eine Nullstelle mit Multiplizitit 2;
ii) —i ist eine Nullstelle mit Multiplizitat 1;
iii) 5 ist eine Nullstelle mit Multiplizitit 4;

w) 0 ist eine Nullstelle mit Multiplizitat 1:
Fiir |z — 0] < € mit € klein gilt
(z=1*(z+1) (2= 5)*

5 1st ungleich 0 und holomorph
(z+1)

Z =

und
in(2) G5 H O 10,

z z

v) —1 ist eine Polstelle mit Multiplizitat 2.
Also gilt fiir T : [0,27] — C mit T'(t) = 2¢™, dass
#n(g,)=2+1+1=4 und #p(g,I') =2.
Die Nullstelle 5 liegt auferhaldb T".

Lemma 11.9 Seien f und I' wie oben und sei vy eine Parametrisierung von I'. Dann gilt

#n(f,T)—#p(f.]) = %/ ?I((j)) dz. (11.2)

Beweis. Sei m € Z und w € U. Lokal hat man f(z) = > "> a;(z — w)* mit a,, # 0.
Wenn m > 0, dann ist w eine Nullstelle von f mit Ordnung m. Wenn m < 0, dann ist w
eine Polstelle von f der Ordnung —m. Es gilt fiir m # 0, dass

Fz) _ Yk (z—w) 1 B
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bei dem ,

TR+ m)arn (s~ w)
ZZO Qptm (Z - w)f

eine in einer Umgebung von w holomorphe Funktion ist. Weiter gilt

h(z)

h(w) = 29 —

Qm

Die Funktion z — f’(z)/f(z) ist holomorph in einer Umgebung von w, wenn f in w keine
Nullstelle und auch keine Polstelle hat. Wenn f in w eine Nullstelle oder Polstelle hat,
hat z — f/(z)/f(z) einen Pol von Ordnung 1 und es folgt

(f') { #n (f,0B:(w)) fiir m > 0,
Res, | = | =m =

Der Residuensatz liefert das Ergebnis. [ ]

Abbildung 11.3: Das Kurvenintegral in zahlt Nullstellen minus Polstellen innerhalb der
Kurve. Hier ist die Funktionenlandschaft zu f (z) = sinc(c; Slglz()z)) skizziert. Fiir die skizzierte Kurve

liegen 2 Nullstellen und 5 Polstellen innerhalb, alle mit Multiplizitdt 1. Man findet hier, dass
/f'(z)dz =2-5=-3.
.

f(z)

Theorem 11.10 (Rouché) Seien f und g meromorphe Funktionen auf U und seien f
und " wie oben (das heifit f hat keine Pol- und keine Nullstelle auf T'). Wenn

lf(2) —g(2)| < |f(2)| fir allez €T, (11.3)

dann gilt
#n(f, 1) —#p(f,T) = #n(g, 1) — #p(g, ). (11.4)
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Bemerkung 11.10.1 Wenn f und g holomorph sind, dann findet man

#N(fﬂ F) = #N(g7r)

Beweis. Betrachte h(6,z) = (1 —0) f(z) + 0g(z) fir § € [0,1]. Fiir alle 6 € [0, 1] ist
z +— h(0, z) eine meromorphe Funktion. Aulerdem gilt

1f(2) = h(0,2)] = 01f(2) —g(2)| < |f(2) —g(2)| <|f(2)] fiir alle z € T,

und es folgt, dass h(f,z) weder eine Nullstelle noch eine Polstelle auf I" hat. Denn hétte
h(0, z) eine Nullstelle w € T,

[f(w)| = |f(w) = h(B, w)| < [f(w)|

den Widerspruch. Hétte h(6, z) eine Polstelle w € T', dann hétte g eine Polstelle w € T’
und findet man einen Widerspruch zu ((11.3)).
Also ist die Funktion A : [0, 1] — R durch

1 n'(6, 2)
A) =55 L h(0,2)

mit h/(6,z) = Zh(6,z) fiir jedes 6 € [0, 1] wohldefiniert. Weil h/(6, z) und h(f, z) keine
Null- oder Polstellen fiir z € I" haben, ist 8 — A (0) sogar stetig auf [0, 1]. Und weil

1 [, 2)
2mi J., h(0, 2)

dz = #N(h(97 ')7 F) - #P(h(07 ')7 F)
nur ganze Zahlen als Wert annimmt, folgt, dass

0— #n(h(0,-), ') —#p(h(0,-),T)

konstant ist. Das besagt genau, dass ((11.4) erfiillt ist. |

11.3 Partialbruchzerlegung

In der Analysis 1 Vorlesung sollten Sie gesehen haben, dass man rationale Funktionen
in Partialbriiche zerlegen kann. Sei z — p(z)/q(z) die rationale Funktion als Quotient
zweier Polynome p und ¢. Diese Funktion zerlegen in Partialbriiche heifit, dass man ein
Polynom p und komplexe Zahlen ¢, bestimmt derart, dass

L
58 =5+ Y Z—(Z i’“’;)g (11.5)
2z mit /=1

mit ¢, die Multiplizitdt der Nullstelle z; von q. Zum Beispiel gilt:

=320 4522 -3 +42—1 -3 +4522-322+42-1

24— 423 4522 — 4z +4 (2241) (2 —2)
2 3. 2, 3: 104 19
% T

50 25 5
— — — + + .
Z—1 Z+1 z—2 (2—2)2
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Wenn man in ((11.5)) die Polynome p und ¢ ersetzt durch holomorphe Funktionen, bekommt
man meromorphe Funktionen. Kann man bei einer meromorphen Funktion etwas machen
mit Partialbruchzerlegung?

Eine meromorphe Funktion A ist holomorph mit moglicher Ausnahme von méglichst
unendlich, aber hochstens abzahlbar vielen Polstellen z,. Diese Polstellen haben keinen
Héaufungspunkt. Bei so einer Polstelle kann man h wie folgt schreiben:

wobei ¢ eine in einer Umgebung von z; holomorphe Funktion ist und m ist die Ordnung

des Pols. Man nennt ,

> ap(z— =) (11.6)
l=—m
den Hauptteil von h an der Stelle z;. Ubrigens, da die Parameter m € N* und o, € C
im Allgemeinen fiir jede Polstelle unterschiedlich sind, miisste man eigentlich my, und ay
schreiben. Die Polstellen z; mit den Hauptteilen nennt man die Hauptteilverteilung

von h: . -
{ Z apy (2 — zk)z}

t=—my, k=1

Die zentrale Frage, die wir nun betrachten, ist, ob man zu vorgegebenen Hauptteilen
bei Polstellen ohne Haufungspunkte immer eine meromorphe Funktion finden kann, die
genau diese Polstellen hat. Wenn U C C beschrankt ist, ist die Frage leicht zu losen.
Fiir beschranktes U gibt es hochstens endlich viele Polstellen, und man summiert die
Hauptteile. Bei unbeschrankten Gebieten, wie zum Beispiel ganz C, ist die Frage weniger
einfach. Wenn man erneut einfach die Hauptteile addiert, kann man nicht garantieren, dass
diese Summe konvergiert. Bevor wir uns an eine Konstruktion wagen, die dann unendlich
viele Terme enthalten muss, miissen wir uns also eine Art von Konvergenz iiberlegen. Eine
Schwierigkeit dabei bilden die Polstellen. Wie kann man Konvergenz einer Funktionenfolge
definieren, wenn diese Funktionen an einigen Stellen den Wert oo haben?

In der folgenden Definition wird verwendet, dass die Polstellen einer meromorphen
Funktion keine Haufungspunkte haben und es deshalb nur endlich viele auf einem Kom-
paktum geben kann. Man kann zum Beispiel die Polstellen nach absoluter Gréfie anordnen

|21] < |z2] < ... und wie folgt versuchen zu summieren:
o0 -1
h(z)=> > ar(z—=). (11.7)
k=1 {=—my,

Nehmen wir an, dass |z,| > R, dann hétten wir fir

o) —1
Z Z Z age(z — zk)e

k=n l=—my,

auf Bpr (0) keine Polstellen und kénnten auf Bg (0) die gleichméfiige Konvergenz dieser
Folge betrachten. Wir werden noch sehen, dass die rechte Seite in ((11.7)) oft nicht konver-
giert, im Grunde jedoch ist diese Idee nicht schlecht. Wenn wir die Hauptteile mit einem
geschickten Polynom ergénzen, kann man die Konvergenz erlangen.

Diese Art von Konvergenz wird in der folgenden Definition festgelegt:



122 Woche 11, Funktionen und Polstellen

Definition 11.11 Sei U C C offen und sei {f,: U — C},2, eine Folge meromorpher

o0

Funktionen. Man sagt, dass die Summenfolge {Zi:l fk}ﬁ kompakt konvergiert auf
=1
U, wenn es fiir jede kompakte Teilmenge K C U ein (i gibt, so dass gilt:

o fiir { >l sind die Funktionen f, holomorph auf K,
° {an:&( fm}oo konvergiert gleichmdflig auf K.
=1

In Korollar hat man bewiesen, dass auf Kompaktum K gleichméflig konvergente
Folgen holomorpher Funktionen eine holomorphen Funktion auf K als Grenzwert haben.

Wir haben hier nicht gesagt, nach welcher Funktion eine solche Summenfolge konver-
giert. Wenn es nach der meromorphen Funktion F' kompakt konvergiert, dann kann man
das wie folgt beschreiben.

Bemerkung 11.11.1 Wenn F die meromorphe Funktion ist, nach der {Zizl fk}
kompakt konvergiert auf U C C, dann bedeutet dies Folgendes:

=1
Fiir jede kompakte Menge K C U gilt, dass es {x gibt mit:

o Liir alle ¢ > Uk gilt, dass F' — Zi:l fx holomorph ist auf K. Das heif$t, fiir alle
>l hat F' — 22:1 fx nur hebbare Singularititen auf K und daher ist

(11.8)

wohldefiniert fir € > U ;

o Auferdem gilt fir apx aus, dass limy_,oc ay x = 0, und das bedeutet, dass die
Summe auf K punktweise nach F konvergiert.

Wir hétten gerne F' = limy_, Zi:l fr geschrieben, aber wegen der Polstellen ist diese
Konvergenz so nicht klar definiert.

Erinnerung 11.11.2 Eine Funktionenfolge {g¢},~, konvergiert gleichmdflig auf K,
wenn es g : K — C gibt, mit

Ve>03.eNVze K : 4 >0. = |g(z) —g(2)] <e. (11.9)

Anders gesagt, wenn
1. —_— oo pu—
Tim [lge = gllese) = 0,

wobei || ge — 9||Loo(K) =sup {|ge(2) — g(2)|; 2 € K}

Erinnerung 11.11.3 Wenn eine Funktionenfolge gleichmdflig Cauchy ist auf der kom-
pakten Menge K, dann ist sie auch gleichmdj$ig konvergent auf K.

Gleichmdfiig Cauchy bedeutet, dass fir die Funktionenfolge gilt:
Ve>03. e NVze K 1kl >0. = |g(z) —gr(2)] <e. (11.10)

Man beweist diese Konvergenz wie folgt:



11.3 Partialbruchzerlegung 123

1. Cauchy-Folgen in C sind konvergent und dann kann man g fir z € K definieren
durch

9(z) = lim ge(2).

2. Die Folge {g,},2, konvergiert gleichmdifig gegen g und das sieht man wie folgt: Sei
e > 0. Man nehme L., wie in (11.10) und k, > (/5 derart, dass |gr,(z) — §(2)| < 3¢.
Fiir € > L.y folgt dann, dass fiir alle z € K gilt:

90(2) — 3(2)] <190(2) = g (2)] + |9, (2) — §(2)| < e+ 2e =e.

Wenn die g, auflerdem stetig sind, dann ist auch § stetig. Auch dies kann man einfach
nachvollziehen. Sei e > 0 und nehme £y in . Fiir k > {4 folgt

|g(w) — g(2)] < |g(w) — gr(w)| + |gr(w) — gr(2)] + |gx(2) — §(2)| <
< e+ lgr(w) — ge(2)] + ge.

Weil gy, stetig ist, gibt es § > 0 derart, dass |gi(w) — gi(2)| < 3¢ fir |w — 2| < & und dies
impliziert, dass |g(w) — §(2)| < e fir Jw — z| < 0.

Theorem 11.12 (Mittag-Leffler) Sei{z},-, eine Folge paarweise verschiedener kom-
plezer Zahlen ohne Hiaufungspunkt. Wir dirfen annehmen, dass 0 < |z1] < |zo| < .... Sei
my € Z~, apye € C und setze

fk(Z) = _Z (07’ (Z - Zk)z .

l=my,

1. Wenn es ganze Funktionen g gibt derart, dass

{Z (f() = gk<->>} (11.11)

k=1

kompakt konvergiert fiir m — oo, dann ist F, definiert durch

F(z):= (fi(2) = a(2),

k=1
eine meromorphe Funktion auf C mit der gewinschten Hauptteilverteilung { fi}r-, -

2. Nimmt man fir g, das Taylorpolynom zu fi in 0 mit jeweils hinreichend hohem
Grad, dann ist (11.11]) kompakt konvergent.

Bemerkung 11.12.1 Weil {z,},, keinen Hiufungspunkt hat, kann man z, nach Grifle
des Betrags |zx| ordnen. Wir haben angenommen, dass 0 < |z|. Das darf man ohne
Verlust der Allgemeinheit. Wenn z; = 0, kann man um % |29 — 21| wverschieben.

Beweis. 1) Nehmen wir an, dass kompakt konvergiert. Es reicht, wenn wir zeigen,
dass F' auf jeder kompakten Menge K C C die gewiinschte Hauptteilverteilung hat. Aus
der Annahme folgt, dass es kg gibt, so dass ZZO:kK (fx — gr) gleichméfBig konvergiert auf
K. Weil die Funktionen f; holomorph sind auf K, ist auch ZZikK (fx — gr) holomorph
auf K.
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Die Tatsache, dass eine konvergente Folge von holomorphen Funktionen zu einer ho-
lomorphen Funktion konvergiert, folgt mit Hilfe des Integralsatzes von Cauchy. Denn
Korollar [5.7 zeigt, dass fiir hy, holomorph auf Bg (zp) mit R > r gilt

n! hy(w)

W (2) = — ————dw.

Dann folgt, dass wenn hy, gleichméBig konvergiert auf By (zg), auch hé") konvergiert auf
B, (29). Dann kann man hq, := limy_, hy als Potenzreihe schreiben auf B, (zp) und somit
ist auch hs, holomorph.

Die Hauptteilverteilung auf K ist nun endlich und enthélt genau die gewiinschten
Hauptteile fj.

2) Weil die Polstellen keinen Haufungspunkt haben, gibt es fiir jedes R € R™ hichstens
endlich viele mit |z;| < R. Setzt man 1, = |z, dann folgt limy_,o, 7 = 00. Die Taylorreihe
fir f konvergiert fur |z| < rp und man kann ein Taylorpolynom finden derart, dass

| fi(2) — gr(2)] < ? fiir z € B, /2(0).
Sei nun K eine kompakte Menge und sei ky derart, dass K C BrkK/g(O). Fir k > kg ist
fr — gx holomorph auf K, und es gilt

o0 (e 9]

1
Y (ful2) - Zm N—Zz—ﬁgk — fiir K.
k= k= k=k
So konvergiert > 7, (fix — gr) gleichmiBig auf K. |

Wenn es zwei Losungen einer Hauptteilverteilung gibt, sagen wir f und f, dann hat
f — f nur hebbare Singularititen und das bedeutet, dass

f2)=fz)  fiw 2 {z)
lim <f(z) - f(z)) fir z = z

Z— 2L

h(z) = (11.12)

eine holomorphe Funktion ist.

Theorem 11.13 (Partialbruchzerlegung) Sei f eine meromorphe Funktion auf C mit
Polstellen 0 = |z9] < |2z1| < |22| < ... ohne Haufungsstelle und mit Hauptteilverteilung

{fetio-
1. Dann gibt es {{},-, € N derart, dass
)+ > (h(2) = T (2) (11.13)
k=1
kompakt konvergiert. Hier ist Ty, (2) das Taylorpolynom zu fi in 0 vom Grad (.

2. Wenn
+Z fi(2) = T; (2)) (11.14)

kompakt konvergiert, dann gibt es eine ganze Funktion h derart, dass

f(2) = h(2) + g(2).
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Bemerkung 11.13.1 Ohne Verlust der Allgemeinheit haben wir 0 als Polstelle genom-
men, denn man kann immer ,verschieben®. Der Term fo enthdlt genau diesen Hauptteil.

Beweis. Jede meromorphe Funktion f kann nur Polstellen ohne Haufungspunkte haben.
In der Néahe einer Polstelle hat f ein eindeutiges Hauptteil. Also hat f eine eindeutige
Hauptteilverteilung. Der Satz von Mittag-Leffler, Theorem [11.12] liefert eine meromorphe
Funktion g wie in (11.13)).

Jede Funktion g, wie in , hat die gleiche Hauptteilverteilung. Betrachtet man
zwei meromorphe Funktionen f und f mit gleicher Hauptteilverteilung {f},.,, dann
liefert die ganze Funktion h. ]

Wenn f eine meromorphe Funktion auf C ist, dann ist auch die Hauptteilverteilung
{fi}reo festgelegt. Man kann nicht wie bei einer rationalen Funktion r sagen, dass es ein
Polynom p gibt so, dass

m

r(2)=p(=)+ ) ful2),

k=0
denn fiir die Konvergenz muss man moglicherweise kompensieren durch Taylorpolynome
von f,. Man findet jedoch, dass man eine meromorphe Funktion f wie folgt entwickeln
kann. Es gibt eine holomorphe Funktion h so, dass

k:0

mit 7}, geschickt gewéhlte Polynome.

Beispiel 11.14 Wenn wir als Hauptteilverteilung {ﬁ}neZ haben wollen, dann ist

o1 T (Ha0)

nez\{0}

eine passende meromorphe Funktion. Sei K C Bg(0). Dann gilt:

1. Fir |n| > ng :=2[R+1] ist z

2. fir z € K qilt

1 1 1 1
)< =
Z <Z —-n * n) o Z z—n * n
neN mit |n|>ng neN mit [n|>ng
D D BN P ol
B nn—z)|— m?  ng—1 '

neN mit |n|>ng m=ng

Beispiel 11.15 Wenn {m} die Hauptteilverteilung ist, dann ist
n,mezZ

1 1 1 z
~ ( — -+ : 2> (11.15)
< ez \Z T (n+mi) n+mi  (n+im)

(n,m)#(0,0)

kompakt konvergent und liefert also eine passende meromorphe Funktion.
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Man kann sich fragen, ob der Ausdruck

DY (z—dém@+njmJ (11.16)

n,mezZ
(n,m)7#(0,0)

kompakt konvergent ist. Diese Frage ist nicht einfach zu beantworten. Absolut konvergent
auf kompakten Mengen ist diese Reihe jedoch nicht.

Die Frage, ob eine Reihe absolut konvergent ist, ist meistens einfacher. Fiir
berechnet man

1 i 1 n z
z—(4+mi) n+mi (n+im)

Fiir z in einer kompakten Menge gilt
22 '
(n+m i)’ (z— (n+mi))

1
=0 () i il o,

In+mif’

und man kann die Summe mit einem Integral vergleichen:

1 1 >~ 1
Z 3 / —Sdl’dy = 271'/ —37”d7' < Q.
In+m il (ew)>1 |7 + 1y r=1 T

nme”L
(n,m)#(0,0)

Man kann sich selber iiberlegen, was mit ~ gemeint ist. Ahnlich kann man auch zeigen,
dass nicht absolut konvergent ist.
11.4 Beispiele einiger Partialbruchentwicklungen

Proposition 11.16 Fir z € C gilt:

_1 5= > (;2 (11.17)

n=—oo

Beweis. Weil die Funktion z + 1/ (sin z)* Polstellen in nz hat und weil in einer Umge-
bung von nm gilt
sinz = (—1)" (z —nm) (1+ O (z — nm)?)

gilt auch
(sinz)* = (z — nx)? (1+0(z— n7r)2)2
= (z =)’ (14 O (z — n7)?)
und . X 1
(Sinz)2 - (Z _ TL?T)2 (1 + O(Z - nﬂ-)Q) = m + O(l)

Deshalb hat 1/ (sin z)* die Hauptteilverteilung

e
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Sei K kompakt und ng € N so gewdhlt, dass K C B, x/2(0). Dann gilt fiir 2 € K und
In| > ng, dass
|z — nm| > |nw| — |z| > |nw| — |nem/2| > %|n]7r

und
1 4
D oo R D2
2| = 2.2
|n|>no (Z - ’I’L’T&') [n|>no e
Also ist )~ (ZT kompakt konvergent, und man findet mit dem Satz von Mittag-

Leffler, dass ¢ mit
— 1
z) = —
1= 2 ey

eine meromorphe Funktion ist mit gleicher Hauptteilverteilung wie z — 1/ (sin 2)2. Der
Satz zur Partialbruchzerlegung besagt, dass

h(z) = <SH112)2— S (;2 (11.18)

S (z—nm)

eine ganze Funktion ist (nach Fortsetzung durch die Grenzwerte an den Stellen n).

Wir miissen noch zeigen, dass h gleich 0 ist und schauen uns h aus genauer an.
Weil beide Terme in der rechten Seite von periodisch sind in der reellen Richtung,
ist h periodisch:

h(z + 2km) = h(2) fir z € C.
Dann ist h auch beschrinkt auf R + ¢ [a, b]. AuBerdem gilt, dass h gegen 0 konvergiert in
den imagindren Richtungen. Fiir den ersten Term gilt:

1 2
(sinz)
4

4 )
= —— —— < —— — 0 fiir |y[ — oo. (11.19)
|eme Yy —e zxey| (e|y‘ —e |y|)

2
eiTe—Y — e~ iTeY

Fiir die Abschitzung des zweiten Terms und fiir |y| > 7 setzen wir n, = [z/7]. Es gilt

(o] 1 (o] (o]
—_— | <
n_z_oo (z — nm)? _n_z_oo |z — Z +y?
- 1 1
< _
_n_nzﬁl(n—nx—l)zﬂ—i—y y? n_z_ n—nx—i-l) 72 + 12
3 o 3 1
S——i—/ —5 gt =+ — 0fir |y| — oo 11.20
y? T2 + y? vyl i (11.20)
Dann gilt
1 \° > 1
h(x +11y)| < ——| — 0 fi — 0. 11.21
i < |(5z) |+ 2 G| 0 bl 12

Also h ist beschrankt und aus dem Satz von Liouville folgt, dass h konstant ist. Wegen
der Abschéatzung in (11.21]) folgt sogar h = 0. ]
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Proposition 11.17 Fir z € C gilt:

neZ
2
U 1
) A M e
1 1 1
meot(mz) = —+ —+ -,
2 g \Emn
tan (72) Z( ! + ! )
m nZ) = — :
= z—%—n n+%
1 1 1
= Y ()
sin (72) et} z—n n
T J— 2z
- = —1)"
sin (7z) z+n:1( ) 22 —n?’
m n 1 1
= T4+ - :
cos (mz) i %( ) <z—|—n+% n—i—%)
™ > 2n + 1 2
= 7+ ) (-1)" + .
cos (7z) ; <z2—(n+%)2 n—i—%)

Der Beweis der ersten Formel folgt aus Proposition [11.16] Die iibrigen Beweise werden
dem Leser iiberlassen.

Bemerkung 11.17.1 Die zweite Formel aus Proposition liefert fiir z = 0:

7TQZ(cos?T(O))Z:Z(i i on — 1)
)

nez

11 1
=8(Etgt §+—+—+

1.

Due sechste Formel liefert fir z = 5:

T 2+i( )" ! 244 Z ()"
= = ) =
sin (73) — 1 —n? (2n+1)(2n—1)
1 1 1 1 1
—244 . - —
T XTI T5x3 T Txs 0x7 119 )

Il
\]
+
[
=)
N W

1 1 1
5><3><1+9><7><5+13><11><9+"')'
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Funktionen und Nullstellen

12.1 Ganze Funktionen mit bestimmten Nullstellen

Statt die Polstellen vorzugeben, kann man sich auch fragen, ob man bei gegebenen Null-
stellen eine ganze Funktion finden kann, die genau diese Nullstellen hat. Bei endlich vielen
Nullstellen {z1, 29, ..., 2, } ist die Antwort einfach: Man nehme das Polynom

p(z) = H(z — 2p) -

Fiir unendlich viele Nullstellen {z},-, kénnte man Folgendes versuchen:
f(z)= 7}1_)1210}_[1 (z—z1). (12.1)

Ubrigens, wenn {[],_, ax}~, konvergiert, schreibt man

(o] n

H o = lim H Qy,
n—oo

k=1 k=1

Man kann sich sofort iiberlegen, dass nur wenn limy,_, ., o = 1 gilt, das unendliche Produkt
HZL ay, nach eine Zahl ungleich 0 konvergieren kann. Also nur wenn lim,, ,, (z — z,) =1
gilt, konnte einen Sinn ergeben. Die Voraussetzung lim,, ., (z — z,) = 1 ist fiir kein
z erfiillt, wenn die z, nicht konvergieren. Und wenn die z, konvergieren, dann sagt der

Identitétssatz (Theorem [7.6), dass f (z) = 0. Der Ausdruck in ([12.1)) ist also unsinnig.
Ein besserer Vorschlag als ((12.1]) wére

. z
f(z) = JL“SOH (1 - Z—k> . (12.2)
k=1
Wenn die z;, keine Haufungspunkte haben, dann gilt limy_,. |2x| = 0o und fiir jedes z € C

folgt
lim (1 _ i) — 1.
k—o00 2k

Diese letzte Bedingung ist iibrigens nur eine notwendige, aber noch keine hinreichende
Bedingung fiir Konvergenz.

129
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Definition 12.1 Die ganze Funktion f hat eine Nullstellenverteilung {(ay,ny)},-,
mit ap € C und ny, € NT, wenn f genau die Nullstellen a;, von Ordnung ny hat.

Beispiel 12.2 Die Sinusfunktion hat die Nullstellenverteilung {(km,1)},.;.
Die zentrale Frage in diesem Kapitel ist:

Wenn N eine Nullstellenverteilung (ohne Hdaufungspunkt von Nullstellen) ist,
qibt es eine ganze Funktion f, die diese Nullstellenverteilung hat?

Wir werden die Ergebnisse bei der Hauptteilverteilung nutzen und brauchen dazu
einige technische Ergebnisse.

Bemerkung 12.2.1 Im Gegensatz zur Hauptteilverteilung, bei der nicht nur die Ordnung
der Pole vorgeschrieben werden, sondern auch die Koeffizienten, wird bei der Nullstellen-
verteilung nur die Ordnung der Nullstellen vorgeschrieben.

12.2 Unendliche Produkte und Reihen

Wir haben gesehen, dass klim wy = 1 notwendig ist fiir die Konvergenz bei
— 00

k=1

Die Konvergenz bei diesem Produkt kann man mit der Konvergenz einer Reihe vergleichen.
Schreiben wir w;, = 1+ a4, und lassen ay, nach 0 konvergieren, dann kann man sehen, dass
die Konvergenz von

nlgrolo H (1+ o)
k=1
lim Z (673

sich sehr &hneln. Genau wird es, wenn man «y, in der letzten Zeile ersetzt durch Log(1+ay).
Man erinnere sich, dass Log(1 +t) ~ t fiir |¢| klein.

und die Konvergenz von

Lemma 12.3 Seiay € C\ {—1} fiir k € N. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e lim Y ;  Log(l+ o) konvergiert gegen ein L € C;

n—oo

o lim [[;_,(1+ cu) konvergiert gegen ein £ € C\ {0}.
n—oo
Bemerkung 12.3.1 Hier nehmen wir Log(z) = In|z| + iArg(z) mit Arg(z) € (—m, 7]
fir z € C\ {0}. Dann gilt Log(zw) = Log(z) + Log(w) + 2kmi fir ein k € {—1,0,1}. So
ist Log (I Ty (1 + cu)) meistens nicht gleich Y, _, Log(1 + o).

Bemerkung 12.3.2 Die gewdhnliche Konvergenz in C der Summe mit Log(1+ ay,) wird
hier verglichen mit der Konvergenz der Produkten von (1 + ay) in C\ {0}. Ist die Summe
absolut konvergent, dann wird es einfacher und das Ergebnis findet man im ndchsten
Lemma.
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Beweis. (=) Man bemerke, dass

exp (Z Log(1 + an)) = H(l + ).

n=0

Wenn der Ausdruck innerhalb der Klammern links konvergiert, konvergiert auch exp(...)
und damit die rechte Seite. Weil exp(L) # 0 gilt, liegt der Grenzwert in C\ {0}.

(<) Sei € > 0. Wir diirfen annehmen, dass ¢ < 3. Wenn 7}1_{{)10 [Lieo(1 + ) gegen

¢ € C\ {0} konvergiert, dann gilt 1+, — 1 und ¢~ [[;_,(14+ ) — 1 fiir n — co. Auch
gilt
l
[Ti—o(1 + )
Genauer gesagt: Es gibt n. € N derart, dass

— 1 fiir n = oo.

a. || < e fir alle n > n.,

n (12.3)
-1 B y S

b. ‘E szo(l + ag) 1‘ < e fir alle n > n,,

und mit der Stetigkeit vom Argument auf R* + /R > 1 kann man sogar n. finden, so dass
auch noch Folgendes gilt:

c. |Arg (1 + ay)| < e fir alle n > n.,
d ‘A (571 I a+ ))‘ <e fiir alle n > (12.4)
: rg o Qg e fiir alle n > n..
Weil € < %ﬂ' gilt, springt das Argument nicht und folgt fiir n > n. 4+ 1, dass
“ T, (1 + )
Arg (1+ag) || = ‘Arg ( — ! )
(kzl;IH iz (1 + ax)
= |Arg <€_1 H(l + ak)> — Arg <€_1 H(l + ak)> < 2e. (12.5)
k=0 k=0

Verwenden wir wiederholt (12.5)) und (12.4lc), dann folgt fiir n > n. + 1, dass auch hier
das Argument nicht springt:

Arg( ﬁ (1+0zk)> :Arg<< h (1+ak)) (1+an)>

k=nc<+1 k=nc<+1

:Arg( h (1+Ozk)> + Arg (1 + )

k=ncs+1

= Arg ( ﬁ (1+ ak)> + Arg (1 + ap—1) + Arg (1 + o)

k=nc<+1

— = Z Arg (1 + o).

k=ns+1

Fiir n > n. + 1 folgt dann, dass

Log( ﬁ (1—1—0%)) :1n< ﬁ \1+ak\>+iArg< ﬁ (1+ak)>

k=ncs+1 k=ncs+1 k=n<+1
n

= Z In|l+ ag|+1 Z Arg(1+ay) = Z Log(1 + ay). (12.6)

k=nc<+1 n=nes+1 k=nc+1
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Die ersten n. Terme tragen zwar bei zu dem Grenzwert, aber fiir die Konvergenzfrage an
sich sind sie unwichtig. Fiir € > 0 aber geniigend klein, kénnen wir diese Abschéitzungen
benutzen.

Weil Arg (TTj_,.(1 4+ a&)) < 2¢ und der Logarithmus stetig ist auBerhalb von (—oc, 0],
ZO e mit Hilfe von ((12.6) die Konvergenz

folgt aus der Konvergenz von {]}_, (1+ o)}
von {Zzzns Log(1 + ak)}:j:ns. ™

Lemma 12.4 Seiay € C\{—1} fir k € N. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

. n .
1. nh_}rgo Y heo low| konvergiert.

2. lim Y7, |Log(1 + ay)| konvergiert.
n—oo

3. lim > In(1 + |ag]) konvergiert.
n—oo

4. lim [[p_,(1 + |ag|) konvergiert.
n—oo

Beweis. (1 = 3) Wenn lim ), |aj| konvergiert, dann folgt lim |a,| = 0. Man ver-
n—oo n—oo
wendet
In(1+1¢) <tfirtel0,1]
und das Majorantenkriterium.
(3=1) Wenn lim ) 7_,In(1+|oy|) konvergiert, dann folgt lim In(1+ |a,|) = 0 und
n—o0 n—oo
damit

lim || = lim e(HenD 1 = ¢
n—oo n—oo

Man verwendet auflerdem
tln2 <In(1+1¢) fiir t € [0,1]
und das Majorantenkriterium fiir
Zn: ] < —— Zn: In(1 + |ax]).
~ In2
k=ng k=ng

(1 =2) Wenn lim 7 |ay| konvergiert, dann gilt lim |oy,| = 0. Fiir |oy| < & gilt
n—oo n—oo

z

< |ag| max =2 |ay] .

z€[1,14ay]

1
|Log(1+ au)| = '/ —dz
i

Aag] #

Auch hier komplettiert das Majorantenkriterium den Beweis.
(2=1) Wenn lim ;" |Log(1 + ay)| konvergiert, dann gilt lim Log(l + ay) = 0.
n—oo n—oo

Fiir [Log(1 + oy)| < 3 folgt

Log(l+ag) 1} _

| = |e < |Log(1 + ay)| Ve.

/ e“dz
[0,Log(1+a)]

(3 < 4) Diese Ergebnisse folgen aus Lemma [12.3] n
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12.3 Der Satz von Weierstrafl

Lemma 12.5 Wenn g eine ganze Funktion ohne Nullstellen ist, dann gibt es eine ganze
Funktion h mait

Beweis. Wenn ¢ eine ganze Funktion ohne Nullstellen ist, dann ist z — ¢'(2)/g(z) eine
ganze Funktion. Weil C einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine Stammfunktion A von

2z ¢'(2)/g(2) mit h(0) = Log (g(0)). Weil
(9(z)e™?) = g'(2)e ™) — g(2)e "W/ (2) = 0,

folgt g(z)e ") ist konstant, also g(z) = ce’* und aus h(0) = Log (g(0)) folgt c=1. m

Korollar 12.6 Wenn zwei ganze Funktionen gy, go die gleiche Nullstellenverteilung ha-
ben, dann gibt es eine ganze Funktion h mit

Theorem 12.7 (Produktsatz von Weierstraf{l)) Sei{(ax,ny)},e, eine Nullstellenver-
teilung ohne Hdufungspunkt. Wir diirfen annehmen, dass

0=ay <|a| <|ag] <lag| < ... .

Seien (i, € N fir k € N. Wenn

9(2) = ink (Z _1% + L i (aik) m) (12.7)

a
k=1 k m=0

kompakt konvergiert, dann ist

o=~ ((-2)en(S2(2))

eine ganze Funktion mit obengenannter Nullstellenverteilung.

Bemerkung 12.7.1 Das Taylorpolynom von Ordnung ly zu z — (z — ak)_l bei z =0 st

genau
L

-3 2 ()

m=0

Theorem besagt, dass wenn man {), gentigend grof$ wdhlt, g in kompakt kon-
vergent ist.

Beweis. Setzen wir

(-2 (E (2)7))

m=0

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl, 1815-1897, verlie 1838 die Universitit Bonn ohne Abschluss.
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A
hi.(z) 1 I/ z\"
Wir haben vorausgesetzt, dass ) .-, gx(z) kompakt konvergiert. Dann gibt es fir je-

de kompakte Menge K ein kg € N so, dass g; holomorph ist auf K fiir £ > ky und
Zzozko gr(2) gleichméfig konvergiert auf K. Es reicht, wenn wir die kompakten Mengen

Bgr(0) betrachten. Fiir z € Br(0) und k > ko ist

z b 1 z m+l
G = dw = n.L 1—- = R
o(2) /me)w - og( ak)+m:0m+1(ak>

wohldefiniert, und die gleichméfige Konvergenz von > °, "gi(z) auf Bg(0) impliziert

dann folgt

die gleichméBige Konvergenz von )2, Gy (z) konvergiert gleichméBig auf Br(0). Dann
konvergiert auch

exp (Z Gk(2>> = H exp (Gi(2)) = H hi(2)

und

ko—1 00 o)
<z”° H hk(z)> H hi(z) = 2™ Hhk(z) = f(z2)
k=1 k=ko k=1

auf Br(0). Also ist die Folge kompakt konvergent und der Limes hat genau die gewiinschten
Nullstellen. ]

12.4 Einige Nullstellenentwicklungen

Statt als Taylorreihe ist es manchmal niitzlicher eine Funktion als Nullstellenentwick-
lung zu schreiben. Es folgt eine solche fiir den Sinus.

Proposition 12.8 Fir z € C gilt

sin (7z) = 7wz H (1 - %) ek, (12.9)
keZ\{0}

Beweis. Die Folge

> (it
z—k k

keZ\{0}

konvergiert kompakt. Mit Theorem folgt, dass f, definiert durch
o=+ 1 (- (3)

eine ganze Funktion ist mit {(k,1);k € Z} als Nullstellenmenge. Mit Korollar gibt
es eine ganze Funktion A mit
sin (12) = "3 f(2).
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Es gibt keine direkte Produktregel fiir ein ,,unendliches Produkt, aber man kann trotzdem
beweisen, dass

kez\ {0}
+ 3 ((-)ew () I (1-7)ew(7)
meZ\{0} keZ\{0,m}
Dann folgt:
(sin(m2)) G (2)f(z) +e"Df(2) AC)
() M1 (2) =M
oy 1 (L—F)exp(5))
=h <Z> + -+ z z
7 kézvoy (L—5)exp (5)
oy 1 (czep () +3 (-7 exp (3))
=h'(z)+ -
( ) Tz keZ\ {0} (1 B %) exp (%)
ok 2 (e
keZ\ {0}

Aus Proposition weill man, dass

%:ﬂco‘c(ﬂz)zé%— > (ﬁjté)

und es gilt A'(z) = 0. Mit f/(0) =1 und
7 c0s(0) = (sin (72)),_y = *® (W(0)£(0) + f/(0)) = "©

finden wir

und das Ergebnis folgt. ]

Proposition 12.9 Fir z € C gilt

sin (72) = 7z [ [ (1 — Z—Z) :

keN+

Cos(ﬂz):H(l—kj_%>eXp (kjﬁ

kEZ

Bemerkung 12.9.1 Diese Formel fiir den Sinus fiihrt zu dem Fuler-Wallis Produkt fiir

den Sinus:
sin(z) x? x? z? z?
=({1—-— 1-— 1-— 1-— R
x ( 7r2) ( 47r2> ( 972 1672

Korollar 12.10 (Produkt von Wallis)

T 2k 2k
2 H % — 12k +1°

keNt
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Beweis. Setzen wir z = % ein in die Formel fiir sin (72) in Proposition , so folgt

1 = sin (n/2) —W/QH( 1/4) R A U

keN+ keNTt
und
G K’ 2.24.46-68-8
2 _keN+ (k_%) (k+%) S 1-33.55-77-9 7
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Spezielle Funktionen

13.1 Die Gamma-Funktion

Weil >, n+ (Z%k — %) kompakt konvergiert, folgt aus Theorem , dass die Funktion

f:C— C mit
f(z)==2 H <1 + %) exp <—%> (13.1)
keNT

wohldefiniert ist als ganze Funktion auf C. Diese Funktion f hat einfache Nullstellen in
{0,—1,—-2,-3,...}. Weil die Reihe

o0

(o) e (=) )

konvergiert, es gilt ndmlich
2

(142 )exp (<2) =1 = =2 +0(2) wnd f;ém,

kann man die Konvergenz auch folgern mit den Ergebnissen aus Abschnitt [12.2]
Wir mochten diese Konvergenz nidher betrachten und definieren

fa(z) = zli[l <1 + %) exp (—%) )

Dann gilt
2fn(z+1) _Z (z+ DI, (1+ 22 exp (—22)
fn(2) 2T, (1+ 2) exp (—2)
k241 1
— D TR e (__>
el Rtz k
=(n+z+1)exp (;_%>

z+1 1
=11 Inn — - 1. 13.2
< + - )exp(nn k1k> (13.2)



138 Woche 13, Spezielle Funktionen

Der Limes der Folge {v, } -, mit

n

1
=TT Inn (13.3)

existiert, denn aus
"1 1 "1
lnn:/—dxg —§1+/ —dr=1+Inn
1 k 1 T

folgt, dass 7,, € [0, 1], und aus

1 n+1 1 ntlg
. 1 _ _ Zdr <0
Tnt1 ™ Tn n+1 n( n ) n+1 /n zz:w_

folgt, dass {, } -, eine fallende Folge ist.

Definition 13.1 Die Eule'r‘-Masche’ronﬂ-Konstante wird definiert durch

"1
v = lim ( - —lnn) = 0.577215664901532860606512.... (13.4)

n—00 k
k=1
Bemerkung 13.1.1 FEs ist noch immer nicht bekannt, ob v rational oder irrational ist.

Wenn wir die Funktion z — f,,(2)e?»* mit dem Quotienten in ((13.2)) vergleichen, folgt

fiir n — oo:
fim 2 e D (1 42T 1) 1. (13.5)
BT R@ew e\ T
Man definiert
r(z) = lim —— — —* (13.6)

wi fu(@)ens - FR)e

oder expliziter:

Definition 13.2 Die meromorphe Funktion I' auf C, definiert durch

r(z) = evzékH (1+ %)_1 e () (13.7)

eNt

mit vy aus , heifft Gamma-Funktion. Sie hat Pole in {—n;n € N}.

Lemma 13.3 Es gilt:

o I'(z+1)=2T(2) fir alle z € C\ {0,-1,—-2,-3,...},

o I'(n+1)=n! firneN.

Lorenzo Mascheroni (1750-1800) hat 1790 in seinem Werk Adnotationes ad calculum integralem Euleri
einige Integraldarstellungen dieser Konstante beschrieben.
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Abbildung 13.1: Die Funktionenlandschaft zur Gamma-Funktion. Die I'-Funktion hat Polstel-
len in {0,—1,—-2,-3,...}.

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus ((13.6]) und (13.5]). Weil

_ i — lim e z)‘1 () =
(1) _£%F(2+1)—£%z ['(2) ll_I}I(l)e kl;L (1+k exp 1,
S

folgt die zweite Eigenschaft mit Induktion aus den ersten. ]

Bemerkung 13.3.1 Die dritte Eigenschaft besagt, dass die Gamma-Funktion z — T (z + 1)
eine meromorphe Erweiterung von n +— n! ist.

™

Lemma 13.4 Es gilt T'(2)['(1 — 2) = fir z€ C\ Z.

sin (7z)
Beweis. Man verwende aus Proposition [12.9] dass

sin (72) = 7z [ [ <1 - 2—2) :

und z['(z) =T (2 4+ 1):
)01 —2)=-T(2) = P(_f) =
S0 (0 (5)-
72 [Lpens (1= %)  sin(m2)’

)
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: . nlexp(zlnn)
Lemma 13.5 Es gilt I'(z) = lim

oo [[ig (b +2)
Bemerkung 13.5.1 Fir x € R\ {0, — —3,...} folgt

T

, nln
F(:E):nlggox(x+1)(x+n)

Beweis. Man verwende die Definition von I' und die Folge in ([13.3):

k=1
| n! "1
= lim exp —— 7, | 2
n=oo 2 [Timy (K +2) —k
n!
= lim exp (zInn)

Lemma 13.6 Fiir Rez > 1 gilt
I'(z) = / exp ((z — 1) In(¢) — t) dt. (13.8)
0

Bemerkung 13.6.1 Fiir x > 1 folgt:

Beweis. Bemerke, dass
lexp ((z — 1)In (t) — )] = exp ((Re (2) — 1)In (t) — t) = tRe@ 17t (13.9)

Wenn Re (z) — 1 > 0 gilt, dann ist das Integral in (13.8) nur uneigentlich in co. Wegen
der Abschétzung in ((13.9) konvergiert das Integral. Das heift, fiir alle z € C und € > 0
gibt es M, . € N mit

/ exp ((z — 1)In(t) — 1) dt S/ tRe@ e gt < ¢, (13.10)

Weil In (1 — s) < —s fiir s € (0,1) folgt, dass nln (1 — %) < —¢ und auch

(1 — E) <et
n

Also finden wir auch, dass fiir n > M, . gilt

n t n n
og/ tRe@)-1 (1——) dtg/ tRe@ 1 tqt < ¢, (13.11)
n

Aus der gleichméfiigen Konvergenz auf kompakten Mengen von

t n
lim (1 — —) =e !,
n—oo n
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folgt fiir t € [0, M, ], dass es N, . > M, . gibt, mit fir n > N, .:

/OMM (1 — %)nexp (z—=1)In(t))dt — /OM etexp((z—1)In(t))dt

<e (13.12)

Kombiniert man die Abschétzungen in (13.10}f13.11]]13.12)), so folgt fiir n > N,

n

/On (1 — E)nexp((z —1)In(t))dt — /OOOGXP((Z— 1)In(t) —t) dt’ < 3e.

Es gilt also, dass

lim 0" (1 - %)nexp ((z=1)1In(¢))dt = /000 exp((z—1)In(t) —t)dt (13.13)

Weil h
2 (-5 eotmm)

_ _71 ( - %)nlexp (zIn () +% (1 _ %)nexp (=1 (0) >
_ _71 ( - %)n_lexp (=In (1)) + (1 - %)nexp (2 — 1) In (1))

finden wir auch

/On (1 - %)neXp (== 1)In(t)) dt
_ % [(1 - %)nexp (zIn (t))]z + % /0" (1 _ %)nl exp (z1n (t)) dt
+

1 (1 - %)n_lexp ((z+1)In(t) ”

z(z+1)
| n—1/0" (1_3)”_26Xp<(z+1)1n(t>)dt

+z(z—I—l) n n

= ... (wiederholte partielle Integration) --- =

- (n—1)! L /On<1—f)oexp((ern—l)ln(t))dt:

z(z+1)...(z+n—1)n""1 n
_ (n—1)! 1
S 2(z+ 1) (z+n—1)(z+n)n !

_ nlexp (z 4+ n)
2(z+1)...(z+n—1)(z+n)

Die Kombination von ((13.13)) und (|13.14)) mit Lemma komplettiert den Beweis. m

exp ((z+n)lnn) =

(13.14)
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13.2 Die Riemann-(-Funktion

Fiir z € RT und s € R ist 2° wohldefiniert und es gilt
z* =exp(slnz).
Fir s € C und z € C\ (—o0,0] kann man sogar ,,z°, definieren durch

exp (sLog (2)) .

Weil Log (21) + Log (z2) nicht unbedingt Log (2122) gleicht, sondern es k € {—1,0, 1} gibt
mit

Log (z1) + Log (z2) = In | 21| + iArg (z1) 4+ In | 23| + iArg (23)
= In (|21 |22]) + iArg (z122) + 12km = Log (z129) + 12k,

soll man jedoch vorsichtig sein beim Rechnen mit dieser Erweiterung.

Definition 13.7 Die Riemann-(-Funktion ist fir s € (1,00) definiert durch

C(s) =) _n*. (13.15)

Hier ist ¢ der griechische Buchstabe Zeta.

Diese unendliche Summe ist fiir reelle s genau dann endlich, wenn s € (1, 00). Kann
man diese Funktion erweitern fiir komplexe Zahlen? Weil fiir s 4 ¢t gilt, dass

lexp (— (s +it)In(n))| = exp (—sln(n)) =n"*

sieht man sofort, dass die Reihe in ([13.15]) absolut konvergent ist, wenn Re (s 4 it) > 1.
Man kann die Funktion ( fiir solche z dann auch direkt wie folgt erweitern:

Lemma 13.8 Setzt man
((2) = Zexp (—zIn(n)) fir z € C mit Rez > 1, (13.16)
n=1

dann ist diese eine Erweiterung der Riemann-(-Funktion.

Beweis. Fiir Re z > 1 ist die Reihe in ((13.16)) konvergent und deshalb wohldefiniert. Fiir
z € (1,00) folgt (13.15) und dies zeigt, sie ist eine Erweiterung,. [ ]

Sogar fiir andere z € C kann man die Funktion erweitern aber dazu miissen wir uns
einiges iiberlegen.
Sei 7, s mit 0 < 6 <r < 7 eine Kurve, die cog + id, /7% — 6% +1i6,\/r2 — 6% — 6 und

oor — 10 verbindet.
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Um genau zu sein, sie kombiniert

Y o (—ooR, Vr? — (52} — C mit v, (t) = —t + 19,
Yo larcsin <§> , 21 — arcsin (é)] — C mit v,(t) = re™,
r r

Vg [\/ r2 — % ooR> — C mit v4(t) =t — 0.

Theorem 13.9 Sei v, ; wie oben. Wenn z € C mit Rez > 1, dann gilt

C(2) = —T (1 2) i/ e (= = Log () duw. (13.17)

2mi exp (w) — 1

Lemma 13.10 Sei 0 < § < r < 7. Die rechte Seite in héngt nicht von r oder o
ab und ist wohldefiniert als meromorphe Funktion auf C.

Beweis. Auf C\ [0, 00) ist die Funktion

exp ((z —1)Log (—w))

H
v exp (w) — 1

fur alle z € C wohldefiniert und sogar holomorph. Fiir Re (w) > 1 und |Im (w)| < 7 gilt
Folgendes:

eXp <(Z — 1) Log (—w)) o &P (Re(z — 1) In|w| —Im (2 — 1) Arg (—w))
exp (w) — 1 - 1 eRe(w)

< 2 Re(w)eﬂ|lm(z)| |w|Re(z)71 .
Dies zeigt, dass das Integral konvergiert. Mit dieser Abschidtzung und dem Satz von
Cauchy folgt, dass das Integral nicht abhéngig ist von 6 und r. Man schaue sich dazu
das folgende Bild an.

Also ist

dw

o(2) m / exp ((z — 1) Log (—w)>

exp (w) — 1

wohldefiniert. Die majorisierte Konvergenz erlaubt uns Integral und Ableiten bei g zu
vertauschen und so die Differenzierbarkeit in z zu zeigen. Die Funktion z — T" (1 — 2) ist
bekanntlich meromorph. Dann ist auch ¢ meromorph als Produkt zweier meromorpher
Funktionen. [

Beweis von Theorem Wir betrachten die Integrale I, definiert fiir & € Nt durch

Iy, = / exp ((z — 1) Log (—w) — k:w) dw.
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Ahnlich wie im Beweis von Lemma [13.10 findet man, dass diese Integrale wohldefiniert
sind und dass I nicht von  und § abhéngt, jedenfalls wenn 0 < § < r < m. Dies bedeutet,
dass

Iy = / exp <(z — 1) Log (—w) — kw> dw
Vr/k,S/k

= %/7 exp <(z — 1) Log (—v/k) — v) dv
= %exp ((1=2)In k)/ exp ((z — 1) Log (—v) — v) dv

Tr,s

=exp(—zln k:)/ exp ((z — 1) Log (—v) — v> dv.

'77',5

Fiir Rez > 1 ist I summierbar und es folgt einerseits, dass

N
Zlk:/ exp((z—l Log (— )Zexp dw
k=1 ’Y'r,é

[ oyt =52 ;X;i%:;”““dw
- /v = <(:x; (13u>LO—g1(_w>> (1 —exp(-w)") dw (13.18)
und andererseits, dass
g;fk = gexp (—zlnk) /w exp (= = 1) Log (—v) —v) dv
. C_(Z) /y exp (= - ’1)L0g(—v) ~v) dv (13.19)

Fiir 6 | 0 finden wir
/ exp ((z —1)Log (—v) — U> dv = % exp ((z — 1) Log (—U)) exp (—v) dv

Yr,5 |v|:7'

+ /:0 (— exp ((Z —1)(In(x) — m)) + exp ((z — 1) (In(x) + m)) —|—> exp (—z) dz.

=r

(13.20)
Weil exp ((z — 1) Log (—v)) exp (—v) beschrénkt ist fiir Re (z) > 1, folgt
lig)l exp ((z —1)Log (—v)> exp (—v)dv = 0. (13.21)

fol=r

Auch findet man

lim :O (—exp (2 = 1) (2) = 7)) +exp (2 = 1) (I (2) + 7)) +) exp () da
= L: exp <(z —1)In (:E)) 2isin ((z — 1) m) exp (—x) dx

— 2isin (= — 1)7r)/

=0

o

exp ((z —1)In(x) ) exp (—x) dx

— 2isin ((z — 1) m) T (2) = —2isin (21) T (=) = % (13.22)
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Im letzten Schritt haben wir Lemma verwendet: I'(2)['(1 — z2) = e R
Aus (T3.20), (T3.21) und (T3.22) folgt

/ exp <(z — 1) Log (—v) — v) dv = % (13.23)

Yr,5

Kommen wir zurtick auf (13.18]). Weil das Integral in ({13.18)) nicht von r und § abhéngt,
wenn 0 < § < r < m, folgt

exp (—w)™ dw = 0. (13.24)

Um (|13.24]) zu zeigen betrachtet man die drei Teilkurven getrennt und findet, dass dieses
Integral von Ordnung O (N* Re(z*l)) ist.

Dies liefert uns

exp ((z — 1) Log (—w)>

exp (w) — 1

duw. (13.25)

S
k=1 v

7,0

Kombinieren wir ((13.25]) und ((13.19]), so folgt

/ exp ((Z — 1) Log (—w) ) i — C(Z)/ exp ((Z —1)Log (—v) — U) dv  (13.26)

exp (w) — 1 s

Das gewiinschte Ergebnis folgt aus (13.26]) und (|13.23)). [

Definition 13.11 Man definiert fiir o € C mit Reo < 1 und o & NT die Erweiterung
der Riemann-C Funktion durch die rechte Seite in .
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Abbildung 13.2: Die Funktionenlandschaft zur Riemann-(-Funktion

Theorem 13.12 (Leonhard Euler, 1707-1783) Sei P = {2,3,5,7,11,...} die Menge
der Primzahlen. Fir s > 1 gilt

1 - —S
== =§::n =((s).

peP

Fiir z € C mit Rez > 1 gilt

Hl_expl :Zexp(—zlnn)zg(z).

i (—zInp)

Abbildung 13.3: Kopie der Handschrift von Riemann aus 1859.

Beweis. Man erinnere sich, dass

- 1
Zam = fir |af < 1.

l—«
m=0
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Es gilt:
m -t -t
PE{P15-ees pk}l_p_S 1—p°1—py° 1_]9/;S
S S ) S )
m1=0 mo=0 mE=0
=D D > e ) = > noe.
m=0me=0 ™5 =0 neNT dessen

Primfaktorzerlegung
nur pi,...,pr enthalt.

Bei der letzten Gleichung wird verwendet, dass jede Zahl n € N7 eine eindeutige Zerlegung
in Primfaktoren hat.

LiBt man & — oo gehen, dann folgt die Behauptung. Weil p € R* gilt, kann man
s € (1,00) durch z € C mit Rez > 1 ersetzen. Mal soll bemerken, dass die ganzen Zahlen
m; erlauben, die Potenzrechnung durchzufiihren:

mi ma2

(exp (—zInpy)) . (exp (—z1lnpy))
=exp(—z(milnpy + ... +melnps)) =exp(—zln(pi™ ... pi?)).

Vermutung 13.13 (‘The Riemann Hypothesis’) Aufer den trivialen Nullstellen

{—2,—4,—6,...} hat die Riemannsche (-Funktion nur Nullstellen z € C mit Re z = %

Bemerkung 13.13.1 Wenn man imstande ist diese Vermutung zu beweisen, sollte man

sich schleunigst melden bei:
https://www.claymath.org/millennium/riemann-hypothesis/

Regelmdfsig gibt es Leute, die behaupten, dass sie diese Vermutung bewiesen haben. Bis

heute hat jedoch noch keiner dieser angeblichen Beweise bestehen kénnen. Die §1.000.000
liegen seit 1998 noch immer bereit.

13.3 Die Weierstrafischen @-Funktionen

Funktionen wie sin, cos, tan, cosh, sinh, tanh sind meromorph und periodisch:

sin (z + 27) = sin(z) und cos (z + 27) = cos(z),
tan(z + ) = tan( ),
sinh (z 4 27i) = sinh(z) und cosh (z + 27i) = cosh(zi),
tan(z + i) = tan(z).

Man konnte auch eine Funktion definieren, die die Periode w € C\ {0} hat:

£(2) = sin (%Tz) |


https://www.claymath.org/millennium/riemann-hypothesis/
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Abbildung 13.4: Die Funktionenlandschaft zu z — 1/( (z). Die Nullstellen der Riemann-Zeta
Funktion liefern leicht erkennbare Polstellen.

af
/'/\\
2 /N [\
/
T \\ /7< \\ A~ 7 \ \
A - /7 \ /N / ~
\ o
—F — N/ LA\ AN
‘l\,‘/ P 10\‘¥/ 20’ " 30
’Xﬁ e \ / \/ \
\_/ \/ “\‘ “3‘
o \/

Abbildung 13.5: Skizzen zu den Funktionen t — Re(¢(% + it)) und t — Im(¢(5 + it)).

Es gibt viele andere Funktionen mit gleicher Periode: Zum Beispiel

F) = (sin (%z))3 + exp cos (%z) |

Es ist leicht eine Funktion zu finden, die in zwei Richtungen periodisch ist. Zum Beispiel
f(z) =sin(Re(z))cos (Im(2))

wiére eine solche Funktion. man sieht jedoch sofort, dass diese Funktion nicht holomorph
und sogar nicht meromorph ist. Bevor wir periodische Funktionen auf C betrachten wer-
den, schauen wir uns die periodischen Funktionen auf R an.

Periodische Funktionen auf R haben immer nur eine (kleinste) Periodeﬂ.

2f ist periodisch beziiglich p, wenn f(x + p) = f(z).
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Lemma 13.14 Wenn eine stetige Funktion f : R — R periodisch ist, sowohl beziiglich
p1 € RT als auch py € RY, dann gilt f = ¢ oder es gibt py € R™ derart, dass [ periodisch
ist mit Periode pg € R™ und p1/po, p2/po € NT.

Bemerkung 13.14.1 Wenn so ein py existiert, dann gilt
nip1 + napz = 0
fiir ny = py/po und ny = —p1/po.

Bemerkung 13.14.2 Der Beweis funktioniert sogar fir Funktionen, die unstetig sind,
wenn die Unstetigkeitsstellen sich nicht hdufen.

Beweis. Nehme an, dass py < p;. Betrachte ps = p1 — [p1/p2] p2. Hier ist [.] die Ganzzahl-
funktion:
[z] =sup{n € Z;n < x}.

Dann gilt entweder p; = 0 und p;/pe = [p1/p2], p2/p2 = 1 € N oder f ist auch periodisch
mit Periode p3 < po.
Wenn p3 # 0, definiere man p; = py — [p2/ps] p3. Dann gilt entweder p;, = 0 und

pa/ps = [p2/psl, p1/ps = 1 — [p1/p2) p2/ps € N oder f ist auch periodisch mit Periode
ps < p3. Man wiederhole dies. Entweder findet man endlich viele

O:pn<pn—1<"'<p2<p1>

oder unendlich viele
0< - <pn<pp1<-<pa<p1

Im ersten Fall gilt, dass f Periode p, hat und dass p1/po, pa/po € N. Im zweiten Fall
konvergiert p, gegen 0. (Wieso?) Wenn p,, gegen 0 konvergiert, dann gilt f (z) = f (0) auf
einer dichten Menge. Aus der Stetigkeit folgt f(z) = f(0) fiir alle z € R. [ ]

Fiir Funktionen auf C wollen wir untersuchen, ob es Funktionen gibt, die in mehreren
Richtungen periodisch sind. Ahnlich wie Lemma [13.14] zeigt man Folgendes:

Lemma 13.15 Wenn eine meromorphe Funktion f : C — C periodisch beziiglich py, p2, p3
C\ {0} ist, dann gilt f = c oder es gibt ny,n9, ng € Z, nicht alle 0, mit

nip1 + ngps + nzp3 = 0.

Beweis. Nehme an |p3| < [pa| < [p1]. Wenn p; und p, auf einer Geraden durch 0 liegen,
kann man Lemma [13.14] verwenden fiir ¢ — Re (f (tp1)). Diese Funktion ist periodisch mit
Perioden 1 und py/p; € R. Aus Lemma folgt dann, dass es py € R gibt mit 1/py,
p2/ (p1po) € NT. Fiir ny = pa/ (p1po), n2 = —1/po und ng = 0 folgt nip1 +nops +nsps = 0.
Gleiches kann man folgern, wenn p; und ps3, oder py und ps auf einer Geraden durch 0
liegen.

Wir diirfen also annehmen, dass die Gerade durch zwei dieser p; nicht durch 0 geht.
Diese Annahme liefert uns, dass Im (p;/p3) # 0 und Im (py/ps) # 0. Wie im Beweis von
Lemma zeigt man, dass es fiir jedes € > 0 ein Paar my, my € Z gibt mit

‘ml Im (Zﬂ) + msq Im (]2) ‘ < e,
p3 P3
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also auch fiir ¢ = 1. Die Zahl my Re(pi/ps) + maRe (p1/ps) runden wir ab auf die
néchstliegende ganze Zahl mgz und wir definieren

Pg 1= M1p1 + Mapy — M3Ps.

Wenn p, = 0 gilt, sind wir fertig. Wenn p, # 0, dann ist f periodisch mit Periode p, und

b1 P2
|pa| = ‘m1— + mo— — mgs| |ps]
25 P3
< (‘Re <m1&+m2@—m3) +‘Im (mlﬁ—f—mg@—mg)‘) |ps|
b3 Y2 b3 D3

= ( my Re (&) + mg Re (12) —mg| + ‘Im (mlz2 +m2@> D |P3|
2! p3 P3 Ps3

< (211l = 2 1wl
=135 41?5—4]93-

Man wiederholt diesen Vorgang mit py, ps, p2 etc. Man findet entweder nach endlich
vielen Schritten n,,no,n3 € 7Z wie beschrieben oder man findet eine Folge von Peri-
oden pi € C, die nach 0 konvergieren. Weil meromorphe Funktionen nur Polstellen ohne
Héaufungspunkt haben, kann f in diesem Fall keine Polstelle haben. Das bedeutet, dass
f holomorph ist. Weil p, — 0 und f(px) = f(0) folgt aus dem Identititssatz (Theorem
7.6, dass f konstant ist. [ ]

Meromorphe Funktionen auf C haben also héchstens zwei reell unabhéngige, komplexe
Perioden py, ps € C\ {0}.

Definition 13.16 Eine meromorphe Funktion mit zwei reell unabhingigenf| komplezen
Perioden py,ps € C\ {0} heifst elliptische Funktion.

Bemerkung 13.16.1 Fiir eine solche Funktion gilt

[ (2 +nip1r +nops) = f(2) fiir alle ny,ny € Z.

Die Menge {nip1 + naopa;ni,ne € Z} nennt man ein Periodengitter oder kurz Gitter.
Lemma 13.17 Eine holomorphe Funktion, die elliptisch ist, ist konstant.

Beweis. Holomorph und periodisch in zwei reell unabhéngigen Richtungen geben Be-
schrinktheit. Der Satz von Liouville liefert uns, dass f konstant ist. ]

Lemma 13.18 Sei f eine elliptische Funktion mit Perioden py, ps, die in
D:{91p1—|—92p2; 0§91 <1 und0§91 < 1}

die Polstellen {z1, 22, ..., 2,} hat. Dann gilt

zn:Reszk (f)=0.
k=1

3Zwei komplexe Zahlen z; und 2, sind reell unabhiingig, wenn c¢;2; +ca222 = 0 als einzige reelle Lésung
c¢1 = ¢ = 0 hat.
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L

Abbildung 13.6: Skizze zu einem Periodengitter.

Bemerkung 13.18.1 FEs gibt also keine elliptischen Funktionen mit einem einfachen Pol
auf D.

Beweis. Man betrachte eine (stiickweise glatte) Kurve «, die den Rand vom Spat D
durchlduft. Wenn es auf diesem Rand eine Polstelle gibt, dann verschiebt man diesen
Spat und betrachtet stattdessen w+ D mit w € C so gewéhlt, dass w+ 0D keine Polstelle
enthélt. Siehe Abbildung [13.7] Durch die Periodizitdt folgt, dass das Integral iiber die
linke Kurve und iiber die rechte Kurve entgegensetzte Werte liefern und &hnliches gilt fiir
oben und unten. Wir finden:

;Reszk (f) = % yéeww[) f(z)dz = 0. n

Lemma 13.19 Fine elliptische Funktion f mit Perioden py,ps € C nimmt in
D:{91p1+92p2; 0<b;,<lund0<0; < 1}

jeden Wert aus C gleich oft an. (Man soll inklusive Vielfachheiten zihlen.)

Beweis. Man erinnere sich an Lemma [11.9

#n(f, 1) —#p(f,T) = L/ f/(z)dz.

21
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P2

oZ

Abbildung 13.7: Skizze zum Beweis von Lemma .

Hier ist #y(f,T') die Zahl der Nullstellen innerhalb von I' =Bild () mit y eine geschlossene
Jordan-Kurve. Ahnlich ist #p(f,I') die Zahl der Polstellen innerhalb von I'. Weil auch
f'/ f elliptisch ist, folgt

L e, o
NG =T = g Sa LE mesin =
innerhalbk w—+0D

Wir konnen auch f — ¢ auf gleiche Art angehen und finden

#N(f_c7r) = #P(f_car) = #P(fvr)

Das bedeutet, dass f den Wert ¢ gleich oft annimmt wie diese Funktion Polstellen hat. m

Theorem 13.20 Seien pi,ps € C\ {0} reell unabhdingig. Dann ist die Funktion z +—
o (2:p1,p2) mit

o (2591, p2) = % + > ((Z ! 5 — ! 2> (13.27)

(n1,m2)€Z2\{(0,0)} — NP1 — NaPa) (n1p1 + nop2)

eine elliptische Funktion.

Bemerkung 13.20.1 Die Funktionen in nennt man Weierstrafs-p-Funktion. Das
o 1st ein kalligraphisches p und dieses Symbol wird nur fir diese WeierstrafS-p-Funktionen
verwendet.

Beweis. Erstens sollen wir zeigen, dass diese Funktion wohldefiniert ist. Das heifit, die
Folge soll kompakt konvergieren. Sei z € K mit K kompakt und nehme an, dieses K
liegt innerhalb von einem Spat Sj;, mit M > 1 und den Winkeln =Mp; £ Mps. In Sy,
liegen 4 [M]* Polstellen. Das bedeutet fiir (ny,n9) € Z2 mit |ny| > M oder |ny| > M sind
die Termen in der Reihe in holomorph auf Sy;. AuBerdem gilt mit geschickter
Konstante C"

1 1

(z —mip1 — n2p2)2 (nip1 + n2p2)2 ‘

2.

[ni|>M oder |n2|>M

- ¥

[n1|>M oder |ng|>M

(13.28)

—22 + 2z (nip1 + nap2) ‘
(z —mipr — n2p2)2 (nip1 + n2p2)2
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Es gilt, dass
[napy + napa|* < 2 (max (|pa, [pa]))* (nf + n3) -
Um (13.28]) weiter abschétzen zu konnen, braucht man eine dhnliche Abschitzung von

unten und dazu geht man wie folgt voran: Man setzt
p1 = 21 + iy und py = x9 + 1y fiir z;,y; € R.

Dann gilt, mit o dem Winkel zwischen (x,y1) und (z9,ys), dass
|2

|nap1 + nepe|” = (M + n2x2)2 + (nyy1 + 71292)2

= (a3 +7) + 3 (xg+y;)+2nm2<( " )(as‘z )>

Y2

2 2

2 x1 2 x2 X1 T2
=n +n + 2n1n9 cos(o

1(%) 2(92) o ”(m)H(m)’

2 2
2 Ty 2 X2 X1 T2
n +n — |cos(a)| 2 [n n
- 1(@/1) 2(92) jcos(a) 1<@/1)’ 2(@2)'
T 2 T 2 T 2 T 2

>n2 ! +n2 2 — |cos( n ! + n 2
- l(yl) 21\ w2 cos(@)] { |m vi *\ w

> (1 — |cos(c)|) min (\pl\Q ; |P2|2) (ni +n3) .

Weil p; und py reell unabhéngig sind, sind auch (z1,y;) und (z,y2) unabhingig. Das
heifit, dass a € (0, 7) und dann folgt, dass |cos(a)| < 1. Also gilt, dass

(1 — [cos(a)|) min (|ps|*, [p2]*) > 0

und man kann die Abschétzung von vorher fortsetzen:

13.28) < > L3</ Crar=—Y

- 3 _
[ni|>M oder |na|>M |<n1’n2>| =m-1 7 M—1

Da die Reihe also kompakt konvergiert, ist die Funktion wohldefiniert.

Um die Periodizitédt zu zeigen, betrachten wir die Ableitung. Wenn z kein Gitterpunkt
ist, zeigt man, dass

—2
o (ziprp2) = >

5
(n1,n2)€Z2 (Z —mp1 — nng)

Weil es keine konstanten Termen mehr gibt wie in ([13.27)), kann man sofort erkennen,
dass diese Funktion z — @' (z;p1, pa) periodisch ist mit Periode p; und po. Also folgt fiir
jedes p im Gitter und z kein Pol, dass

d

7 WP ) = 9 (zip1,p2) = ¢ (2 4 pip1,p2) — 9 (2501, 2) = 0.
Wenn z kein Pol ist, dann folgt

(2 +pip1p2) — 9 (2p1,02) = G

Bemerke, dass die Gitterpunkte genau die Polstellen sind. Weil —%pl und —%pg also keine
Polstellen sind, folgt, dass

o (50601, 2) — 9 (=303 P1,D2) = Cpy-

Weil o (z; p1,p2) = 9 (—2; p1, p2) folgt ¢,, = 0 fiir i € {1,2} und dies zeigt, dass ¢ (2; p1, p2)
periodisch ist mit Perioden p; und ps. ]
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Abbildung 13.8: Die Funktionenlandschaft zu einer ¢(.;p1,p2).

Abbildung 13.9: Skizze zu Re(p(.; p1,p2))-

Abbildung 13.10: Skizze zu Im(p(.; p1,p2))-
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Konvergenz und Folgen

14.1 Gleichmiflige Konvergenz
Eine Zahlenfolge {a,}, .y C C konvergiert, wenn es ein £ € C gibt derart, dass
Ve>0dN. €N : n>N. = |a, — /| <e.

Auch zu Folgen von Funktionen {f,}, oy mit f, : U C C — C kann man Konvergenz
betrachten wie man schon gesehen hat. Wir betonen nochmals einige Definitionen. Wir
schreiben K = R oder C. Die Menge U ist eine Teilmenge von R™ oder C™.

Definition 14.1 Seien f, : U — K fir n € N. Man sagt {f,}
weise, wenn es { : U C C — C gibt derart, dass

~en konvergiert punkt-

Ve >0VzeUdAN., e NVn>N., = |fu(z) —l(2)] <e.

Definition 14.2 Seien f, : U C C — C fir n € N. Man sagt {f.}
gleichmdflig, wenn es ¢ : U C C — C gibt derart, dass

nen konvergiert

Ve>03dN. e NVzeUVn>N. = |fu(z) —L(2)] <e.

Wenn eine Funktionenfolge konvergiert, kann man wenig aussagen iiber die Grenz-
funktion. Wenn die Funktionenfolge gleichméflig konvergiert, weifl man schon viel mehr:

e Wenn f, gleichméfig zu ¢ konvergiert und die f,, sind stetig, dann ist auch ¢ stetig:

[0(z) = €(y)| < [(x) = ful@)| + [ful2) = Fu(u)] + [fuly) = £(y)]

Fiir ¢ > 0 nehme man: ny; € N derart, dass fiir n > n; und jedes x € U gilt
[0(x) — fu(x)| < 36 und 0 > 0 derart, dass fiir [z —y| < 0 gilt

1
|fn1+1($) - fn1+1<y)| < §€.
e Die Funktionen f,(z) = arctan (nx) sind stetig und konvergieren nach f(x) =

17 sign (z). Die Funktion ¢ ist nicht stetig in 0. Bemerke, dass {f,},cy nicht

gleichméBig konvergiert.

155
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Definition 14.3 Eine Familie F = {f,},c; von Funktionen f, : U — K nennt man
gleichgradig stetig in v € U, wenn

Ve>030,.>0:|y—z| <dpe = |fuly) — fulx)] <e.
Bemerkung 14.3.1 F st gleichgradig stetig auf U “ heifst dann:
VeeUVe>030,.>0:|y—z| <de = |fu(y) — fulx)] <e.

Gleichgradig stetig ist eigentlich selten niitzlich, wenn man gleichzeitig nicht auch die
gletchmdf$ige Stetigkeit hat.

Definition 14.4 FEine Familie F = {f,},; von Funktionen f, : U — K nennt man
gleichgradig gleichmdflig stetig, wenn

Ve>036.>0:|y—z|<é. = |fu(y) — fulz)] <e. (14.1)

Theorem 14.5 (Arzela-Ascolil)) Sei K C K" kompakt und sei {f,}, o mit fn: K —
K gleichgradig gleichmdfig stetig und beschrdnkt. Dann gibt es eine gleichmdfig konver-

gente Teilfolge { fn, }nen-

Beweis. Die einzelnen Schritte des Beweises sind die Folgenden:

1. Existenz einer abzihlbaren dichten Teilmenge. Weil K kompakt ist, hat K ei-
ne abzéhlbare dicht Teilmenge. Denn aus jeder Uberdeckung Uy, := { By« (z); 2 € K}
kann man endlich viele { By« (l’kg)}ﬁk: , wihlen, die K schon iiberdecken. Die abzéhl-
bare Menge T := {xj ;1 < ¢ < {}, k € N} ist dicht in K.

2. Konvergenz in abzihlbar vielen Punkten. Wir schreiben 7' = {x},- ;. Weil die
Folge { fu(21)},cy beschrinkt ist, gibt es eine konvergente Teilmenge { f1 n, (71)},cx
(der Satz von Bolzano-Weierstraf). Weil { f1,,, (72)},cy beschrénkt ist, gibt es eine
konvergente Teilmenge { fon, (22)},. o, usw. Nach n Schritten haben wir eine Teilfol-
ge, die konvergiert auf {z1,...,z,}. Mit Hilfe des sogenannten Diagonalverfahrens

bekommt man eine Teilfolge { fin,, },,cy, die konvergiert auf 7. Wir setzen

fnm = fmynm
und definieren

f(z) = liin fo, () fir z € T.

3. Konvergenz auf dem Ganzen. Fiir v € K\T gibt es eine Folge {z,}, .y C T mit
x, — x fir n — oo. Dann ist {f(z,)} eine Cauchy-Folge:

[f(@n) = f(ae)| < f(@n) = fon (@n)] + | fnn (@n) = fon (@) 4 [ fr, (2x) — f(2i)]

Hier wird die gleichgradige Stetigkeit verwendet: Fiir € > 0 gibt es 0./3 > 0 derart,
dass |z, — xx| < 6.3 impliziert |f,, (1) = fu,. (¥x)| < 36. Man nehme m geniigend
groB fir |f(zy) — fa,.(20)] < 3€ und | fo,, (zx) — f(2x)] < 3e. Cauchy-Folgen in R

1Cesare Arzela (1847-1912) und Giulio Ascoli (1843-1896)
*Eine Teilmenge T C K heifit dicht, wenn es zu jedem 2 € K eine Folge {,},, .y C T gibt, die nach
x konvergiert.
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oder C sind konvergent. Wenn es zwei Folgen gibt mit z, — = und z,, — z, dann
gilt auch hier

[f(@n) = f(E)] < |f(2n) = S (@) £ [fr (20) = fr (En) | + [ fr, (Z0) = f(Z0)]

und man findet dhnlich wie soeben, dass lim f(z,) = lim f(Z,). Das bedeutet
n—oo n—oo

f(z) = lim f(z,) fir T >z, -2 € K\T

n—o0

ist wohldefiniert.

4. Gleichmiflige Stetigkeit der Grenzfunktion. Auch gilt, dass f gleichméfig
stetig ist: Seien {,}, oy und {yn}, oy derart, dass T'> 2, =z und T' 3 ,, — y. Sei
e > 0. Man verwende:

[f(@) = fW)| < |f (@) = f(@n)| + [ (@n) = fon (@n)] + | fnn (@0) = fon ()| +
+ |fnm(yn) - f(yn)| + |f(yn) - f(y)| :

Wenn man n geniigend grofl nimmt, folgt |z, — y,| < 2|z — y|. Man nehme §. > 0
derart, dass |z — y| < 30. impliziert |f,, (¥) — fo,.(y)] < $e. Auch nehme man n so
groB, dass |f(z) — f(x,)| < 3¢ und | f(ya) — f(y)| < te. Durch m geniigend groB zu
nehmen findet man |f(z,) — fo,, (#n)] < 2€ und |fo, (yn) — f(ya)| < e

neN

5. Gleichmiflige Konvergenz der Teilfolge. Die gleichmiflige Konvergenz folgt
aus der Kompaktheit von K: Wenn f,, nicht gleichméfig konvergiert, dann gibt es
g9 > 0 und eine Teilfolge n,,, mit z; € K und ‘fnmk (rg) — f(:vk)| > go. Die Folge
7 hat eine konvergente Teilfolge x,, — Z. Sei {Z}, .y C T eine Folge mit Z,, — &
und man findet

fnmk[ (Ikz) - f(xkz)
Frn @1) = S, )| | Fam, () = FG)| + 1£() — o).

Die rechte Seite bekommt man so klein wie man méchte und so einen Widerspruch:
Man nehme ¢ und n so grof, dass | f(Z,,) — f(xx,)| < 3eo und | f(Z,) — f(2k,)| < 3€0.

go <

< +

Fiir ¢ geniigend grof, folgt ’ fnmke (Tn) — f(Zn)

1
< 3€0- ]

Theorem 14.6 (Monte]EI) Sei G C C offen und sei {f,},cy eine Funktionenfolge mit
fn : G — C holomorph und lokal gleichmdj$ig beschrdankt. Dann gibt es eine lokal gleichmdjig
konvergente Teilfolge { fn,,}

meN"

Beweis. Sei Bor(w) C G und sei M > 0 derart, dass |f,| < M auf Bag(w). Es gilt fiir

21, 72 € Br(w), dass
L/ fn(2) _ fn(2) d
2m0 J—pm2r \Z — 21 Z— 22

1 21 — 22
ZE/;MﬁR@—zn@—¢ﬁ”“”z

‘22_21’ 2m 1 it M

|fn(21) - fn(22)| =

Also ist {fn},cn gleichgradig gleichméBig stetig auf Br(w). Mit dem Satz von Arzela-
Ascoli folgt das Ergebnis. ]

3Paul Montel 1876-1975
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Theorem 14.7 (Weierstrafl) Sei G C C offen und sei {fn},cy eine Funktionenfolge
mit f, : G — C holomoqph, die gleichmdflig gegen f konvergiert. Dann ist f holomorph.
Auflerdem konvergiert fnk) lokal gleichmdfBig gegen f*).

Beweis. Sei v eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in G mit Innengebiet in G.

Weil
/fn(z)dz =0
N

und weil f,, gleichméBig konvergiert, folgt

/f(z)dz = /nh_)n;lo fo(2)dz = lim [ f,(2)dz=0.

n—oo
5

Mit Theorem[4.1]folgt, dass f eine Stammfunktion hat auf jedem einfach zusammenhéngenden
Gebiet G € G. Weil diese Stammfunktion holomorph ist auf G, ist f holomorph auf G
und darum auch auf G'.

Fiir die lokal gleichméfige Konvergenz von f! betrachte man die Ableitung mit der
Integralformel von Cauchy (Korollar fiir 7 : [0, 27] — C mit y(t) = 2o + re':

P =1 = 5 [ H L,

Fiir jede Kreisscheibe B,(zp) in G folgt so aus gleichméBiger Konvergenz von f, — f
auf B,(z) die gleichméBige Konvergenz von f, — f" auf B,(2) mit p < r. Fiir hohere
Ableitungen wiederhole man dieses Argument. ]

14.2 Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Der Riemannsche Abbildungssatz (Theorem [10.8]) lautet:

Ser G ;Cé C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe

Abbildung h : R + iRt — G.

Man kann ihn noch etwas genauer formulieren, wenn wir statt R+:R den Einheitskreis
B1(0) nehmen und die inverse Abbildung betrachten:

Die Abbildung go(z) = &2 ist biholomorph von R + iR™ auf B;(0). Das heiBt, wenn wir
die biholomorphe Funktion f kennen, kennen wir auch eine biholomorphe Funktion A,
denn

__ rinvers invers
h=Ff o gy .

Theorem 14.8 (Der Riemannsche Abbildungssatz auf B,(0)) Sei G & C ein ein-
fach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung f : G —
B1(0). Sei zy € G. Wenn man f(z) = 0 und Arg (f'(20)) € (—m, 7| vorschreibt, gibt es
genau eine solche Abbildung f.

Beweis. Auch hier gibt es einen Beweis in mehreren Schritten.
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L. Der erste Schritt im Beweis ist die Konstruktion einer biholomorphen Abbildung
fo, die G abbildet auf ein einfach zusammenhéngendes Gebiet G := fo(G) C B1(0)
und mit 0 € G.

Weil G # C gibt es a € G¢ = C\G. Weil G einfach zusammenhéngend ist, gibt es
einen Weg von a nach oco. Dann kann man Log*(z — a) als holomorphe Funktion
auf G definieren, wenn man genau diesen Weg als Schnitt fiir den Logarithmus
verwendet (Log™(z — a) = Log(z — a) + 2kmi mit k& € N). Die Abbildung

1
g1z +— exp (gLog*(z — a))

bildet G biholomorph ab auf G; = ¢;(G) und C\G; enthéilt eine offene Kreisscheibe
B, (w): Wenn —w € ¢g(G) dann gibt es r € (0, |w|) mit B,(—w) C G;. Wenn z € G4
dann folgt —z & G. Durch eine zusétzliche gebrochen lineare Abbildung

1
g2z —(z—w)
r

findet man eine biholomorphe Abbildung gs : G; — G5 := ¢2(G;) mit B1(0) NGy =
(. Setzt man

gs:z—1/z

an, so folgt G3 := g3(G2) C B1(0). Sei 2y € G5. Mit Hilfe der gebrochen linearen
Abbildung

zZ— 20

g4IZ|—> —
1—% =

folgt, dass fo = g10g30g20g:1 die Menge G biholomorph abbildet auf eine Teilmenge
G von B;(0) mit 0 € G.

Abbildung 14.1: Entgegen dem Uhrzeigersinn: G 25 G B3 Gy B8 G3 24 G.
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2. Der zweite Schritt betrifft die Existenz einer biholomorphen Funktion als Grenz-

funktion einer Folge von biholomorphen Abbildungen f, : G — f.(G) C Bi(0).
Man betrachte dazu die Familie von Funktionen

F = {f : G — By(0); f holomorph, injektiv, f(0) =0 und Arg (f'(0)) = O} :
Weil f: 2z — zin F liegt, ist diese Menge nicht leer. Setze

M = sup {f'(0); f € F}.

Weil G ein Gebiet ist (Satz iiber Gebietstreue) gibt es r > 0 mit B,(0) € G und es
folgt aus
1

C2mi ), 2P
1 2 ] 1 2 1
ip I

/0 |f(7"e )|rdg0§27rr2/0 rdap—T,

= 2mr?

dass M e [1,r7']. Sei nun {f,},cy eine Folge mit lim, ., f,(0) = M. Weil f, be-
schrankt ist (durch 1) liefert der Satz von Montel uns eine lokal gleichméBig konver-
gente Teilfolge { fn,, },,en- Der Satz von Weierstrass liefert uns, dass die Grenzfunk-
tion f holomorph ist, und dass fiir f gilt f(G) € B1(0), £(0) = lim,_e0 fn,, (0) = 0
und f/(0) = limp, o f;, (0) = M. Sogar gilt, dass f injektiv ist: Wenn f nicht
injektiv wire, dann gibe es 2 # 2z € G mit f(z) = f(2) =: w. Weil f nicht kon-
stant ist, hdtte f — w Nullstellen ohne Haufungspunkte und gébe es Umgebungen
B,,(z1) € G und B,,(z) C G mit f —w # 0 auf dB,,(z) und dB,,(z). Durch die
gleichméfige Konvergenz und den Satz von Rouché hétte auch f,, —w fiir n geniigend
grof Nullstellen in B, (21) und B,,(22). Das wiirde bedeuten, dass f,, nicht injektiv
wére, ein Widerspruch.

: 2
27r172

b (z)dz‘

Im dritten Schritt zeigen wir, dass f(G) = By(0). Nehme an f(G) = G S Bi(0).
Dann gibt es w; € B;(0)\G und man kann durch eine gebrochen lineare Funktion

wy auf 0 abbilden:
Z — Wy
hl A e
1—wi z

Man hat hy(0) = —w;. Weil Gy := hy(G) einfach zusammenhéngend ist und 0 & Gy,
kann man Log®(z) als holomorphe Funktion auf G; definieren (Log®(2) = Log(2) +
2kmi mit k € N). Setze

1
ho : z +— exp (aLog#(z))
und wy = ha(—wy). AnschlieBend nehmen wir

hy 2 @2
1—ws 2

wobei wir ¢ € (—, 7] so wihlen, dass Arg ((hs o hs o hy) (0)) = 0. Es gilt
(hg @) hg o) hl) (0) = (hg e} ]’LQ) (—U}l) = ]’L3(U}2) = 0.

Wir betrachten _ .
h PRI hllnvers <(h11nvers<z))2> )
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Abbildung 14.2: Eine Skizze zu G g él h—2> Gg }3 G’g.

Diese Funktion h bildet B;(0) auf B;(0) ab, ist keine Drehung und darum folgt aus
dem Schwarzschen Lemma |h/(0)| < 1. Weil h die Inverse ist zu h3 o hg o hy : G —

(hs 0 ha o ) (G) c By (0) gilt

(hg ohgyo hl)/ (0) > 1

~ w(0)

Dann ist hg o hy 0 hy o f eine biholomorphe Abbildung von G nach einer Teilmenge
von B1(0) mit

(hg ohgohyo f)/ (0) = (hg ohgyo hl)l (0) f/(O) > M,
ein Widerspruch.

4. Die Eindeutigkeit. Wenn sowohl f als auch f biholomorphe Abbildungen sind von
G nach B;(0), dann ist fo f™°s: B;(0) — B;(0) biholomorph und hat deshalb die

Form o e
(fofanerS> (Z):elsal_wz.
Weil <f o finve“) (0) = 0 folgt w = 0, und weil
r invers ! - f’(Zo)
(Formm) 0 =5y €®
folgt ¢’ = 1. Es folgt, dass f (2) = f (2). L

14.3 Schwarz und Christoffel

Proposition 14.9 (Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip) Sei G ein Gebiet in C,
das symmetrisch ist beziiglich der reellen Achse. Wenn gilt, dass

1. f holomorph ist auf {z € G;Im z > 0},
2. f stetig ist auf {z € G;Imz > 0} und
3. f(GNR) CR,

dann st

_ f(z) auf {z € G;Imz > 0},
fz _{m auf {z € G;Im z < 0},

eine holomorphe Funktion auf G.
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Abbildung 14.3: Die Kurven v und v, ~~. Bemerke, dass Teilkurven, die in entgegengesetzten
Richtungen durchlaufen werden, sich aufheben und nicht am Integralwert beitragen.

Beweis. Setze

u(@,y) = Re f(z +iy) und v (z,y) = Im f(z + iy).
Dann gilt
U (I’, _y) =u (.ﬁlf, y) und v (.Z', _y) = v (xay) .
Die Stetigkeit von u und v und die Annahme, dass v(x,0) = 0 auf G N R, liefern die

Stetigkeit von f auf G. Die Differenzierbarkeit auf {z € G;Im z < 0} folgt aus der reellen
Differenzierbarkeit von « und v und den Cauchy-Riemann Gleichungen:

Oz (u(z,=y)) = (Opu) (2, —y) = (Oyv) (z, —y) = =0, (v (2, ~y)) = 0, (—v (z, ~y)),
Oy (u(z,—y)) = = (Oyu) (z, —y) = (O0) (z, —y) = Oz (v (z, —y)) = =0 (—v (2, —y))

Es bleibt noch zu beweisen, dass f komplex differenzierbar ist in x € G N R. Sei
B,.(z) C C. Weil f stetig ist auf G N R, kann man fiir jede differenzierbare geschlossene
Kurve « innerhalb B, (z) beliebig nahe Kurven 4" in {z € B.(z); Imz > 0} und v~ in
{z € B.(z); Imz < 0} finden mit

Lf(z)dz - 15%1 (/7+ j?(z)cler/7 f(z)dz) —0

Wenn f7 f(2)dz = 0 fiir beliebige Kurven in B,(z), ist f holomorph in B, (x). Die Kurven
~T und 7~ bekommt man zum Beispiel, indem man definiert

7H(t) =Re (4(1)) + i 6. (Im (7(1))),
7~ () = Re (v(t)) — i ¢ (= Im (7(2))),

mit e
t fiir t > 2e,
¢.(t) =1 t*/e+e/4 firte [0,3e],
is fiir t < 0. /2
t

€/2
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Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip erlaubt es, die Riemannsche Abbildung fiir ein
Polygon etwas praziser festzulegen. Ein Polygon ist ein einfach zusammenhéngendes Ge-
biet, dessen Rand von einem Polygonzug mit endlich vielen Ecken beschrieben wird.

IS

2iF
/\
<

Abbildung 14.4: Die Winkeldnderungen erscheinen in der Schwarz-Christoffel Transformation.
Im Bild ist ay, der Winkel vom schwarzen zum roten Vektor an der Stelle wy,.

Theorem 14.10 (Schwarz-Christoffel) Sei P ein Polygon in C. Dann existiert eine
biholomorphe Abbildung
h:(R+iR") — P.

Diese Abbildung h ist wie folgt: Wenn wir die Eckpunkte von P entgegen dem Uhrzei-
gersinn wy, . .., w, nennen und oy, ... 0y € (—m, ) die zugehorigen Winkel, die jeweils
die Anderung in der Tangentialrichtung an der Stelle wy, € OP messen, das heif$t

ak:Arg<w> firk=1,...,n

W — Wg—1

mit Wy 1= Wy, Wnpiq = Wy, dann gibt es

e peC\{0},
e 1 <Xy < <Xy € R mit h(zy) =wy fiiri=1,...,n—1 und h(oc0) = wy,
und es gilt
W(z)=8 (z—21) " (2 = 22) ™™ .. (2 — zpp_y) V" (14.2)

mit den Potenzfunktionen z — 27 fiir v € C definiert durch
27 = exp (yLog* (2)) fiir Log" (z) := Log (2/i) + 3. (14.3)

Bemerkung 14.10.1 Die Funktion Log® ist eine Erweiterung des reellen Logarithmus
mit —i[0,00) als Schnitt. Bemerke auch, dass wegen —ap/m > —1 die Funktion b’
nur integrierbare Singularititen hat und h dann sogar stetig auf {z € C;Im(z) > 0} ist.
Ubrigens, weil > or_y a =27 gilt, erscheint o, nicht direkt in .
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Bemerkung 14.10.2 Das Theorem gilt mit kleinen Anderungen sogar fiir unbeschrinkte
Polygone.

Einen Beweis fiir das Schwarz-Christoffel Ergebnis werden wir nicht geben. Man kann
jedoch Folgendes sehen:

e Fiir x € (2,1, 00) gilt, dass Arg (h/(z)) = Arg(5).
Also sollte man Arg(5) = Arg(w,, — w,_1) nehmen.

o Fiir 2 € (zn—2, Tn_1) gilt, dass Arg (h'(x)) = Arg(3) + n—2= = Arg(f) — an—1.
o Fiir x € (v,,—3,x,—2) gilt, dass Arg (h'(z)) = Arg(8) — a1 — 2, Usw.
o Fiir z < 2 gilt, dass Arg (W(z)) = Arg(8) — S.1—; ar = Arg(B) — 27 + ay.

Das Bild von [zj_1, x)] ist dann eine Gerade mit Richtung wie eben festgelegt. Es bedeu-
tet, dass die Abbildung den Rand eines Polygons beschreibt und die Winkel des Polygons
hierdurch festliegen. Fiir die Bestimmung der z;-s sollte man einen Fixpunktsatz verwen-
den.
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