
sU]ESTWOWANIE GLAWNOGO SOBSTWENNOGO ZNA^ENIQ DLQ KOOPERATIWNYH

\LLIPTI^ESKIH SISTEM W OB]EJ OBLASTI

i. bIRINDELLI, |. mITIDIERI, g. sWIRS

1. wWEDENIE. w RABOTE IZU^AETSQ SU]ESTWOWANIE GLAWNOJ SOBSTWENNOJ FUNKCII DLQ WEK-
TORNOZNA^NOJ \LLIPTI^ESKOJ ZADA^I NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ(

(L �H) � = �B� W 
;
� = 0 NA @
;

(1)

I EE SWQZX S PRINCIPOM MAKSIMUMA.oPERATOR L PREDPOLAGAETSQ DIAGONALXNOJ MATRICEJ IZ

RAWNOMERNO \LLIPTI^ESKIH ^ASTNYH DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW W ^ASTNYH PROIZWOD-
NYH WTOROGO PORQDKA, H I B | KOOPERATIWNYE MATRICY S \LEMENTAMI IZ C(�
). oBLASTX

 � RN OGRANI^ENA. mY NE PREDPOLAGAEM, ^TO GRANICA UDOWLETWORQET KAKIM LIBO USLO-
WIQM REGULQRNOSTI.

sISTEMY \LLIPTI^ESKIH I PARABOLI^ESKIH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WOZNIKA@T

PRI IZU^ENII MODELEJ DINAMIKI POPULQCII, TEORII GORENIQ I PROWODIMOSTI NERWOW (SM.,
NAPRIMER, OBZOR [3] I KNIGU [5]).

w WOPROSAH SU]ESTWOWANIQ, EDINSTWENNOSTI I USTOJ^IWOSTI RE[ENIJ TAKIH SISTEM \L-
LIPTI^ESKIE ZADA^I NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ IGRA@T WAVNU@ ROLX (SM. [1],[8], [15],[19]). s
NIMI TESNO SWQZANY TAKVE PRINCIP MAKSIMUMA I TEOREMY SRAWNENIQ.

w BOLX[EJ ^ASTI LITERATURY PO \LLIPTI^ESKIM I PARABOLI^ESKIM SISTEMAM (SM. NA-
PRIMER [9],[10], [18],[23],[24],[26],[29],[30]) PREDPOLAGAETSQ, ^TO GRANICA OBLASTI 
 GLADKAQ.

bEZ \TOGO PREDPOLOVENIQ WOZNIKA@T TRUDNOSTI DAVE W SLU^AE ODNOGO URAWNENIQ. dLQ
ODNOGO URAWNENIQ W OBLASTI BEZ REGULQRNOSTI GRANICY SU]ESTWU@T PO KRAJNEJ MERE DWA

PODHODA. w OBLASTQH, REGULQRNYH W SMYSLE pERRONA (SM. [11]), NEPRERYWNYE WPLOTX DO

GRANICY RE[ENIQ MOGUT BYTX OPREDELENY S POMO]X@ PREDELXNOGO PEREHODA. w OB]IH OB-
LASTQH SAMOSOPRQVENNYE ZADA^I MOVNO IZU^ATX W SLABOM SMYSLE S POMO]X@ MINIMIZACII

SOOTWETSTWU@]EGO FUNKCIONALA \NERGII.
nEDAWNO W RABOTE [6] (SM. TAKVE [2], [20], [22]) IZU^ENA ZADA^A NA SOBSTWENNYE ZNA^E-

NIQ BEZ KAKIH-LIBO PREDPOLOVENIJ O REGULQRNOSTI GRANICY I BEZ ISPOLXZOWANIQ SAMO-
SOPRQVENNOSTI. ~TOBY SDELATX \TO, PRI[LOSX OPREDELITX, W KAKOM SMYSLE RE[ENIE, NE
QWLQ@]EESQ NEPRERYWNYM W GRANI^NYH TO^KAH, UDOWLETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM. oKA-
ZYWAETSQ, TAKOE RE[ENIE MOVET BYTX POLU^ENO PROCESSOM APPROKSIMACII (SM. OPREDELENIE
NIVE).

wEKTORNOZNA^NYE \LLIPTI^ESKIE SISTEMY W OB]EM SLU^AE NE QWLQ@TSQ SAMOSOPRQVEN-
NYMI, DAVE ESLI OPERATORY WTOROGO PORQDKA SAMOSOPRQVENY, PO\TOMU PODHOD RABOTY [6]
DLQ SKALQRNOGO URAWNENIQ KAVETSQ NAIBOLEE ESTESTWENNYM DLQ WEKTORNOZNA^NYH ZADA^.

|LLIPTI^ESKIE SISTEMY SOSTAWLQ@T [IROKIJ KLASS ZADA^. mY WYDELQEM IZ NIH TE,
KOTORYE IME@T SWOJSTWA, HARAKTERNYE DLQ ODNOGO URAWNENIQ. |TO TAK NAZYWAEMYE SLABO-
SWQZANNYE I KWAZIMONOTONNYE SISTEMY, ^TO BUDET RAZ_QSNENO POZDNEE.

oTMETIM KRATKO TE TRUDNOSTI, KOTORYE WOZNIKA@T PRI OTKAZE OT GLADKOSTI GRANICY
OBLASTI. gLAWNYM ORUDIEM, ISPOLXZOWANNYM W [6], TAK VE KAK I W DANNOJ RABOTE, QWLQETSQ
TEOREMA kREJNA-rUTMANA. dLQ EE PRIMENENIQ DOSTATO^NO IMETX STROGO POLOVITELXNYJ

KOMPAKTNYJ RAZRE[A@]IJ OPERATOR (SM. [1]). pRI OTKAZE OT REGULQRNOSTI GRANICY DO-
KAZATELXSTWO KOMPAKTNOSTI RAZRE[A@]EGO OPERATORA WYGLQDIT DOWOLXNO TRUDNYM DELOM
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DAVE DLQ SLU^AQ ODNOGO URAWNENIQ. oDNAKO NEDAWNO W RABOTE [7] PREDLOVENO DOSTATO^NO
PROSTOE DOKAZATELXSTWO \TOGO UTWERVDENIQ. iSPOLXZOWANNYJ TAM METOD MOVNO RASPRO-
STRANITX NA SISTEMY, ^TO POKAZANO W DANNOJ RABOTE. rEZULXTATY O REGULQRNOSTI RE[ENIQ

W OBLASTQH S GLADKOJ GRANICEJ, IME@]EJ KONE^NOE ^ISLO UGLOWYH TO^EK, ZAINTERESOWANNYJ
^ITATELX MOVET NAJTI W RABOTAH [12] I [13].

w OB]EM SLU^AE STROGAQ POLOVITELXNOSTX RAZRE[A@]EGO OPERATORA DLQ SISTEM URAW-
NENIJ NE IMEET MESTA. tEM NE MENEE IZ RABOTY [21] SLEDUET, ^TO USLOWIQ TEOREMY kREJNA-
rUTMANA O STROGOJ POLOVITELXNOSTI I KOMPAKTNOSTI RAZRE[A@]EGO OPERATORA MOGUT

BYTX ZAMENENY NA POLOVITELXNOSTX, NEPRIWODIMOSTX I KOMPAKTNOSTX. rASSMATRIWAEMYE
DALEE SISTEMY TAKOWY, ^TO IH RAZRE[A@]IJ OPERATOR UDOWLETWORQET POSLEDNIM USLOWIQM.

w RABOTE [6] UKAZANO, W KAKOM SMYSLE UDOWLETWORQ@TSQ GRANI^NYE USLOWIQ DLQ OBLAS-
TEJ S NEGLADKOJ GRANICEJ. dLQ \TOGO NEOBHODIMO POSTROITX SPECIALXNU@ FUNKCI@ u0 S
POMO]X@ SLEDU@]EGO PREDELXNOGO PROCESSA, W KOTOROM U^ASTWU@T OBLASTX 
 � RN I \L-
LIPTI^ESKIJ OPERATOR L.

pUSTX f
jg
1
j=1 | POSLEDOWATELXNOSTX GLADKIH OBLASTEJ, APPROKSIMIRU@]IH 
 IZNUT-

RI:

j � �
j � 
j+1 � : : : � 
 I

[
j2N


j = 
 (2)

I PUSTX ~c | TAKOE ^ISLO, ^TO L1 + ~c � 0: nAKONEC, PUSTX uj OBOZNA^AET RE[ENIE ZADA^I(
(L+ ~c)uj = 1 W 
j ;

uj = 0 NA @
j:

oPREDELIM uo KAK uo (x) = limj!1 uj (x) DLQ x 2 
; IZ [6] SLEDUET, ^TO uj * uo W W
2;p
loc (
)

DLQ L@BOGO p I uj ! uo W C
1
loc (
) :

oPREDELENIE ([6]) pUSTX uo | POSTROENNAQ WY[E FUNKCIQ. rE[ENIE u \LLIPTI^ESKO-
GO URAWNENIQ Lu = f (S PODHODQ]IMI PREDPOLOVENIQMI O L = �

P
aij

@
@xi

@
@xj

+
P
bi

@
@xi

+ c

I f) UDOWLETWORQET NULEWYM GRANI^NYM USLOWIQM dIRIHLE NA @
 W SMYSLE BNV: u
uo=

0 NA @
, ESLI limj!1 u(xj) = 0 DLQ KAVDOJ POSLEDOWATELXNOSTI xj ! @
, TAKOJ ^TO

uo(xj)! 0.

w DANNOJ RABOTE PREDPOLAGAETSQ, ^TO GRANI^NOE USLOWIE, POQWLQ@]EESQ W (1), UDOWLE-
TWORQETSQ W PODHODQ]EM BNV-SMYSLE (SM. OPREDELENIE 4 NIVE).

iZ ZAME^ANIQ W [6, STR. 73] SLEDUET, ^TO uo
v
= 0 NA @
 DLQ L@BOGO v 2 W 2;N

loc (
) S v > 0
I Lv � 0 W 
. pO\TOMU WYBOR uo NE QWLQETSQ OGRANI^ENIEM.

rABOTA POSTROENA TAKIM OBRAZOM. w SLEDU@]EM RAZDELE WWODQTSQ NEOBHODIMYE OPRE-
DELENIQ I FORMULIRU@TSQ OSNOWNYE REZULXTATY. tRETIJ RAZDEL SODERVIT UTWERVDENIQ,
KOTORYE BUDUT ISPOLXZOWATXSQ DLQ DOKAZATELXSTWA PRINCIPA MAKSIMUMA.w ^ETWERTOM RAZ-
DELE DOKAZYWAETSQ GLAWNAQ TEOREMA DLQ SISTEM (1), KOGDA B ESTX EDINI^NAQ MATRICA. nAKO-
NEC, ISPOLXZUQ REZULXTATY DWUH PREDYDU]IH RAZDELOW, W RAZDELE 5 DOKAZYWAETSQ OSNOWNAQ
TEOREMA. w POSLEDNEM RAZDELE DLQ POLNOTY FORMULIRUETSQ TEOREMA TIPA kREJNA-rUTMANA-
De Pagter, KOTORAQ PODHODIT DLQ NA[IH CELEJ.

2.oPREDELENIQ I OSNOWNOJ REZULXTAT. sLEDU@]IE PREDPOLOVENIQ ISPOLXZU@TSQ NA
PROTQVENII WSEJ STATXI.

� mNOVESTWO 
 | OGRANI^ENNOE, OTKRYTOE I SWQZNOE PODMNOVESTWO RN:
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� oPERATOR L QWLQETSQ DIAGONALXNOJ k � k MATRICEJ \LLIPTI^ESKIH OPERATOROW L�

(1 � � � k)

L� := �
NX

i;j=1

a�ij(x)
@2

@xi@xj
+

NX
i=1

b�i (x)
@

@xi
+ c�(x); (3)

UDOWLETWORQ@]IH, DLQ NEKOTORYH POLOVITELXNYH POSTOQNNYH co, Co, I b; I DLQ WSEH
x 2 
; � 2 Rk, USLOWI@

coj�j
2 �

NP
i;j=1

a�ij (x) �i�j � Coj�j
2; (4)

a�ij 2 C(
); b�i ; c
� 2 L1;�Pk

i=1 (b
�
i (x))

2
� 1
2 � b; jc� (x)j � b:

(5)

� \LEMENTY MATRIC H I B RAZMEROW k � k PRINADLEVAT PROSTRANSTWU C
�
�

�
.

zAMETIM, ^TO NE PREDPOLAGAETSQ KAKOJ-LIBO REGULQRNOSTI @
.
pUSTX p 2 (1;1) I PUSTX Lp(
) | OBY^NOE PROSTRANSTWO lEBEGA. zAMETIM, ^TO (Lp(
))k

MOVNO OTOVDESTWITX S Lp(!), GDE

! = (
;
; : : : ;
| {z }
k RAZ

): (6)

oPREDELENIE 1 (NERAWENSTWA) pUSTX D � RM | OGRANI^ENNOE OTKRYTOE MNOVEST-
WO. pUSTX FUNKCIQ w 2 Lp(D). tOGDA
1. w > 0 ESLI w � 0 P.W. W D I NE QWLQETSQ TOVDESTWENNYM NULEM;
2. w� 0 ESLI wjD� > 0 NA KAVDOM OTKRYTOM MNOVESTWE D� � D:

oPREDELENIE 2 (MATRICY) k � k MATRICA A S \LEMENTAMI Aij 2 C(�
) NAZYWAETSQ
1. POLOVITELXNOJ, ESLI Aij(x) � 0 DLQ WSEH i; j 2 f1; : : : ; kg I x 2 �
;
2. KOOPERATIWNOJ, ESLI Aij(x) � 0 DLQ WSEH i; j 2 f1; : : : ; kg S i 6= j, I

x 2 �
.
kOOPERATIWNAQ MATRICA A NAZYWAETSQ

3. POLNOSTX@ SPLETENNOJ, ESLI MATRICA ~A+ I QWLQETSQ NEPRIWODIMOJ;

\LEMENTY MATRICY ~A OPREDELQ@TSQ RAWENSTWOM ~Aij = jjAijjj1.

w LITERATURE KOOPERATIWNOSTX IZWESTNA TAKVE KAK SU]ESTWENNAQ POLOVITELXNOSTX ILI

KWAZIMONOTONNOSTX ([24],[28]).

oPREDELENIE 3 (SUPERRE[ENIQ) fUNKCIQ w 2
�
W 2;p

loc (
) \ L
1 (
)

�k
, S w > 0 I

(L �H)w 2
�
LN (
)

�k
, NAZYWAETSQ

1. SUPERRE[ENIEM DLQ OPERATORA L �H, ESLI (L �H)w � 0;
2. STROGIM SUPERRE[ENIEM DLQ L �H, ESLI (L �H)w > 0;
3. SILXNYM SUPERRE[ENIEM L �H, ESLI (L �H)w� 0.

dALEE, OPREDELIM GRANI^NYE USLOWIQ W BNV-SMYSLE. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX f
jg
SOSTOIT IZ GLADKIH OBLASTEJ, APPROKSIMIRU@]IH 
 IZNUTRI KAK W (2), I M� = L� � c�.
pUSTX u�o | PREDEL FUNKCIJ u�j , KOTORYE RE[A@T ZADA^I M�u

� = 1 W 
j I u
� = 0 NA @
j.
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oPREDELENIE 4 (GRANI^NYE USLOWIQ dIRIHLE) pUSTX uo | POSTROENNAQ WY[E

FUNKCIQ. fUNKCIQ u 2 (C (
))k UDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI@ dIRIHLE W BNV-
SMYSLE, u

uo= 0, ESLI DLQ KAVDOGO � 2 f1; 2; : : : ; kg I DLQ KAVDOJ POSLEDOWATELXNOSTI

fxjgj2N� 
: xj ! @
, SLEDUET, ^TO limj!1 u
�
o (x

j) = 0 WLE^ET limj!1 u
� (xj) = 0.

sFORMULIRUEM ZADA^U NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ, KOTORAQ IZU^AETSQ W DANNOJ RABOTE.

bUDEM GOWORITX, ^TO � 2
�
W 2;N

loc (
) \ L1 (
)
�k
ESTX SOBSTWENNAQ FUNKCIQ (1), SOOTWETSTWU-

@]AQ SOBSTWENNOMU ZNA^ENI@ �, ESLI(
(L �H) � = �B� W 
;

�
uo= 0 NA @
:

(7)

aNALOGI^NO [6], POLOVIM

�0 = sup

(
�;9w 2

�
W 2;N

loc (
)
�k

:
(L �H)w � �Bw

I w � 0

)
: (8)

dLQ GLADKIH OBLASTEJ PRI PODHODQ]IH USLOWIQH NA WHODQ]IE OPERATORY I DLQ B = I
IZWESTNO (SM. [26]), ^TO �0 ESTX PERWOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE W OBY^NOM SMYSLE.

dALEE, ZAMETIM, ^TO ESLI B UDOWLETWORQET
Pk

j=1Bij(x) > 0 DLQ WSEH 1 � i � k; TO
OPREDELENIE (8) TESNO SWQZANO S NERAWENSTWAMI TIPA bARTA ([4]). iMENNO, DLQ WSEH w 2

(C2 (
))
k
S w� 0 IMEEM

�0 � inf
1�i�k

x2


((L �H)w)i (x)

(Bw)i (x)
: (9)

gLAWNYE REZULXTATY \TOJ RABOTY SODERVATSQ W SLEDU@]IH DWUH TEOREMAH.

tEOREMA 5 pUSTX 
;L;H;B UDOWLETWORQ@T UKAZANNYM WY[E PREDPOLOVENIQM I PUSTX

�0 OPREDELENO W (8). eSLI

a. SU]ESTWUET POLOVITELXNOE SILXNOE SUPERRE[ENIE DLQ L �H;

b. H KOOPERATIWNA;

c. H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ;

d. B KOOPERATIWNA;

e. Bii (x) > 0 DLQ NEKOTOROGO i 2 f1; : : : ; kg I x 2 
;

TO

i. �0 | POLOVITELXNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE, SOOTWETSTWU@]EE SILXNO POLOVI-
TELXNOJ SOBSTWENNOJ FUNKCII;

ii. �0 QWLQETSQ EDINSTWENNYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIEM, SOOTWETSTWU@]IM POLOVI-
TELXNOJ SOBSTWENNOJ FUNKCII, I EGO ALGEBRAI^ESKAQ KRATNOSTX ESTX 1;

iii. NET SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ NA [0; �0).
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dALEE, RASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^U(
(L �H) u = �Bu+ f W 
;

u
uo= 0 NA @
:

(10)

tEOREMA 6 pUSTX WYPOLNENY PREDPOLOVENIQ TEOREMY 5. pUSTX f 2 (Lp(
))k S f > 0 I
PUSTX �0 OPREDELENO IZ (8). tOGDA:

i. ESLI 0 � � < �0, TO SU]ESTWUET RE[ENIE u 2
�
W 2;N

loc (
) \ L1 (
)
�k

ZADA^I (10) I
u� 0.

eSLI B POLOVITELXNA, IMEEM:

ii. ESLI � = �0, TO (10) NE IMEET RE[ENIQ DLQ L@BOGO f > 0;

iii. ESLI � > �0, TO (10) NE IMEET POLOVITELXNOGO RE[ENIQ DLQ L@BOGO f > 0.

zAME^ANIE 6.1 eSLI W DOPOLNENIE K USLOWIQM, NALOVENNYM W TEOREME 5, PREDPOLOVITX,
^TO B | POLOVITELXNAQ DIAGONALXNAQ MATRICA (Bij � 0 DLQ i 6= j I Bii � 0), TO NE

SU]ESTWUET SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ IZ (�1; �0) I TEOREMA 6.i. SPRAWEDLIWA DLQ WSEH � < �0:
zAME^ANIE 6.2 tAK KAK MY NE DELAEM PREDPOLOVENIJ O ZNAKE c�, MOVNO ZAMENITX c� NA
c� �  I H�� NA H�� + . sLEDOWATELXNO, BEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MOVNO PREDPOLAGATX,
^TO H�� � 0 (H POLOVITELXNO) ILI DAVE H�� � 0:

sLEDSTWIE 7 pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY 5 I
Pk

j=1Bij(x) > 0 DLQ WSEH 1 � i � k.
tOGDA

�0 = sup inf
w2(C2(
))k 1�i�k

w�0 x2


((L �H)w)i (x)

(Bw)
i
(x)

: (11)

dANNYJ REZULXTAT POLU^EN W [4] DLQ OPERATORA lAPLASA. dLQ BOLEE OB]IH \LLIPTI^ES-
KIH URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA SM. [23], [27], I DLQ SISTEM SM. [26].
dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM WYRAVENIE W PRAWOJ ^ASTI (11) ^EREZ �Barta. iZ (9) NAHO-
DIM, ^TO �0 � �Barta. iSPOLXZUQ PERWU@ SOBSTWENNU@ FUNKCI@, SU]ESTWOWANIE KOTOROJ
GARANTIROWANO TEOREMOJ 5, NAHODIM �0 � �Barta: 2

3.pRINCIP MAKSIMUMA, PODOBLASTI I NENULEWYE GRANI^NYE ZNA^ENIQ. dLQ \L-
LIPTI^ESKIH URAWNENIJ HORO[O IZWESTNO, ^TO ESLI RAZRE[A@]IJ OPERATOR DLQ ZADA^I

dIRIHLE POLOVITELEN NA 
, TO \TO VE WERNO DLQ ZADA^I dIRIHLE W L@BOJ PODOBLASTI


s � 
. aNALOGI^NYJ REZULXTAT SPRAWEDLIW DLQ KOOPERATIWNYH SISTEM.

pREDLOVENIE 8 pUSTX 
;L;H UDOWLETWORQ@T ZAPISANNYM WY[E PREDPOLOVENI-
QM. pREDPOLOVIM, ^TO USLOWIQ b. I c. TEOREMY 5 WYPOLNENY. eSLI SU]ESTWUET

u� 2
�
W 2;N

loc (
) \ L1 (
)
�k
, TAKOE ^TO

(
(L �H)u� � 0 W 
;

u�
uo;

= 0 NA @
;

(12)
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I u� � 0 W 
, TO SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE UTWERVDENIQ.

dLQ KAVDOGO OTKRYTOGO MNOVESTWA 
s � 
, S GLADKOJ GRANICEJ @
s, I u 2
�
W 2;N(
s)

�k
,

TAKOJ, ^TO (
(L �H) u � 0 W 
s;

u � 0 NA @
s;
(13)

WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE u � 0 W 
s.

zAME^ANIE. pREDPOLOVENIE, ^TO H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ NA 
, NE PREDPOLA-
GAET, ^TO Hj
s TAKVE QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ NA 
s. |TO OB_QSNQET, PO^EMU MY
TREBUEM USLOWIE u � 0 W (13). oDNAKO ESLI H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ NA 
s, TO
MOVNO USILITX POSLEDNEE UTWERVDENIE: u � 0 ILI u� 0 W 
s:
dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO NERAWENSTWO kATO [16], KOTOROE MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ
u� 2 W 2;1

loc (
) ; I KOOPERATIWNOSTX H PODRAZUMEWA@T, ^TO W SMYSLE RASPREDELENIJ MY

IMEEM

((L �H)min (u; 0))� = L�

�
�[u�<0]u�

�
�
X
j

H�j

�
�[uj<0]uj

�
�

� �[u�<0]L�u� �
X
j

H�j�[uj<0]uj = �[u�<0] ((L �H)u)� +
X
j

H�j

�
�[u�<0] � �[uj<0]

�
uj �

�
X
j

H�j

�
�[u�<0] � �[uj<0]

�
uj =

X
j 6=�

H�j�[u�<0]�[uj�0]uj �
X
j 6=�

H�j�[u��0]�[uj<0]uj � 0:

sLEDOWATELXNO (L �H)min (u; 0) � 0 W 
s I min (u; 0) = 0 NA @
s: pOSKOLXKU u� QWLQETSQ
SILXNYM POLOVITELXNYM SUPERRE[ENIEM NA 
s DLQ L�H, IZ [26] SLEDUET, ^TO NA KAVDOM
POLNOSTX@ SPLETENNOM PODMNOVESTWE f1; : : : ; kg IMEEM: min (u; 0) � 0 W 
s. sLEDOWATELXNO,
u � 0 W 
s. 2

zAME^ANIE. pREDLOVENIE 8 BUDET ISPOLXZOWANO DLQ DOKAZATELXSTWA TEOREM 5 I 6. eSLI BY
\TI TEOREMY BYLI DOKAZANY, MOVNO BYLO BY ISPOLXZOWATX IH I DOKAZATX PREDLOVENIE 8

DLQ u 2
�
W 2;N

loc (
s) \ L
1 (
s)

�k
BEZ TREBOWANIJ GLADKOSTI @
s. dLQ TOGO, ^TOBY PRODELATX

\TO, NEOBHODIMO ZAMENITX GRANI^NOE USLOWIE u � 0 NA @
s USLOWIEM min (u; 0)
uo;

= 0 NA

@
s:

4.sLU^AJ B = I. iZU^IM SPECIALXNYJ SLU^AJ ZADA^I (1), S^ITAQ B = I (EDINI^NAQ
MATRICA). w \TOM RAZDELE PREDPOLAGAEM, ^TO USLOWIQ a., b. I c. TEOREMY 5 WYPOLNENY.
pUSTX

� � sup
�;x

 
kP

j=1
H�j(x)� c�(x)

!
(14)

I WWEDEM OPERATOR L �H + �I.

lEMMA 9 pUSTX e = (1; : : : ; 1)T 2 Rk; k � 1 I PUSTX � > 0 UDOWLETWORQET (14). eSLI

uo FUNKCIQ, POSTROENNAQ W OPREDELENII 4, TO SU]ESTWUET ue = (u1e; :::u
k
e) 2

�
W 2;N

loc (
)
�k

TAKOE, ^TO 8><
>:

(L �H + �I)ue = e W 
;

ue
uo= 0 NA @
;

ue � 0 W 
:

bOLEE TOGO, uo
ue= 0 NA @
:
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zAME^ANIE. sLEDSTWIEM PRIWEDENNOJ WY[E LEMMY QWLQETSQ TO, ^TO UTWERVDENIQ u
ue= 0

NA @
 I u
uo= 0 NA @
 \KWIWALENTNY.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX f
igi2N | POSLEDOWATELXNOSTX GLADKIH OBLASTEJ, APPROKSIMI-
RU@]IH 
 IZNUTRI (KAK W (2)), I PUSTX ue;i = (u1e;i; :::u

k
e;i) | RE[ENIE(

(L �H + �I)ue;i = e W 
i;
ue;i = 0 NA @
i:

(15)

tAK KAK H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ NA 
, TO H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ NA

WSEH 
i DLQ WSEH DOSTATO^NO BOLX[IH i. |TO OZNA^AET, ^TO MOVNO PRIMENITX TEOREMU [26,
TEOREMA 1.1]. kAK SLEDSTWIE POLU^AEM: ue;i � 0 DLQ WSEH BOLX[IH i. pOSKOLXKU 
 OGRANI-

^ENA, MOVEM PREDPOLAGATX, ^TO 
 LEVIT W POLUPROSTRANSTWE
n
x 2 RN;x1 > 0

o
. pOLOVIM

d� = supx(c
� �

Pk
i=1H�i + �) I RASSMOTRIM � 2 R TAKOE, ^TO:

� > sup
�;x

b�1 +
q
(b�1)

2 + 4a�11(1 + d�)

2a�11

I v(x) := (e�d � e�x1)e, GDE d | DIAMETR 
.
iMEEM:

((L �H + �I) v)� =
�
�2a�11 � b�1�

�
e�x1 +

 
c� �

kP
j=1

H�j + �

! �
e�d � e�x1

�
�

�
�
�2a�11 � b�1� � d� � 1

�
e�x1 +

 
c� �

kP
j=1

H�j + �

!
e�d + 1;

SLEDOWATELXNO (L �H + �I)v � 1 I (L �H + �I)(ue;i � v)� 0. iSPOLXZOWANIE PRINCIPA
MAKSIMUMA [26, TEOREMA 1.1] DAET 0 < ue;i < v.

w KA^ESTWE SLEDSTWIQ LEGKO POLU^AEM: ue;i ! ue. dEJSTWITELXNO, TAK KAK fue;i (x)gi2N ;
x 2 
; | OGRANI^ENNAQ I WOZRASTA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX, TO ONA SHODITSQ.

wYBIRAQ c� 2 R TAKIM, ^TO

M�u
�
e = (��� c�)u�e +

Xk

j=1
H�iu

j
e + 1 � c�1;

POLU^IM 0 � u�e � c�u�o I ue
uo= 0 NA @
: w SILU REZULXTATOW [6, S.73] \TO OZNA^AET, ^TO

uo
ue= 0 NA @
: 2

lEMMA 10 pUSTX f 2 (L1(
))k. tOGDA SU]ESTWUET EDINSTWENNOE u 2
�
L1(
) \W 2;N

loc (
)
�k
,

TAKOE ^TO (
(L �H + �I)u = f W 
;

u
uo= 0 NA @
:

dALEE, SU]ESTWUET C 2 R (NEZAWISQ]EE OT u I f), TAKOE ^TO

kukL1 � CkfkL1: (16)

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX OTKRYTYH OBLASTEJ 
i, TAKIH ^TO


i � 
i � 
i+1 I 
 = [1i=1
i. pUSTX ui; i = 1; 2; : : : ; | RE[ENIE(
(L �H + �I)ui = f W 
i;
ui = 0 NA @
i:
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rASSUVDENIQ S ISPOLXZOWANIEM SRAWNENIQ POKAZYWA@T, ^TO

�z � ui � z: (17)

GDE z := uekfkL1 . sLEDOWATELXNO, KAK W PREDYDU]EM DOKAZATELXSTWE, IMEEM ui ! u, GDE u
| RE[ENIE (

(L �H + �I)u = f W 
;

u
uo= 0 NA @
:

zAWER[IM DOKAZATELXSTWO, ZAME^AQ, ^TO GRANI^NOE USLOWIE u
uo= 0 NA @
 I (16) UDOWLETWO-

RQ@TSQ W SILU (17). eDINSTWENNOSTX SLEDUET IZ (16). 2

pREDLOVENIE 11 pUSTX f 2
�
LN (
)

�k
. tOGDA SU]ESTWUET EDINSTWENNOE u 2�

W 2;N
loc (
) \ L1(
)

�k
, TAKOE ^TO

(
(L �H + �I)u = f W 
;

u
uo= 0 NA @
:

(18)

dALEE, SU]ESTWUET C (NEZAWISQ]EE OT u I f), TAKOE ^TO

kukL1 � CkfkLN (19)

I IZ f > 0 SLEDUET u� 0:

dOKAZATELXSTWO ISPOLXZUET IDEI DOKAZATELXSTWA [26, TEOREMA 1.1].
dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO (L+ �I) | DIAGONALXNAQ MATRICA RAWNOMERNO \LLIPTI-
^ESKIH OPERATOROW. w SILU WYBORA � PREDPOLOVENIQ [6, TEOREMA 1.2] WYPOLNENY. sLEDO-
WATELXNO, OPERATOR (L + �I)�1, PRI GRANI^NYH USLOWIQH W BNV-SMYSLE (OPREDELENIE 4),
OPREDELEN W LN (
).

pUSTX A := (L + �I)�1H | RAZRE[A@]IJ OPERATOR ZADA^I(
(L+ �I)u = Hf W 
;

u
uo= 0 NA @
;

TO ESTX A(f) = u:
� A := (L+ �I)�1H KOMPAKTEN I NEPRIWODIM W (LN(
))k.

dEJSTWITELXNO, IZ [7, PREDLOVENIE 1.1] SLEDUET, ^TO (L+�I)�1 | KOMPAKTNYJ OPERATOR.
tAK KAK H OGRANI^EN, POLU^AEM KOMPAKTNOSTX A.

dOKAVEM, ^TO A NEPRIWODIM. nAPOMNIM, ^TO A NA (LN(
))k NEPRIWODIM, ESLI DLQ L@-
BOGO IZMERIMOGO MNOVESTWA K �!, S � (K) > 0 I � (!nK) > 0, MNOVESTWOn

f 2 (LN (
))k; fi(x) = 0 DLQ WSEH x 2 Ki; 1 � i � k
o

NE QWLQETSQ INWARIANTNYM OTNOSITELXNO A.
w NA[EM SLU^AE, TAK KAK SPRAWEDLIW PRINCIP MAKSIMUMA (SM. [6]), KAVDYJ KOMPONENT

(L+�I)�1 NEPRIWODIM. iSPOLXZUQ TOT FAKT, ^TO H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ (PRED-
POLAGAEM Hii � 0), POLU^IM, ^TO A NEPRIWODIM I POLOVITELEN (SM. [26, DOKAZATELXSTWO
LEMMY 1.3]).

tEPERX, ISPOLXZUQ REZULXTAT IZ TEOREMY 18, IMEEM r(A) > 0.

8



� oPERATOR (I �A)�1 OPREDELEN I (I �A)�1 =
P1

�=0A
�:

pO TEOREME 17 r (A) (> 0) | SOBSTWENNOE ZNA^ENIE A I SOPRQVENNOGO A�. oBOZNA^IM
^EREZ � I  SOOTWETSTWU@]IE POLOVITELXNYE SOBSTWENNYE FUNKCII.

rASSMOTRIM FUNKCI@ ue, ZADANNU@ W LEMME 9. nAPOMNIM, ^TO ue � 0. iMEEM (L +
�I)ue = Hue + e� Hue, I TOGDA ue � (L+ �I)�1Hue. sLEDOWATELXNO,

h ; uei > h ;Auei = hA� ; uei = r(A) h ; uei

I h ; uei > 0. |TO DOKAZYWAET, ^TO r(A) < 1, OTKUDA SLEDUET TREBUEMOE.
dLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA ZAMETIM, ^TO W SILU PREDYDU]IH TREBOWANIJ DLQ L@-

BOGO f 2 (LN (
))k SU]ESTWUET u, TAKOE ^TO u = (I � A)�1(L + �I)�1f . |TO \KWIWALENTNO
RAWENSTWU u� (L+ �I)�1Hu = (L + �I)�1f , TO ESTX(

(L+ �I)u�Hu = f W 
;

u
uo= 0 NA @
:

(20)

oSTALOSX DOKAZATX (19). iZ LEMMY 10 I r (A) < 1 SLEDUET

kuk1 �
M

1� r(A)

(L+ �I)�1 f

1
:

s DRUGOJ STORONY, IZ OBOB]ENNOJ WERSII TEOREMY aLEKSANDROWA-bAKELXMANA-pU^^I (SM.
[11, TEOREMA 9.1] I [6]) POLU^AEM(L+ �I)�1 f


1
� C kfkLN :

nAKONEC, TAK KAK H QWLQETSQ POLNOSTX@ SPLETENNOJ, TO DLQ f > 0 IMEEM (I � A)�1(L +
�I)�1f � Ak(L+ �I)�1f � 0. |TO ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO. 2

sLEDSTWIE 12 sU]ESTWUET POLOVITELXNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE �1 ZADA^I(
(L �H)� = �1� W 
;

�
uo= 0 NA @
;

S SOOTWETSTWU@]EJ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ � 2
�
W 2;N

loc (
) \ L1(
)
�k
, �� 0:

dOKAZATELXSTWO. pUSTX S� := (L � H + �I)�1 W
�
LN(
)

�k
| OBRATNYJ OPERATOR, SOOT-

WETSTWU@]IJ GRANI^NYM USLOWIQM, ZADANNYM W BNV-SMYSLE (OPREDELENIE 4). S� POLOVI-
TELEN I NEPRIWODIM, I W SILU TEOREM WLOVENIQ sOBOLEWA I NERAWENSTWA (19) | KOMPAKTEN.
pRIMENENIE TEOREMY 16 (SM. NIVE) DAET SU]ESTWOWANIE GLAWNOGO SOBSTWENNOGO ZNA^ENIQ �
OPERATORA S�, SOOTWETSTWU@]EGO SOBSTWENNOJ FUNKCII � > 0.

sLEDOWATELXNO, �1 =
1
�
� � | GLAWNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE OPERATORA (L �H), SOOT-

WETSTWU@]EE SOBSTWENNOJ FUNKCII �, TAKOJ ^TO �� 0. dOKAVEM, ^TO �1 > 0:
pO PREDPOLOVENI@ SU]ESTWUET SILXNOE POLOVITELXNOE SUPERRE[ENIE w ZADA^I (L�H),

TO ESTX

(L �H + �I)w > �w > 0: (21)

pO PREDLOVENI@ 11 FUNKCIQ ~w = S� (L �H + �I)w UDOWLETWORQET USLOWIQM: ~w 2�
W 2;N

loc (
) \ L1 (
)
�k

I ~w � 0. rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX f
ig GLADKIH OBLASTEJ,
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SODERVA]IHSQ W 
 I UDOWLETWORQ@]IH (2). pUSTX S�;i := (L �H + �I)�1 | REZOLX-
WENTA OPERATORA ZADA^I (20), RASSMATRIWAEMOJ NA 
i: iZ PREDLOVENIQ 8 SLEDUET, ^TO
w � S�;i (L �H + �I)w NA 
i. tAK KAK S�;i (L �H + �I)w = S�;i (L �H + �I) ~w ! ~w DLQ

i ! 1, NAHODIM, ^TO ~w � w NA 
 I ~w = S� (L �H + �I)w > �S�w � �S� ~w NA 
. pUSTX
� OBOZNA^AET GLAWNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE S�: pOSKOLXKU � TAKVE GLAWNOE SOBSTWENNOE

ZNA^ENIE SOPRQVENNOGO OPERATORA S��, SOOTWETSTWU@]EE SOBSTWENNOJ FUNKCII  , TO

0 < � h ; S� ~wi < h ; ~wi =
1

�
hS�� ; ~wi =

1

�
h ; S� ~wi ;

GDE h�; �i OBOZNA^AET DWOJSTWENNOSTX PROSTRANSTWA
�
LN (
)

�k
I EGO SOPRQVENNOGO. sLEDOWA-

TELXNO, �1 =
1
�
� � > 0: 2

sLEDSTWIE 13 pUSTX � < �1 I f 2 (LN (
))k: tOGDA SU]ESTWUET EDINSTWENNOE u 2�
W 2;N

loc (
) \ L1(
)
�k

TAKOE, ^TO

(
(L �H)u = �u+ f W 
;

u
uo= 0 NA @
:

kROME TOGO, ESLI f > 0, TO u� 0.

dOKAZATELXSTWO. dLQ � = �� REZULXTAT SLEDUET IZ PREDLOVENIQ 11. oGRANI^ENIEM NA �
QWLQETSQ TOLXKO (14), PO\TOMU REZULXTAT SPRAWEDLIW DLQ WSEH � � �. dLQ � 2 (��; �1) MOV-
NO DEJSTWOWATX PO ANALOGII S DOKAZATELXSTWOM PREDLOVENIQ 11. dEJSTWITELXNO, ZAMETIM,
^TO � ((L �H + �)�1 (�+ �)) = (�1 + �)�1 (�+ �) < 1 I (L�H+�)�1 STROGO POLOVITELXNO,
SLEDOWATELXNO FUNKCIQ

u =
1X
k=0

�
(L �H + �)�1 (�+ �)

�k
(L �H + �)�1f

OPREDELENA I DAET VELAEMOE RE[ENIE NA[EJ ZADA^I. 2

5. lEMMA gESSA, KOOPERATIWNOSTX B. iZU^IM SU]ESTWOWANIE POLOVITELXNOGO SOBST-
WENNOGO ZNA^ENIQ �B S POLOVITELXNOJ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ � ZADA^I(

(L �H)� = �B B� W 
;

�
uo= 0 NA @
:

(22)

pREDLOVENIE 14 pUSTX WYPOLNENY PREDPOLOVENIQ a.-e. TEOREMY 5. tOGDA SU]ESTWU-

@T �B > 0 I � 2
�
W 2;N

loc (
) \ L1(
)
�k

S �� 0, TAKIE ^TO WYPOLNENO (22).

w DOKAZATELXSTWE ^ASTI^NO ISPOLXZU@TSQ IDEI RABOT [15] I [14].
dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO BEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MOVEM PREDPOLAGATX Bii > �1

DLQ WSEH i 2 f1; : : : ; kg : rASSMOTRIM K� :
�
LN (
)

�k
!

�
LN (
)

�k
, ZADANNYJ PO FORMULE

K� = (L �H + �I)�1 (B + I), GDE � � 0 I (L �H + �I)�1, PREDPOLAGAQ, ^TO USLOWIQ dI-
RIHLE ZADANY, KAK W OPREDELENII 4.iZ SLEDSTWIQ 13 SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO � � 0 OPERATOR
K� OPREDELEN, KOMPAKTEN, POLOVITELEN I NEPRIWODIM. 2

pOLEZNOE SWOJSTWO K� SODERVITSQ W SLEDU@]EJ LEMME.

10



lEMMA 15 sU]ESTWUET � > 0 I w 2
�
W 2;N

loc (
) \ L1(
)
�k

S w � 0, TAKOE ^TO �K�w �
w.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX i 2 f1; : : : ; kg, � > 0 I PUSTX WYBRANY � > 0 I x0 2 
,
TAKIE ^TO B�;x0 � 
 I Bii (x) � � DLQ x 2 B�;x0. oBOZNA^IM ^EREZ B�;x0 MNOVESTWOn
x 2 RN; jx� x0j < �

o
.

rASSMOTRIM ZADA^U NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ(
(Li �Hii) v = �v W B�;x0;

v = 0 NA @B�;x0:
(23)

pRQMYE WY^ISLENIQ POKAZYWA@T, ^TO
�
(L �H)�1 e

�
i
| POLOVITELXNOE STROGOE SUPERRE-

[ENIE (23). tOGDA OPERATOR Ti =
�
(Li �Hii)jB�;x0

��1
; PRI GRANI^NYH USLOWIQH dIRIHLE NA

B�;x0; QWLQETSQ POLOVITELXNYM, KOMPAKTNYM I NEPRIWODIMYM (W SILU SILXNOGO PRINCI-
PA MAKSIMUMA). sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET PERWOE POLOVITELXNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE
~�, SOOTWETSTWU@]EE SOBSTWENNOJ FUNKCII ~�, OPERATORA Ti. pRODOLVIM ~� NULEM WNE B�;x0.
rASSMOTRIM

~� = (0; : : : ; ~�; : : : ; 0)T

ith-entry

I MNOVESTWO w = �K�
~� S � = ~�=�:

mY UTWERVDAEM, ^TO ~� � �K�
~�. dEJSTWITELXNO, TAK KAK ~� > 0, POLU^AEM w � 0.

sLEDOWATELXNO (B + I) ~� > (� + 1) ~� I

(L �H + �I)
�
w � ~�

�
= � (B + I) ~� �

�
~� + �

�
~� > 0 NA B�;x0: (24)

zAMETIM, ^TO HOTQ SILXNYJ PRINCIP MAKSIMUMA MOVET BYTX NEWERNYM DLQ SISTEMY NA

B�;x0 (\TA SISTEMA NE OBQZATELXNO POLNOSTX@ SPLETENA NA PODOBLASTI 
), POKOMPONENTNYJ
SILXNYJ PRINCIP MAKSIMUMA WSE VE WYPOLNQETSQ (SM. PREDLOVENIE 8). sLEDOWATELXNO,
(24) I w � ~� � 0 NA @B�;x0 OZNA^A@T, ^TO w � ~� � 0 NA B�;x0. kROME TOGO, IZ TOGO,
^TO w � 0 = ~� NA 
nB�;x0, POLU^AEM �K�

~� � ~� NA 
. iSPOLXZUQ TOT FAKT, ^TO �K�

SILXNO POLOVITELXNYJ OPERATOR, NAHODIM �K�w = (�K�)
2 ~�� �K�

~� = w � ~� > 0. |TO
ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO. 2

dOKAZATELXSTWO PREDLOVENIQ 14. tAK KAK K� KOMPAKTEN, POLOVITELEN I NEPRIWODIM,
IZ TEOREMY 16 SLEDUET SU]ESTWOWANIE PERWOGO SOBSTWENNOGO ZNA^ENIQ 1

�1
> 0 OPERATORA

K�, SOOTWETSTWU@]EGO SOBSTWENNOJ FUNKCII �1, TAK ^TO �1 = �1K��1. pO LEMME 15 SU-
]ESTWUET w > 0, UDOWLETWORQ@]EE �K�w � w: pO\TOMU 1

�1
= r (K�) �

1
�
, GDE r (K�) |

SPEKTRALXNYJ RADIUS K�.
iZMENQQ �, POSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX (�n;�n)n�1 S �0 = � TAKU@, ^TO DLQ n � 1

(
0 < �n � �n�1;

�n = �nK�n�1�n > 0 I jj�njj = 1:

iZ POSLEDOWATELXNOSTI (�n;�n)n�1 MOVNO IZWLE^X PODPOSLEDOWATELXNOSTX, OBOZNA^IM

EE (�n;�n), TAKU@ ^TO �n ! � I �n ! � > 0 S � = �K��. sLEDOWATELXNO, �
uo= 0 NA @
 I

(L �H + �I)� = � (I +B)� ) (L �H) � = �B�:
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tO ESTX � = �B I DOKAZATELXSTWO ZAWER[ENO. 2

zAME^ANIE. iSPOLXZUQ SU]ESTWOWANIE POLOVITELXNOGO SUPERRE[ENIQ NA PERWOM [AGE,
MY POLU^ILI ZNA^ENIE �, TAKOE ^TO � = �K�� S � � �, GDE RAWENSTWO NEOBQZATELXNO

WYPOLNQETSQ.
dOKAZATELXSTWO TEOREM 5 I 6. nEPOSREDSTWENNO POLU^AEM �B = �0. iSPOLXZUQ FUNKCI@
� IZ PREDLOVENIQ 14, NAHODIM, ^TO DLQ WSEH � 2 [0; �B) USLOWIQ TEOREMY 5 WYPOLNQ@TSQ
DLQ (L �H) , ZAMENENNOGO NA (L �H � �B). pRIMENQQ REZULXTATY RAZDELA 3, GDE B = I,
ZAWER[AEM DOKAZATELXSTWO. 2

6.rEZULXTATY kREJNA-rUTMANA I De Pagter. dEJSTWITELXNOE WEKTORNOE PROSTRANST-
WO S ^ASTI^NOJ UPORQDO^ENNOSTX@, SKAVEM (E;�), NAZYWAETSQ WEKTORNOJ RE[ETKOJ, ESLI
f; g 2 E WLE^ET, ^TO f _ g 2 E;, GDE f _ g, QWLQETSQ NAIMENX[EJ WERHNEJ GRANX@ ff; gg. s
WWEDENIEM NORMY (E;�; k�k) RE[ETKA NAZYWAETSQ RE[ETKOJ bANAHA, ESLI (E; k�k) | BANA-
HOWO PROSTRANSTWO I (E;�) | WEKTORNAQ RE[ETKA, TAKIE ^TO jf j � jgj WLE^ET kfk � kgk :
zDESX jf j = f _ (�f). mNOVESTWO A � E NAZYWAETSQ IDEALXNOJ RE[ETKOJ, ESLI jf j � jgj
I g 2 A OZNA^AET f 2 A. pOLOVITELXNYJ OPERATOR S 2 L (E) NAZYWAETSQ NEPRIWODIMYM,
ESLI f0g I E QWLQ@TSQ EDINSTWENNYMI ZAMKNUTYMI RE[ETO^NYMI IDEALAMI, INWARIANT-
NYMI OTNOSITELXNO S.

tEOREMA 16 pUSTX E | BANAHOWA RE[ETKA S dim (E) > 1 I PUSTX T 2 L (E) | POLOVI-
TELXNYJ NEPRIWODIMYJ KOMPAKTNYJ OPERATOR. tOGDA SPEKTRALXNYJ RADIUS r OPERATORA
T UDOWLETWORQET r > 0 I SU]ESTWUET 0 < � 2 E, TAKOE ^TO T� = r�. bOLEE TOGO, r
| EDINSTWENNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE, SOOTWETSTWU@]EE POLOVITELXNOJ SOBSTWENNOJ

FUNKCII I \TO SOBSTWENNOJ ZNA^ENIE ALGEBRAI^ESKI PROSTOE.

|TA TEOREMA QWLQETSQ KOMBINACIEJ IZWESTNOJ TEOREMY kREJNA-rUTMANA [17] I WAVNO-
GO REZULXTATA De Pagter [21], KOTORYJ ZAMENQET POLOVITELXNOSTX SPEKTRALXNOGO RADIUSA
OPERATORA T NA NEPRIWODIMOSTX. |TO POSLEDNEE USLOWIE QWLQETSQ BOLEE LEGKIM DLQ PRO-
WERKI. w E = Lp (!) (S MEROJ lEBEGA I 1 � p < 1), GDE ! | OTKRYTOE MNOVESTWO W Rn,
ZAMKNUTYJ IDEAL IMEET FORMU ff 2 Lp (!) ; f = 0 P.W. NA Kg (SM. [25, S.158]). |TO OZNA-
^AET, ^TO DLQ POLOVITELXNOGO OPERATORA S NA E NEPRIWODIMOSTX \KWIWALENTA TOMU, ^TO
M�!nK � S �M�K 6= 0 DLQ KAVDOGO IZMERIMOGO MNOVESTWA K � ! S � (K), � (!nK) > 0.
zDESX OPERATOR M�K ESTX UMNOVENIE NA HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@ �K MNOVESTWA K.
dLQ (KOMPAKTNYH) QDERNYH OPERATOROW PRIWEDENNAQ WY[E TEOREMA IZWESTNA KAK TEORE-
MA eNT^A. w DANNOJ RABOTE E = (Lp(
))k DLQ p 2 (1;1). zAMETIM, ^TO E MOVET BYTX

OTOVDESTWLENNO S Lp(!), GDE ! OPREDELENO W (6).

tEOREMA 17 (kREJN-rUTMAN) pUSTX T 2 L (E)| KOMPAKTNYJ I POLOVITELXNYJ OPE-
RATOR SO STROGO POLOVITELXNYM SPEKTRALXNYM RADIUSOM r. tOGDA SU]ESTWUET ' 2 E
S ' > 0 I T' = r'.

tEOREMA 18 (De Pagter) pUSTX E | BANAHOWA RE[ETKA S dim (E) > 1 I T 2 L (E) |
KOMPAKTNYJ, POLOVITELXNYJ I NEPRIWODIMYJ OPERATOR. tOGDA ON IMEET POLOVITELX-
NYJ SPEKTRALXNYJ RADIUS r.

oSTAETSQ DOKAZATX EDINSTWENNOSTX W TEOREME 16. tAK KAK T | POLOVITELXNYJ I KOM-
PAKTNYJ, TO SOPRQVENNYJ T 0 2 L (E0) TAKVE POLOVITELEN I KOMPAKTEN; ON IMEET TOT VE
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SAMYJ SPEKTRALXNYJ RADIUS r > 0. pO kREJNU-rUTMANU ON IMEET POLOVITELXNU@ SOBST-
WENNU@ FUNKCI@ � 2 E0 S T 0� = r�. iZ TEOREMY V.5.2. IZ [25] SLEDUET, ^TO ' QWLQETSQ

EDINSTWENNOJ SOBSTWENNOJ FUNKCIEJ T I KROME TOGO, SOBSTWENNOE ZNA^ENIE r DLQ T ALGEB-
RAI^ESKI PROSTOE.
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