I. Nilpotente und auflésbare Gruppen

60 Notationen, Definitionen'
a. Gruppen. Wir beginnen der Vollstandigkeit halber mit der

(0.1) Definition: Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) bestehend aus einer Menge G und einer
Abbildung - : G x G — G (einer bindren Verkniipfung), die folgenden Axiomen geniigt:
(1) - ist assoziativ.
(2) Es gibt ein Element e € G mit
(E) Agege-a=a=a-e.
(I) /\aEG \/afleG a’il a=e=a- a’il'
(‘Existenz von neutralem Element und Inversem’.)

(0.2) Beispiele:
(1) Die diversen Zahlbereiche, die in der Regel abelsche (=kommutative) Gruppen bilden.

(2) Permutationsgruppen:
Ist Q # () eine Menge, so ist

S(Q)={f|[f:9Q2= Q bijektiv}

mit der Hintereinanderausfithrung o eine Gruppe, die symmetrische Gruppe iiber der Menge
Q. Esist S,, = S({1,...,n}) die symmetrische Gruppe vom Grade n. Es gilt #5(Q) = (#Q)!
fiir endliche Mengen (2.

(3) Matrixgruppen:
Ist K ein Korper, so bilden die quadratischen n x n-Matrizen iiber K einen Ring M, (K). Die
invertierbaren Elemente darin bilden bzgl. der Matrixmultiplikation die allgemeine lineare

Gruppe
GL,(K)={A € M,(K) | det A#0}.

Dasselbe kann man fiir einen zugrundeliegenden Ring R statt eines Korpers K bilden.
Man beachte dabei aber, dass eine Matrix A € M,,(R) mit Koeffizienten in einem Ring R
invertierbar ist, wenn det A im Ring R invertierbar (‘eine Einheit’) ist:

GL,(R) = {A € M,,(R) | det A invertierbar in R} .
Speziell fiir R = 7 ergibt sich so

GL,(Z) = {A € M,(Z) | det A = £1}.

b. Untergruppen, Nebenklassen.

(0.3) Definition: a) Ist H eine Untergruppe einer Gruppe G (d. h. 1¢ € H und a,b €
H = ab~! € H), so schreiben wir kurz H < G.
b) Wir bezeichnen die Nebenklassen nach einer Untergruppe wie folgt:
G/H = {aH | a € G} Menge der Linksnebenklassen nach H,
H\G ={Ha| a € G} Menge der Rechtsnebenklassen nach H.
c) Der Index (G : H) einer Untergruppe in einer Obergruppe ist die Anzahl der Nebenklassen:

(G: H) = #(G/H) = #(H\G).

Die Anzahl der Rechts- und die der Linksnebenklassen stimmt iiberein, da die Inversenab-
bildung eine Bijektion erzeugt:

G/H~ H\G, T=aH—T'=Ha"'.

1) Nicht vorgetragen.



Aufgrund der Gruppeneigenschaft bilden die Nebenklassen eine Klasseneinteilung: HaU Hb = ()
oder Ha = Hb, und man erhilt daher eine disjunkte Zerlegung

G = U aH .

aHeG/H

Da in einer Gruppe die Multiplikation mit einem Element eine bijektive Selbstabbildung ist,
haben alle Nebenklassen die gleiche Elementanzahl: #(aH) = #H = #(Ha). Daher ergibt die
obige Klasseneinteilung durch Abzéhlen den

(0.4) Satz von Lagrange: Ist G eine endliche Gruppe und H < G, so gilt:
4G = #(G/H)-#H = (G : H) - #H.

Insbesondere ist die Ordnung jeder Untergruppe ein Teiler der Gruppenordnung.
Ist zum Beispiel G eine Gruppe von Primzahlordnung, so hat G nur die offensichtlichen
Untergruppen {1} und G selbst.

(0.5) Definition: Fiir eine Teilmenge S C G einer Gruppe G definieren wir die von S
erzeugte Untergruppe

(S) = ﬂ H={s]'""s? ...-s;7 |[reN, s;eS,eg==x1(=1,...,r)}.

H<G
SCH

(S) ist die kleinste Untergruppe von G, die S enthilt (siehe die erste Gleichung, Beschreibung
‘von oben’); sie wird gebildet von den Produkten von Elementen aus S und deren Inversen (siehe
die zweite Gleichung, Beschreibung ‘von unten’). Es gilt (#) = {14}.

Ist zum Beispiel G eine Gruppe von Primzahlordnung p und a € G, a # 14, so ist die von a
erzeugte Untergruppe (a) # {1¢}, also (siehe oben) notwendig (a) = G. G wird also von einem
Element erzeugt. Solche Gruppen nennt man zyklisch.

c. Homomorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen.

(0.6) Definition: Ist f : G — G’ ein Homomorphismus zweier Gruppen (d. h. f(ab) =
f(a)f(b)), so werden dadurch zwei zugehorige Untergruppen definiert:

Kef:={ae G| f(a)=1¢'} <G, der Kern von f,
Im f:= f(G) <G, das Bild von f.

Man erhélt eine natiirliche Bijektion
f:G/Kef=Imf, aKef— f(a).

Diese ist sogar ein Isomorphismus, wenn man G/Ke f in natiirlicher Weise mit einer Gruppen-
verkniipfung versieht: a Ke f - bKe f = abKe f. Aber nicht fiir jede Untergruppe H < G erhilt
man auf diese Weise eine Gruppenstruktur auf G/H! Vielmehr gilt:

(0.7) Proposition: Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann sind dquivalent:
i) G/H ist eine Gruppe vermége G/H x G/H — G/H , (aH,bH) — abH,
die sog. Faktorgruppe von G modulo H.
ii) a"'Ha C H fiir alle a € G;
ii') a"'Ha = H fiir alle a € G;
man sagt H ist ein Normalteiler von G (in Zeichen: H < G).
ii"”) Ha = aH fiir allea € G.
iii) H = Kev fiir irgendeinen Gruppenhomomorphismus v : G — G'.
Fiir abelsche Gruppen G sind diese Eigenschaften fiir jede Untergruppe H erfiillt.
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Beweis: Offensichtlich ist ii’) <= ii”). Trifft i) zu, so ist
v:G—G/H, a— aH

ein Gruppenhomomorphismus, der sog. natirliche Homomorphismus G — G/H. Dessen Kern
ist
Kev={aeG|v(a)=1gu}={acG|aH=H}=H.

Damit ist i) = iii) bewiesen. Wir zeigen nun iii) = ii): Sei H = Kev und a 'ha € a 'Ha.
Dann gilt v(a"tha) = v(a)~tv(h)v(a) = v(a)~t-1g -v(a) = 1g/, d. h. a=tha € Kev = H, also
a 'Ha C H fiir alle a € G.
ii) = ii’): Mit @ = b= € G erhélt man aus ii): bHb™' C H bzw. H C b= Hb fiir alle b € G.
Insgesamt folgt nun aus ii) die Gleichheit H = b~ 1 Hb fiir alle b € G, d. h. ii’).
Schliefllich zeigen wir ii”) = i): Wir definieren fiir Teilmengen S, T von G das Mengenprodukt
S-T:={s-t|seS, teT}. Mitdieser Definition gilt gemaB ii”) fiir die Nebenklassen S = aH
und 7' = bH:

S-T=aH -bH =aH -Hb=aHb=abH .

Dies zeigt, dass abH nicht von den Représentanten a, b, sondern nur von den Nebenklassen S, T
abhéingt, also die angegebene Verkniipfung auf G/H wohldefiniert ist. Dass dann die Grup-
penaxiome erfiillt sind, ist kein Problem mehr. O

(0.8) Homomorphiesatz: Ist f : G — G’ ein Homomorphismus, so ist
f:G/Kef=TImf, aKef — f(a)

ein Gruppenisomorphismus.

81 Nilpotente Gruppen
a. Konjugation, innere Automorphismen, das Zentrum.

(1.1) Definition/Proposition: Sei G eine Gruppe.

a) Das Zentrum Zentr(G) := {a € G | ab = ba fiir alleb € G} der Gruppe G ist ein Normalteiler
in@G.

b) Wir betrachten die Automorphismengruppe Aut(G) mit der Verkniipfung ¢ -1 = 1) op. Dann
wird durch z% = ¢(z) fiir v € G, ¢ € Aut(G) eine Operation der Gruppe (Aut(G), -) von rechts
auf G definiert, d. h. es gilt ¥ = (z%)Y.

c¢) Fiir alle a € G ist die Konjugation mit a, definiert durch x — a~*za := x*, ein Automorphis-
mus von G. Die Konjugationen nennt man auch innere Automorphismen von G.

d) Die Abbildung ¢ : G — Aut(G), a — (x — a lwa = x%) ist ein Gruppenhomomorphis-
mus von G in die Gruppe (Aut(G), ), dessen Kern das Zentrum von G ist. Es ist G /Zentr(G)
isomorph zur Gruppe Inn(G) = Im ¢ aller inneren Automorphismen von G:

1

G/Zentr(G) = Tnn(G), ar (...)* =a (.. .)a.

e) Inn(G) ist ein Normalteiler in Aut(G). Die Faktorgruppe Out(G) = Aut(G)/Inn(G) nennt
man die duflere Automorphismengruppe von G.

Beweis: a) folgt aus d), kann aber auch direkt nachgerechnet werden. b) ist klar.
c) Es gilt

1

%y =a ‘za-a'ya = a trya = (2y)*,

also ist die Konjugation ein Gruppenhomomorphismus. Offenbar ist die Konjugation mit a~!
invers zur Konjugation mit a, so dass die Konjugationen Automorphismen von G sind.
d) Es ist

2 = (ab)"t z-ab=b"ta"t z-ab= (z%)°.
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Diese Rechenregel rechtfertigt die Exponentenschreibweise fiir die Konjugation. Wegen z4(%) =
x® zeigt sie zugleich die Homomorphie von ¢. Der Kern ist

Ket={a e G| /\ atra=1}={acq| /\ ax = za} = Zentr(G) .
z€G z€G

Als Kern eines Homomorphismus ist das Zentrum somit ein Normalteiler in G und gemifl dem
Homomorphiesatz gilt G/Zentr(G) ~ Inn(G).

e) Sei p € Aut(G) und ¢(a) € Inn(G). Dann gilt fir alle x € G

-1

2¥ @)e (¢t -z¥ a)=(a V) z-a? =2"

mit b = a¥. Damit ist das Konjugierte eines inneren Automorphismus ¢(a)? in Aut(G) wieder ein

innerer Automorphismus, ndmlich ¢(a?). Gemaf (0.7) ist damit Inn(G) Normalteiler in Aut(G).
O

b. p-Gruppen.

(1.2) Proposition:Die Gruppe G operiere (von links) auf der nicht-leeren endlichen Menge :
a +— oa (0 € G). Es sei Ga die Bahn von a €  unter G und G, = {0 € G | oa = a} die
Fizgruppe. Dann gilt:
a) Goq = 0G0~ fiira € Q, o € G: Die Fixgruppen der Elemente einer Bahn sind konjugierte
Untergruppen.
b) (G:G,) =#Ga fiir a € Q; Bahnlidngen sind Gruppenindizes.
c¢) Die Bahnen bilden eine Klasseneinteilung von ):

Q= UGa,

a€ER

wobei R ein Représentantensystem der Bahnen unter G ist.
d) (Bahnengleichung)

#O=#0%+ > (G:G.)

a€ER’/

wobei R’ ein Repésentantensystem der Bahnen Ga mit #Ga > 2 ist. Die Summanden
(G : Gy) in der Bahnengleichung sind also > 2 und Teiler von #G.

Beweis: a) rechne man nach. b) ergibt sich aus der Bijektion
G/G, > Ga, 0G,+— oa.

Dabei ist die Surjektivitdt durch die Definition der Bahn Ga gegeben, wahrend sich die Injekti-

vitét aus der Definition der Fixgruppe G, ergibt.

c) Ist GanGb # 0, also oa = 7b fiir geeignete o, 7 € G, so folgt b = pa € Ga fiir p = 771o. Dann

gilt aber Gb = Gpa = Ga. Die Bahnen sind also disjunkt oder gleich. Da sie ganz () iiberdecken,

folgt c).

d) erhélt man schlieflich, indem man die einelementigen Bahnen (in denen gerade die Fix-

punkte liegen) von den nicht-einelementigen trennt. Letztere haben gemif ¢) die Michtigkeit

2<#Ga=(G:G,). 0O
Zusatz: Dieselben Aussagen gelten auch fiir eine Operation von rechts: a — a% (a € ,

o € G). Regel b) lautet dann recht suggestiv: G,o = 0 1G,0 = G9.



(1.3) Korollar: Operiert eine p-Gruppe G (eine Gruppe von Primzahlpotenzordnung p™)
auf einer Menge ), so gilt:
#Q = #0% mod p.

Beweis: In einer p-Gruppe sind alle Gruppenindizes (G : G,), die > 2 sind, notwendig durch p
teilbar, also ist in der obigen Bahnengleichung die gesamte Summe durch p teilbar, also # —
#Q0C ein Vielfaches von p, wie behauptet. O

Als Beispiel fiir eine gruppentheoretische Anwendung zeigen wir

(1.4) Satz: Eine Gruppe G von Primzahlpotenzordnung p™ > 1 hat ein nicht-triviales
Zentrum.

Zum Beweis betrachten wir die Operation von G auf sich selbst (2 = G) durch Konjugation:
a+— a° = o~ lao. Es liegt ein Operation von rechts vor, denn a°” = (a°)". Die Bahn von a ist
die Konjugationsklasse C'(a) = [a] = {a° | 0 € G} von a in G. Die Fizgruppe {oc € G | a° =
a} ={o € G| ao = oa} = Zentrg(a) ist der Zentralisator von a in G. Die Lénge der Bahn ist
also die Méchtigkeit der Konjugationsklasse #C(a) = (G : Zentrg(a)) und somit der Index des
Zentralisators von a in G.

Schliefllich ist die Fixpunktmenge {a € G | A\ . a” = a} = Zentr(G) das Zentrum von G.
GeméB (1.3) gilt also in p-Gruppen G:

#G = #Zentr(G) mod p.

Ist G nicht trivial, so ist mit #G auch #Zentr(G) durch p teilbar, also #Zentr(G) nicht trivial.
Damit ist (1.4) bewiesen. 0

b. Sylowsétze

Wir untersuchen die Umkehrung des Satzes von Lagrange: Gibt es zu einem Teiler d der Ordnung
einer endlichen Gruppe G eine Untergruppe H von G mit #H = d? Betrachtet man spezielle
Gruppen, so kann man positive Antworten finden; z. B.

(1.5) Proposition: In endlichen zyklischen Gruppen gibt es zu jedem Teiler d der Grup-
penordnung genau eine Untergruppe der Ordnung d. Genauer: Ist G = (a) zyklisch von der
Ordnung n und d ein Teiler von n, so ist <a”/d> die einzige Untergruppe von G mit der Ordnung
d.

Beweis: Sei k = n/d. Es ist ord(a) = n, also a’ =1 <= n | i. Daraus folgt

(a")i=1 <= n|k-i < k-d|k-i < d|i.

Damit ist d = ord(a*), also (a*) eine (zyklische) Untergruppe der Ordnung d.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei H eine Untergruppe von G mit der Ordnung d. Da G zyklisch,
insbesondere also abelsch ist, ist H ein Normalteiler und wir kénnen die Faktorgruppe G/H
betrachten. Diese hat die Ordnung (G : H) = #G/#H = n/d = k. Also gilt nach dem Satz von
Lagrange a* = 1 fiir a = aH € G/H. Dies bedeutet

a*=a"H=H, bzw. * € H.

Damit liegt a* in H, also (a¥) € H. Wegen gleicher Ordnung stimmen die beiden Gruppen
iiberein, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. O

Diese Proposition gibt fiir spezielle Gruppen eine positive Antwort auf die Frage nach der
Umkehrung des Satzes von Lagrange. Die Sylowsitze hingegen geben eine positive Antwort
fiir spezielle Teiler d, namlich fiir Primzahlpotenzen d = p°®. Die fundamentale Bedeutung der
Sylowsétze liegt darin, dass sie fiir beliebige Gruppen gelten. Sie spielen daher eine nicht zu
iiberschitzende Rolle bei der Strukturaufkldrung beliebiger Gruppen.

Sei nun G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und es gelte p* | n. Dann ist
#G =n =p"-m mit p fm und r > s. Um eine Untergruppe H von G mit der gewiinschten
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Ordnung p® zu finden, betrachten wir zunéchst sdmtliche Teilmengen von G mit der Méchtigkeit
S.

Q- (f) _ (T CG|4T =p}.
Darauf operiert G durch Linksmultiplikation. Fiir ein 7' € © ist dann die Fixgruppe G = {0 €
G | oT = T} eine Untergruppe von G. Diese operiert nun ihrerseits auf den Elementen von T
durch Linksmultiplikation und man erhélt so (bei Wahl eines beliebigen a € T') eine injektive
Abbildung

0o :Gr =T, 00— 0a.

Insbesondere folgt also fiir jedes T' € Q: #Gr < #T = p°.
Wir suchen nun unter diesen Fixgruppen H = Gr eine mit der maximalen Ordnung p°.
Nun gilt fir H = Gp:

#H=p° <— ¢p,:H>»T <— T =Ha.

Andererseits gilt wegen #H < p*®

G ‘s
HH=p = pS\#H:(GfH):(é’:% = (G:H) |y *m

— p" M Y(G:H)=(G:Gr) = #GT.

Dabei ist GT = {oT | 0 € G} C Q die Bahn von T € Q. Fasst man beide Aussagen zusammen,
so erhélt man fir 7' C G

TeQAp T J#(GT) <= TeQA\/ T=Cra = \/ \/ T=Ha. (1)
a€eG acG H<G

#H=p*

Bei der zweiten Aquivalenz gilt ‘<’, weil aus T = Ha folgt: #T = #H = p°* und G = H.
Insbesondere erhalten wir aus (1)

\/ #H=p" < \/ p" " J#(GT). (2)

H<G TEQ

Wir wollen nun zeigen, dass es derartige T" € € und folglich Untergruppen der gesuchten Art
gibt. Dazu betrachten wir die Menge

Q’:{Temp“sﬂy#(GT)}(i {Ha|H<G, #H =p*, a € G}

und miissen zeigen, dass sie nicht leer ist. Q' besteht aus allen Nebenklassen aller Untergruppen
der Ordnung p*. Nun sind Nebenklassen von verschiedenen Untergruppen notwendig verschieden
(siehe oben: T'= Ha = H = Gr), also gilt

Q= U {Ha|a € G} = U H\G.
H<G H<G
#H=p® #H=p®

Da alle H\G dieselbe Méchtigkeit

— =p" " m

G:H)= =
( ) #H  p°

haben, folgt
#Q =p"m-#{H< G| #H =p’} =p" *m-ha(p®). (3)
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(ha(p®) bezeichnet also die Anzahl der Untergruppen H von G mit #H = p®, die wir ja studieren
wollen.) Weiter gilt bekanntlich

) ) B ) IR

Andererseits besteht © \ ' nach Definition von ' gerade aus allen T €  mit p" 5+ | #GT,
also zerfiillt Q\ Q' in lauter Bahnen, deren Miichtigkeit durch p"~**! teilbar ist. Das bedeutet

P QN Q) = #Q - #Q', bzw. #Q=Q mod p" T, (5)

Aus (3) — (5) folgt

Da p kein Teiler von m ist, gilt nun

p\m-((p’i‘_ll) o)) = p| (;"“_11) ~ ha(p),

und daher

Wir zeigen nun

<n_1>51modp. (7)

p®—1

Dies kann man rein zahlentheoretisch fiir p® | n beweisen. Man kann es aber auch gruppentheo-
retisch aus (6) folgern. Dazu benutzt man, dass in (6) die rechte Seite nicht von G, sondern nur
von #G = n abhingig ist! Und fiir G = C,, zyklisch von der Ordnung n ist die linke Seite von
(6) gemaB (1.5) gleich 1. Also

n—1

1=hc,(p°) = (

s — 1) mod p,
womit (7) bewiesen ist. (6) und (7) zusammen ergeben fiir jede Gruppe G der Ordnung n und
Primzahlpotenzen p® | n:

ha(p®) =1 mod p. (8)

Insbesondere kann die Zahl der Untergruppen der Ordnung p* nicht 0 sein! Damit ist der folgende
Satz bewiesen:

(1.6) Erster Sylowsatz: Sei G eine endliche Gruppe.
a) Dann gibt es zu jeder Primzahlpotenz p®, die die Gruppenordnung #G teilt, eine Untergruppe
H von G mit #H = p°.
b) Fiir die Anzahl h¢(p®) solcher Untergruppen gilt genauer:

ha(p®) =1mod p.



Unter den p-Untergruppen von G spielen die von grofitmoglicher Ordnung eine besondere
Rolle. Dies sind die sog. p-Sylow(unter)gruppen von G. Ist #G = p"m mit einer Primzahl p,
p Jm, so definiert man:

P p-Sylowuntergruppe von G :<—= P < G und #P =p"
<= P p-Gruppe und p J (G : P).

Nach dem vorangehenden Satz besitzt jede Gruppe fiir jede Primzahl eine p-Sylowuntergruppe.
Eine Ubersicht iiber alle p-Sylowuntergruppen gibt unter anderem der folgende Satz.

(1.7) Zweiter Sylowsatz: Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, P eine p-Sylow-
untergruppe und H eine beliebige p-Untergruppe von GG. Dann existiert ein o € G mit

Hco 'Po=P°.

Folglich:

a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.

b) p-Sylowgruppen von G sind genau die (bzgl. Inklusion) maximalen p-Untergruppen von G.
¢) Samtliche p-Sylowuntergruppen von G sind in G untereinander konjugiert:

P, P' p-Sylowuntergruppen von G = \/ P =pP°.
ceG

d) Ist s, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G und #G = p"m mit p J/m, so gilt:
sp|m und s, =1modp.

Beweis: Die p-Untergruppe H C G operiert durch Linksmultiplikation auf den Linksneben-
klassen Q = G/P = {aP | a € G} von P. Dann gilt nach (1.3)

#0 = #0% mod p.
Ist G = p"m mit p Jm, so ist #Q = (G : P) = m nicht durch p teilbar, also
#OH = #0 £ 0mod p.
Insbesondere ist #0 £ 0, also existiert in Q ein Fixelement aP unter der Operation von H:

/\ haP =aP, baw.a *ha € P.
heH

Damit gilt a ' Ha C P bzw. H C aPa~', womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun zu den Folgerungen. a) Mit P ist auch P? eine p-Sylowuntergruppe.
b) p-Sylowuntergruppen sind natiirlich maximale p-Untergruppen, da groéBere p-Potenzen nicht
mehr #G teilen. Sei nun umgekehrt H eine (bzgl. Inklusion) maximale p-Untergruppe. Wie
gezeigt, liegt H in einer p-Sylowuntergruppe, muss also wegen der Maximalitét mit dieser iiber-
einstimmen. Also ist H selbst p-Sylowuntergruppe.
c) Sind P, P’ p-Sylowuntergruppen, so existiert ein ¢ € G mit P’ C P?. Da P’ und P? als
p-Sylowuntergruppen gleichméchtig sind, folgt P’ = P?.
d) Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf den Untergruppen. Ist P eine p-Sylowun-
tergruppe, so ist die Bahn von P unter dieser Operation (nach c)) gerade die Menge aller
p-Sylowuntergruppen. Nun sind Bahnléngen aber Indizes von Fixgruppen. In diesem Falle ist
diese Fixgruppe gerade

Fixg(P) ={oc € G| P? = P} =: Ng(P),

8



der sog. Normalisator von P in G. Also gilt nach (1.7) ¢)
sp = #{P | P p-Sylowuntergruppe von G } = #{P° |0 € G} = (G : Ng(P)).

Diese Uberlegungen zeigen allgemein: Die Anzahl der Konjugierten einer Untergruppe ist der
Index des Normalisators in der Gruppe.

Nun ist der Normalisator nach Definition die grofite Untergruppe von G, in der P ein
Normalteiler ist:

Ne(P)={c€G|o 'Po =P},

also Ng(P) D P und daher gilt s, = (G : Ng(P)) | (G : P) = m. Damit ist auch d) bewiesen,
denn die Kongruenz modulo p wurde bereits im ersten Sylowsatz gezeigt.

c. Nilpotente Gruppen. Alle Gruppen seien im Folgenden endlich!

Nach (1.4) wissen wir, dass nicht-triviale p-Gruppen ein nicht-triviales Zentrum haben:

G # {1} p-Gruppe = {1} # Z1(G) := Zentr(G) .

Z1(G) ist ein Normalteiler von G und wir definieren induktiv eine aufsteigende Kette von Nor-

malteilern durch
v; : G — G/Z;(G) natiirlicher Epimorphismus,

Zi1(G) := v Y (Zentr (G Z:(Q))) -
(1.8) Bemerkung: Ist f : G — G’ ein Gruppenepimorphismus, so erhélt man durch die

Zuordnung H' — f~Y(H') eine Bijektion zwischen den Untergruppen von G’ und den Unter-
gruppen von G, die Ke f umfassen:

(H'|H' <G}y>»{H|Kef<H<GY}, H— f1(H).
Dabei bleiben Inklusionen, Gruppenindizes, Konjugiertheit und Normalteilereigenschaft erhalten
und entsprechende Faktorgruppen sind isomorph:
(@ H)=(G: ), fHH) = 7 EI),
H G < fYH)<G, H<«G = G/f '(H)>=G'/H'.
Beweis: Es ist f(f~1(H')) = H' und fiir Ke f < H < G gilt f~'(f(H)) = H, so dass (auf
der angegebenen Menge) die Umkehrabbildung durch Anwendung von f gegeben ist.

Ist G = U,y aif "1 (H') die Nebenklassenzerlegung von G modulo f~!(H’), so erhéilt man durch
Anwendung von f eine Nebenklassenzerlegung von G’ modulo H':

G =f(G) =] fla)H'.
icl
Dabei {ibertriigt sich die Disjunktheit, denn es gilt f~1(f(a;)H') = a;f~'(H’). Damit sind die
Anzahlen der Nebenklassen, d. h. die jeweiligen Gruppenindizes identisch.

Die Konjugiertheitsaussage rechnet man unmittelbar nach und die Normalteilereigenschaft
ergibt sich daraus unter Beachtung der Surjektivitéit von f. Die Isomorphie der Faktorgruppen
ergibt sich aus dem Isomorphiesatz. O

Sind G und damit auch alle Faktorgruppen G/Z; p-Gruppen, so haben diese alle ein nicht-
triviales Zentrum Zentr(G/Z;) # {1}, sofern sie selbst nichttrival sind, d. h. G # Z; ist. Aus
(1.8) (angewendet auf v; : G — G/Z;) ergibt sich:

Zi = Kev; = v; '({1}) g v N(Zentr(G /7)) = Ziy1 falls Z; # G
Fiir endliche p-Gruppen G folgt so die Existenz eines k mit Z;(G) = G:
1} C Z1(G)C Z;(G)C...C Zp(G) =G
(1S Z1(6) € 2(G) S .. S Z4(G)
Diese aufsteigende Zentralreihe Z;(G) wird erst bei G stationér. Diese Eigenschaft charakterisiert

die sog. nilpotenten Gruppen. Die obigen Uberlegungen besagen daher, dass p-Gruppen nilpotent
sind.



(1.9) Satz: Nilpotente Gruppen sind charakterisiert durch die folgenden &quivalenten Be- 3/30.4.2008
dingungen:
i) Die aufsteigende Zentralreihe Z;(G) definiert durch

Zo(G) = {1}, Zi11(G) = v; ' (Zentr(G/Z,(G)))

bricht erst bei G ab: Z;(G) = G fiir ein k.
ii) Es gibt eine Kette von Normalteilern

G>Ni>...> N, ={1}

mit N; <G und N;/N;11 C Zentr(G/N;41) (eine Zentralreihe bis hinunter zu {1}).
iii) Die absteigende Zentralreihe definiert durch

Go=G, Giy1 =[G, G| :={c 't lor|oc€G, TEG)

bricht erst bei {1} ab: Gy, = {1} fiir ein k.
iv) Jede echte Untergruppe H < G ist auch echte Untergruppe in ihrem Normalisator:

H<G = H<NgH)={ceG|H° =H}.

v) Alle Sylowuntergruppen von G sind Normalteiler in G.
vi) G ist direktes Produkt von Gruppen von Primzahlpotenzordnung.
vii) Alle Elemente z,y € G mit teilerfremden Ordnungen sind vertauschbar.

Beweis: Dass durch i) eine aufsteigende Kette von Normalteilern definiert ist, haben wir
bereits oben gesehen. Uberpriifen Sie selbst zur Ubung, dass durch iii) eine absteigende Kette
von Normalteilern G; < G definiert ist.

vi) = i): Man zeige als Ubung, dass sich Eigenschaft i) auf direkte Produkte von Gruppen
vererbt.

i) = ii) ist eine logische Abschwichung.

ii) = iii): Wir zeigen

[G, Ni] C Nija, (*)
woraus wegen Go C Ny = G dann induktiv G 41 = [G, G;] C [G, N;] C N,y folgt. Insbesondere
erhilt man G, C N = {1}, womit iii) bewiesen ist.
ad (x): Seien o € G, 7 € N; und damit [0, 7] = 0 =177 107 ein typisches Erzeugendes von [G, N;].
Es bezeichne & und 7 die Restklassen in G/N;;1. Wegen 7 € N;/N; 1 C Zentr(G/N;) sind die
Elemente & und 7 vertauschbar, also [0, 7| N; 41 = [7, 7] = 1. Damit folgt

1

[0,7] € Nipq fir o € G, T € N,

also wie behauptet [G, N;] C N;;1.
iii) = i): Man zeigt fiir beliebige i, j
GiCZ; <= Gi—1 CZjn (k)
und erhélt dann induktiv
Gr C Zp(G) ={1} <= G =Gy C Zx(Q).

Damit sind i) und iii) dquivalent, und zwar sogar mit demselben Index k.
Beweis von (xx):

Gi-1 CZjp1 = yjl(Zentr(G/Zj))
— v;(Gi_1) C Zentr(G/Z;)
— N A wro)=[r),v0)]=1

JEGTEGi,1
< Gz = [G, Gifl] C Ke v = Zj
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i) = iv): Wir setzen Hy := H, H;11 := Ng(H;) und zeigen induktiv Z;(G) C H;. Gelte
dies also fiir . Dann folgt:

2 € Ziy = l/fl(Zentr(G/Zi))
= N vi(o)wi(z) = vi(2)vi(0)

ceG

= N\ o'z 'ozeKey, =7 CH;
ceG

== /\ 2 oz € H;
ocH;

— 2z 'Hz2CH, — 2z 'Hyz=H; < z€ H;,

(Man beachte bei der vorletzten Aquivalenz die Endlichkeit von H;!)
Ist nun H eine Untergruppe von G mit H = Ng(H), so folgt H = H; fiir alle i, insbesondere
also G = Z(G) C Hy = H, mithin ist H keine echte Untergruppe von G.

iv) = v): Wir zeigen allgemein fiir jede endliche Gruppe G:

P p-Sylowuntergruppe von G A Ng(P) CHCG = H=Ng(H).

Ist dies gezeigt, so folgt unter der Voraussetzung iv) daraus H £ G, H = @, insbesondere
Ng(P) = G: P ist Normalteiler in G.
Beweis der obigen Behauptung;:

oceNg(H) = H=H’>P’
— P und P? sind p-Sylowgruppen in H (!)
= \/ PP=P" = \/ P =P
heH heH
= \/ oh™' eNa(P)C H
heH
=o€ H

v) = vi): Seien p, ..., p, die Primteiler der Ordnung von G und P, ..., P, die zugehorigen
Sylowgruppen. Diese sind nach Voraussetzung Normalteiler in G' (und daher eindeutig). Wegen
der Normalteilereigenschaft der P; gilt fiir o; € P, 0; € P}

o' (0;0i0;) € PP =P

)

-1 _—1 o) _
[Uz‘70j]:{(ai 0y i) 0j € PPy =Py,
J

Da die Sylowgruppen teilerfremde Ordnungen haben, haben sie paarweise trivialen Schnitt:
P, N P; = {1} fiir i # j, also

Damit sind die Elemente aus verschiedenen P; miteinander vertauschbar.
Wir setzen G := (P, ..., Ps) C G. Wegen der Vertauschbarkeit der P; erhalten wir Gruppene-
pimorphismen

vs: PLx...x Py — Gy, (01,...,05) —01"...-0s.

Wir zeigen nun per Induktion iiber s < r, dass diese injektiv sind. Im Falle s = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei s > 2 und (071, ...,0) im Kern von ¢g. Dann gilt

—1
Og :Ul'...'JsfleGsfl

11



Nach Induktionsvoraussetzung ist Gg_1 ~ P; X ... X Ps_1, also #G,_1 = Hf;ll #P; teilerfremd
zu #P;. Daraus folgt
071 =01...-04_1 € PsNGg4_q :{1}

s

Damitist os = 1und o;-....05_1 = 1, woraus nach Induktionsvoraussetzungo; = ... =051 =1
folgt. Insgesamt ist damit die Injektivitdt von ¢, gezeigt.
Wir erhalten schlie3lich
Px.. xP.>G,CqG.

Nun gilt nach Definition der p-Sylowgruppen

#G = [[#P = #G,,

i=1

so dass G = G, ist und dadurch vi) bewiesen ist.
vi) = vii) und vii) = v) als Ubung. O
Anmerkung: a) Nilpotenz vererbt sich auf Unter- und Faktorgruppen.
Nilpotenz impliziert Auflésbarkeit, aber nicht umgekehrt.
Anders als bei der Auflésbarkeit, folgt aus der Nilpotenz von Normalteiler NV und Faktorgruppe
G/N nicht die Nilpotenz der Gruppe G.

(1.10) Folgerungen: Fiir endliche Gruppen gilt:

a) Maximale Untergruppen in nilpotenten Gruppen sind Normalteiler; die zugehdrigen Fak-
torgruppen sind zyklisch von Primzahlordnung.

b) Wir bezeichnen fiir eine Teilmenge M einer Gruppe G mit (M)) den kleinsten Normalteiler
von G, der M enthélt, das sog. Normalteilererzeugnis von M. Mit dieser Bezeichnung gilt
in nilpotenten Gruppen:

(M) =G = (M)=G.

¢) Endliche abelsche Gruppen sind direktes Produkt abelscher Gruppen von Primzahlpotenz-
ordnung:
A =® A(p), A(p) abelsche p-Gruppen der Ordnung p" || #A.
P

(Dabei bedeutet p" || m, dass p" die héchste p-Potenz ist, die m teilt.)

Beweis: ad a): Aus (1.9), iv) folgt zunéchst, dass fiir eine maximale Untergruppe H von
G der Normalisator Ng(H) = G sein muss, also H Normalteiler ist. In der Faktorgruppe G/H
gibt es dann keine echten Untergruppen, da zwischen H und G keine Zwischengruppen existie-
ren. Eine Gruppe # 1 ohne Untergruppen muss aber Primzahlordnung haben, denn ist p ein
Primteiler der Gruppenordnung, so gibt es eine zyklische Untergruppe der Ordnung p, die dann
die volle Gruppe sein muss.
b) Ist (M) # G, so liegt M in einer maximalen Untergruppe U von G. Diese ist nach a) Nor-
malteiler in G, also (M)) C U # G, im Widerspruch zur Voraussetzung.
c) folgt aus (1.9), vi), da abelsche Gruppen nilpotent sind (gemé&fi Charakterisierung i)).

c. Frattinigruppe, Burnsidescher Basissatz.

(1.11) Definition: Sei G eine beliebige Gruppe. Die Frattinigruppe ®(G) von G ist definiert
als der Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von G:

oG = () U.

U<G maximal

(1.12) Proposition: Sei G eine endliche Gruppe.
a) ®(QG) ist eine charakteristische Untergruppe von G, d. h. invariant unter allen Automor-
phismen von G; insbesondere: ®(G) < G.
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b) ®(G) besteht genau aus den Elementen von G, die in allen Erzeugendensystemen iiberfliissig
sind:
z€®(G) = ( N\ (M)=G = (M\{z})=G).
McG

¢) Fiir zq,...,24 € G gilt:
Ty,...,xq erzeugen G <= T1,...,T4 erzeugen G = G/®(G).
d) Es sind dquivalent:
G nilpotent <= G/®(G) abelsch <= G/®(G) nilpotent.

e) Ist G eine p-Gruppe (p eine Primzahl), so ist G/®(G) eine elementar-abelsche p-Gruppe,
also eine IF",-Vektorraum.

Beweis: ad a): Ein Automorphismus von G bildet die Menge aller maximalen Untergruppe
in sich ab, ldsst also deren Durchschnitt invariant.
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